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Traballo proposto

Area de Conecemento: Alxebra

Titulo: Que é a teoria de categorias?

Breve descricién do contido

Este TFG pretende dar algunhas respostas 4 pregunta: Que é a teoria de cate-
gorias?

Pédese dicir que a teoria de categorias estd no gran esquema das cousas (matemati-
cas). Esta teorfa é moi diferente doutras ramas das mateméticas. En lugar de ser
outra irm4d alifada na foto de familia, é mdis ben un xene comin que as une. A
teoria de categorias non é outro pais mdis no mapa das matematicas, se non que é
un trebello para obter unha vista de paxaro de toda a paisaxe. Desde este punto de
vista, diferentes dreas das matemadticas comparten patréns/tendencias/estruturas
comuns. Isto resulta extraordinariamente 1til cando se quere resolver un proble-
ma nun dmbito pero non se dispén das ferramentas adecuadas. Ao transportar o
problema a un d&mbito diferente, pédese ver o problema baixo un prisma diferente
e talvez descubrir novas ferramentas, que fai que a solucién poida ser moito mais
facil.

Neste TFG, o estudante iniciarase na teoria das categorias asi como nalgunhas

das suias aplicacidns.
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Resumo

A teoria de categorias permite expresar numerosas realidades matemaéticas en diversos
ambitos cunha linguaxe comnn, facilitando a stia clasificacion e a busca de conexidns entre
ditos ambitos, ou entre aspectos diferentes do mesmo. E unha ferramenta potente para o
estudo de estruturas matematicas, guiando as definiciéns de construciéns habituais, como
o produto tensor ou o moédulo libre, que tenen andlogos que, a primeira vista, semellan non
ter nada que ver. Coa fin de incidir nestas caracteristicas, este documento estard repleto
de exemplos variados, ilustrando cada un dos conceptos introducidos, empezando coas
nocions basicas de categoria, functor e transformacién natural, e despois centrandose nas

ideas de equivalencia de categorias e adxuncién entre functores.

Abstract

Category theory allows us to express numerous mathematical realities in diverse realms
with a common language, making their classification and the search for connections amongst
said realms, in the form of natural transformations and equivalences of categories, easier
tasks. It is a powerful tool for studying of mathematical structures, guiding the definitions
of usual constructions such as the tensor product or the free module, which have parallel
constructions that, at first sight, have nothing to do with each other. With the end goal
of reinforcing the importance of these characteristics, this document will be full of varied
examples, illustrating each and every one of the concepts being introduced, starting with
the basic notions of categories, functors and natural tranformations, and later focusing on

the concepts of equivalence of categories and adjunction between functors.
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Introducion

Para a redaccién desta introducién empregouse principalmente a referencia [12].

A orixe da Teorfa de Categorias reméntase 4 década dos 40, no artigo General theory
of natural equivalences [5] de Samuel Eilenberg (1913-1998) e Saunders Mac Lane (1909-
2005). O contexto matemético da época é un de crecente interconexién entre campos
a primeira vista dispares, propiciado en parte pola globalizacién, que permitiu un axil
intercambio de ideas entre matematicos de diferentes escolas, e tamén pola poderosa xe-
neralidade das ferramentas que se desenvolveron, seguindo o método axiomadtico, entre o
final do Século XIX e o principio do Século XX, como a topoloxia ou a alxebra abstracta.

O xerme concreto que lles levou a estes dous matemaéticos a construir as fundaciéns da
teoria de categorias atépase no eido da topoloxia alxébrica. Eilenberg estaba estudando
certos grupos de homoloxia, de dificil computo, e recofieceu que eran isomorfos, de xeito
natural, a certas extensiéns de grupos calculadas por Mac Lane nun contexto puramente
alxébrico, coas que resulta moito mais doado traballar. Alertados por esta identificacion,
Mac Lane e Eilenberg tentarian formalizar a idea de transformacion natural, para o que
introducirfan a linguaxe de categorias e functores (que xogan o papel de asignaciéns entre
categorfas) no artigo mencionado anteriormente.

Veremos o significado preciso do adxectivo natural no transcurso da Seccién 2.2, pero
adiantamos que un isomorfismo natural non sé identifica a estrutura interior de dous
obxectos, senén que nos proporciona unha forma, mediante diagramas conmutativos, de
caracterizar as transformaciéns entre un obxecto dun lado do isomorfismo coas do outro.
O exemplo introdutorio que empregaron Mac Lane e Eilenberg foi un isomorfismo natural
ben cofiecido, que serve tamén hoxe en dia como idea intuitiva do que nos referimos con
naturalidade: o isomorfismo candnico entre un espazo vectorial de dimensién finita e o seu
bidual, mediante a aplicaciéon avaliacion. O quid da cuestién da naturalidade radica en
que, mediante a avaliacién, podemos relacionar calquera aplicacién lineal f: V' — W coa
sda bidual f**: V** — W** caracterizando asi, ademais da estrutura interna do bidual,
todas as aplicacions entre os espazos biduais que sexan inducidas por unha lineal. En

contraposiciéon, Mac Lane e Eilenberg recalcan que non existe un tal isomorfismo natural

IX
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entre un espazo vectorial e o seu dual, ningtin isomorfismo unificado entre espazos, que
sexa robusto ante as aplicaciéns lineais entre eles. Trataremos estes exemplos, dende o
punto de vista categorico, no transcurso da Seccién 2.2.

Durante a década dende 1945 ata 1955, empregariase a teoria de categorias como
unha linguaxe para organizar eficientemente a informacién, permitindo definir e manexar
a axiomatizacién da homoloxia, acometida por Eilenberg e Norman Steenrod (1910-1971),
unha labor vital tendo en conta a cantidade e disparidade, en construcién e calculo, de
teorias de homoloxia empregadas na época. A parte inicial da axiomatizacion consistiu en
ver os H,, como functores dende categorias admisibles de espazos topoldxicos ata categorias
de estruturas alxébricas, e en ver cada operador bordo d como unha transformacién natural
entre os H, correspondentes, satisfacendo as propiedades topoldxicas adecuadas. Unha
consecuencia desta claridade de concepcién foi achar un criterio formal para determinar a
equivalencia entre teorias de homoloxia: que exista unha familia de isomorfismos naturais
entre os functores H,, dunha teorfa e os H,, doutra, feito que empregarian no seu conecido
teorema de unicidade. Outra achega especialmente relevante traida por este enfoque ¢é a
linguaxe diagramatica, simplificando dramaticamente moitos dos razoamentos estandares
no campo.

Nos seguintes anos presenciariamos o nacemento da alxebra homoléxica, e, da man de
Alexander Grothendieck (1928-2014), a creacién das categorias abelianas en 1957, fun-
damentais na xeometria alxébrica e na &dlxebra homoldxica dende entén. As categorias
abelianas non seran estudadas neste traballo de fin de grao, pero si imos poner atencién
en que produciron unha primeira ondada de interese no estudo das categorias en si mesmas,
non s6 na sua aplicacién a situaciéns mais concretas por comodidade, coa fin de esclare-
cer as propiedades das categorias abelianas. Precisamente neste momento, Grothendieck
atopa a formulacion correcta para falar de equivalencia de categorias, o concepto central
do Capitulo 3. Mac Lane e Eilenberg falaran de isomorfismo de categorias, formado por
dous functores inversos no sentido usual, pero dita situacién rara vez sucede na préctica. A
equivalencia de Grothendieck, en cambio, garda unha patente semellanza coa equivalencia
de homotopia, e resulta un concepto moito mais frutifero.

Un ano despois, en 1958, Daniel Kan (1927-2013) introduce o concepto de adxuncién,
central en teoria de categorias, nunha serie de traballos adicados a establecer a teoria
de homotopia no eido xeral. No que consiste unha adxuncién é obxecto de estudo no

Capitulo 4, mais adiantamos que se trata dun isomorfismo natural entre os conxuntos
Hom(F'e,d) = Hom(c, Gd),

onde Hom fai referencia 6 conxunto de morfismos entre dous obxectos (cando dita coleccién

sexa, en efecto, un conxunto) e F' e G son functores con dominio e codominio cruzados.
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Esta idea continta na lifia das transformacions naturais artelladas polos seus predecesores,
desprazando o foco de atencién do estudo cara as transformaciéns ou morfismos, tentando
describir un obxecto completamente pola rede de conexiéns que ten con outros. O exemplo
base no que se apoiou Kan no seu artigo Adjoint functors [8] foi a conecida bixeccién entre

0s conxuntos

Hom(A ® B,C) = Hom(A, Hom(B, C)),

onde A, B e C son grupos abelianos. Esta adxuncién, cofiecida como adzuncién tensor-
Hom, desenvolverase na Seccién 4.4, tamén noutros contextos. Kan decatouse de que esta
construcion se repetia polo mitido no resto das matematicas, por exemplo, aparecendo
detras dalgunhas propiedades universais habituais, como relatamos na Seccién 4.3. O artigo
en cuestién de Kan, posterior és seus estudos en homotopia nos que xa botara man desta
idea, emprega exclusivamente conceptos categoricos, sen conceptualizalos como un xeito
de abordar problemas doutros contextos. E por isto que, se ben a teoria de categorias nace
con MacLane e Eilenberg, moitos consideran que é con Kan co que se convirte nunha rama

das matematicas a estudar en si mesma.
O presente traballo dividese en catro capitulos:

O Capitulo 1 consta de dias seccions: a Secciéon 1.1, na que definimos o concepto de
categoria e vemos unha serie de exemplos sinxelos desta construcién, destacando algiins nos
que os obxectos non son conxuntos e os morfismos non son aplicacions, e a Seccién 1.2, na
que introducimos e interpretamos alguns tipos de morfismos destacados, que xeneralizan

as ideas de aplicacion inxectiva, sobrexectiva e bixectiva.

No Capitulo 2, introducimos os functores na Seccién 2.1, que en términos informais
funcionan como morfismos de categorias, sendo asignacions congruentes entre os obxectos e
morfismos dunha categoria e os de outra preservando as composicidns, e as transformaciéns
naturais na Seccién 2.2, que se poden ver como morfismos entre functores de xeito preciso.

De novo, acompanamos cada concepto con algtiins exemplos.

O Capitulo 3 dividese en cinco secciéns: A Seccién 3.1 que introduce o concepto de
equivalencia de categorias, a sia interpretacién, unha caracterizacion de interese practico
e exemplos representativos, e as tres seguintes versan cada unha sobre unha equivalencia
distinta, estudada en mais profundidade. A Seccién 3.2 trata o grupoide fundamental, e a
sta identificacién co grupo fundamental baseado en calquera punto para espazos conexos
por caminos, a Seccién 3.3 reinterpreta categoricamente o teorema fundamental da teoria
de Galois, a Seccién 3.4 establece unha dualidade entre a categoria de subconxuntos afins,
que son construciéns xeométricas, e unha subcategoria da categoria de K-alxebras, cons-

trucions alxébricas. Por ltimo, na Seccién 3.5 recollemos unha dualidade entre alxebra
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(4lxebras de Boole) e topoloxia (espazos compactos, Hausdorff e totalmente desconexos),
un caso particular da chamada dualidade de Stone.

Para rematar, o Capitulo 4 comeza, na Seccién 4.1, con duas definicidns equivalentes de
adxuncions e algunhas consideracions tedricas sobre estas. Despois, dedicamos as ultimas
seccions do traballo, a estudar tres bloques de adxunciéns, é dicir, adxunciéns que, ainda
que xorden en ambitos moi diferentes, tefien evidentes semellanzas na construcion. Na
Seccidén 4.2 estudamos as conexiéns de Galois, que son casos particulares de adxunciéns de
functores definidos entre conxuntos ordenados, na Seccién 4.3 vemos as adxunciéns libre-
esquecemento, na que un dos functores esquece un aspecto da estrutura e o seu adxunto
recupera esa estrutura de xeito universal, e na Seccion 4.4 estudamos a adxuncion tensor-
Hom, comezando coa categoria de conxuntos como caso base e vendo como temos que

definir o produto tensor para poder estender a adxuncién 6 engadir estrutura.



Capitulo 1
Nocions basicas de categorias

Este capitulo inicial estd dedicado & construcién do concepto de categoria e 6 seu
estudo como entidade en si mesma. Presentamos exemplos de categorias que xorden ha-
bitualmente en diversos dmbitos matematicos, prestando especial atencién a que é unha
teoria mais xeral que simplemente dotar a conxuntos dunha estrutura adicional e conside-
rar as aplicacions entre eles. En efecto, veremos que obxectos matemé&ticos como monoides
ou o conxunto dos naturais poden formar en si mesmos unha categoria. Empregaronse as
referencias [13, 16, 18].

1.1. Construcion e exemplos

Definicién 1.1 (Categorfa). Unha categoria C' consiste nunha coleccién de obxectos e

unha colecciéon de morfismos verificando as seguintes propiedades:

= Cada morfismo ten asignados dous obxectos como dominio e codominio. Se f é un

morfismo en C' con dominio x e codominio y, escribiremos f : x — .
= Cada obxecto x ten asignado un morfismo Id,: x — x, 3amado morfismo identidade.

» Para calquera morfismos f: x — y e g: y — z, existe un morfismo gf = gof: z — z,

que chamaremos a composiciéon de f con g.
= Se f: 2 — y é un morfismo, fId, =1d, f = f.
» Se f:x—y,g:y— zeh:z— wson morfismos, entén h(gf) = (hg)f.

O uso do termo coleccion non é caprichoso: non se require que os obxectos dunha
categoria, nin os morfismos, constitiian un conxunto. Se ben o resto deste traballo estara

redactado coa adecuada xeneralidade cando sexa posible, nalgins intres necesitaremos
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unha garantia de que estamos traballando con conxuntos, por exemplo cando falemos
da coleccién de morfismos entre dous determinados obxectos. Co fin de solventar este

problema, introducimos a seguinte definicién:

Definicién 1.2. Diremos que unha categoria C' é pequena se a coleccién de todos os seus
morfismos é un conxunto, e que é localmente pequena se fixados dous obxectos = e y, a
coleccién de morfismos con dominio x e codominio y é un conxunto, que denotaremos por
C(z,y), ou por Hom(z,y) cando non haxa ambigiiidade con respecto & categoria 4 que

nos referimos.

Como adiantdbamos con anterioridade, traballaremos exclusivamente con categorias
localmente pequenas.
Como ¢ o caso no resto das estruturas matematicas, temos unha nocién de subestrutura

que recollemos a continuacion.

Definicién 1.3. Unha subcategoria dunha categoria dada é unha subcoleccién de obxectos
cos morfismos entre eles de xeito que a subcoleccién forma unha categoria en si mesma, é
dicir, que todos os obxectos tefien as sias identidades e a coleccién de morfismos é pechada

para a composicion.

Exemplo 1.4. O presente exemplo serve de recompilatorio para as categorias que se

atopan habitualmente.

1. A categoria Set, que ten por obxectos conxuntos, e por morfismos as aplicaciéns

entre eles coa composicion habitual.
2. De forma semellante a Set, temos categorias como

= Top, con espazos topoléxicos e aplicaciéns continuas.

= Monoid, con monoides como obxectos, que son conxuntos equipados cunha
operacion interna que verifican os axiomas de grupo a excepcién da existen-
cia de inversos para cada elemento, con homomorfismos de monoides, é dicir,
aplicaciéns que conservan as operaciéns. A categoria Group, con grupos e ho-

momorfismos de grupos, xorde como subcategoria de Monoid.
= Ring, con aneis e homomorfismos de aneis.

= 4Mod, con A-médulos pola esquerda sobre un anel A fixado e os seus homo-
morfismos de mddulos. De forma andloga construimos Mod 4 como a categoria
de A-médulos pola dereita. No caso particular de que A = K sexa un cor-
po, obtemos a categoria de K-espazos vectoriais coas aplicacidns lineais que

denotaremos por Vecty.
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= Man®™ con variedades diferenciables e aplicaciéns diferenciables C*°.

= Poset con conxuntos parcialmente ordenados e aplicaciéns mondtonas crecen-

tes.

3. A categoria Set,, que ten por obxectos conxuntos punteados, que son conxuntos
cun elemento destacado que chamamos punto base, e por morfismos aplicaciéons que

preservan os puntos base. Esta mesma construcién repitese para Top ou Man®.

4. Construimos a categoria Pfn, cuxos obxectos son conxuntos e os seus morfismos
son aplicacions parciais: unha aplicacion parcial f entre dous conxuntos X e Y, que
escribiremos f: X — Y, é unha aplicacién definida nun subconxunto dom(f) de X.
No tocante & composicion, se temos diias aplicacions parciais f: X =Y eg: Y — Z,

distinguimos dous casos:

» Se f(dom(f))Ndom(g) =0, entén gf é a aplicacién baleira (é dicir, o conxunto

baleiro pensado como relacién en X x 7).

= Noutro caso, gf é a aplicacién definida coa composicién usual con dominio

dom(gf) = dom(f) N f~*(dom(g)).

A asociatividade da composicién obtense como consecuencia directa da de Set.
5. Construimos a categoria Rel como segue:

= Os obxectos son conxuntos.

s Un morfismo R: A — B éunharelacion R C AxB.SeR: A— BeS: B— C,

a stia composicion SR definese do xeito natural: se x € A e z € C,
tSRz: < dy € B tal que xRy e ySz.

E doado comprobar que para un conxunto A, o morfismo identidade correspéndese
coa relacién Ay = {(a,b) € A% | a = b}.
Dado o diagrama A E,pB-—5,0C -1 D edouselementosac Aede D,

temos que

aT(SR)d <= 3ce€ C|aSRcedld <= Fbec BececC|aRb, bScecITd
<= 3Jbe B|aRbe bTSd < a(TS)Rd.

6. Outra categoria onde os obxectos son conxuntos é Mult, onde os morfismos, que

son relacions, chamanse aplicaciéons multivaluadas. Se P: A — B é unha aplicacién
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multivaluada e a € A e b € B estan relacionados por P, escribiremos b € P(a) no
canto de aPb. O que diferencia esta categoria da anterior é a lei da composicién, que
exponiemos deseguido.

Se P: A — Be@: B — C son aplicaciéns multivaluadas e a e ¢ son elementos de A
e C respectivamente, teremos que ¢ € QP(a) se se verifican simultaneamente dias

condiciéns:

» Existe b € P(a) tal que ¢ € Q(b). Esta é a condicién que define a composicién
en Rel.

» Para todo b € P(a), temos que Q(b) # 0.

0 igual que en Rel, o morfismo identidade é a diagonal e a composicién é asocia-
tiva. A proba é completamente andloga salvo pola necesidade de engadir a segunda

propiedade da composicién.

Exemplo 1.5. Todas as categorias do Exemplo 1.4 tefien en comin que os obxectos son
conxuntos, ainda que nalgunhas xa podemos observar que temos nociéns de morfismo que
non coincide cunha aplicacién. A continuacién, imos tratar algunhas categorias con outro

tipo de obxectos.

1. Se (A, <) é un conxunto parcialmente ordenado, podemos construir unha categoria

Ord 4 a partir da orde da seguinte forma:

= Os obxectos serdn os elementos do conxunto A.

= Fixados x e y elementos de A, existird un inico morfismo x — y se x < y e non

existird ningtiin noutro caso.

= Sexz —>yey— z entén x < y e y < z. Pola propiedade transitiva, x < z asi

que hai un tnico morfismo x — z que é o morfismo composicién dos anteriores.

Sexa x € A. Pola reflexividade da relacién, existe un tinico morfismo x — z, e dado
x — y, a composicion de ambos e igual 6 morfismo x — y pola unicidade, e 0 mesmo
sucede para outro morfismo z — x. Asi, a tnica frecha x — x verifica a propiedade
de morfismo identidade. De novo, como hai un tinico morfismo entre dous obxectos
dados, resulta trivial comprobar a asociatividade da composicion. Polo tanto, Ord 4

é, en efecto, unha categoria.
2. Se M é un monoide, construimos a categoria BM da seguinte forma:

= Consta dun tnico obxecto denotado por .
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= Os morfismos son os elementos do monoide M. A composicién definese como a

operacion de M.

A operacién de M ¢é asociativa e ten un elemento neutro, asi que a composicién
verifica os axiomas de categoria. Como caso particular, os grupos tamén determinan

unha categoria.

3. Se A é un anel conmutativo e unitario, construimos a categoria Mat 4, onde os
obxectos son nimeros enteiros positivos e un morfismo n — m é unha matriz m x n
con coeficientes en A. A composicién de dous morfismos B:n—+meC: m —1éo
produto matricial CB € My, (A), que é asociativo, e os morfismos identidade son

as matrices identidade da orde correspondente.

1.2. Tipos de morfismos

Unha vez temos a nocién adecuada de morfismo entre obxectos, interésanos determinar
como ¢ ese envio de informacién entre dominio e codominio. En particular, se reproduce
fielmente a informacién do dominio, se é unha observacién completa do codominio, ou
se fai que o dominio e o codominio sexan indistinguibles, en cuxo caso o chamaremos
isomorfismo.

Na categoria Set, sabemos como traducir o paragrafo anterior: unha aplicacién de
conxuntos f: A — B reproduce fielmente o conxunto A se é inxectiva, e dicir, se ningin
par de elementos de A distintos coinciden na imaxe, polo que podemos pensar que A
estd incluido dentro de B. Por outra banda, f é unha observacion completa de B se
é sobrexectiva, xa que cada elemento de B se pode obter como imaxe dun de A. Por
suposto, A e B resultan indistinguibles mediante f cando esta é bixectiva.

Para algunhas das categorias do Exemplo 1.4 xa coniecemos as nociéns adecuadas de
estes morfismos especiais, que nalgin caso coincide esencialmente coas de Set e noutros,
como en Top ou Man®, requiren refinamentos. Non obstante, a definicién de isomorfismo

nun eido maéis xeral parece clara.

Definicién 1.6 (Isomorfismo). Un morfismo f: z — y nunha categoria C' chamase iso-
morfismo se existe outro morfismo g: y — x verificando que gf = Id; e que fg = Id,.
Neste caso, escribiremos f: z ~ y.

E inmediato que o morfismo g é Unico, e chamarase inverso de f. Denotarémolo por
g=rf"

Diremos que dous obxectos x e y son isomorfos se existe un isomorfismo entre eles e

escribiremos x ~ y.
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Dende logo esta definicién reflicte o espirito da discusion inicial: para que dous obxectos
sexan indistinguibles mediante un morfismo, temos que ser quen de recuperar toda a
informacién que enviamos, sen erros, mediante outro morfismo.

Nunha categoria xeral C, a idea esencial de aplicacién inxectiva podémola recuperar
cun morfismo f que nos permita volver 6 seu dominio mediante outro morfismo de forma
que non se detecte ningin cambio, o cal implicaria que f reproduciu fielmente a infor-
macién. Porén, esta idea adoita resultar demasiado restritiva na practica, ainda que sexa
adecuada en Set. Unha forma menos estrita de formalizalo é pensar que f conserva toda
a informacion se calquera outra observacién previa a f que fagamos resulta distingui-
ble, ainda despois de termos aplicado f. Isto é, se a precomposicién dun morfismo con f
coincide coa de outro, estes dous morfismos tenen que ser iguais.

De xeito andlogo, recuperamos a idea de aplicacién sobrexectiva cun morfismo f que
é tal que, se observamos o dominio de f dende o seu codominio mediante un morfismo
concreto, f recupéranos toda a informaciéon do codominio. Analogamente, unha nocién
mais débil para unha observacion completa serd que as observaciéns posteriores a f queden
totalmente determinadas 6 seren vistas despois de f.

Formalizamos a discusion anterior na seguinte definicién.
Definicion 1.7. Sexa C unha categoria e f: x — y un morfismo. Diremos que f é:
= un monomorfismo se para calquera g, h: z — x tales que fg = fh, temos que g = h.
= un epimorfismo se para calquera g, h: y — z tales que gf = hf, entén g = h.
= unha seccion se existe un morfismo r: y — x tal que rf = Id,.
= unha retraccion se existe un morfismo s: y — x tal que fs = Id,.

E evidente que unha seccién/retraccién é en particular un monomorfismo/epimorfismo e
que un isomorfismo é, en particular, retraccién e seccién. Establecemos unha especie de

reciproco no seguinte resultado.

Proposiciéon 1.8. Sexa C' unha categoria e f: x — y un morfismo. Entdn, se f é unha

seccion e un epimorfismo, € un isomorfismo.

Demostracion. Sexa r: y — x unha retraccién de f, é dicir, un morfismo tal que rf = Id,.

Entén, temos que f = frf =1d, f, e por ser f epimorfismo, séguese que fr = Id,. O

Podemos facer unha proba totalmente analoga para ver que un morfismo que sexa
retraccién e monomorfismo é necesariamente un isomorfismo. Porén, imos atrasar dita

proba para facer uso nela da seguinte definicién.
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Definicién 1.9 (Categoria oposta). Sexa C' unha categoria. Definimos a sia categoria

oposta C°P? como segue:
= Os obxectos de C°P son exactamente os de C.

= Un morfismo f?: y — x de C°P correspéndese exactamente cun morfismo f: z — y
de C.

= A composicién de morfismos fP: z — y e g°?: y — z definese como g°? fP = (fg)°P.

A asociatividade da composicién e a existencia de morfismos identidade dedticense das

propiedades de C'. Ademais, f é un isomorfismo de C se e s6 se f°P é un isomorfismo de
CP.

A categoria oposta non é mais que, falando informalmente, a categoria orixinal coas
frechas reviradas. Se ben semella un simple ardid formal a primeira vista, podémolo em-
pregar para probar a proposicién que mencionamos anteriormente dun modo moito maéis

directo:

Corolario 1.10. Sexa C' unha categoria e f: x — y un morfismo. Se f € un monomor-

fismo e unha retraccion, € un isomorfismo.

En efecto, como na categoria oposta a orde da composicién se intercambia, os mo-
nomorfismos da orixinal transférmanse en epimorfismos e as secciéns en retracciéns (e
viceversa). Entén, un morfismo f de C' que sexa simultaneamente monomorfismo e retrac-
cién verifica que fP é epimorfismo e seccién. Asi, pola Proposicién 1.8, sabemos que f°P
¢ un isomorfismo, e asi deducimos que f tamén o é.

A importancia da categoria oposta radica en que, se un enunciado xeral acerca de ca-
tegorias é certo, a sua aplicacion particular a unha categoria proporciona unha afirmacion
dual sobre a sia oposta, polo que obtemos directamente dous resultados. Isto conécese
como principio de dualidade.

A continuacién, determinaremos estes morfismos especiais nalgunhas das categorias

anteriores.

Exemplo 1.11. En Set, os monomorfismos son exactamente as aplicaciéns inxectivas. En
efecto, sea f: A — B unha aplicacion. E evidente que se ¢ inxectiva, ¢ un monomorfismo,
asi que probamos o reciproco. Se f non é inxectiva, existen dous elementos = e y de A que
tefien a mesma imaxe por f. Definimos a aplicacién g: A — A tal que g(z) =y, g(y) ==
e gla) = a para todo a € A — {z,y}. Como f = fIdy = fg e g # Ida, f non é un

monomorfismo.



8 CAPITULO 1. NOCIONS BASICAS DE CATEGORIAS

Ademais, tamén podemos probar que se A # (), f é unha seccién. Empezamos tendo
en conta que a aplicaciéon f: A — f(A) ten unha inversa ¢, e definimos unha retraccién
de f deste xeito

e(y), seye f(A),

x, noutro caso.

r:B—Al|r(y) =

Os epimorfismos de Set son exactamente as aplicaciéns sobrexectivas. Como no caso
anterior, tomamos unha aplicaciéon f: A — B. De novo probar que a sobrexectividade
implica o cardcter épico é inmediato, asi que suponemos que f non é sobrexectiva, o que
implica que existen y € B — f(A) e z € f(A). Definimos g: B — B tal que g(y) = z e
g(z) = = para todo z € B — {y}. Asi elixida, tense que f = gf pero g # Idp, polo que f
non pode ser un epimorfismo.

Como sucedia cos monomorfismos, se B # (), podemos definir unha seccién s de f

empregando o axioma da eleccién (para cada y € B, s(y) é un elemento de f~1({y})).

No exemplo anterior, para probar que unha aplicacion inxectiva é un monomorfismo
(respectivamente, para probar que unha aplicacién sobrexectiva é un epimorfismo) non
traballamos con ningunha aplicacién concreta, polo que naquelas categorias nas que os
obxectos sexan en particular conxuntos e os morfismos aplicaciéns coa composicion usual,
a demostracion segue sendo valida. Non obstante, no resto de consideracions definimos

algunhas aplicaciéns concretas que non tefien por que ser morfismos noutras categorias.
Exemplo 1.12.

1. Un monomorfismo f: G — H de Group é necesariamente inxectivo. En efecto,
se suponiemos que non é inxectivo, entén verificase que Ker(f) # {1}, asi que os
homomorfismos de grupos constante cte;: Ker(f) — G e inclusién i: Ker(f) — G
son distintos, pero fi = f ctey, o cal é unha contradicién.

Razoamos de forma semellante para Ring e 4Mod.

2. Os epimorfismos de Ring non tefien por que ser sobrexectivos. Consideramos a
inclusién i: Z — Q, que claramente non é sobrexectiva. Se f, g: Q@ — A son homo-
morfismos de aneis tales que fi = gi, entén para calquera m € Z e n € Z*, temos

que

() = fm)fe)™ = glmigm) ™ = g (%)

n

polo que i é un epimorfismo.

3. Veremos un exemplo de monomorfismo que é unha aplicacién non inxectiva. Para

iso, introducimos unha categoria nova.



1.2. TIPOS DE MORFISMOS 9

Un grupo G dise divisible se é abeliano e para todo g € G e n € Z™, existe h € G tal
que g = nh. Resulta claro que esta categoria, cos homomorfismos de grupos, forma

unha subcategoria de Group.

A proxeccién canodnica p: Q — @, que claramente non é inxectiva, é un monomorfis-
mo, xa que se tomamos f, g: G — Q tales que pf = pg, entén para calquera = € G
temos que f(z) — g(x) = n € Z. Se n # 0, existe y € G tal que 2ny = z, asi que
n=2n(f(y) —gly)) <= 1=2(f(y) —g(y)), o cal é unha contradicién xa que o

numero f(y) — g(y) é enteiro. Deducimos asi que f — g = 0.

4. En Top, hai aplicacions inxectivas que non son secciéns e aplicaciéns sobrexectivas

que non son retraccions.

En efecto, consideramos a aplicacién continua f: (R,7) — (R, T¢iviqr) definida por
f(x) = x, que é bixectiva, mais non é un homeomorfismo, xa que a sia aplicacién
inversa non é continua. Pola Proposicién 1.8, f non pode admitir retracciéns nin

seccions.
Exemplo 1.13.

1. Tomamos un conxunto ordenado (A, <), e a categoria que este determina, Ordy.

Entoén:

= Os unicos isomorfismos son as identidades. En efecto, se temos dous morfismos
r — y ey — x, pola simetria da relacion deducimos que z = y, e o Unico

morfismo de x en x é Id,.

= Todos os morfismos son monomorfismos e epimorfismos. A condicién para am-
bas verificase trivialmente xa que fixados un dominio e un codominio, hai como

maximo un morfismo.

= Aplicando a Proposicion 1.8, as tinicas retraccions e secciéns son as identidades.

2. Consideramos un grupo G. Todos os morfismos de BG son isomorfismos, por teren

inverso no grupo.






Capitulo 2
Relaciéons entre categorias

Asi como o aspecto fundamental do estudo dunha categoria resulta ser o estudo dos
seus morfismos, a teoria de categorias en si mesma xorde para clasificar rigorosamente
relaciéns e transformaciéns entre categorias, e dicir, os functores. Os functores, como
os morfismos para os obxectos, resultaran ser unha observacidon dunha categoria noutra
que pode resultar mais sinxela de estudar, capturando a interaccién entre morfismos de
xeito coherente. Ademais, tamén é de interese preguntarnos pola relacién que hai entre
os functores, xa que pode ser que capturen esencialmente a mesma informaciéon na sua
totalidade ou en determinados aspectos. Esta nocién de morfismo entre functores serd o

que chamaremos transformacion natural. Nesta seccién, séguense as referencias [11, 13, 16].

2.1. Functores

Definicién 2.1. Se C'y D son categorias, un functor (covariante) F' con dominio C y
codominio D, que denotaremos por F': C' — D, consiste nunha asignacién das seguintes

caracteristicas:
» Para calquera obxecto ¢ de C, temos un obxecto Fc¢ = F(c) de D.
» Para calquera morfismo f: x — y en C, temos un morfismo F'f = F(f): Fx — Fy.

= Se f e g son morfismos de C' para os que a composicién gf esta ben definida, temos
que F(gf) = FgFf.

= Se ¢ é un obxecto de C, cimprese que F'Id. = Idg..

Diremos que F é un functor contravariante de C' en D se F' é un functor covariante
C? — D.

11
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Como no caso dos morfismos, algins functores tenen propiedades especialmente boas.
En particular, queremos poder distinguir as transformaciéns entre dous obxectos da ca-
tegoria imaxe a partir da de partida, ter unha imaxe completa delas, e ter a garantia de
que conecemos esencialmente (é dicir, salvo isomorfismos) todos os obxectos da categoria

de chegada a partir da orixinal. Precisamos estas propiedades na seguinte definiciéon:
Definicion 2.2. Un functor covariante F': C — D dise:

= pleno se para cada x e y obxectos de C' e g: Fx — Fy, existe f: x — y tal que
Ff=g.

» fiel se para cada = e y obxectos de C'y f, g: x — y tales que F'f = Fg, necesaria-

mente se verifica que f = g.
= plenamente fiel se é pleno e fiel.

= esencialmente sobrezectivo se para cada obxecto d de D, existe un obxecto ¢ en C

tal que d ~ Fe.

Temos a mesma definicién para functores contravariantes trocando a direccion das frechas

adecuadamente.

O caracter esencialmente sobrexectivo permitenos, no caso das categorias pequenas,
definir unha asignaciéon que funciona como secciéon de F' salvo isomorfismo, empregando
o axioma da eleccién. Sen mdis hipoteses, esta seccién por suposto non ten por que ser
functorial.

Que F' sexa plenamente fiel pddese interpretar como unha nocién de bixectividade no

sentido da seguinte proposicién.

Proposicion 2.3. Un functor plenamente fiel F: C — D reflicte e preserva isomorfismos,

€ dicir, se x ey son obzectos de C, entdn temos que
T~y <= Fx~Fy.

Demostracion. Que F' preserva isomorfismos é certo simplemente en virtude de ser fun-
ctor, & conservar as composicions e as identidades. Reciprocamente, se g: Fx — F'y é un
isomorfismo, entén, por plenitude, podemos escribir Ff = g e Fh = ¢g—'. Por fidelidade,

as composicions de f con h son as respectivas identidades. O

Combinaremos estas diias nociéns no seguinte capitulo para ver que a seccién discutida
resulta ser functorial, ddndonos o que chamaremos unha equivalencia.
A continuacidn, trataremos algins exemplos elementais de functores e discutiremos se

verifican ou non algunhas das propiedades anteriores.
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Exemplo 2.4.

1. A asignacion P: Set — Set que leva cada conxunto 6 seu conxunto de partes e cada
aplicacién & stia correspondente aplicacién imaxe directa é un functor covariante.
Analogamente temos un functor contravariante P~: Set — Set que actia igual nos

conxuntos e envia cada aplicacién & sia correspondente aplicacién imazxe reciproca.

Vexamos que P e P~ son fieis, pero non plenos nin esencialmente sobrexectivos.
En efecto, se f, g: X — Y son aplicaciéns tales que Pf = Pg, temos que para
todo z € X, f({z}) = g({z}), o que equivale a que f(x) = g(x). Asi, P é fiel.
Razoando para P~!, observamos que f~1({f(2)}) = ¢~ *({f(2)}), o que implica en
particular que g(x) = f(x). Agora ben, a aplicacién cteg: PX — PY, onde X non
¢é baleiro, non pode ser imaxe de ningunha aplicacién X — Y mediante P nin de
ningunha aplicacién ¥ — X mediante P~, polo que ningun dos dous functores é
pleno. Tampouco son esencialmente sobrexectivos, xa que un conxunto de partes

dun conxunto finito debe ter sempre un cardinal que sexa unha potencia de 2.

2. m: Top, — Group que leva cada espazo topoléxico punteado no seu grupo funda-

mental e cada aplicacién continua na sua clase de homotopia é un functor covariante.

3. T,: Man{® — Vectg, que leva cada variedade diferenciable punteada no espazo tan-
xente & variedade nese punto e as aplicaciéns diferenciables C*° nas correspondentes

aplicaciéns tanxente nese punto, é un functor covariante.

4. (1)*: Vectxg — Vecty que leva cada K-espazo vectorial no seu espazo dual e cada
aplicacién lineal na sia aplicacion dual é un functor contravariante. De xeito analogo

temos o functor bidual (-)**, que é covariante.

5. O chamado functor de esquecemento U : Top — Set é un functor covariante que
envia cada espazo topoldxico 6 conxunto subxacente e cada aplicacion continua &
mesma aplicacion. Esencialmente, esquecemos a topoloxia dos espazos. Temos fun-
ctores de esquecemento semellantes para categorias como Group, Ring, Man™,

AMod ... que seguiremos denotando por U.

E inmediato comprobar que todos estes functores de esquecemento son fieis. De feito,
o termo functor de esquecemento aplicase 6s functores covariantes fieis dende unha
categoria dada C' a Set. O par (C, U), formado por unha categoria C' e un functor de
esquecemento, i.e., un functor fiel U: C' — Set, denominase unha categoria concreta.
Observamos que unha mesma categoria pode ter distintos functores de esquecemento,
como é o caso de Set co functor identidade e os functores P e P~ do primeiro

exemplo.
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6. Sexa C' unha categoria localmente pequena e ¢ un obxecto de C'. Definimos o functor

Hom covariante C(c,-): C — Set e o functor Hom contravariante C(-,c): C — Set

mediante os seguintes diagramas

y —— C(c,y) fg y —— C(y,c)

A utilidade principal do functor Hom radica en que, como tratamos no Capitulo 1, a
teoria de categorias deposita maior importancia nas transformaciéns entre obxectos
que nos obxectos en si. En moitos casos, podemos caracterizar totalmente un obxecto
conecendo como se relaciona cos demais, ¢ dicir, estudando un ou ambos functores

Hom.

O functor Hom non ten por que ser nin pleno nin fiel. En efecto, se consideramos R
coa topoloxia usual, o functor contravariante Top(-,R) = C(:,R): Top — Set non

verifica ningunha das duas propiedades, como imos ver.

Para desmentir a fidelidade, tomamos f, g: X — Y continuas, onde Y = {a, b} ten
a topoloxia trivial e X é calquera espazo. Entén, todas as aplicacions X — Y son
continuas, e podemos tomar f e g distintas. Agora ben, se temos unha aplicacién
continua Y — R e calculamos a imaxe reciproca dun punto na sta imaxe, obtemos un
pechado non baleiro de Y, é dicir, o mesmo Y, polo que a aplicacién é necesariamente
constante. A postcomposiciéon de f e g por unha aplicacién constante é a propia
aplicacién constante, ainda que cambiada de dominio, asi que obtemos a igualdade
f* = g*. Se ademais consideramos X discreto e con dous ou mais elementos, podemos
construir unha aplicacién C(Y,R) — C(X,R) que envia unha aplicacién constante a
outra distinta, a cal non se pode obter aplicando o functor, asi que este non pode

ser pleno.

. A correspondencia O: Top — Poset que asigna a cada espazo topoldxico a sta

topoloxia ordenada coa inclusion, e a cada aplicacién continua a stia aplicacién imaze
reciproca, que conserva a inclusions, é un functor contravariante. Tamén podemos
considerar o functor contravariante C, que actua igual pero para a coleccién de

conxuntos pechados.

. Se G é un grupo, un functor covariante F': BG — Set determina un conxunto

X = Fx e para cada g € G, unha aplicaciéon Fg = g(-): x € X — gx € X. Polas
propiedades functoriais, para g, h € G, temos que (hg)z = h(gz) e 1o = x para todo
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10.

11.

x € X. E dicir, F' determina unha accién de grupos pola esquerda sobre o conxunto
X. Se toméasemos un functor contravariante, obteriamos unha accién de grupos pola

dereita.

Substituindo a categoria Set por outra como Top ou Vecty, obtemos construcions

semellantes.

Se M e N son monoides, pédese comprobar que un functor F: BM — BN co-
rrespéndese cun homomorfismo de monoides f: M — N, xa que F' preserva a com-
posicién.

Podemos ver que a fidelidade e plenitude de F' equivalen & inxectividade e sobrexec-
tividade de F respectivamente. Tamén é esencialmente sobrexectivo, xa que BN ten
un unico obxecto. Polo tanto, [’ é plenamente fiel e esencialmente sobrexectivo se e

86 se f é un isomorfismo de monoides.

Sexan A e B conxuntos ordenados. Un functor F': Ordy — Ordpg leva elementos
de A en elementos de B, e se existe un morfismo z — y en Ordy, existe outro
morfismo Fz — Fy. E dicir, F' correspondese cunha aplicacion f: A — B mondtona
crecente. Vexamos baixo que condiciéns F' é algin dos tipos de functores expostos

na Definicion 2.2.

Inmediatamente, obtemos que é un functor fiel, xa que entre dous obxectos sé pode
haber como méximo unha frecha. Notemos que, a diferencia do exemplo anterior,

isto non implica que f sexa inxectiva: ainda que esta fose constante, F' segue sendo

fiel.

No tocante & plenitude, precisamos exactamente que f reflicta a orde, é dicir, que se
f(a) < f(d'), entén a < @ para todos a e a’ elementos de A. Isto implica en particular
que f é inxectiva, xa que se f(a) = f(a’), verificanse as dias desigualdades e, en
consecuencia, a e a' verifican as dias desigualdades. A condicién de inxectividade

non ¢é suficiente para reflectir a orde.

O carécter esencialmente sobrexectivo correspéndese coa sobrexectividade da apli-

cacién, xa que a isomorfia en Ordp coincide ca igualdade.

Unindo o anterior, se f é unha bixeccion que reflicte a orde, entén a sta inversa é
monotona crecente, é dicir, que f é un isomorfismo en Poset. Polo tanto, F' é un
functor plenamente fiel e esencialmente sobrexectivo se e s6 se f é un isomorfismo

en Poset.

Sexa K un corpo. Imos definir dias categorias e dar un functor pleno e non fiel entre

elas.
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Construimos a categoria i cuxos obxectos son os conxuntos K" e os morfismos son
funciéns polinémicas coa composiciéon habitual. Por outra banda, a categoria P ten
0s mesmos obxectos, un morfismo f: K™ — K™ é un elemento de (K[Xy,..., X,])™
e a sta composicién con g: K™ — K" obtense como a substitucion formal das va-
riables (g1(f1,--y fm)s---s9r(f1,..., fm)). Pédese comprobar que esta composicién

é asociativa e que Idgn = (X1,..., X,).

O functor F': Px — Fk definido de xeito natural é claramente pleno, pero para o

corpo K = Zs, non é fiel. En efecto, os elementos de (Z2[X, Y])2 definidos como
p=(X(X+1),YY +1) e ¢= (XY + XY X% + XY?)

son distintos, mais para todo (a,b) € (Zg)? temos que Fp(a,b) = 0= Fq(a,b).

2.2. Transformacions naturais e dinaturais

Definicién 2.5 (Transformacién natural). Sexan C e D categorfas e F, G: C — D
functores, ambos covariantes ou contravariantes. Unha transformacién natural a: F = G
consiste nunha coleccién de morfismos a.: F¢ — Gc, un para cada obxecto ¢ de C, de forma

que se f: x — y é un morfismo de C, verificase que o seguinte diagrama é conmutativo:

F:rLf>Fy

a{ e

Diremos que a. é a compofiente de « en c.
Se cada unha das compofientes de o é un isomorfismo, diremos que é un isomorfismo

natural e denotarémolo por a: F = G.

En definitiva, unha transformaciéon natural entre dous functores F' e G é unha forma
canodnica de pasar de F' a G, que garda coherencia con todos os datos que manexan F
e GG tanto en obxectos como en morfismos, sen requirir elecciéns externas & estrutura da
categoria. Se dita transformacion é un isomorfismo, entén as observacions que determinan
F e GG no codominio son, esencialmente, indistinguibles: podemos recuperar cada morfismo
entre dous obxectos da imaxe de F' cun entre os correspondentes obxectos da imaxe de G,
e viceversa.

E evidente que podemos considerar unha nocién de composicién entre transformaciéns
naturais, facéndoo componente a componente, polo que cabe preguntarse se podemos cons-
truir unha categoria a partir de esta. En efecto, tomamos C' e D categorias, e consideramos

a coleccién DC onde:
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= Os obxectos son functores de C' a D.

= Os morfismos son transformaciéns naturais entre functores de C' a D. A composicién
definese como a composiciéon de morfismos de D compoiiente a componente, isto é,

se a: FF'= G e f: G= H, para todo obxecto ¢ de C, (fa). = Bea.
Proposicién 2.6. D ¢ unha categoria.

Demostracion. Se vemos que a composicion estd ben definida, resulta inmediato que as
identidades son as transformaciéns naturais cuxas componentes sexan identidades e que é
asociativa, pola asociatividade en D.

Se tomamos « e 8 como describimos antes e f: x — y é un morfismo de C, entén a

conmutatividade dos cadrados superior e inferior do diagrama

in)Fy

ocxl oy
Gzx i) gy
5{ I

garanten que o cadrado exterior conmuta, o cal proba a naturalidade de Sa. ]

Temos, a maiores, unha certa nocién de composicion entre functores e transformaciéns

naturais no seguinte sentido.

Observacion 2.7. Sexan C, D e F categorias e F', G: C — D e H, I: D — FE functores.

Enton:

1. Dada «: H = I, podemos definir unha transformacién natural ap: HF = IF onde
para todo ¢ obxecto de C, a componente correspondente é a de o en Fe. A condicién
de naturalidade dediicese inmediatamente da de «. Ademais, se o é un isomorfismo,

ap tamén o é.

2. Dada a: F = G, podemos definir a transformacién natural unha transformacion
natural Ha: HF = HG onde cada componente se obtén aplicando H 4 componente
correspondente de . A condicién de naturalidade obtémola de que aplicarlle un
functor a un diagrama conmutativo resulta conmutativo. De novo, que « sexa un

isomorfismo implica que Ha o é.

Exemplo 2.8. Os seguintes son algtins exemplos representativos de transformaciéns na-

turais.
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1. Establecemos a transformacién natural que comentamos na Introducién, entre os

functores Idvect,, (-)**: Vectg — Vectg.
Dado V un K-espazo vectorial, definimos a aplicacion lineal
evy: V. o — V¥
v o— evi: V' — K
e — o).
Se f: V — W é unha aplicacién lineal, o diagrama

v ow

evvl levw

é conmutativo, xa que dado v € V e o € W**, temos que
(eviv of)(0) (1) = evig” (12) = o(f(v)),

([ oevy)(v)(p) = [T (evi) (@) = evi ([T (9)) = [ (p)(v) = ¢(f(v)).
E dicir, ev: Idvect x = ()" é unha transformacién natural. Na categoria Vect{(d ,

temos un isomorfismo natural.

. Os functores contravariantes O, C': Top — Set son naturalmente isomorfos, o cal

reflicte que obtenamos a mesma construciéon definindo unha topoloxia por abertos

que por pechados.

Dado un espazo topoldéxico X, definimos ax: OX — CX | ax(U) = X — U con
inversa fx: CX — OX | Bx(F) =X —F.Se f: X — Y é unha aplicacién continua,

o diagrama

ox <4 oy

axl l“y

C’X<fTCY

é conmutativo, xa que se V' é aberto en Y,

ax(f V) =X - (V)= 1Y = V) = fHax (V).

. Sexa G un grupo e F, H: BG — Set dous functores covariantes. Sexan X = F'x

e Y = Hx. Sabemos que os functores F' e H definen acciéns de grupos sobre os
conxuntos X e Y. Se a: F' = H é unha transformacién natural, entén dado g € G

temos asegurada a conmutatividade do seguinte diagrama.
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E dicir, se identificamos o = a, (xa que esta é a inica componente da transformacion
natural), temos que para g € G e x € X, a(gz) = ga(x). E dicir, a é unha aplicacién

que conmuta coas acciéns. Dise que « é unha aplicacion G-equivariante.

Coa nocién de transformacion natural definida, podemos relacionar dous functores
covariantes ou contravariantes entre si, pero pode ser de interese facelo cun covariante
e outro contravariante. Para este fin, precisamos definir o concepto de transformacién

dinatural.
Definicion 2.9. Sexan C e D categorias. Definimos a categoria produto C' x D onde:

= 0s obxectos son pares (¢, d) onde ¢ e d son obxectos de C' e D respectivamente.

» un morfismo de (¢,d) a (¢/,d') e un par (f,g) onde f:¢c— c eg:d — d. A lei de

composicién definese componente a componente.

E inmediato que Id(.q) = (Id¢, Id4) e que a composicién é asociativa. Podemos definir os

functores proxeccion Py: C x D — C e Py: C' x D — D do xeito obvio.

Definicion 2.10. Sexan C e D categorias, F', G: C°? x C — D dous functores. Unha
transformacion dinatural a: F = G consta de componentes a.: F(c,c¢) — G(c,c) para

cada obxecto ¢ de C' de xeito que o seguinte diagrama é conmutativo para calquera frecha

fixz—uy.

F(z,y)
F(IdV wldy)
F(x,x) F(y,y)
aml l‘)‘y

G(z,x) G(y,y)
G(Id% A Id,)
G(z,y)
Se as comportientes son isomorfismos, diremos que « é un isomorfismo dinatural.
No caso de que F' e G dependan dunha soa variable, é dicir, que F' = (cte, Fp) e
G = (Go,cte), podemos interpretar a transformacién dinatural a: F — G como unha

transformacion natural entre un functor covariante e outro contravariante de C' a D,

reinterpretando a condiciéon de naturalidade co diagrama:
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Fox % Foy

EoT
GQLB w Goy

Exemplo 2.11. Os functores Idvect, covariante e (-)*: Vectx — Vecty contravariante
non poden ser naturalmente isomorfos. Suponiamos que a: Idvect, — (-)* é unha transfor-
macién dinatural. Polo tanto, o seguinte diagrama é conmutativo en Vectg para calquera

aplicacién lineal f.

v ow

ov | Jew

En particular, se f = 0, temos que ay = 0 para todas as posibles eleccions de V', o que
evidentemente implica que « non pode ser un isomorfismo natural.

De feito, o que probamos é que a tnica transformacién dinatural entre eses dous fun-
ctores é aquela que ten todas as componentes nulas. Isto reflictese en que cando queremos
definir unha aplicacién lineal non nula entre un espazo vectorial calquera e o seu dual,
precisamos dunha eleccién explicita de base.

Por outra banda, se consideramos a categoria PreHilbert, de R-espazos vectoriais pre-
hilbertianos onde os morfismos son as aplicaciéns lineais que preservan o produto escalar,

e os functores

U: PreHilbert — Vectr o functor de esquecemento (covariante),

(1)*: PreHilbert — Vectg o functor dual (contravariante).
Entén temos unha transformacién dinatural ®: U = (-)* dada por
he Hw— ®y(h)={(,h)e H".

En efecto, para unha isometria lineal f hai que comprobar a conmutatividade do diagrama

H—1 K

‘I’Hl FK

Fixados h € H e k € K, verificanse as seguintes igualdades:

(@ (f(R)(R) = f(( f()(k) = (f(k), f(h)) = (k, h) = @ (h)(K).
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Repetindo a construcién para a categoria Hilbert, con espazos de Hilbert reais e isometrias
lineais, e co functor ()" dual topol6xico, cada componente é un isomorfismo polo teorema
de representacion de Riesz para espazos de Hilbert, polo que obtemos un isomorfismo

dinatural.






Capitulo 3
Equivalencias de categorias

Neste capitulo, a meta é determinar a nocién adecuada para saber cando podemos
substituir unha categoria por outra que sexa, a efectos practicos, idéntica. Unha primeira
idea é considerar un isomorfismo de categorias, é dicir, un par de functores F': C — D
e G: D — C tales que GF = Idg e FFG = Idp. Se ben é razoable, é unha nociéon de
equivalencia moi forte e de escasa utilidade préactica. O principio de equivalencia que em-
pregaremos serd moi semellante 4 idea de equivalencia homotdépica en espazos topoldxicos,
onde GF' e FG serdn naturalmente isomorfos s respectivas identidades. A maiores, esta
idea pddese caracterizar, en casos particulares, en términos de functores que cumpran as
propiedades da Definicion 2.2, de xeito que resulta mais manexable. Por tltimo, dedicamos
o resto da seccién a presentar varios exemplos de categorias equivalentes.

As referencias empregadas son principalmente [11, 13, 16]. Acudiremos a outras refe-

rencias para exemplos concretos, que se citaran chegado o momento.

3.1. Preliminares

Definicién 3.1 (Equivalencia de categorias). Diremos que un functor F': C — D define
unha equivalencia de categorias entre C' e D se existe un functor G: D — C e dous
isomorfismos naturais a: Ide 2 GF e f: FG =2 1dp.

Se existe unha equivalencia de categorias entre C'y D, diremos que son equivalentes e
escribimos C' ~ D.

Se C°? ~ D, diremos que C e D son dualmente equivalentes.

Para interpretar esta definicién, imos suponer que queremos estudar a categoria C
a partir da D. Se ambas son localmente pequenas, tomamos dous obxectos = e y de C

e imos estudar o conxunto C(z,y). Ent6n, mediante o isomorfismo natural «, resulta

23
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completamente equivalente a estudar C'(GFx,GFy), un proceso no que xa intervén a
categoria D que nos resulta mais sinxela, xa que podemos pasar cada morfismo f € C(x,y)
a GFf compofiendo por isomorfismos a ambos lados de forma uniforme, sen que importe
como ¢é o morfismo f.

Cabe esperar que esta equivalencia de categorias sexa transitiva. Isto gardnteo a se-

guinte proposicion:
Proposicién 3.2. Sexan C, D e E categorias tales que C ~ D e D ~ E. Enton, C ~ E.

Demostracion. Sexan F: C — D, G: D — C, H: D — FE e I: E — D functores e
a: ldg 2 GF, B: FG =2 1dp, n: Idp 2 IH e e: HI = Idg isomorfismos naturais. Entén
HF:C — FEeGI: E— C son functores e imos ver que determinan unha equivalencia de
categorias con isomorfismos naturais Id¢ = (GI)(HF) e (HF)(GI) = 1dg.

Se ¢ e e son obxectos de C' e E respectivamente, & vista das transformacions naturais
involucradas, vemos que podemos definir un morfismo dende ¢ ata GI H F'c e dende H FGle

ata e mediante os diagramas

c—%  GFc " GHIFC

HFGIe 251 fre — < ¢

Agora, aplicando a Observacion 2.7, obtemos un par de isomorfismos naturais definidos
polas componentes anteriores, Gnra: Idg =2 GIHF e eHBr: HFGI = Idg, de onde

deducimos o resultado. O

O seguinte teorema proporciénanos un criterio de grande utilidade practica para esta-
blecer equivalencias de categorias, recollendo unha idea mencionada na Seccién 2.1, que

empregaremos continuamente no que segue de capitulo.

Teorema 3.3. Un functor F: C — D, onde C é unha categoria pequena, define unha

equivalencia de categorias se e so se € plenamente fiel e esencialmente sobrexectivo.

Demostracion. Suponamos que F define unha equivalencia de categorias, € dicir, que existe
un functor G: D — C' e dous isomorfismos naturais a: Idg 2 GF e 5: FG = Idp.

Se d é un obxecto de D, Gd é un obxecto de C' e FGd ~ d mediante (34, polo que F' é
esencialmente sobrexectivo.

Sexan f, g: x — y morfismos de C tales que F' f = Fg. Entén, pola conmutatividade

do diagrama
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deducimos a conmutatividade de
. y

Id, Id,

88

g y

é dicir, que f = g. Pola arbitrariedade dos morfismos, F’ ¢ fiel. De forma andloga podemos
probar que G tamén é fiel.
Sexa g: Fx — Fy un morfismo en D onde x e y son obxectos en C. Se definimos

f= a;l(Gg)ax: x — y, temos que o seguinte diagrama é conmutativo.

GFx & GFy

Isto permitenos deducir que Gg = GF'f, e como G é un functor fiel, g = F'f, asi que F' é
pleno.

Reciprocamente, suponamos que F' é plenamente fiel e esencialmente sobrexectivo e
vexamos que define unha equivalencia de categorias.

O ser F esencialmente sobrexectivo, para todo obxecto d de D podemos considerar,
como C' é pequena, o conxunto {c obxecto de C' | Fc ~ d}, e, polo axioma da eleccién,
seleccionamos un obxecto Gd e un isomorfismo By: FGd — d. Se g: d — e é un morfismo
en D, existe un tinico Gg: Gd — Ge morfismo en C tal que F(Gg) = 8. 'gB4. E dicir, Gg

é o unico morfismo de C que fai que o seguinte diagrama sexa conmutativo.
FG
FGd —% FGe
2 B
d—2— e

Vexamos que G: D — C' é unha asignacién functorial:
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Se d é un obxecto de D, o diagrama

Fad FG1dy

d
é conmutativo se e s6 se FG1Idy = Idpgqy = F Idgg, o cal implica que G 1dy = Idgg pola
fidelidade de F'.
Se f:xz —yeg:y— zson morfismos en D, a conmutatividade do diagrama

FGx LGf) FGy LGQ> FGz

Bxl Byl lﬂz
> 2

T 7 Yy g

implica a de
F GxF% )

FG
s
c —% 7
polo que deducimos a igualdade F(GgGf) = FG(gf) e polo tanto GgGf = G(gf).

Temos probado que G: D — C' é un functor. Por construcién, f: FG = Idp é un
isomorfismo natural.

Para calquera obxecto ¢ de C, definimos «..: ¢ — GF'¢ como o tnico morfismo tal que
Fo, = B;clz Fec— FGFec. Asi, a. é un isomorfismo cuxo inverso é o tnico morfismo ac_l
tal que Fa_ ' = Bre.

Por ultimo, se f: z — y é un morfismo en C, a conmutatividade do diagrama

x%y

arl Jew

GFzx N GFy

deduicese da fidelidade de F' e da conmutatividade de

FxF—f>Fy

—1 —
Fam:Ble lFay:,BF;

FGFz 29 pary

En consecuencia, o: Idg =2 GF é un isomorfismo natural. [
Observacion 3.4. Na proba da condicién suficiente, non fixemos uso do axioma da eleccién,

polo que segue sendo certo para categorias xerais. Non obstante, cos axiomas que estan

en xogo, resulta ser unha hipétese fundamental para a condicién necesaria, e moitas das
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categorias habituais non son pequenas, o cal pon en dubida a utilidade do teorema. Agora
ben, na practica, cando probamos que un functor é esencialmente sobrexectivo, adoitamos
dar xa unha elecciéon concreta de obxecto, polo que neses casos, podemos reproducir a

proba e concluir que temos unha equivalencia de categorias.
Exemplo 3.5.

1. No Exemplo 2.4 vimos que os functores plenamente fieis e esencialmente sobrexecti-
vos entre monoides correspondianse con isomorfismos de monoides. Como os monoi-
des son categorias pequenas, aplicando o Teorema 3.3 deducimos que dous monoides
son equivalentes como categorias precisamente cando son isomorfos. O mesmo sucede

para os conxuntos ordenados.
2. Sexa F': Pfn — Set, definido da seguinte forma:
» Se X é un conxunto, entén FX = (X U {*x},*x).

= Se f: X =Y é unha aplicacion parcial, F'f: FX — FY é tal que

f(x), « e dom(f),

*y, noutro caso.

Ff(x) =

En particular, F' f(xx) = *y, polo que é un morfismo de conxuntos punteados.

Verifiquemos que F' é, en efecto, un functor:

En primeiro lugar, tense que Fldx(z) = Idx(z) = x para todo z € X, e ade-
mais Fldx(xx) = #*x, polo que FlIdy = Idpx. Consideramos agora as aplica-
ciéns parciais f: X = Y e g: Y — Z e un elemento z € X, e imos ver que
F(gf)(x) = (FgFf)(x).

Se x estd no dominio de gf, entén estd no de f e f(z) no de g, polo que a igualdade é
inmediata. En caso contrario, temos que F(gf)(x) = *z; recordamos que o dominio
de gf é precisamente o conxunto dom(f) N f~!(dom(g)), asi que temos que analizar

dtas situaciéns:
» Se x non estd no dominio de f, entén F' f(x) = *y e Fg(*y) = *z, probando a
igualdade.
» Se = estd no dominio de f pero f(z) non estd no de g, entén verificanse as

igualdades Fg(f(z)) = Fg(F f(x)) = *z, como se queria probar.

Se f, g: X — Y son aplicaciéns parciais tales que F'f = Fg, entén, como xy

non pertence a f(dom(f)) nin a g(dom(g)), a primeira igualdade asegiranos que
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os dominios son iguais e que as aplicaciéns coinciden neles, polo que son a mesma

aplicacién. Isto permitenos concluir que F' ¢ fiel.

Se g: FX — FY ¢é un morfismo de conxuntos punteados, definimos a aplicacion
f: X —g'({*v}) € X - Y tal que f(r) = g(z). Entén f: X — Y é unha

aplicacién parcial e tense que F'f = g, polo que F' é pleno.

Por dltimo, se (X,z) é un conxunto punteado, podemos considerar a aplicacién
f: F(X —{z}) — (X,x) definida mediante f(a) = a para todo a € X — {z} e
f(#x_{z3) = @. Asi definida, é un morfismo de conxuntos punteados bixectivo, é

dicir, un isomorfismo, probando que F' é esencialmente sobrexectivo.

Pola Observacion 3.4, obtemos unha equivalencia de categorias.

3. Sexa BVect%;d é a categoria de K-espazos vectoriais de dimensién finita cunha base
elixida. Temos un functor covariante F': BVect%;d — Matg que envia cada espazo
vectorial con base prefixada na sda dimension e cada aplicacion lineal na sda re-
presentacién matricial nas bases correspondentes. Este functor é plenamente fiel, xa
que con bases fixadas, as matrices e as aplicaciéns lineais estdn en corresponden-
cia biunivoca, e é esencialmente sobrexectivo, sen mais que considerar K™ coa base
candnica para calquera enteiro positivo n. Empregando de novo a Observacion 3.4,

F' define unha equivalencia de categorias.

En cada unha das secciéns restantes deste capitulo, presentamos un exemplo particular

de equivalencia de categorias.

3.2. O grupoide fundamental

Definicion 3.6. Un grupoide é unha categoria pequena onde todos os morfismos son
isomorfismos.

Definimos a categoria Groupoid, onde os obxectos son grupoides e os morfismos son
functores entre grupoides.

Se X é un espazo topoldxico, o seu grupoide fundamental é a categoria IT; (X) onde os
obxectos son os puntos de X, un morfismo x — y é unha clase de equivalencia de caminos
hométopos con punto inicial x e punto final y, e a composicién é a clase do produto de
caminos, que é unha operacién ben definida. IT;(X) é un grupoide, xa que cada camino

ten un camino oposto.
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Proposicién 3.7. A asignacion definida polo diagrama

Top BRLEEN Groupoid I1;(X) RUICIN I, (Y)
X — I (X) x— f(x)

fl |m MJ |
Y —— Hl(Y) Yy f(y)

€ functorial.

Demostracion. E claro que II; preserva as identidades. Sexan f: X — Y eg: Y — Z
aplicaciéns continuas. Entén, se v é un camino en X con comezo en a e final en b, temos

que fv é un camino en Y de f(a) a f(b), polo que se cumpre a seguinte igualdade:

L (gf)(]) = lgfy] = () ([f~]) = AL (g)IL(f))([V]),
de onde deducimos que II; preserva a composicion. ]

Proposicion 3.8. Sexa X un espazo topolozico conexo por caminos e xg un punto de X.

Enton, By (X, z9) e II1(X) son categorias equivalentes.

Demostracion. Sexa I: Bmi(X,z9) — II1(X) o functor inclusién, é dicir, tal que I* = xg
e I[y] = [y]. Probarase que é plenamente fiel e esencialmente sobrexectivo. O resultado
séguese entén do Teorema 3.3, xa que as categorias involucradas son pequenas.

Por definicién, I é plenamente fiel, xa que os morfismos de xg en si mesmo en IT; (X') son
precisamente os lazos baseados en zg. Se x € X, como X é conexo por caminos existe un

camifio -y con punto inicial xy e punto final x, o que proba que z ~ o = Ix en II;(X). O

3.3. Teoria de Galois

Imos recordar o teorema fundamental da teoria de Galois de extensions de corpos,

estudado durante o transcurso do grao, na materia de Ecuaciéns Alxébricas.
Definicién 3.9. Sexa E|F unha extension de corpos.

» Definimos o grupo de Galois da extensién como Gal(E|F'), o grupo de automorfismos

de corpos de F que deixan fixos os elementos de F'.

= Se H é un subgrupo de Aut(FE), definimos o subcorpo de E que queda fixo por H
como E¥ = {a € E | 0(a) = a para todo o € H}.
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Consideramos, dada unha extensién de corpos E|F con grupo de Galois G, os conxuntos
Sub(E|F) de corpos entre F' e E e Sub(G) de subgrupos de H.

Teorema 3.10 ([17] Theorem 84). Sexa E|F unha extension de corpos e G = Gal(E|F).
Se E|F ¢é de Galois e finita, isto €, unha extension de corpos onde E ten dimension finita
como F-espazo vectorial, todos os elementos de E son alzébricos sobre F e E¢ = F.

Enton, temos unha bireccion que troca a orde da inclusion dada por

Sub(E|F) —— Sub(G)
L+—— Gal(E|L)

EH « @

Agora imos introducir as categorias coas que imos reformular o teorema. Definimos a

categoria Orbg:
= Os obxectos son os subgrupos de GG, non necesariamente normais.

» Un morfismo f: H — K é unha aplicacién G-equivariante f: G/H — G/K, onde
G/H = {gH | g € G}, con respecto &s acciéns naturais G ~ G/H e G ~ G/K.
Por conmutar coas acciéns, se tomamos 7 € G tal que f(H) = 7K, entén temos
que f(ocH) = oTK para todo o € G. Ademais, para calquera elemento h € H, é
evidente que hH = H, asi que as imaxes por f coinciden, permitindonos deducir que
hrK = 7K, é dicir, que 77 hr € K. Pola arbitrariedade de K, obtemos a inclusién
T 'Hr C K.

Por outra banda, definimos Fieldg como a categoria que ten por obxectos os corpos
intermedios entre F' e E e como morfismos os homomorfismos de corpos que deixan F'
fixo.

O teorema fundamental da teoria de Galois pdédese enunciar do seguinte xeito:
Teorema 3.11. Os functores contravariantes dados polos diagramas

Orb; —2 Field%

ocH H+—— s pH

l fl }pf rif)

oTK K+——5 FEK
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Fieldi —Y Orbg
L —— Gal(L|F) =G oG,
N +—— Gal(N|F):GN oGnN

conforman un isomorfismo dual de categorias. En particular, inducen unha equivalencia

dual de categorias.

Demostracion. Que as composicions son as identidades nos obxectos obtense do Teore-
ma 3.10. Vexamos que as asignacions estdn ben definidas.

Se f: H — K é un morfismo de Orbg e existen 7, 7/ tales que f(H) = 7K = 7K,
temos que verificar que 7(«) coincide con 7/(c) para a € EX. Isto é evidente, 6 termos que
717" € K, asi que 7717/(a) = a. Ademais, para todo o € H, ctimprese que 7~ o7 € K,
asi que o7 € 7K probando desa forma que o(EX) c EX.

A boa definiciéon de V¥, asi como a functorialidade de ambos e o feito de que son inversos,

séguese directamente da definicién. O

3.4. Xeometria alxébrica: dualidade alxebra-xeometria

As ideas desta seccién baséanse na referencia [7].

Definiciéon 3.12. Sexa K un corpo alxebricamente pechado e A™ un K-espazo afin de
dimensiéon n cun sistema de coordenadas fixado. Definimos a topoloxia de Zariski sobre
A™ a través da coleccién dos seus pechados: para cada F' C K[Xq,...,X,], definimos un
pechado asociado

V(F)={x € A" | f(x) =0Vf € F}.

Un subconzunto alxébrico afin é un pechado de A™ na topoloxia de Zariski. Un morfismo
f:VCA™ - W C A™ de subconxuntos afins é unha restricion en dominio e codominio

dunha funcién polinémica f : A" — A™. Denotaremos a categoria resultante por Aff.

Definicion 3.13. Sexa K un corpo alxebricamente pechado. Unha dlxebra A sobre K é un
K-espazo vectorial cunha operacién binaria A2 — A verificando as seguintes propiedades

para calquera z, y, z € A, a, b € K.
» (z4y)z=x-z24y- 2.

w2z (z4y)=z-x+2-9.
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= (az) - (by) = (ab)(x - y).
A dise reducida se o cadrado de todo elemento non nulo tampouco é nulo.

A dise finitamente zerada se existen ay, ..., a, € A tales que A = K|ay,...,a,], é dicir,
se todos os elementos de A se poden escribir como unha combinacién lineal de potencias
e produtos dos elementos ay, ..., ay.

Un morfismo de K-dlrebras f: A — B é unha aplicacién lineal que ademais verifica

que f(z-y) = f(z) - f(y) para todo z, y € A.
A categoria de K-alxebras reducidas e finitamente xeradas dendtase por RedAlg.

Lema 3.14. Sexa V. C A™ un subconzunto afin, e consideramos o ideal I = I(V') dos

polinomios de K[X1,...,X,] que se anulan en todos os elementos de V. Enton:

1. K[V] = M ¢ unha K-dlzebra reducida e finitamente zerada.

2. Se x € A™ ¢é tal que f(x) =0 para todo f € I(V), entén x pertence a V.
Demostracion.

1. En primeiro lugar, comprobemos que o produto de K[Xy,...,X,] pasa é cociente.
Se fo, 90, f1, g1 € K[X1,...,X,]|son talesque fo+I=fi+Teg+I1=qg +1,

entén cumprese:
fogo — fig1 = fogo — fog1 + fogr — frg1 = folgo — g91) + (fo — f1)g1 € L.

Os axiomas de K-alxebra verificanse polas propiedades do anel cociente.

Sexa f € K[X1,...,X,] — I. Entén, existe x € V tal que f(x) # 0, e, como K é un
corpo, f(z)% # 0, polo que f2 ¢ I e K[V] é reducida.
Por tltimo, é inmediato que K[V] = K[X; + I,...,X,, + I], asi que é finitamente

xerada.

2. Suponemos que z non esta en V. Enton, se F' é un subconxunto do anel de polinomios
que define a V', temos que existe un g € F' tal que g(x) # 0. Agora ben, F' C I por

definicién, polo que acabamos de probar o contrarreciproco. ]

Teorema 3.15. Sexan A" e A™ espazos afins sobre K. O functor contravariante descrito

a continuacion determina unha equivalencia dual de categorias.

Aff —L RedAlg

V—— K[V] [go f]

J I

=
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Demostracion. En primeiro lugar, polo Lema 3.14 o functor estd ben definido nos ob-
xectos. Sexa f: V C A® - W C A™ é un morfismo de subconxuntos afins, e vexamos
que a aplicacién f* estd ben definida: se [g] = [h], g e h coinciden en W e polo tanto as
composiciéns con f son polinomios que coinciden en V. Ademais, a composicién de polino-
mios ¢é distributiva con respecto 4 suma e 6 produto, asi que f* é, en efecto, un morfismo
de alxebras. Por tultimo, a asignacién é un functor contravariante por estar definida por
precomposicion.

Probemos que F' é un functor fiel. Suponemos f, g: V — W tales que f* = g*, o cal
implica que [X; o (f — g)] = [fi — 9i] = 0 para todo i € {1,...,m}, o cal equivale a que f
e g coinciden en coordenadas.

Para demostrar que F' é un functor pleno, sexa ¢: K[W] — K[V] un morfismo de
alxebras e f; € K[X1,...,X,] tal que [fi] = ¢[X;] para todoi € {1,...,m}. Consideramos
a funcién polinémica resultante restrinxida a V', f: V — A™, e tomamos un polinomio
arbitrario

g= Z a, Xt X
veN™

Verificase, pola definiciéon de morfismo de alxebras, que

Plol= Y welXa]” . olXnl™ =) afit . Sl =1go fl.
veN™ veN™

S6 resta probar que f(V') estd contido en W. Pola linealidade de ¢ e a igualdade anterior,
temos que g o f pertence a I(V') para todo g € I(W). Asi, se z é un elemento de V, dado
calquera g € I(W) tense que g(f(z)) =0, e polo Lema 3.14, deducimos que f(x) € W.

Para rematar, vexamos que o functor é esencialmente sobrexectivo: En efecto, se A é
unha K-dlxebra reducida e finitamente xerada, suponamos A = Klay,...,a,], escribin-
do a = (ai,...,a,), podemos considerar a aplicacién avaliacién evy: K[X1,...,X,] = A,
que é un homomorfismo sobrexectivo de aneis. Sexa V' o subconxunto alxébrico xerado por
Ker(ev,). Polo primeiro teorema de isomorfia, a aplicacién avaliacién induce un isomorfis-
mo de espazos vectoriais ¢: K[V] — A. E unha comprobacién directa que tanto ¢ como

a sta inversa conservan o produto, rematando asi a proba grazas 4 Observacion 3.4. [

3.5. Alxebras de Boole e a dualidade de Stone

Esta seccién segue o exposto en [4].

Definicién 3.16. Unha dlzebra de Boole é unha séxtupla (A, A,V,”,0,1), onde A é un

conxunto, A e V son diias operaciéns binarias internas en A, ’ é unha aplicacién de A en
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A e 0 e 1 son elementos destacados de A, verificando todos eles as seguintes propiedades,

para calquera a, b, c € A:
l.avli=a=aANl.
2.avVli=1lean0=0.
3. a=aANa=aVa (Idempotencia).
4. A e V verifican as propiedades conmutativa e asociativa.
5. (aAnb)Ve= (aVe)A(bVe)e (aVvb)Ae= (anc)V (bAc) (Propiedades distributivas).

6. aV(anb)=aeaA (aVb)=a (Leis de absorcién).

9. avad =1leanad =0.
10. (aVvb) =d Ab e (anb) =d VU (Leis de De Morgan).

Sexa Boole a categoria de alxebras de Boole, cuxos morfismos f: A — B son aplica-

ciéns tales que, para calquera a, b € A, temos que
= flaAb) = f(a) A f(b).
= flaVb)=f(a)V f(b).
= f(d') = f(a).

Por outra banda, imos definir a categoria de espazos de Stone como a subcategoria de
Top formada polos espazos compactos, Hausdorff, e totalmente desconexos, i.e., os tinicos
subespazos conexos son os puntos. No transcurso da presente seccion, estableceremos unha
equivalencia dual entre estas categorias, un caso particular da dualidade de Stone. Para
isto, imos precisar dalgtns resultados intermedios e dunha maior comprensién da estrutura

das alxebras de Boole.

Definiciéon 3.17. Sexa A unha alxebra de Boole. Un ideal I de A é un subconxunto que
contén a 0, que é pechado para V e que verifica a inclusion I A A C 1.
Un ideal dise propio se o contido é estrito, e dise mazximal se é propio e non esté contido

en ningun outro ideal propio.
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Proposicién 3.18. Un ideal propio I de A estd contido nun ideal mazximal.

Demostracion. Procedemos, como é habitual, empregando o lema de Zorn. Sexa F a fa-
milia de ideais propios que contenen a I, non baleira xa que a ela pertence o propio I.
Tomamos unha cadea en F, e consideramos J, a uniéon de todos os elementos da cadea.
Comprobase directamente que J é un ideal, polo que, para aplicar o lema de Zorn, basta
con ver que ¢é distinto de A.

Suponamos, por reducién é absurdo, que 1 pertence a J. Entén 1 pertence a algiun
elemento da cadea K, pero entén calquera a € A verifica que a = a A1 € K, o que

contradi que K sexa un ideal propio. ]

En particular, todo elemento distinto de 1 estd contido nun ideal maximal. En efecto,
xa sabemos que se un ideal contén a 1, entén non pode ser propio, asi que collemos calquera
outro elemento a de A e definimos I = {b € A | aV b = a}. Claramente, I é distinto de
A 6 non conter a 1, 0 estd en I, I VI C I pola propiedade asociativa e I A A C I pola
propiedade distributiva e pola lei de absorcién. Aplicindolle a proposicién anterior a I,

obtemos un ideal maximal 6 que pertence a.

Lema 3.19. Sexa 2 a dlxebra de Boole trivial con so dous elementos e p un elemento de

A distinto de 0. Entdn, existe x: A — 2 un homomorfismo tal que x(p) = 1.

Demostracién. Sexa I un ideal maximal que contén a p’ # 1, o cal implica que non
contén a p. Definimos x = X4_;, a funcién caracteristica de A — I, e imos ver que é un

homomorfismo. Sexan a e b elementos de A.

» Se a € I, entén o’ non pertence a I, e temos que z(a’) = 1 = z(a)’. O mesmo sucede
sead¢l.

= Seaebestdnen I, entébn a Ab, aV b € I e temos que
z(aANb) =0=z(a) Nz(b),
x(aVb)=0=x(a)V ).

= Se a e b non estdn en I, temos que a’ e b’ si estdn en I, e polo tanto, polas Leis de

De Morgan,
2(aVb)=z(ad AV) =1=u2x(a) Vx(b),

z(aAb) =z(d V) =1=2z(a) Az(b).
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m» Seac€lebd¢ I, entén a Ab € I, o cal nos permite concluir como no segundo caso,

e b’ € I. Polo tanto, z(a’ Ab') =0, e polas Leis de De Morgan, séguese que
z(aVb)=1=uz(a) V),
0 que remata a proba.
]

Proposicién 3.20. Dotando a 2 da topolozia discreta, entén Boole(A,2) = S(A) é un

espazo de Stone coa topolozia relativa.

Demostracion. En primeiro lugar, notamos que Set(A,2) = 24 é un espazo de Stone, 6
ser un produto de espazos de Stone: que o produto de espazos Hausdorff e de espazos
totalmente desconexos mantén esas propiedades comprébase de xeito directo e a compac-
tidade é debida 6 teorema de Tijonov. Como ser Hausdorff e ser totalmente desconexo son
propiedades hereditarias, xa obtemos que S(A) as verifica. Polo tanto, s6 precisamos ver
que S(A) é pechado para rematar.

A aplicacién A: 2x2 — 2 é continua por ter un dominio discreto, e calquera proxeccion
To: 24 = 2, a € A, é continua por definicién de topoloxia produto. En consecuencia, temos

que o conxunto

N {ze2?|z@rb)=z@rz®)} =[] (Tars Ao (Tam) (A)

(a,b)eAxA (a,b)eAxA

é pechado, onde A é a diagonal de 24 x 24, pechada polo cardcter Hausdorff de 24. De
xeito analogo, razdase para as operaciéns ' e V, e intersecando eses tres pechados, obtemos
S(A). O

Proposiciéon 3.21. Se A € unha dlxebra de Boole, enton existe unha inclusion de A na

dlzebra de Boole Clop(A) formada pola familia de conzuntos simultaneamente abertos e
pechados de S(A).

Demostracion. En primeiro lugar, Clop(A) é unha élxebra de Boole, xa que nela se atopan
o baleiro e o total e é pechada para os complementos e as uniéns finitas.
Definimos f: A — Clop(A) tal que f(a) = 7, *({1}). Imos ver, en primeiro lugar, que

este ¢ un homomorfismo: tense que
fld) ={z e S(A) |z(d) =1} ={zr € S(4) |z(a) =1} =2 — f(a) = f(a)".

para todo a € A. De xeito andlogo, f conserva as operaciéns A e V.
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Para comprobar a inxectividade, primeiro observamos que se f(a) = (), entén polo
Lema 3.19 aseguramos que a = 0. Asf, se f(a) = f(b), entén temos que f(aAbV') e f(a’ AD)
son baleiros, asi que resulta que a A bV e a’ A b son nulos. A partir de aqui, obtemos as

igualdades
b=bV(aAV)=(bBVa)A(bV)=aVD,

a=aV(dANb)=(aVd)A(aVb)=aVb.

En particular, ¢« = b. En realidade, acabamos de probar que se un homomorfismo ten
nicleo nulo, entén é inxectivo.
Deste xeito, f: A — f(A) é un homomorfismo bixectivo de dlxebras de Boole, e pdese

comprobar directamente que é un isomorfismo.
O

Teorema 3.22. As categorias Boole e Stone son dualmente equivalentes.

Demostracion. Definimos un functor contravariante dado polo seguinte diagrama:

Boole —— Stone

Ar— S(A) xf
| ]
B+—— S§(B) x
Tratase, ainda que con outro codominio, do functor Hom contravariante, asi que xa temos

asegurada a functorialidade da asignacién. Probaremos que estamos nas condiciéns de

aplicar a Observacion 3.4.

= Suponamos que f, g: A — B son tales que para todo z € S(B), temos que zf = xg.

Entén, dado a € A, deducimos a igualdade dos conxuntos

{z € S(A) [2(f(a)) =1} = {z € S(A) [ z(g(a)) = 1}.
Polo Teorema 3.21, f(a) = g(a). Asi, o functor é fiel.

» Sexa g: S(B) — S(A) unha aplicacién continua. Definimos f: A — B de xeito
que {x € S(B) | z(f(a)) = 1} = g7 '({z € S(A) | z(a) = 1}) para todo a € A,
ben definida polo Teorema 3.21. Asi elixida f, consideramos = € S(B) e temos que

g(x)(a) = z(f(a)) para todo a € A. Temos probada a plenitude.
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= Sexa T un espazo de Stone. Entén, o conxunto A formado polos seus subconxuntos

abertos e pechados é unha alxebra de Boole, e imos ver que a stia imaxe polo functor

é homeomorfa 6 espazo T'.

Sexa f: T — S(A) onde f(t): A — 2 estd definida por

1, setelF,
f(F) =

0, mnoutro caso.

E inmediato que f(t) € S(A) para todo t € T

Se f(t) = f(s), entén estamos a dicir que todo conxunto aberto e pechado que
contén a ¢ contén tamén a s. Imos probar que C, seguindo un argumento de [6],
que a interseccion de todos os conxuntos abertos e pechados que contefien a t, é un
conxunto conexo, o cal implicard, polo caracter totalmente desconexo do espazo, que
C = {t}, polo que t = s, concluindo asi que f é inxectiva. En efecto, sexan G e H
pechados de C' cuxa unién é C, e suponamos que ¢ estd en G. Como C é pechado,
estes dous conxuntos tamén son pechados en T, que é normal por ser compacto e

Hausdorff, asi que existirdn dous abertos U e V tales que
GcU HcV, UnV=0.

En particular, C esta contido en UUV. Aplicando as leis de De Morgan e a definicién
de compactidade, isto implica que existe unha interseccién finita de conxuntos aber-

tos e pechados que contenen a t contida en U UV, 4 que chamaremos F'. Verificase:
UNFCUNF=Un((UuV)NF)=(UnU)u(UNV))NF=UNF,

polo que U N F ¢é aberto e pechado, e contén a ¢, asi que contén a C, e polo tanto a

H. Logo, H esta contido en U e en V, asi que é baleiro.

Para ver a sobrexectividade, basta ver que, para todo z € S(A), a interseccién
ﬂI(F)zl F non é baleira, xa que para un elemento y desta interseccién teremos
que f(y) = x. En efecto, a familia {F € A | (F) = 1} verifica a propiedade da
interseccion finita grazas a que x é un homomorfismo de alxebras de Boole, asi que

pola compactidade de T obtemos o desexado.

Para calquera F' € A, temos que

(rro /)N ({1) = {t € T | JO)(F) =1} = F

é aberto e pechado, polo que todas as componentes de f son continuas. Por ulti-
mo, f é pechada por ter dominio compacto e codominio Hausdorff, asi que é un

homeomorfismo. O
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En particular, pola Proposicion 2.3, o functor desta equivalencia reflicte isomorfismos,
asi que as alxebras da Proposicién 3.21 son isomorfas, resultado que se conece como teo-
rema de representacién de Stone de dlxebras de Boole.

Cando A é finita, 24 é un espazo discreto, asi que Clop(A) = P(S(A)), polo que
deducimos que todas as alxebras de Boole finitas son isomorfas a conxuntos de partes de
conxuntos finitos. E mais, obtemos unha equivalencia dual entre a categoria de alxebras
de Boole finitas e a de conxuntos finitos.

A dualidade de Stone goza de numerosas xeneralizacions. Unha delas involucra a ca-
tegoria Mult, presentada no Exemplo 1.4, e a unha extension do concepto de alxebra de

Boole chamada dlzebra de Boole multivaluada, que se pode consultar en [10].






Capitulo 4
Adxuncions

Durante este capitulo, empregéronse principalmente [2, 9, 11]. De novo, acudiremos a

outras referencias para exemplos concretos.

4.1. Definiciéon e propiedades

Como se mencionaba na Introducién, a Teoria de Categorias xorde en primeira ins-
tancia para vertebrar formalmente o concepto de transformacién natural, a partir do cal
xorde a idea de equivalencia presentada no capitulo anterior. Agora ben, poder identificar
duias categorias enteiras a través de diuias observaciéns é, evidentemente, algo moi ambi-
cioso, polo que nos gustaria achar unha identificacién mais débil e habitual. Isto conduce

6 estudo das adzruncions:

Definicion 4.1. Sexan C e D categorias localmente pequenas e F': C — D, G: D — C
dous functores. Diremos que F' é adzrunto pola esquerda a G, e escribiremos F' 4 G, se
existe un isomorfismo natural ®: D(Fc,d) = C(c,Gd) tanto en ¢ como en d, isto é, que o

diagrama seguinte é conmutativo para calquera ¢: ¢ —cen C ev:d— d en D.

f———vf(Fyp)

D(Fe,d) — D(F,d')

q)c,dl l¢c’,d’

C(e,Gd) —— C(c,Gd')

g —— (GY)gyp

41
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Nunha equivalencia, a través das observaciéns feitas mediante os functores involucrados
podiamos ter unha vision global das duas categorias, esencialmente idénticas. Agora, a nosa
identificacion queda restrinxida és conxuntos de transformaciéns entre pares de obxectos
cruzados entre as duas categorias.

Esta definicion, ainda que sé é véalida no contexto de categorias localmente pequenas,
ten moita utilidade practica e é doada de interpretar. Podemos dar outra definicién equi-
valente, que estende a categorias non localmente pequenas e que resulta mais manexable

en contextos tedricos, a través do seguinte teorema:

Teorema 4.2. Un par de functores F': C — D e G: D — C son adzuntos se e sd se

existen ddas transformacions naturais
n: Idg = GF, e: FG = Idp.

que satisfan as chamadas identidades triangulares, € dicir, que verifican que o0s sequintes

tridngulos son conmutativos.
F G
YA %

Idp FGF GFG lde
F G

Demostracion. Suponamos que F' 4 G. Sexan ¢ e d obxectos de C' e D respectivamente.

Definimos os morfismos
e = Pepe(Idpe): ¢ = GFe,  eg =Py (Idga): FGd — d.

Primeiro, temos que comprobar que son componentes dunha transformacién natural. Co-
mezamos cun morfismo f: ¢ — ¢ en C. Elixindo convenientemente morfismos ¢ e 1) como
na Definicion 4.1 e perseguindo as identidades nos seguintes diagramas conmutativos, ob-

temos a condicién de naturalidade de 7:

ldp, ——— F'f

p=Id.

ldpe  D(Fe,Fe) — D(Fe, Fe) Ff Y
Ne C(¢,GFe¢) —— C(c¢,GF(d) O, po(Ff) Fe Y=Ff F

Ne —————— (GFf)Uc
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dpy — 5 Ff

ldpe D(F¢,F') —— D(Fe,F¢') Ff AN
772 C(C/’GFC/) [N C(C, GFC,) (I)C7Fc/(Ff) FC/¢LC1F/ FC/

N —————— N f

Que € é unha transformacion natural vese de xeito analogo.
Imos comprobar a primeira identidade triangular (a segunda é, de novo, andloga). Dado ¢

un obxecto de C', perseguimos a identidade no diagrama conmutativo:

€pe —— F'neepe

€Fc D(FGFc¢,Fc) —— D(Fc, Fe) Freere ¢ P70 aFe
IdGFC C(GFC’ GFC) — C(C’ GFC) (I)c,Fc(F"?CEFC) Fc % Fec

IdGFc 1

Como ®. p. ¢ unha bixeccién, obtemos que ep.Fn. = Idp,..
Reciprocamente, suponamos que temos a unidade e a counidade 7 e € coas identidades

triangulares. Entén, para calquera c e d obxectos de C' e D, definimos
O, q: D(Fe,d) = C(c, Gd) tal que @ q(f) = (G f)ne,
V.q: Clc,Gd) = D(Fc,d) tal que ¥, 4(g) = eqFyg.
As aplicaciéns son mutuamente inversas: en efecto, partimos de g € C(c, Gd). Temos que:
Pca(Vealg)) = GleaF'g)me = (Gea) (GFg)ne.
Por naturalidade de € e pola segunda identidade triangular, deducimos que
(Gea)(GFg)ne = (Gea)ngaf = f-

Para a outra composicién, razoamos do mesmo xeito.
Por tltimo, dado o diagrama da Definicién 4.1, levando f € D(Fe,d) polo camino

superior chegamos ata

Qo g (VfFp) = (GY) G GFo)ne,
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mentres que polo camino inferior acadamos

(Gw)q)c,d(f)(p = (Gw)(Gf)ncSO
Ambos morfismos coinciden por naturalidade da unidade. ]

A seguinte proposicién xustifica que a adxuncién se considere unha nocién mais débil

que a equivalencia.

Proposicion 4.3. Se F: C — D eG: D — C son functores que definen unha equivalencia

de categorias, entén son functores adruntos.

Demostracién. Sexan n: Idc = GF e € : FG = Idp dous isomorfismos naturais. Entén,
a transformacién natural v = (Ge')(ng): G = G é un isomorfismo natural. Definimos a
transformacion € = ¢ (Fy~1): FG = Idp, e queremos probar que 7 e € verifican as iden-

tidades triangulares.

Imos ver que 5 Fa ¢é idempotente, para o que é suficiente comprobar que o seguinte

diagrama, en D¢, é conmutativo:
ﬂFn HFGFU ﬂFn
FGF 2S5 pGRGE £S5 pGR

FGep H«GF
Id;k ﬂ

Cada un dos tres cadrados conmuta, o primeiro pola naturalidade de 7 e os outros dous
pola de €, asi que s6 falta ver a conmutatividade do tridngulo. Por naturalidade de 7, o

cadrado
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be e

GFG — GFG
GF~~1

¢ conmutativo. Polo tanto, tense a segunda identidade triangular

Geng = GEGFy 'ng = Gédnegy ' = vy =1dg .
En particular, FGfSFagr = Idrp GF, asi que o diagrama resulta conmutativo. Chegamos
asi a que epF'n é un isomorfismo idempotente, polo que se verifica a primeira identidade

triangular. Pola Proposicion 4.2, obtemos que F' - G. ]
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Reciprocamente, a partir dunha adxuncién, pode ser posible obter unha equivalencia

entre dias subcategorias adecuadas, as da seguinte definicién.

Definicion 4.4. Sexan F: C — D e G: D — C dous functores que forman unha adxun-
ciéon F' 4 G, con unidade n e counidade €. Definimos a subcategoria de puntos fixos de n,
denotada por Fix(n), como a subcategoria de C cos obxectos para os que a compofiente de
71 € un isomorfismo, con todos os morfismos entre eses obxectos. Do mesmo xeito, definimos

Fix(e).

Proposicion 4.5. Nas condicions da Definicion 4.4, obtemos unha equivalencia de cate-

gorias Fix(n) ~ Fix(e).

Demostracion. Sexa ¢ un obxecto de C tal que 1. é un isomorfismo. Entén, F'n, tamén
0 é, e pola primeira identidade triangular, er. é un isomorfismo. Polo tanto, a restricién
F': Fix(n) — Fix(e) estd ben definida, e o mesmo sucede para G. Por construcidn, as

restriciéns de 7 e € son isomorfismos naturais, o que proba o resultado. ]

En [14], desenvilvese esta idea como método para obter algunhas equivalencias coneci-
das.
Por ultimo, antes de comezar cos exemplos, imos a abordar a cuestién da unicidade de

functores adxuntos.

Teorema 4.6. Sexan F', F': C — D ¢ G: D — C functores tales que temos os pares
adruntos F 4G e F' 4 G. Entén, F e F' son isomorfos en DC.

Demostracion. Componendo os isomorfismos naturais D(Fe,d) = C(c,Gd) = F(F'¢c,d),
obtemos un isomorfismo natural I': D(F(-),-) = D(F'(-),-). Para ¢: Fc — F'c, persegui-

mos a identidade no diagrama conmutativo resultante.

Idpe —— ¢

Idpe. D(Fc¢,Fc) —— D(Fc, F'c) ®
Iere(Idre) D(F'¢,F¢) —— D(F'c, F'c) Lepre(p)

FC,FC(IdFC) — SOFC,FC(Ich)

Particularizando ¢ = Fg}l,,c(IdF/C), obtemos que Fg},,C(IdF/C)FC,FC(IdFC) = Idpr.. Que a

outra composicion é a identidade correspondente comprébase analogamente.
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Asi, temos construida unha familia de isomorfismos o, = I'c p.(Idp.): F'c — Fe.
Entén, sé resta ver que « é natural. Procedemos en duas etapas, como no inicio da proba
do Teorema 4.2.

Se f: x — y é un morfismo de C, temos os diagramas conmutativos

ldpy — s Ff

Idp, D(Fz,Fx) —— D(Fx, Fy) Ff
ay D(F'x,Fx) —— D(F'z, Fy) Ty ry(Ff)

Qy 7 (Ff)ax

Idpy /———— F'f

Idpy D(Fy,Fy) —— D(Fx, Fy) Ff
Oy D(F/y,Fy) — D(leva) Fx,Fy(Ff)

ay —— oy F'f
de onde se segue a naturalidade. O

Corolario 4.7. Sexan F: C — D e G, G': D — C functores de modo que FF - G ¢
F 4 G'. Enton, G e G' son isomorfos en CP.

Demostracion. Obtemos este resultado aplicdndolle o principio de dualidade é Teore-
ma 4.6. En efecto, definimos, do xeito obvio, os functores F°P: C? — DP e G°P, (G')°P
de xeito andlogo. A bixeccién D(Fec,d) = C(c,Gd) dé lugar, de maneira inmediata, a
outra bixeccién natural CP(G°Pd,c) = DP(d, FPc), asi que temos probado que pasar &

categoria oposta troca a orde das adxunciéns, rematando a proba. ]

Exemplo 4.8. A continuacién, ilustramos a idea da adxuncién con dous exemplos sinxe-

los.

= Sexa U: Top — Set o functor de esquecemento. Este functor ten adxuntos a ambos
lados: definimos D: Set — Top que convirte cada conxunto nun espazo discreto,

ben definido porque todas as aplicaciéns entre espazos discretos son continuas, e
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T: Set — Top que fai o mesmo coa topoloxia trivial. Asi, notando que calquera
aplicacién con dominio discreto é continua, e o mesmo sucede con codominio trivial,

obtemos os isomorfismos naturais

Top(DS, X) = Set(D,UX), Set(UX,S) = Top(X,TS),

é dicir, DAU A T.

= Definimos, para un grupo G, a categoria Sets de G-conxuntos e aplicaciéns equi-
variantes, e definimos o functor 7': Set — Sets que dota a cada conxunto X da
accion trivial g - x = x para todo g € G. Como no caso anterior, este functor admite

adxuntos a ambos lados.

Definimos F': Setg — Set que envia X 6 conxunto de puntos fixos pola accidn,
XGC e restrinxe as aplicaciéns a tal subconxunto. A asignacién estd ben definida
pola G-equivariancia. Por outra banda, definimos Orb: Set; — Set asignando a
cada conxunto X o espazo de érbitas Orb(X) = {Gz | z € X}, e a unha aplicacién
equivariante f, a aplicacién ben definida Orb(f)(Gx) = G f(x). Imos ver primeiro que
T - F: Partindo do morfismo en Set ¢: S’ — S e do morfismo en Setg ¢: X' — X

temos o seguinte diagrama, claramente conmutativo

h Yhep
f Setg (TS, X) —— Setq(TS', X') f
£ Set(Sl’, X)) —— Set(Sﬁl(X’)G) JL
g Vg

onde as frechas verticais son bixeccions. Agora, para probar que Orb - T fixamos
dous morfismos p: X' — X e ¢: S — S’ en Setg e Set respectivamente e conside-

ramos o diagrama
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h 1h Orb(p)

Set(Orb(X),S) —— Set(Orb(X’), 5")

| |

F*(z) = f(Gz) Setq(X,TS) — Setg (X', TS")

PR

g hgp

En primeiro lugar, o diagrama é conmutativo. En efecto, se f: Orb(X) — S, entén

seguindo os dous caminos posibles do diagrama obtemos:
f=0fOrb(e) = (f Orb(p))*, (¥ Orb(p))*(z) = ¥ f(Ge(x)),
[ fTeoufe, offe(z) =4 f(Ge(x)).

Por ultimo, a frecha vertical é unha bixeccién, xa que partindo de f*: X — TS
equivariante, como a accién en TS é trivial, a aplicaciéon debe ser constante nas

6rbitas, asi que pasa 6 cociente na aplicacién f(Gzx) = f*(x).
O que resta de capitulo estd dividido en tres secciéns, cada unha desenvolvendo unha
clase de adxuncién que se repite en varias categorias.
4.2. Conexions de Galois

Sexan A e B dous conxuntos ordenados e F': Ordy — Ordg ¢ G: Ordg — Ordy
dous functores covariantes, que como vimos no Exemplo 2.4, podemos interpretar como
dias aplicacidons mondtonas crecentes f e g respectivamente. Neste caso, unha adxuncién

F 4 G, que leva un isomorfismo natural
Ordp(Fz,y) = Orda(z, Gy),
reinterprétase coa condicién
fl@) Sy = 2<g(y).

Neste caso, diremos que a adxuncién F' - G é unha conezion de Galois mondtona.
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Exemplo 4.9. Aqui temos un par de exemplos elementais de conexiéns mondtonas.

» Consideramos R coa orde habitual e as funciéns chan |-] e teito [-], ambas monétonas

crecentes. E inmediato ver que se cumpre a condicion
2] <y <= z <[y,
asi que a adxuncién |-| - [-] é unha conexién de Galois mondétona.

» Sexa X un espazo topoldxico e consideramos o conxunto de partes P(X), a topoloxia
7 de X e a sda coleccion de pechados F, todos eles ordenados coa inclusién. Definimos

os functores inclusiéon

Ord, —’— Ordp(x) Ordr —'— Ordpy)
e os functores interior e clausura

Ordp(x) — Ord, Ordp(x) —— Ordr.

Se AcC X, U é aberto en X e F' é pechado en X, temos as equivalencias
UCA < U CInt(A4), Cl(A)CF < ACF.

Isto é, temos dtas conexiéns de Galois monétonas J 4 Int e C1 - 1.

A continuacién, imos substituir Ord 4 pola sia oposta, que é equivalente a realizar a
construcion analoga a partires de > no canto de <. Isto convirte a f e a g en aplicacions

mondtonas crecentes, e agora unha adxuncién F' 4 G tradicese na condicién

f@) <y <= z=g(y).
A unha tal adxuncién chamémoslle conexion de Galois antitona.
Exemplo 4.10. Os seguintes son exemplos cofiecidos de conexiéns de Galois antitonas.

= O teorema fundamental da teoria de Galois, exposto no Teorema 3.11 pddese inter-

pretar como a conexién de Galois antitona prototipica.

= A relacién entre subconxuntos afins e ideais do anel de polinomios descrita na Seccién

3.4 pbdese formular en termos dunha conexién de Galois.
Partimos en primeiro lugar de dous subconxuntos afins V(F') C W(G), e tomamos
os ideais

I={feK[X1,....,X,] | f(x) =0 Vz eV},
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J={feK[X1,...,X,] | f(x) =0V € W}.

Se f € J, entén antlase en todos os elementos de W, en particular nos de V, asi que
J ClI.

Reciprocamente, con dous ideais I C J, o conxunto V de raices de todos os poli-
nomios de I e o conxunto W de raices de todos os polinomios de J verifican que
W cCV.

4.3. A adxuncion libre-esquecemento

Suponamos que temos unha adxuncién F' 4 G onde G é un functor fiel. Neste caso
particular, ainda que non conezamos F' explicitamente, podemos caracterizar o seu com-
portamento mediante unha propiedade universal, procedendo como segue: Na proba do
Teorema 4.2, vimos que para calquera c e d obxectos de C' e D, e para todo f € C(c, Gd),
se cumpre a igualdade Gey(GF f)n. = f, onde 1 e € son a unidade e a counidade. Vemos
claramente que 7. depende s6 do obxecto ¢ e que G(ezF f) depende s6 de f e d, polo que
podemos enunciar esta propiedade nos seguintes términos:

Para calquera morfismo f: ¢ — Gd, existe un Unico ¢: F¢ — d de xeito que o seguinte

tridngulo é conmutativo.

c%Gd

A
% -7
l T GY

GFc

Esta propiedade é unha propiedade universal que caracteriza F'c salvo isomorfismos: se
d" é un obxecto de D e j: ¢ — Gd' son tales que existe un tinico n: d’ — d que satisfai

(Gn)j = f, entén obtemos un diagrama conmutativo

c ¢ GFc
J A
/// !
s !
- //
K Gdl //
1 ,/
g ’
s e
7 e
GFe " Wore

onde, pola unicidade, as duas frechas interiores en trazo descontinuo tenen como compo-
sicién a identidade. Razoando de xeito andlogo para a composicién na outra direccién,
e recordando que G ¢ fiel, obtemos que os dous morfismos cuxa existencia garanten as

propiedades determinan un isomorfismo entre d’ e Fle.



4.3. A ADXUNCION LIBRE-ESQUECEMENTO o1

A anterior propiedade universal é completamente andloga & coniecida para o grupo libre
e para outras construciéns similares en alxebra, como o médulo libre. En particular, imos
ver que a propiedade universal do mdédulo libre se corresponde cunha adxuncién.

Partimos do functor de esquecemento U: sMod — Set, que é fiel. Imos definir o

chamado functor libre F': Set — 4 Mod, que sera o seu adxunto pola esquerda.

= Nos obxectos, F' envia S 6 A-mddulo libre
FS=A=AY,
sES

con base {e; € A% | s € S} onde e, ten un 1 na coordenada s-ésima e 0 no resto.
Esta base identificase de xeito candnico con S. De aqui en diante, escribiremos un
elemento de A®) como a suma 3 ses As€s onde todos os escalares son nulos salvo

un numero finito.

= Nos morfismos, envia unha aplicacién f: S — T no homomorfismo de moédulos

Ff: ) Aes € FS— ) Aeegy) € FT.
ses s€S

Sexan S un conxunto e M un A-médulo, e tomamos unha aplicacién f: S — UM . Entoén,

definimos a sda extension lineal f*: A — M mediante

FFOAses) = D Af(s).

ses seS

Este proceso é reversible: dada f*, definimos f(s) = f*(es).

Asi, o diagrama que define a adxuncién é o seguinte

[T Y (Fyp)

fr AMod(FS, M) — sMod(FT,N) (UY) fe)* T35
f (UM)$ ————— (UN)” (U) feo M "5 N
f (U)fe

E doado ver que este diagrama é conmutativo, o que remata esta adxuncion.
A continuacién, imos ver un exemplo que segue esta mesma idea no ambito da andli-

se funcional, exposta en [15]. Imos traballar na categoria Ban; de espazos de Banach
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(espazos vectoriais normados que son completos) sobre C coas aplicaciéns lineais contrac-
tivas (lipschitzianas con constante de Lipschitz 1). Definimos o functor de esquecemento

U: Ban; — Set do xeito:
= A un espazo de Banach X asignalle a sta bola pechada unidade UX = Bx|0, 1].

= Envia unha contraccion lineal f: X — Y & sda restricién en dominio e codominio

Uf = flux: UX = UY, ben definida precisamente por ser f contractiva.

Este non é o functor de esquecemento habitual, que despreza a estrutura quedandose co
conxunto subxacente, pero si é un functor fiel. En efecto, se temos contracciéns lineais f,

g: X — Y verificando que U f = Ug, entén para todo x € X non nulo, temos que

flx T T g(x

Q = f —_— = g P frng Q,

] [l [l ]l

asi que f(z) = g(x). Por dltimo, f(0) = 0 = ¢(0). Por analoxia coa adxuncién de médulos,

definimos o functor libre F = ¢! como segue:

= Para un conxunto S, definimos

1 S
0NS) ={p e C% gl =D lp(s)| < oo}
seS
Esta construcién é o espazo ¢! asociado 4 medida de contar da sigma alxebra P(S)
de S. E un resultado clésico de analise que coa norma ||-||1, este é un espazo de

Banach.

Todo elemento de ¢(S) se pode escribir de xeito tnico como Y. ., Ases onde os

escalares verifican ) | As| < oo.
= Nos morfismos, actiia do mesmo xeito que no apartado anterior.

Sexan S un conxunto e X un espazo de Banach, e consideramos unha aplicacién de con-
xuntos f: S — UX. Definimos f*: £1(S) — X como a extensién lineal, de xeito andlogo
4 adxuncién en moédulos. A extension lineal estd ben definida precisamente porque os

elementos de f(.5) tehien norma non superior a 1. En efecto:
1P Ases)ll =D _INlIF 1 < D Al = 1D Aseslly < oo,
s€S seS s€S s€S

¢é dicir, a imaxe da extensién lineal é unha serie converxente e ademais a aplicacién é
contractiva. O proceso segue sendo reversible, e o diagrama da adxuncion é completamente

idéntico 6 caso anterior.
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Agora, imos a ver un caso no que a unidade non é a inclusién candnica: a abelia-
nizacion dun grupo. Primeiro definimos o functor de esquecemento U: Ab — Group,
que esquece que a operacion é conmutativa. Por outra banda, para definir o seu ad-
xunto pola esquerda F', primeiro recordamos que un grupo G ten un subgrupo normal
[G,G] = (aba='b~! | a, b € G) (o subgrupo xerado polos conmutadores), que veri-
fica que FG = G/|G,G] é abeliano. Ademais, dado un homomorfismo f: G — H,
como se ten que f([G,G|) C [H,H], pasa a un homomorfismo entre grupos cociente
Ff:G/|G,G] — H/[H, H]. Obtemos asi un functor F': Group — Ab.

Sexan G un grupo, H un grupo abeliano e f: G — U H un homomorfismo. Agora temos
que f([G,G]) c {0}, asi que pasa 6 cociente nun homomorfismo f*: G/[G,G] — H. E
inmediato que o proceso é reversible, asi que obtemos a adxuncién definida polo diagrama
conmutativo dos casos anteriores. Neste caso, a unidade da adxuncién é a proxeccion
candnica.

Como ultimo exemplo, sexa o functor de esquecemento U: Group — Monoid. Este
admite un adxunto pola esquerda para xerar un grupo da forma mais eficiente a partir de
calquera monoide, no sentido dos casos anteriores, pero tamén admite un adxunto pola
dereita: sexa S: Monoid — Group o functor que a cada monoide M lle asigna o grupo
SM de elementos de M que son invertibles, e que leva os homomorfismos nas correspon-
dentes restriciéns, ben definidas xa que os produtos e imaxes de elementos invertibles son
invertibles. Para definir o isomorfismo natural, simplemente observamos que para un ho-
momorfismo de monoides f: UG — M onde G é un grupo, temos que todos os elementos
de Im(f) son invertibles, asi que este conxunto estd contido en SM, permitindo definir o
correspondente homomorfismo de grupos. A inversa consiste en ampliar o codominio da
aplicacién.

Para rematar, notamos que no caso de que tenamos unha categoria cun functor de
esquecemento, se temos algunha condicién suficiente que nos dé a existencia dun adxunto
pola esquerda, como os teoremas do functor adxunto que se poden consultar en [11] e [9],
ainda que sexa de dificil construcién, podemos definilo mediante a propiedade universal

exhibida 6 principio da seccién.

4.4. A adxuncién tensor-Hom

4.4.1. En conxuntos e mdédulos

Comezamos no caso mais sinxelo, que é o da categoria Set. Sexan A, B e C' conxuntos,

e imos establecer un isomorfismo natural en tres variables

CA><B o~ (CB)A,
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isto é, un isomorfismo natural entre dous functores Set’” x Set’” x Set — Set. Vén dado,

para aplicaciéns ¢: A" — A, ¢: B’ — B e (: C — C’, polo diagrama

[ 1" V) = C(f(p(d'), ¥ (V)))

f(a,b) CAxB (C/)A/XB/
g(a)(b) (ch)A (cHsH™

g —— ¢'(a")(t) = ((g(p(a")) (% (¥)))

onde as frechas verticais son claramente bixecciéns e a conmutatividade se comproba
directamente.

Ainda que este isomorfismo non induza unha adxuncién no sentido estrito da Definicién 4.1,
basta con fixar algunha das dias primeiras variables para obter unha, asi que o trataremos
de todos modos como unha adxuncién.

A interpretaciéon deste caso particular é moi doada: estamos a dicir que definir unha
aplicacién con dominio A x B é o mesmo que definila en cada fibra {a} x B. Agora ben, en
categorias con mais estrutura, non temos tanta liberdade para definir morfismos. No caso
particular de A-médulos, se temos un morfismo g: M —4 Mod(N, L) e consideramos a

correspondente aplicacién de conxuntos f: M x N — L, temos que

flu, v+ w) = g(u)(v+w) = g(u)(v) + g(u)(w) = f(u,v) + f(u,w).

E dicir, a aplicaciéon que resulta é bilineal no canto de lineal, polo que manter a mesma
adxuncion resulta imposible. Temos que cambiar a nocién de produto, substituindo o

cartesiano polo tensor, para poder empregar a mesma idea.

Definicion 4.11. Sexa A un anel conmutativo e unitario, M e N A-mddulos. O produto
tensor de M por N é un A-médulo M ® N cunha aplicacion bilineal p: M x N - M @ N
verificando a seguinte propiedade universal: se L é un A-méduloe f: M x N — L é bilineal,

existe un tnico homomorfismo de mdédulos tal que o diagrama seguinte é conmutativo.

AxB—"  , A9B

x k//

C

O produto tensor existe e é Uinico salvo isomorfismos. Os detalles podense consultar

en [1], pero a idea da existencia é considerar o médulo libre AM*N) ¢ cocientalo polo
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submodulo xerado polas relaciéns
(u+u',v) — (u,v) — (v, ), (u,v + ") — (u,v) — (u,v'),

a(u,v) — (au,v), a(u,v) — (u,av).

Asi, o cociente M ® N verifica que a proxeccién canénica q: AM*N) 5 M @ N é bilineal,
e esta induce outra aplicacién bilineal p: M x N — M ® N que verifica a propiedade
universal.

Deste xeito, denotando as clases de M ® N por [u,v] = u ® v, podemos definir a

adxuncién por analoxia co caso de conxuntos mediante o diagrama

flu®w) AMod(M @ N,L) ——— sMod(M’' @ N', L")
g(u)(v) AMod(M, 4 Mod(N, L)) —— aMod(M', Mod(N', L"))

En efecto, a g correspéndelle unha tnica aplicacion de conxuntos f, que baixa é cociente

por ser bilineal. Reciprocamente, dada f, definimos g de maneira evidente.

4.4.2. En conxuntos e espazos punteados

A continuacién, imos estender a idea de produto tensor a outras categorias buscando
precisamente unha construcién que verifique unha adxuncién anéloga.

Situdmonos na categoria de conxuntos punteados con obxectos (A4, ag), (B, bo) e (C, cp).
Eliximos cte,, como punto base do conxunto Set. (A, Set.(B,()). Partimos dunha apli-
cacién de conxuntos punteados g: A — Set,(B,(C), e observamos que necesariamente
g(ag) = cteq, € g(a)(bo) = co para todo a € A. E dicir, a partires de g, obtemos s6 aplica-
ciéns f a nivel de conxuntos que son constantes en ({ag} x B) U (A x {bp}). Polo tanto,

para ter unha correspondencia bixectiva, temos que definir o produto smash

Ax B
({ao} x B) U (A x {bo})

Isto proporciénanos unha bixeccién natural nas tres variables

ANB =

Set. (AN B,C) = Set.(A, Set.(B,()).

Imos ver como estas adxunciéns se realizan en Top e Top, [3]. Se X e Z son espazos to-
poldxicos e Y é un espazo Hausdorff e localmente compacto, entén dotando a C(X,C(Y, Z))
da topoloxia compacto-aberto, é doado probar que se mantén un isomorfismo natural en
XeZ

C(X xY,Z)=C(X,C(Y,Z)).
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No contexto de espazos topoldxicos, definese o produto smash como

X xY

XAY =
A XvyYy’

e mantemos tamén a adxuncién
Top, (X AY, Z) = Top, (X, Top, (Y, 2)).

Ademais, o isomorfismo pasa & categoria hTop,, onde os morfismos son clases de homo-
topia de aplicacions continuas relativas 6 punto base.

En efecto, mantendo a notaciéon dos outros diagramas da seccién, temos que ver que
[f] = [g] e [g] — [f] estédn ben definidas. Sexa H: (X AY') x I — Z unha homotopia entre

f e [/ relativa a [(zg,yo)] = o A yo, é dicir, unha aplicacién continua que verifica:
H(-,0)=f, H(,1)=f, H(zo Ayo,-) = ctey, .

A partir de H, podemos definir H: X x Y x I — Z mediante H(z,y,t) = H(z A y,t),
as{ que H é unha aplicacién continua, que se corresponde, pola adxuncién en Top, coa

aplicacién continua K: X x I — C(Y, Z). K verifica as propiedades
K(7O> =9, K(71> :gla K(x()v') :Ctectez[)y

asi que [g] = [¢']. Reciprocamente, partindo da continuidade de K, obtemos a aplicacién
continua H. Empregando un cofiecido resultado de topoloxia, que neste caso particular di
que se p é unha identificacién, p x Id; tamén o é, obtemos que H pasa ¢ cociente como a
aplicacién continua H.

Ponemos de manifesto un caso particular moi relevante de esta adxuncién, no caso en
que Y = S'. Definimos a suspension reducida de X como ¥X = X AS', e o espazo de
lazos de Z como QZ = Top,(S', Z). Estas dias asignaciéns son functoriais e obtemos
unha adxuncién

Top, (XX, Z) = Top,(X,N7).

Pasando a clases de homotopfa, fixando X = S"” e empregando que ¥S" e S™*! son

homeomorfos, obtemos que
hTop, (S"!, Z) = hTop,(S",Q2),

que permite empregar inducién para definir os grupos superiores de homotopia a partir
de m (7, ctey,).
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