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Resumen

Una superficie se dice que es reglada si por todos sus puntos pasa al menos una recta que
esté contenida en ella. El objetivo de este trabajo es el estudio de este tipo de superficies y sus
propiedades dentro de la teoria de la geometria diferencial. Ademas, veremos una clase particular
de superficies regladas cuya curvatura es nula, las llamadas superficies desarrollables. Por tultimo,
examinaremos su aplicaciéon en la arquitectura, centrandonos en el analisis de la obra de los

maestros Antoni Gaudi, Félix Candela, Santiago Calatrava y Frank Gehry.

Abstract

A surface is called a ruled surface if through every point there is at least one straight line that
lies on the surface. The aim of this project is to study this kind of surfaces and their properties
in the context of differential geometry. In addition, we will consider a specific type of ruled
surfaces which have null curvature, known as developable surfaces. Finally, we will examine their
implementation in architecture, focusing on the analysis of the work done by architects Antoni

Gaudi, Félix Candela, Santiago Calatrava and Frank Gehry.
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Introducciéon

Tal como indica su nombre, las superficies regladas son aquellas en las cuales todo punto
pertenece a una linea recta que esta contenida en la propia superficie. Estas superficies se pueden
ver entonces como el lugar geométrico generado por una recta que se mueve siguiendo el recorrido
de una curva en el espacio. A dicha curva se le llamara directriz y cada una de las posiciones de

la recta en la curva se conocera como generatriz.

El presente trabajo se centrard en el estudio de estas superficies dentro del contexto de la
geometria diferencial de superficies, por lo cual previamente introduciremos los conceptos y re-
sultados bésicos necesarios de este campo. Seguiremos con la definicién formal de las superficies
regladas y daremos varios ejemplos, entre los que se encontraran algunas de las superficies mas
conocidas, como son el plano, el cono o el cilindro. Cabe aclarar que aunque la geometria di-
ferencial se suele enfocar en el estudio de superficies regulares, es decir, aquellas en las que se
pueda definir en todo punto el plano tangente a ella, la definicién que daremos de superficie
reglada permite que existan puntos no regulares. En consecuencia adaptaremos los conceptos y
resultados introducidos en el primer capitulo limitandolos a los puntos de la superficie que si

sean regulares.

Una de las maneras mas importantes de clasificar una superficie es en funcién a su curvatura
intrinseca, conocida como curvatura de Gauss. En funciéon de ella podremos hacer una division de
la superficies regladas: aquellas con curvatura nula, también llamadas desarrollables, y aquellas
con curvatura negativa. Estudiaremos algunas propiedades de las superficies desarrollables y
veremos cuales de los ejemplos dados lo son. En particular, llegaremos finalmente a un teorema

que nos dird exactamente cuéles son las superficies desarrollables.

Para poder seguir analizando las caracteristicas propias de las superficies regladas, tendremos
que restringir el conjunto de superficies a tratar. Asi, nos limitaremos a aquellas superficies en
las que las generatrices no se mantengan siempre paralelas, lo que denominaremos superficies no
cilindricas. En estas existira una curva especial, llamada linea de estriccion, que se caracteriza
por intersecar a todas las generatrices de manera perpendicular y que tomaremos como directriz

para descubrir mas propiedades de la superficies regladas.

IX



X Introduccion

Finalmente, examinaremos la aplicacion de las superficies regladas en la arquitectura, area
muy ligada a la geometria. Como las superficies regladas permiten construir originales formas a
base de un elemento tan simple como es la recta, han sido bastante empleadas en la construc-
cion. En concreto, centraremos nuestra atencion en los arquitectos Antoni Gaudi, Félix Candela,
Santiago Calatrava y Frank Gehry, pues son algunos de los mayores exponentes del uso de estas

superficies.



Capitulo 1

Preliminares

Empezaremos introduciendo una serie de definiciones y de resultados basicos de la geometria
diferencial que necesitaremos para el analisis de las superficies regladas. Como estos ya han
sido estudiados en las asignaturas de geometria impartidas en el grado, se exponen sin sus
demostraciones (que se pueden encontrar en [15] y [19], referencias consultadas para la elaboracion

de este capitulo).

1.1. Geometria diferencial de curvas en R?

Definicién 1.1. Una curva parametrizada diferenciable es una aplicacion o : I — R? de
clase C'*° definida en un intervalo I C R abierto. Tenemos asi una aplicacién que lleva a cada
t € I al punto a(t) = (x(t),y(t), 2(t)), donde las funciones coordenadas x, y, z son continuamente
diferenciables en todos los 6rdenes. La variable ¢ se conoce como el pardmetro de la curva, la
imagen () como traza y el vector derivada o/(t) = (2/(¢),y/(t), 2'(t)) como vector velocidad o

vector tangente.

Notemos que con diferenciable nos estamos refiriendo a la clase C°°. A partir de ahora
utilizaremos ese término siempre con ese sentido. Para simplificar utilizaremos también la palabra

curva en el sentido de curva parametrizada diferenciable.

Definiciéon 1.2. Se dice que la curva o : I — R3 es una curva plana si su imagen esta

contenida en un plano P, a(I) C P C R3. Se puede entender entonces como una curva en R
Definicién 1.3. La curva o : I — R? es regular si o/(t) # 0, para todo t € I.

Definicién 1.4. Se define el pardmetro longitud de arco de una curva « : (a,b) — R3
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regular como:
t
s=s(t) = / |/ (w)||du, ¢t € (a,b). (1.1)

Este permite reparametrizar la curva como «(s), de tal manera que ||a’(s)|| = 1 para todo s. En

este caso, decimos que la curva esta parametrizada por longitud de arco.

Teorema 1.5. Toda curva reqular parametrizada admite una reparametrizacion por la longitud

de arco de tal manera que se conserve la orientacion de la curva.

1.1.1. El triedro de Frenet-Serret

Sea a : I — R? una curva diferenciable regular parametrizada por longitud de arco s tal
que &’(s) # 0 para todo s € I. El vector t(s) = &/(s) se llama vector tangente unitario a la
curva en el punto a(s), n(s) = t/(s)/||t'(s)|| se denomina vector normal unitario a la curva
y el vector b(s) = t(s) x n(s) recibe el nombre de vector binormal unitario a la curva. El
conjunto {t(s),n(s),b(s)} forma una base ortonormal positivamente orientada de R3, es decir,
con el determinante de los tres vectores positivo (justo en ese orden). Esta base se conoce como

triedro de Frenet-Serret.

Podemos ademés definir dos funciones que caracterizan a una curva regular. La curvatura
de a(s) se define como x(s) = ||@”(s)]| = |[t'(s)]|, y su torsion mediante 7(s) = (n(s),b'(s)).
Estas dos funciones se relacionan con los vectores del triedro de Frenet-Serret y sus derivadas

mediante las llamadas férmulas de Frenet-Serret:

t 0 k O t
n|=|-k 0 —7||n|. (1.2)
v’ 0 7 0 b

Los vectores del triedro de Frenet-Serret se pueden definir también para curvas con una
parametrizacién cualquiera, pero dado que toda curva puede ser reparametrizada por longitud

de arco, consideraremos, sin pérdida de generalizad, curvas que ya estén parametrizadas por arco.

1.2. Geometria diferencial de superficies en R?

Definicién 1.6. Una superficie (parametrizada) regular es un conjunto no vacio S C R3
para el que todo punto p € S existen un entorno abierto V. C S de p, un conjunto abierto U C R?
y una aplicacion = : U — S C R3, (u,v) = x(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), que cumple las

siguientes condiciones:
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1. z(U) =V y x es diferenciable (C*),
2. ¢ : U — V es un homeomorfismo, es decir, tiene inversa continua ! : V — U, y

3. la aplicacion diferencial dx, R? — R3? es inyectiva para todo g € U.

La aplicacion & se denomina parametrizacion o sistema de coordenadas, al entorno V se le llama

entorno coordenado y los vectores

se conocen como vectores coordenados.

Lema 1.7. La tercera condicion se cumple si, y solo si, la matriz jacobiana Jx(q) tiene rango
2, es decir, rango mdzimo. Esto es equivalente a que los vectores {x,,(q), x,(q)} sean linealmente

independientes.

Observacion 1.8. Si para algin punto p € S la tercera condicién no se verifica, el subconjunto S
seguird siendo una superficie, pero ya no sera regular. Hablaremos entonces de puntos requlares

de la superficie para aquellos en los que si se cumpla y de puntos singulares en los que no.

Definiciéon 1.9. Sea F': S; — S una aplicacion entre superficies regulares y sean (U, x1) y
(Uy, x2) parametrizaciones cualesquiera de Sy en p y de Sy en F(p), respectivamente. Se dice
que F es diferenciable si para todo p € S; la expresion en coordenadas F = a:;l oFox es

diferenciable en un abierto U C R2.

Definicion 1.10. Una aplicacion F' : S; —> Ss entre superficies regulares es un difeomorfismo

si es un homeomorfismo y su inversa y ella misma son diferenciables.

Definicién 1.11. Sea S C R? una superficie y p € S un punto regular. Un vector v € R? sera
un vector tangente a S en p si existe una curva diferenciable o : (—¢,e) — S, con € > 0, tal
que a(0) = p y @'(0) = v. El conjunto de todos los vectores tangentes a S en p se denomina

plano tangente a la superficie en dicho punto y se denota como T},5.

Lema 1.12. Sea S una superficie, p € S un punto reqular y  : U — S una parametrizacion
con p € x(U). Entonces,
T,S = (dx)

m*l(p)(RQ)'

Observacion 1.13. El plano T),S es un espacio vectorial de dimension 2, siendo {x;(q), z2(q)}

una base de este, con ¢ = z~(p).

Definicion 1.14. Sea F':.S; — S5 una aplicacion entre superficies diferenciable y sean p € 51

y F(p) € Sy puntos regulares. Se define la diferencial de F' en p como la siguiente aplicacion:
de : Tp51 — TF(p)SQ

v — dF,(v) (Foa)t),

= % |t:0
con a : (—e,€) — S1 una curva diferenciable cualquiera tal que a(0) = p y @/(0) = v.
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Teorema 1.15 (de la funcion inversa). Sea F' : Sy — S una aplicacion diferenciable y p € Sy
un punto reqular. Si dF, es un isomorfismo lineal entonces F' es un difeomorfismo local, es decir,

existe un entorno p € V.C Sy tal que F : V. — F(V) es un difeomorfismo.

Definiciéon 1.16. La primera forma fundamental de S en un punto regular p es la forma

bilineal simétrica I, : T,S x T,,S — R, (v,w) — I)(v,w) = (v, w) = (w,v).

Si  es una parametrizacion de S, en la base § = {x1,x2} de T),S la matriz de I, es:

gi1 912 (1, 1) (T1,T2)
(Ip)s = = : (1.3)
g1z g2 (w1,22) (T2, T2)
Por comodidad, denotaremos a esta matriz por (g;;), donde los valores g;;, con i,j € {1,2}, se

conocen como coeficientes de la primera forma fundamental asociados a la parametrizaciéon .

Lema 1.17. Sea & una parametrizacion de una superficie reqular y (gi;) la matriz de la primera

forma fundamental asociada a x. Entonces, ||x1 X :1f,'2||2 = det(gij) = g11922 — G35

Corolario 1.18. La matriz (g;j) es definida positiva, es decir, det(g;j) = gi11g22 — g3y > 0.

1.2.1. Orientacién de una superficie y aplicacién de Gauss

Definicion 1.19. Sea S una superficie regular. Un campo de vectores diferenciable en S es
una aplicacién diferenciable V : S — R3. Si V/(p) € T,,S para todo p € S, entonces diremos que
V es un campo tangente a la superficie. Mientras, si V(p) L T,,S para todo p € S, diremos
que es un campo normal a la superficie. Por ultimo, diremos que V' es unitario si ||V (p)|| =1

para todo p € S.

Lema 1.20. Sea S una superficie y x : U — S C R? una parametrizacion. Entonces, existe un
campo de vectores diferenciable, unitario y normal a la superficie definido en el abierto coordenado
V =x(U) C S. Este estd dado por la aplicacion N : V — R? definida mediante:

1 X T2

N(p) (a), (1.4)

R
donde p € V es un punto reqular y ¢ = x~(p) € U.
Observacion 1.21. Si S es regular, como el campo IN dado anteriormente es unitario, podemos

pensar este como una aplicacion diferenciable entre superficies N : (U) C S — S, p — N(p),

conocida como aplicacion de Gauss.

Observacion 1.22. Un punto p de una superficie es regular si justamente se puede definir el campo

de vector normal N anterior, es decir, si €1 X &3 # 0 (vectores linealmente independientes).
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Definicion 1.23. Sea S una superficie regular. Se dice que S es orientable si existe un campo
de vectores diferenciable, normal y unitario definido en toda la superficie. A cada campo de
vectores en las condiciones anteriores se le llama una orientaciéon de S y cuando se elige una

orientaciéon determinada se dice que la superficie esté orientada.

Lema 1.24. Si S es una superficie conexa orientable y N1 y INo son dos campos diferenciables,

normales y unitarios, entonces N1 = No 0 N1 = —INo.

Observacion 1.25. Segun el Lema 1.20 cualquier superficie regular es localmente orientable. Por
otro lado, el Lema 1.24 nos indica que en una superficie regular conexa orientable existen solo

dos orientaciones diferentes, que ademés son opuestas entre si.

1.2.2. La curvatura de Gauss, curvatura media y curvaturas principales

Definiciéon 1.26. Sea S una superficie regular. El operador forma o endormorfismo de
Weingarten en p € S es la aplicacion lineal A, : T,S — T,,S, v — Apv = —dN,(v), donde N
es la aplicacion de Gauss y dNp, : T,S — TN(p)82 =T, es su diferencial.

Proposicion 1.27. A, es un operador autoadjunto, es decir, (A,v, w) = (v, Ayw) para cualquier

v,w e 1,S.

Como consecuencia de esta proposicion, tenemos que A, es diagonalizable con autoavlores

reales. Podemos entonces dar las siguientes definiciones.

Definicion 1.28. Los autovalores reales k1(p) y ka2(p) del operador forma se conocen como las
curvaturas principales de S en p y los autovectores asociados se denominan direcciones

principales . La curvatura de Gauss y la curvatura media de S en p son los valores

K(p) = det 4, = ki (p)ka(p) y H(p) = 22l2 = ML ol) (15)

respectivamente.

Observacion 1.29. Las curvaturas principales y la curvatura media dependen de la orientacion
escogida, es decir, del signo de IN, mientras la curvatura de Gauss no. Por otro lado, si las
curvaturas principales son distintas entonces, existen solo dos direcciones principales unitarias y

son ortonormales, mientras que si son iguales todos los vectores de 7},S son direcciones principales.

Definicion 1.30. Sea S una superficie regular orientada y p € S. Entonces,

1. p se dice eliptico si K(p) > 0,

2. p se dice hiperbélico si K(p) < 0,
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3. p se dice parabolico si K(p) = 0, pero una de las dos curvaturas principales no se anula,
4. p se dice plano si K(p) = ki(p) = ka2(p) = 0.

Definiciéon 1.31. La segunda forma fundamental de S en un punto p regular es la forma

bilineal simétrica I, : 7,5 x 1,5 — R, (v, w) — (A,v, w) = (v, A,w).

De manera anéloga a la primera forma fundamental, en la base 8 = {x1,z2} de T,,S dada

por una parametrizacion x de S, la matriz de I, es:

Ip(z1,21) (1, 902))

Iy(x1,22) Ip(x2, 22) 1-6)

(Ip)s = (Lij) = (
siendo L;;, con 4,7 € 1,2, los coeficientes de la sequnda forma fundamental asociados a x.

Lema 1.32. Los coeficientes de la seqgunda forma fundamental asociados a la parametrizacion x

vienen dados por Lij = I, (x;, ;) = (x5, N).
Proposicién 1.33. En la base {x1, @2} se tiene A = (gij) "1 (Lij), con lo cual

det(Lij) . L11L22 — L%z

K =detA= =
det(gi5) 911922 — 939

1.2.3. Curvatura normal y geodésica

Sea o : I — S una curva parametrizada por arco en una superficie regular orientada por
la aplicacién de Gauss IN. Como podemos descomponer el espacio en R? = To(s) © N(a(s)),
la aceleraciéon de la curva se puede separar en su parte tangencial y su parte normal, es decir,
o’ =a” T+a” +. Por otro lado, como o/ (s) € Tys), la base {/'(s), N (cu(s)) x &/(s), N(c(s))}
es una base ortonormal de R? positivamente orientada y se denomina triedro de Darbouz. En

esta base la aceleracion tangencial y normal de la curva vienen dadas por:
o T = <a"(s),N(a(s)) X a'(s)> N(a(s)) x &/(s) = kg(s)N(a(s)) x /(s), (1.8)
o + = (a"(s), N(a(s))) N(a(s)) = rn(s)N(a(s)). (1.9)

Las funciones k4(s) y kn(s) se denominan curvatura geodésica y curvatura normal de o
en s, respectivamente. Estas funciones se relacionan con la curvatura de o mediante la siguiente
expresion:
K2 (s) = K2(s) 4 K2(s) (1.10)
= K5 2(5). )

Proposicién 1.34. Sea S una superficie reqular orientada por N, p € S un punto y v € T,,S
un vector tangente. Si v es una curva contenida en la superficie tal que a(s) =p y a’(s) =,

entonces se cumple

I,(v,v) = (" (s), N(a(s))) . (1.11)
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Esta proposiciéon nos permite definir el siguiente concepto.

Definicion 1.35. Sea v € T),S un vector unitario. El valor I,(v,v) se conoce como curvatura

normal de S en p en la direccion de v y se denota como Ky (v, p).

1.2.4. Lineas de curvatura y lineas asintéticas

Definicion 1.36. Sea S una superficie regular orientada y o« : I — S una curva contenida en
ella. Se dice que « es una linea de curvatura de S si @/(t) es una direccion principal en el

punto «(t), para todo t € I.

Teorema 1.37 (Teorema de Olinde-Rodrigues). Sea o : I — S una curva reqular contenida
en una superficie reqular orientada por el normal N . Entonces, o es una linea de curvatura st,
y solo si, existe una funcion escalar diferenciable p: I — R tal que (N o o) (t) = u(t)a (),
para todo t € I.

Definicién 1.38. Sea S una superficie regular orientada. Se dice que v € T},5 es una direccién

asintética de S en p si kp(v,p) = 0.

Definicion 1.39. Sea S una superficie regular orientada y o : I — S una curva contenida en
ella. Se dice que ¢ es una linea o curva asintética si @/(t) es una direccion asintotica en a(t),

para todo t € I.

1.2.5. Isometrias locales

Definicion 1.40. Una aplicacion diferenciable f : S7 — S entre superficies regulares se
denomina isometria local si conserva la primera forma fundamental, es decir, para cada p € S}
se cumple:

(dfp(v),dfp(w)) = (v,w), YV v,w € T,5 (1.12)

Una isometria local se dice isometria (global) si es ademéas un difeomorfismo.

Definicion 1.41. Dos superficies regulares S1 y S son localmente isométricas si para todo
p € Sp existe un entorno abierto V' C S; de p y una isometria global f : V — f(V) C Sa, y

analogamente cambiando S5 por Sj.

Teorema 1.42 (Egregium de Gauss). La curvatura de Gauss es invariante por isometrias locales,

esto es, si f 1 S1 —> Sy es una isometria local, entonces Kg, (p) = Ks,(f(p))-

El reciproco de este teorema no es cierto en general. El siguiente teorema muestra una situa-

cion en la que sf lo es.

Teorema 1.43 (Teorema de Minding). Sean S; y Sy dos superficies regulares con la misma

curvatura de Gauss constante. Entonces, S1 y Sa son localmente isométricas.
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1.2.6. El transporte paralelo y las geodésicas

Definicién 1.44. Sea S una superficie regular orientada y e : I — S una curva contenida en
S. Un campo de vectores a lo largo de « es una aplicacion V : I — R3. Si ademas la
aplicacion V' es diferenciable, entonces es un campo diferenciable, y si V (t) € TS, para

todo t € I, el campo es tangente a S a lo largo de a.

Un ejemplo de campo diferenciable tangente a lo largo de a es o'.

Definicion 1.45. Sea V un campo de vectores diferenciable y tangente a una superficie S a

lo largo de una curva a : I — S. La derivada covariante del campo V es la componente

tangente de su derivada V' y se denota por %(t). Si N es el campo normal unitario a la

superficie, la derivada covariante se puede calcular mediante:

DV

W(t) =V'@t) T =V'{t) - <V’(t), N(a(t))> N(a(t)). (1.13)
Definicion 1.46. Un campo de vectores diferenciable V' tangente a S a lo largo de a se dice
paralelo si %(t) = 0, para todo t € I, es decir, si V' solo tiene componente normal.

Teorema 1.47 (existencia y unicidad de campos paralelos). Sea S una superficie regqular y
a: I — S una curva. Sitg € I yv € Tyq,)S, entonces existe un unico campo paralelo V' a lo

largo de a tal que V (tg) = vy.

Definiciéon 1.48. Sea a : I — S una curva regular y tomemos tg,t; € I con p = a(ty),
g = aft1) y vo € T),S. Siendo V el tinico campo paralelo tal que V(tg) = v, se define el
transporte paralelo de v en ¢ a lo largo de a como el vector vi = V(1) € T,S . Esto

determina la aplicacion transporte paralelo P(a)ié 1T, S — T3S, vg — v1.

Definicion 1.49. Una curva o« : I — S es una geodésica de la superficie si su campo velocidad

es paralelo, esto es, si
Do/
dt

=0.

Proposicion 1.50. Sea a : I — S una curva reqular parametrizada por arco. Entonces, o es

una geodésica si, y solo si, ke(s) =0, para todo s € I.



Capitulo 2

Geometria diferencial de las superficies

regladas

Para este capitulo las referencias principales consultadas han sido [9], [1], [15] ¥ [17]. Se
incluiran tanto resultados ya demostrados en dichos libros como propiedades extraidas de ejer-
cicios propuestos en ellos. En caso de tratar con informacién proveniente de otra referencia se

especificara en dicho instante.

2.1. Definicion y ejemplos.

Definicion 2.1. Una superficie se denomina superficie reglada si contiene al menos una fa-
milia uniparamétrica de rectas {a(t) + rw(t)}, de tal manera que dicha superficie se pueda

pararametrizar como:

x(t,r) = a(t) + rw(t), (2.1)

donde a,w : I C R — R3 son diferenciables, con w(t) # 0, para todo t € I. La curva a(t) es
la directriz de la superficie. Fijando ¢ = ¢ se obtiene cada una de las rectas Ry, = x(to,r) que

conforman la superficie y a las que denominaremos generatrices.

Observacion 2.2. No hemos definido las superficies regladas como superficies regulares. Esto se
debe a que si queremos incluir, por ejemplo, el cono, tenemos que considerar la posibilidad de la

existencia de puntos singulares, donde el plano tangente no existe o no es tnico.

Podemos notar que la generatriz Ry, es una recta pasando por el punto a(ty) y con vector
director w(tp). A medida que este parametro ty varia, se modifica tanto la direccion de la recta

como el punto por el que pasa. Asi, una superficie reglada se puede entender como la superficie

9
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que se genera cuando una recta se traslada a lo largo de la directriz modificando su direccion

segin la funciéon w.

Si el vector w(t) se escoge de manera que sea unitario para todo ¢, entonces w(t) es una

curva en la esfera unidad y recibe el nombre de indicatriz esférica.

Fijémonos ademés que en la definiciéon de superficie reglada hemos especificado que debe
contener al menos una familia de rectas. Esto es porque existen superficies regladas que contienen
dos familias uniparamétricas de rectas diferentes. Tales superficies reciben el nombre especial de

superficies doblemente regladas.

Veamos algunos ejemplos de superficies regladas.

Ejemplo 2.3 (Plano). La superficie reglada més simple es el plano. Si consideramos como
directriz una recta pasando por un punto p, a(t) = p + tv, y como vector director de las
generatrices cualquier vector no proporcional al vector director de la directriz, es decir, w(t) = w,
para todo t € I, tal que w x v # 0, obtenemos la ecuaciéon paramétrica del plano, que muestra

perfectamente su caracter reglado:
x(t,r) =p+tv+rw. (2.2)

Como w(t) es constante, las generatrices son todas paralelas entre si. Ademés, es una superficie
regular, pues para poder definirlo hemos exigido que x; = v y @, = w sean vectores linealmente

independientes.

Una vez generado un plano, podemos generar el mismo plano con una familia de generatrices
distintas con tal de escoger w(t) = W, siendo w una combinacién lineal de v y w con ambos
coeficientes no nulos, es decir, sin ser paralelo a ninguno de los dos vectores. Al exigir que
sea combinacién lineal garantizamos que el plano generado sea el mismo pero a partir de una
familia de generatrices diferentes, dado que su direccién es distinta a la marcada con w. Como
la posibilidad de eleccién de w es infinita, un mismo plano se puede generar a partir de infinitas

familias de rectas diversas. Podemos decir que el plano es infinitamente reglado.

Ejemplo 2.4 (Cilindro generalizado). Si la directriz e es una curva contenida en un plano Py
w(t) = wp es un vector constante, entonces obtenemos un cilindro. Tenemos entonces la siguiente

parametrizacion:

x(t,r) = a(t) + rwo. (2.3)

Notemos que si wg estd también en P la parametrizacidén anterior describiria un plano, por lo
que para obtener estrictamente un cilindro deberiamos exigir que wg no sea coplanario con la
directriz. Ademas, por mantener wg una direccién fija, las generatrices que conforman el cilindro

son todas paralelas entre si.
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Por otro lado, vemos que esta definiciéon de cilindro es una generalizaciéon del cilindro usual
de radio R, C' = {(z,y,2) € R : 22 + y? = R?}, cuya parametrizaciéon habitual ya presenta la

forma anterior:
x(t,r) = (Rcost, Rsint, R) = (Rcost, Rsint,0) + r(0,0,1).

Por ello, a veces se suele denominar a una superficie de la forma (2.3) como cilindro generalizado,

para remarcar que no tiene por qué ser el cilindro usual.

Si wyg es perpendicular al plano de la directriz, se trata de un cilindro recto, en caso contrario,
es un cilindro oblicuo. En cuanto a la directriz, si esta es una curva conica obtenemos tres tipos
especificos de cilindros: cilindros hiperbdlicos, cilindros paraboélicos y cilindros elipticos, siendo
los cilindros circulares un caso particular de este ultimo [18]. En concreto, el cilindro usual es un

cilindro circular recto.

En cuanto a la regularidad del cilindro, esta viene dada por la condicién x; x @, # 0. Asi,

los puntos regulares de un cilindro son aquellos en los que o’ X wg no se anule.

(a) Cilindro recto con una cardioide como directriz: (b) Cilindro circular oblicuo.
a(t) = (2(1 4 cost) cost,2(1 + cost)sint).

Figura 2.1: Ejemplos de cilindros. Las directrices estdn trazadas en color rojo y las generatrices

en azul. Elaboraciéon propia.

Ejemplo 2.5 (Cono generalizado). Si la directriz es un tnico punto p y w(t) es cualquier curva
plana se obtiene un cono. Tal directriz indica que todas las generatrices se intersecaran en ese
punto p, al que podemos llamar vértice del cono. Un cono viene dado entonces por la siguiente
parametrizacion:

x(t,r) = p+ rw(t). (2.4)
De nuevo, para excluir el plano de la definiciéon del cono, habria que exigir que el vértice no se

encuentre en el plano de w(t).
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En caso de que w sea una circuferencia y la recta que une p con el centro de dicha circunfe-
rencia sea perpendicular al plano en el que esta contenida w, se obtiene el cono usual de radio

R y vértice en el origen de coordenadas:

x(t,r) =r(Rcost, Rsint,1).

Como x; = rw’ y &, = w, un cono sera regular en aquellos puntos en los que rw’ x w # 0.

(a) Cono con la direccion de las generatrices des-  (b) Cono con la direccion de las generatrices des-

cribiendo la figura ocho: w(t) = (sint,sint cost). cribiendo una hipérbola: w(t) = (sinh¢, £ cosh t).

Figura 2.2: Ejemplos de conos. Las curvas w(t) que describen la direccion de las generatrices

directrices estan trazadas en color violeta y las generatrices en azul. Elaboracién propia.

Ejemplo 2.6 (Hiperboloide de una hoja). Un ejemplo relevante de superficie reglada es el hiper-
boloide de una hoja, pues como veremos, es concretamente una superficie doblemente reglada.

Este viene dado por la siguiente ecuacion:

2,2 2
oyt oz
a? b2 2 b (25)

con a, b, c # 0. De forma paramétrica, se suele expresar mediante:
x(u,v) = (acoshvcosu,bcoshvsinu, csinhv). (2.6)

No obstante, tal parametrizacién no muestra las rectas, por lo que debemos hallar otra. Para
ello, notemos que los planos con z constante intersecan a la superficie en elipses. Fijados a, b y
¢, tomemos como directriz una de ellas, en concreto, la elipse contenida en el plano XY. Esta

curva viene parametrizada a través de:

a(t) = (acost,bsint,0). (2.7)
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Como vector director w(t) tomaremos el formado por la suma del vector velocidad de la directriz

con el vector de modulo ¢ paralelo al eje z, es decir:
w(t) =a’(t) +(0,0,c). (2.8)
Obtenemos asi la parametrizacion:
x(t,r) = at) +r(a’(t) + (0,0,c)) = (a(cost — rsint),b(sint + rcost), cr). (2.9)

Como
(cost —rsint)? + (sint + 7 cost)? = cos®t — 2rcostsint + r’sin®t
+sin?t + 2rsintcost + r2cos’t = 1 + 12,

se sigue que la parametrizacion anterior cumple la expresion implicita (2.5), por lo que es, efec-

tivamente, una parametrizacién del hiperboloide de una hoja que muestra su caracter reglado.

Si en vez de tomar el w definido, usamos como vector director el simétrico a este, es decir,
w(t) = —a/(t) + (0,0,c), definiremos rectas que siguen recubriendo todo el hiperboloide, pero
que son linealmente independientes a las anteriores . De esta manera, tendremos una familia
de generatrices diferente, lo que demuestra que el hiperboloide de una hoja es una superficie

doblemente reglada.

Si a = b, la directriz es una circunferencia de radio a, y el hiperboloide, ademés de ser
generado mediante el movimiento de una recta a lo largo de ella, se podra generar al rotar una
hipérbola a lo largo de la directriz en torno al eje perpendicular a ella, es decir, el eje z. Es

entonces un hiperboloide de revolucion.

Ejemplo 2.7 (Paraboloide hiperbélico). El paraboloide hiperbdlico es el otro clasico ejemplo de
superficie doblemente reglada. Se define mediante la expresion:

1'2 y2

z =

con a,b # 0. Una vez fijados estos dos valores, se tienen las dos parametrizaciones siguientes:
x=(t,7) = (at,0,t%) + r(a, £b,2t) = (a(t + ), £br, t* + 2tr). (2.11)
Efectivamente, son parametrizaciones del paraboloide hiperbolico pues cumplen la ecuacion ex-
plicita (2.10) al ser (t + )% —r? = t2 + 2rt.
Ejemplo 2.8 (Helicoide). El helicoide es la superficie dada por la parametrizacion
x(t,r) = (brcost,brsint,at) = (0,0, at) + r(bcost,bsint,0), (2.12)

donde a,b # 0. Esta parametrizaciéon muestra su cardcter reglado y nos indica que el helicoide

surge de rotar una recta perpendicular alrededor del eje z segiin se mueve sobre este.
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(a) Hiperboloide de una hoja con a =b=c¢=1. (b) Paraboloide hiperbolico con a = b = 1.

Figura 2.3: Ejemplos de superficies doblemente regladas. Las directrices estan trazadas en color

rojo y las dos familias de generatrices estan en azul y en verde. Elaboracién propia.

Ejemplo 2.9 (Banda de Mébius). La banda de Mébius se puede parametrizar como

t t t
x(t,r) = ((2 — rsin 2) sint, <2 — rsin 2) cost,rcos 2>

t t t
= (2sint,2cost,0) +r <— sin 3 sint, — sin 5 cost, cos 2) ,

(2.13)

donde 0 < t < 2wy —1 < r < 1. Claramente es una superficie reglada.

(a) Helicoide (con a = b =1). (b) Banda de Mobius.

Figura 2.4: Las directrices estan trazadas en color rojo y las generatrices en azul. Elaboracion

propia.

El ejemplo siguiente se corresponde a una familia de superficies que son regladas.

Ejemplo 2.10 (Superficies de Catalan. Conoides [18]). Una superficie de Catalan es una

superficie reglada en la cual todas sus generatrices se mantienen paralelas a un plano fijado
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conocido como plano director o plano de paralelismo. Estas se pueden parametrizar de la siguiente
forma:

x(t,r) = a(t) + rw(t), donde det(w,w’,w") =0. (2.14)

Si ademéas de intersecar a la directriz a todas las generatrices intersecan a una misma recta
fijada, entonces la superficie es un conoide y dicha recta se denomina eje del conoide. El ejemplo
més simple de un conoide es el ya tratado paraboloide hiperbélico, pues se forma mediante el
movimiento de una recta de manera paralela a un plano sobre otras dos rectas. Un caso particular
de conoide es el conoide recto, que es aquel en el cual su eje es perpendicular al plano director,
es decir, es la superficie reglada en la que todas sus generatrices son perpendiculares a una recta

fijada (su eje).

Si tomamos como plano director el plano z = 0, el conoide correspondiente se puede expresar
mediante
x(t,r) = (a,b,c)f(t) + r(cost,sint,0), (2.15)

donde (a,b,c) es el vector director del eje del conoide y f(¢) es una funcién cualquiera dife-
renciable. Si @ = b = 0, entonces es un conoide recto. Notamos que el helicoide es un conoide

recto.

Por 1ultimo, daremos tres ejemplos de superficies regladas que surgen del triedro de Frenet-

Serret.

Ejemplo 2.11 (Superficie tangente, superficie normal principal y superfecie binormal). Sea a(s)
una curva parametrizada por arco. Tomando esta curva como directriz y como w(s) cada uno

de los vectores del triedro de Frenet-Serret, obtenemos las tres superficies regladas siguientes:

» La superficie tangente a la curva «a(s) es la dada por:
x(s,r) = a(s) +rt(s) = a(s) + ra/(s). (2.16)

» La superficie principal normal a la curva a(s) es:

z(s,7) = as) + rn(s) = a(s) —I—r’Z::Ez;”. (2.17)
» La superficie binormal a la curva a(s) es:
2(5,7) = ax(s) + rb(s) = a(s) + r 2L X 2 (5) (2.18)

[l (s)]

Ahora mostraremos una propiedad trivial de las rectas de las superficies regladas.
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(a) Superficie tangente. (b) Superficie normal. (¢) Superficie binormal.

Figura 2.5: Superficies tangente, normal y binormal a la hélice a(s) = (cos (%) , sin (%) , %)

Las directrices estan trazadas en color rojo y las generatrices en azul. Elaboracién propia.

Proposiciéon 2.12. Las generatrices de una superficie reglada son lineas asintdticas. Ademds,

sus reparametrizaciones por arco son geodésicas.

Demostracion. Por ser rectas, las generatrices tienen curvatura s nula. En consecuencia, también
tienen curvaturas geodésica y normal nulas en todo punto, pues recordemos k2 = 5!2] + /{%. De

las Definiciones 1.39 y 1.38 y de la Proposicion 1.50 se sigue el resultado. Ul

2.2. Superficies desarrollables

Proposicion 2.13. En los puntos requlares de una superficie reglada la curvatura de Gauss es

no positiva.

Demostracion. Dada la parametrizacion (2.1) de una superficie reglada, se tiene que @, = w(t),
luego x, = 0. Consecuentemente, el coeficiente Lo de la segunda forma fundamental se anula,

por lo que la curvatura de Gauss es:

o= det(Li) _ LuLan — ng _ L% <0
det(gij) 911922 — 912 911922 — Gia

, (2.19)

donde hemos tenido en cuenta que la matriz asociada a la primera forma fundamental es definida

positiva. 0
Este resultado nos indica que en las superficies regladas no existen puntos elipticos. Ademas,
en base a él podemos definir un tipo especifico de superficies regladas.

Definicién 2.14. Una superficie reglada cuya curvatura de Gauss es nula en todo punto regular

se denomina superficie desarrollable.
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Corolario 2.15 (Caracterizacion de las superficies desarrollables). Una superficie reglada es

desarrollable si, y solo si, det(w,w’, a’) = 0.

Demostracion. Segun la demostracion de la proposicion anterior, una superficie reglada es desa-

rrollable si, y solo si, L1s = 0 en todo punto. Como x; = &’ + rw’ y &, = w, entonces:

N TXTr (o +rw') x w
le: x| [l +rw) x w

En consecuencia,

1
(e + rw’)

0= Ly = (x4, N) = (w', (& + rw') x w),
X w|
o equivalentemente,
0= <w’, (& +rw') x 'w> = <w’,o/ X w> + <w',rw’ X w> = det(w',a’,w) = det(w,w’,a’),
donde se usa que (w',rw’ x w) = 0 por ser rw’ proporcional a w’. O
Entre los ejemplos dados de superficies regladas, veamos cudles son desarrollables utilizando
la caracterizacién del corolario anterior.

= El plano es la superficie desarrollable més simple, pues se sabe que K = 0 en un plano.

» El cilindro es claramente una superficie desarrollable, pues como w(t) es constante en todo

punto, w’ = 0 y det(w,w’, a’) = 0 trivialmente.

» De manera anéloga al cilindro, los conos son desarrollables por ser ahora a(t) constante

en todo punto.
» Los hiperboloides de una hoja no son desarrollables. Con la parametrizacion (2.9) se tiene:

—asint —acost —asint
det ('w, w, a’) = | beost —bsint bcost | = —abccos®t — abesin® t = —abe,
c 0 0

que nunca se anula por ser a, b y ¢ distintos de cero.

= Los paraboloides hiperbélicos tampoco son desarrollables:

a 0 a
det(w,w',a’) =1|£b 0 0|==2ba#0,
2t 2 2t

pues a y b no son nulos.
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» La superficie tangente a una curva «(s) es siempre desarrollable, pues como w =t = o/,

det(w,w’, ') = 0 por tener dos columnas iguales.
Para ver cuéndo la superficie normal y binormal a una curva son desarrollables, utilizaremos
el siguiente resultado.
Proposicion 2.16. Una curva a regular parametrizada por arco con curvatura k(s) # 0 es plana

st, y solo si, 7(s) = 0.

» La superficie normal a una curva a(s) es desarrollable si, y solo si, a es una curva plana.

Efectivamente, como w = n tenemos:
det (w, w’, a') = det (n, n, t) = det(n, —kt — 7b,t) = det(n,—7b, t).

Como sabemos que {n, b, t} son vectores linealmente independientes, el determinante an-
terior solo puede anularse en todo punto si 7 = 0. Esto es equivalente a que la curva sea

plana.

» La superficie binormal a una curva «(s) es desarrollable si, y solo si, & es una curva plana.

Efectivamente, ahora w = b por lo que se cumple:
det (w, w’, a’) = det (b', b,t) = det(—7n, b, t).
De nuevo por ser {n, b, t} vectores linealmente independientes, el determinante se anula si,
y solo si, 7 = 0 para todo punto de la curva, esto es, si la curva es plana.
Veamos ahora algunas propiedades de las superficies desarrollables.
Proposicion 2.17. Las superficies desarrollables requlares son localmente isométricas al plano.

Demostracion. Se sigue del Teorema de Minding (1.43), teniendo en cuenta que K = 0 en el

plano. O

Esto significa que las superficies desarrollables regulares se pueden construir doblando un

trozo de papel sin crear pliegues en él.

Proposicion 2.18. Sea S una superficie reqular orientable, N su campo de vectores normal
unitario y o : I —> S una curva contenida en ella. Entonces, a es una linea de curvatura de S
st, y solo si, x(t,r) = a(t) + rIN(t) es una superficie desarrollable, donde N (t) :== N (a(t)) es

el normal a la superficie en los puntos de la curva cx.
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Demostracion. Esta claro que @ es una superficie reglada de la forma (2.1) con w(t) = N (t).
Por la caracterizacién de las superficies desarrollables del Corolario 2.15, esta superficie es de-
sarrollable si, y solo si, det(IN, N’,a’) = 0. Como N es unitario, tenemos que (N, N') = 0.
También sabemos que (IN, ') = 0, pues el campo velocidad de una curva es un campo tangente
a la superficie a lo largo de ella. En consecuencia, el determinante anterior solo puede anularse
si N' y @ son linealmente dependientes en todo punto, es decir, si existe una funcion escalar
diferenciable u tal que N'(t) = u(t)a/(t), para todo t € I. Esto es equivalente a que a sea una

linea de curvatura por el Teorema de Olinde-Rodrigues (1.37). O

Como las generatrices son lineas rectas, el plano tangente a una superficie reglada en un punto
regular contiene a las generatrices que pasen por dicho punto. Por lo general, este plano varia
a medida que el punto se mueve por la generatriz. Sin embargo, veamos que en las superficies
desarrollables el plano se mantiene fijo, es decir, es tangente a la superficie en todos los puntos

de una generatriz [10].

Proposicion 2.19. El plano tangente a una superficie desarrollable se mantiene constante a lo

largo de los puntos requlares de una generatriz fijada.

Demostracion. En los puntos regulares de una superficie existe el campo unitario normal N (¢, 7).
Por definicion, este es ortogonal a @, es decir, (IN, ) = 0. Derivando esta expresion con respecto

a r obtenemos que:

0
0= o (N,x;) = (Ny,x,) + (N, @), entonces (Np,x;) = — (N, &) .
Por ser superficie reglada @, = 0, luego (NN, z,) = 0. N también es ortogonal a x;, por lo que
derivando (INV,z:) = 0 con respecto a r, obtenemos (IN,,x:) = — (IN, x4,) de manera analoga.
Evaluemos este tltimo producto escalar:

(N, zp) (y X Ty, yr)  det(xy, @y, @) det(e +rw’,w,w’)  det(a/,w,w’)
s Xpr) = = = =

= = = =0,
2z > | [ER [z > /| e > ]

donde en la tdltima igualdad hemos usado el Corolario 2.15. Asi, (IN,, ;) = 0. Hemos llegado a
que N, es un vector ortogonal a la base {x;, x,} del plano tangente a la superficie, pero N, es un
vector tangente en x(t,r). Deducimos entonces IN,.(t,7) = 0. Asi, N(t,r) = N(t) es constante
respecto a r. Dado que una generatriz dada es dependiente solo del parametro r, esto implica que
el campo unitario normal es constante a lo largo de todos los puntos regulares de una generatriz.

Equivalentemente, el plano tangente es constante en dichos puntos. O

2.2.1. Envolvente de los planos tangentes a una superficie a lo largo de una

curva

Por ultimo, veamos un caso especial de superficies desarrollables.
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Definiciéon 2.20. Sea S una superficie regular y «(s) una curva parametrizada por longitud de
arco contenida en S tal que nunca es tangente a una direccién asintotica. Denotando por N (s)
al vector unitario normal a S a lo largo de a(s), podemos definir la siguiente superficie reglada:
N(s) x N'(s)

IN(s)] (2.20)

x(s,7) =afs) +r

Esta es la envolvente de la familia de planos tangentes a S a lo largo de la curva «a(s).

La superficie (2.20) nace de la siguiente consideracion geométrica. Sea {Tq(5)S} la familia
de planos tangentes a la superficie a lo largo de a(s). Si tomamos dos planos tangentes T () S
Y Ta(s+as)S 1o suficientemente proximos, estos se cortaran a lo largo de una recta. La recta, al
estar contenida en ambos planos tangentes, tendra que ser perpendicular a los vectores normales

N(s) y N(s+ As), luego seréa paralela al vector
N(s) x N(s+ As)

As
Cuando As tiende a cero, la recta se aproximara a una posicién limite, en la cual es paralela al
vector
., N(s) x N(s+ As) ., N(s)x N(s+As) N(s)x N(s)
lim = lim —
As—0 As As—0 As As
L N(s+As)—N(s) ,
= AligloN(S) X s = N(s) x N'(s).

Esta es la direccion de las generatrices de la superficie dada por (2.20), con lo cual dichas gene-

ratrices son las posiciones limite de las intersecciones de planos préximos de la familia {755}

Proposicion 2.21. Sea S una superficie reqular y o(s) una curva parametrizada por longitud
de arco contenida en S que nunca es tangente a una direccion asintdtica. Entonces la envolvente
de la familia de planos tangentes a la superficie a lo largo de dicha curva es una superficie

desarrollable. Ademds, es reqular en un entorno de a(s) y es tangente a S a lo largo de la curva.

Demostracion. Usando la caracterizacion de las superficies desarrollables (2.15) en la parametri-

zacion (2.20) tenemos:

N xN' [N x N’ N x N' N x N”
det (w,w’, o’ :det< ,< ) ,a’)zdet( , ,a’)
( ) [IN]] [IN]] [IVN]] [ IN]]

1

= W((N x N') x (N x N"),a').

Para calcular el producto (N x N') x (N x N"), utilizaremos la propiedad del producto

vectorial @ X (b x ¢) = b(a,c) — c(a,b):

(NxN')x (NxN")=N(NxN',N"Y~N"(NxN',N)=N (N x N',N").
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Al ser tangente a la superficie, el vector o’ es perpendicular al producto vectorial anterior, pues
tiene la direccién del normal a la superficie. En consecuencia, el producto escalar de estos dos
vectores se anulara, por lo que el determinante anterior también lo hara. Hemos probado asi que

la superficie envolvente es desarrollable.

Para demostrar la regularidad de la superficie en un entorno de a(s) debemos comprobar
que el producto vectorial x5 X @, no se anule. Primero utilicemos el hecho de que &’ y IN son
perpendiculares para obtener una expresion necesaria. Sabemos que (@', N) = 0, luego derivando

con respecto al pardmetro s obtenemos

("N + (!, N} = 0.

Ahora calculemos el producto vectorial pertinente en los puntos de la curva a(s) = z(s,0):

. NXN’_ N , , N’ , B N , ,
@ x @y = ol x g = gy (@ N = i (o N = g (@ V)
N ” N
N Ny N
i~ ¢ Il

siendo Kk, = Ky (s) la curvatura normal de a.. Como esta curvatura nunca se anula por hipotesis,
tenemos que x es regular en un entorno de a(s). Ademas, la expresion anterior nos indica que
el vector normal unitario a la superficie en a(s) es paralelo al vector normal de S, por lo que la

superficie « es tangente a S a lo largo de a(s). [l

Una propiedad del transporte paralelo es que si dos superficies S y 3 son tangentes a lo
largo de una curva « cuyos puntos son regulares, entonces el transporte paralelo de un vector
Vo € Ta(t9)S = Taty)X a lo largo de dicha curva es el mismo si lo realizamos respecto a S o a
Y. Luego, en virtud a la proposiciéon anterior, en vez de calcular el transporte paralelo de vy a
lo largo de « respecto a S, lo podemos hacer respecto a la envolvente de la familia de planos
tangentes a S a lo largo de a, si la curva no es tangente a una direcciéon asintética. Como ademés
la envolvente Y es una superficie desarrollable, existird una isometria I’ desde ¥ a una region
del plano, por lo que para efectuar el transporte paralelo de vy podemos llevar este vector al
plano mediante dF,4,), calcular su transporte paralelo dFq4,)(vo) a lo largo de F'(ax) y traerlo
de vuelta a ¥ mediante dF'~!. Apliquemos esto para calcular el transporte paralelo a lo largo de

los paralelos de una esfera.

Primero debemos hallar la envolvente ¥ de los planos tangentes a la esfera a lo largo de uno
de sus paralelos. Dependiendo de la latitud del paralelo, la envolvente sera un cilindro o un cono.

Veamos esto con la siguiente proposicion.

Proposicién 2.22. Sea C C S? un paralelo de la esfera. Entonces, si C es el ecuador, la
envolvente de los planos tangentes a la esfera a lo largo de C es un cilindro, y en caso contrario,

€S un cono.
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Demostracion. Sea x(¢,0) = (cos ¢ cosb,sin¢cosh,sinf), con 0 < ¢ <21y —5 < 6 < §, una
parametrizacion de la esfera. Sea C(¢) = x(¢,8y) = (cos ¢ cos by, sin ¢ cos by, sin fy) el paralelo
de la esfera que se encuentra a una latitud 0. Tal como esta definida la curva, esta no esta para-
metrizada por arco en general, pues como su derivada es C'(¢) = (— sin ¢ cos 6, cos ¢ cos b, 0),

|C"(9)|| = cosby # 1 si Oy # 0. Calculemos entonces la funcion longitud de arco de C:

¢ ¢
s=s(¢p) = / HC’ Hdt / ||cos 6p||dt = cos 90/ dt = ¢ cos by.
0 0

Por tanto, tenemos ¢ = s~(¢) = s/ cos fy, con lo cual la reparametrizacion por longitud de arco

de C(¢) es

C(s) = <cos

con 0 < s < 2w cosby.

cos 6y, sin cos 6y, sin 90> , (2.21)

cos O cos Oy

En una esfera cualquiera, el vector de posicién de un punto de esta es normal a su superficie,
y como en la esfera unidad los vectores de posicién son unitarios, podemos definir el siguiente
campo de vectores diferenciable normal unitario: N (p) = p, para todo p € S?. Se puede com-
probar facilmente que este coincide con la aplicacion de Gauss asociada a la parametrizaciéon de
la esfera dada. Asi, el vector normal a los puntos del paralelo es N(s) = N(C(s)) = C(s), y
en consecuencia, su derivada es N'(s) = C’(s), que es un vector unitario por estar C(s) pa-

rametrizada por longitud de arco. El producto vectorial N (s) x N'(s) vendra dado entonces

por:
N(s) x N'(s) = |cos cosgo Coso sin i cosfy sinfy
—sin cos 00 cos cos 90 0

S . . .
= | —cos sin 6y, — sin sin 6y, cos by | .
cos 6y

cos by
Finalmente, podemos obtener la superficie formada por la envolvente de los planos tangentes al
paralelo C' como:

9 00890,81n90) —I—r( cos Cosg sin 0y, — sin 9 smﬂo,coseo)

x(s,r) = (cos 75 cos by, sin o

COos COos

cos By — 7 sin | sin

cos@ ’[ cos@ ’

= <[cos 0y — rsin O] cos sin 6y -+ r cos 9()),
(2.22)
con 0 < s < 2wcosby y r € R. Distingamos ahora dos casos en funcién de la latitud 6y del

paralelo.

Caso 1. C es el ecuador, esto es, 8y = 0. La envolvente entonces se reduce a

x(s,r) = (coss,sin s, 0) +r(0,0,1) = (cos s,sin s, ), (2.23)
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con 0 < s < 27w yréeR, que es la parametrizacion usual del cilindro recto circular de radio uno.

Caso 2. C es cualquier otro paralelo distinto al ecuador, es decir, §y # 0. Para demostrar que
(2.22) es un cono, veamos que todas las rectas generatrices se intersecan en un punto, es decir,
en el vértice. Sean a1 (r) = x(s1,7) y aa(t) = x(s2,t) dos rectas generatrices cualesquiera con
r,t € Ry s1,s9 valores fijados distintos. Veamos cuando a(r) = a(t). Igualando primero la

tercera coordenada tenemos que
sinfy + r cos Oy = sin by + t cos Gy si, y solo si, r =t.

Esto nos indica que de intersecarse las generatrices, lo hacen a la misma distancia de la directriz.
Igualando ahora las otras dos coordenadas, teniendo ya en cuenta la condicién hallada, obtenemos

el siguiente sistema de ecuaciones:

. 51 52
(cosfy — rsinby) | cos — CoS =0,
cos 6y cos g

. . 51 . 52
(cosfy — rsinbp) | sin —sin =0.
cos By cos O

Como s1 # s3, los cosenos del segundo término de la primera ecuacion solo podrian ser iguales
si s1 = —s9, pero entonces los senos de estos dngulos tendrian signos opuestos y el segundo
término de la segunda ecuacién no se anularia. Consecuentemente, la tinica posibilidad de que
este sistema se cumpla es que sea el primer término el que se anule, es decir:

cos By

cosby — rsinfg = 0, equivalentemente, r = rg = = cot 6.

sin 90

Las generatrices a1(r) y aa(t) se cortaran en el punto a(rg) = awe(rg). Como el calculo se ha
obtenido para dos generatrices con valores s1 y so cualesquiera, tenemos que todas las generatrices
se cortaran en ese punto. Obtenemos asi el valor del vértice V' del cono como:

20 1
a(re) = z(s,ro) = <0,0,sin90+ cos 0) - (0,0 ) -V

sin g " sin @

Comprobemos que efectivamente la superficie es un cono de vértice V. La ecuacién de un cono

circular de radio |R| alrededor del eje z y con vértice en el origen es:
2 2

x y _ 2
@ + ﬁ =z .
Si trasladamos el vértice a V' = (0,0, V) tenemos:
2 2
% + % = (2 —V.)?, equivalentemente \/z2 + y2 = R(z — V,).

Sustituyamos las coordenadas de la parametrizacion (2.22) y veamos si existe algin R € R

que cumpla la ecuacién anterior:

in* 0 in f cos fp — 1
costlh —rsinfy =R <sin90+rcos90— ) _pM 0+T§1n90c0s 0
sin vg

sin 90

7 sin Oy cos 8y — cos? 6
= 0= 0 = R cot Oo(rsinfy — cosbp).
sin O
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Esta ecuacion se cumple si, y solo si, R = —cot™ 16y = —tanf,. Como este es un valor real,
podemos confirmar que la envolvente de los planos tangentes al paralelo de latitud 6y no nula es

un cono circular de radio [tan | con vértice (0,0,sin~! 6p). O

Ahora determinemos el transporte paralelo de un vector vy tangente a C en un punto C(sg)

respecto a la superficie envolvente.

Caso 1. Ya hemos visto que si C es el ecuador, la envolvente ¥ es el cilindro usual pa-
rametrizado por (2.23). Intuitivamente, cuando desplegamos el cilindro en el plano median-
te una isometria F', la superficie obtenida serd una regién rectangular de igual altura que el
cilindro y con una anchura igual a la longitud del ecuador, es decir, 27r. Tenemos asi la su-
perficie F(X) = (0,27) x R x {0} C R3, en la cual el ecuador C se transformara en la recta
B = F(C) = (0,2m) x{0} x{0}. Como las isometrias conservan los dngulos, si v € To(4,)% s un
vector que forma un angulo y con el vector C’(sg), el vector wg = dF¢(sy)(vo) formara el mismo
angulo v con el vector 3'(F(sp)). El transporte paralelo en el plano es la identidad por lo que el
transporte paralelo de wyq a lo largo de 3 siempre sera igual a wy, es decir, P(B)?EZég(wo) = wy.
Pero como B es una recta, su vector velocidad mantendra siempre la misma direccién, por lo que
el transporte paralelo de wq siempre formara un angulo v con 3. En consecuencia, el transporte
paralelo de vg a lo largo de C sera el vector de norma |[vg|| que forme un angulo v con C’. En

particular, si damos una vuelta completa, el transporte paralelo de vy seré el propio vyg.

Caso 2. Si C' es un paralelo de la esfera de latitud 8y # 0, sabemos que la envolvente ¥ es
el cono de vértice V = (0,0,1/sin6p) dado por la parametrizacion (2.22). Sea p un punto del
paralelo C'y D la distancia desde dicho punto al vértice V' del cono. Como la distancia del origen
de coordenadas a p es 1 y la altura a la que se encuentra el vértice es 1/ sin )y, obtenemos que
D = cot gy por el Teorema de Pitagoras. Al desplegar el cono en el plano con una isometria
F', obtendremos un regién U en forma de sector circular que podemos expresar en coordenadas
polares (p,1) con 0 < p < 0y 0 < P < 1;, siendo 1/; el dngulo sostenido por el arco de
circunferencia correspondiente al paralelo C' en el plano. Como la longitud de este arco es la
misma que la del paralelo en la esfera, esto es, 2w cosfy, y el radio es igual a cotfy, pues el
vértice del cono se corresponde con el origen de coordenadas, tenemos que Y = 2 sin by, donde
hemos usado que la longitud ! de un arco de circunferencia de radio p se relaciona con el dngulo
1) sostenido mediante | = ¥p. Las relaciones que acabamos de describir se pueden observar en la

Figura 2.6.

A diferencia del Caso 1, como la imagen de C por la isometria es un arco de circunferencia, el
vector velocidad a esta curva varfa de direccién, por lo que la relaciéon angular entre el transporte
paralelo de un vector en el plano y dicho vector velocidad no es constante. Asi, al traer de vuelta el

transporte paralelo al cono por la isometria, el &ngulo que forma C’(s1) con el transporte paralelo
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Figura 2.6: Isometria del cono al plano. Elaboracién propia.

de vy en s; habra variado con respecto al angulo que formaba C’(sg) con vg. En consecuencia,
al dar la vuelta completa el vector transporte paralelo no coincidird con vy. Calculemos esta

variaciéon angular.

Figura 2.7: Relaciones de angulos para el transporte paralelo. Elaboraciéon propia.

Por simplicidad tomemos sy = 0y vg = C’(0). Si llevamos el vector vy del cono al plano, ten-
dremos que wo = dg (o) F'(vo) = B'(0), siendo B = F(C). Tomando el sentido de giro antihorario
como positivo, el transporte paralelo w(1)) de wy a lo largo de B formara un angulo —§ con 3'(v)).
Como ¢ +e€= 5 y e+ = §, tenemos que § = 1. Los angulos y sus relaciones son los mostrados
en la Figura 2.7. Al igual que hicimos para calcular i, podemos relacionar v con la longitud de
arco. Como 3 se encuentra a un radio cot fg, si recorremos una longitud de arco s = ¢ cosfy
en el cono a lo largo de C, entonces el dngulo girado en el plano es ¥ = stanfy = ¢sinfy.
Por ende, el transporte paralelo w(v) formara un dngulo —¢sin 6y con B'(). Al traer de vuelta
por la isometria este vector, se conservara dicho adngulo, asi el transporte paralelo P(C)§(vo)
formara un angulo —¢sin 6y con C’(s). Como C’(27 cosy) = C'(0) = vy, el resultado de hacer

el transporte paralelo de vg a lo largo del paralelo de la esfera de latitud 6y dando la vuelta
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completa serd un vector girado 27 sin 6y en sentido horario respecto a su orientacién original.

2.3. Superficies no cilindricas: linea de estriccién y parametro de

distribucion.

Recordando que los cilindros se definfan a partir de generatrices con el mismo vector director

constante, podemos dar la siguiente definicion:

Definiciéon 2.23. Una superficie reglada es no cilindrica si w'(t) #0, Vt € I.

Notemos que toda superficie reglada puede ser reparametrizada de tal manera que el vector
director de las generatrices sea siempre unitario, esto es, Z(t,7) = a(t) + ru(t) con ||u| = 1.
Efectivamente, como w(¢) nunca se anula, basta con considerar u(t) = w(t)/||w(t)||. Dada su
norma, todos los puntos de la nueva curva w se encontraran en la esfera unidad, y como la
velocidad de una curva es siempre tangente a ella y los vectores de posiciéon de la esfera unidad
son normales a ella, se cumple que (u(t),u'(t)) = 0. Ciertamente, podemos formalizar esta
propiedad derivando ||u(t)||? = (w(t), u(t)) = 1, con lo que se tiene 2 (w/(t), u(t)) = 0, de lo cual

se deduce el resultado.

A partir de ahora nos limitaremos al estudio de las superficies no cilindricas y consideraremos

parametrizaciones tales que el vector director de las generatrices sea siempre unitario.

Proposicion 2.24. Sea x(t,r) = a(t) + ru(t) una superficie no cilindrica con ||u(t)|| = 1.
Entonces eziste una curva 8 : I — R contenida en la traza de x, es decir, B(t) = a(t)+ f(t)u(t)
para alguna funcion real f, tal que (B'(t),u'(t)) = 0, para todo t € I. Esta curva se denomina

linea de estriccion de x y los puntos que la forman reciben el nombre de puntos centrales

de la superficie reglada.

Demostracion. Determinemos la funcion f(t) que permite afirmar la existencia de tal curva.

Diferenciando la expresion de B(t) dada en el enunciado del lema se obtiene:

B(t) =o'(t) + f/(t)ult) + f(t)u'(t).

Multiplicando escalarmente por u’(t) ambos lados de la expresion tenemos:

(B'(1),u' (1)) = (' (t),u(t)) + f{u(t),u(t)),
donde hemos utilizado que (u(t),u’(t)) = 0 por ser unitario. Para que (3'(t),u/(t)) = 0, la
funcion f debe ser dada por la siguiente expresion:

(o/(t),w'(t)) _  (a'(t), (1))
{w'(t),w' (1)) lw@)I*

1) = -
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Como v’ nunca se anula por ser una superficie no cilindrica, la funcién anterior esta bien definida,

y por lo tanto la linea de estriccién existe.

O

Observacion 2.25. Con esta definicion estamos diciendo que la linea de estriccion es la curva que

corta ortogonalmente a todas las generatrices de una superficie reglada no cilindrica.

Corolario 2.26. La linea de estriccion de una superficie reglada no cilindrica parametrizada de
la forma x(t,r) = a(t) + ru(t), con ||u(t)|| = 1 para todo t € I, viene dada por la siguiente
exTpresion.:

B(t) = al(t) — mu(t) (2.24)

Lema 2.27. La linea de estriccion de una superficie reglada no cilindrica no depende de la

eleccion de la curva directriz.

Demostracion. Sean a'y & dos directrices diferentes de la superficie. Asi
x(t,r) = a(t) + ru(t) = a(t) + v(r)u(t), (2.25)

para alguna funcion v(r). Sean 3 y B las correspondientes lineas de estriccion dadas por el

corolario anterior:

o )
S T ORTI0
S e @O0
e T ORI O

Por otro lado, la ecuacion (2.25) implica
a—a=(v(r)—r)u.

Sustituyendo esto y su derivada en la expresion anterior se tiene

3 ((v(r) = r)u’, u')

BB = |(ulr) —r) - T w0,

O

Calculemos la linea de estriccion de algunos de los ejemplos dados de superficies regladas con

la expresion (2.24).
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Ejemplo 2.28 (Lineas de estriccion del cono, el hiperboloide de una hoja y el helicoide).

s Sea x(t,r) = p+ru(t), con ||u(t)|| = 1 para todo t € I, un cono. Como a(t) = p, &'(t) = 0,

por lo que la linea de estriccion es el vértice del cono, es decir, 3(t) = p, para todo t € I.

» Sea x(t,r) = (cost,sint,0) + r(—sint,cost, 1) el hiperboloide de una hoja con constantes
a=b=c=1. Como ||w(t)|| = 2, para todo t € I, el vector director unitario de las
generatrices sera:

u(t) = (—sint, cost, 1) _ a'(t) + (0,0, 1).

V2 V2

Por tanto, v’ = a”/v/2 = —a/v/2. Como a y o’ son perpendiculares por ser « unitario,

(u',a') =0y la linea de estriccion es B(t) = a(t) = (cost,sint,0), es decir, es el paralelo

del hiperboloide de revolucién de menor radio.

» Sea x(t,r) = (0,0,t) + r(cost,sint,0) el helicoide con a = b = 1. En esta parametrizacion
el vector director de las generatrices ya es unitario. Tenemos entonces que las derivadas de

este vector y de la directriz son
u/(t) = (—sint,cost,0) y a'(t) = (0,0,1),

que son vectores ortogonales, por lo que la linea de estriccion sera 3(t) = a(t) = (0,0, 1),

esto es, el eje z.

La siguiente proposiciéon nos dara una interpretacion geométrica de la linea de estriccion.

Proposicion 2.29. Sea x(t,r) = a(t) + ru(t) una superficie no cilindrica con ||u(t)|| =1 y
supongamos que es reqular. Sean u(t1) y u(ts) los vectores directores de dos rectas generatrices
de x y sean x(t1,71) y x(t2,72) los puntos en los que corta a la superficie la recta perpendicular
a ambas generatrices. Entonces, cuando ty — t1, dichos puntos tienden al punto central x(ty,7)

de la generatriz Ry, (r) = x(t1, 7).

Demostracion. La recta perpendicular comin a las rectas generatrices de direcciones wu(t1) y
u(t2) tendra como vector director u(t;) X u(ts), que seré unitario si lo dividimos por su norma.

Pongamos t; =ty ta =t 4+ At, con lo cual:
w(ty) x u(te) = u(t) x u(t + At) = u(t) x u(t + At) — u(t) x w(t) = w(t) x [u(t + At) — u(t)].

Tomemos ahora el limite del vector director unitario de la recta perpendicular cuando to — t1,
esto es, cuando At — 0:

w(t) < ults) o wlt) x fu( A —u()] o ) e

t;i—lgl |w(ts) x w(ta)||  At=o0 ||u(t) x [u(t + At) —u(t)]]|  Ai=o0 Hu(t) % [u(t+At)—u(t)} H

_ ’U,(tl) X u’(tl) _ u(tl) X u'(tl)
[[w(t) x /()] [/ ()l
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donde en la tltima igualdad hemos usado que (u(t1),u'(t1)) = 0 por ser u unitario. Como la

superficie es no cilindrica no hay problemas con el denominador del limite anterior.

Sean ahora p; = ®(t1,71) y p2 = ®(t2,72) los puntos en los que la perpendicular comun corta
a las generatrices. A medida que acercamos las generatrices una a la otra, estos puntos también
se van acercando, hasta obtener el punto limite ¢ = x(¢1,7), es decir, p; y p2 tienden a g cuando
to tiende a t1. Como la recta perpendicular cortaba a la superficie en los puntos p; y ps, esta
claro que en su limite se convertird en una recta tangente a la superficie en el punto gq. Veamos

en qué punto g sucede esto.

Como hemos visto que u(t1) X u'(t1) proporciona la direcciéon de la recta perpendicular en
el limite, el punto ¢ vendra dado por la condicion (u(t;) x w/'(t1), N(x(t1,7)) = 0, esto es, que
la recta perpendicular limite es tangente a la superficie. Calculemos entonces el vector normal
unitario a la superficie en el punto limite ¢ = (1, 7):

mt(tl,f)x:cr(tl,f) o [a’(tl)—i—f*u’(tl)]xu(tl) . a’(tl)xu(tl)—i—fu’(tl)xu(tl)
@ (t1,7) x@r (t1,7)|| — (lee(t,7) Xer (E0,7)| e (t1,7) X (t1,7)]|

N(a(t1,7) = |

Usando la propiedad (a x b,c x d) = {(c,a) (b,d) — (b,c) (a,d) y que (u,u’) = 0 por ser u

unitario tenemos
(v xu, o xu) = (o, u) (u,u) = (u, ') (v, u) = (o, u),
con lo cual (u x u', N) = 0 si, y solo si,
0= (u' xu,a xu)+7(u xuu xu)=(uxuaxu)+iuxu

(o, )

Rl
[[/]

2 -
, entonces 1 = —

<u/ X u, o x u> —l—fHu"

Concluimos que
(a(t1), w'(t1))
[ (t1)

Claramente ¢ = (3(t1), siendo 3(t) la linea de estriccion dada por la ecuacion (2.24), por lo que

q = a(tl) + fu(tl) = a(tl) —

efectivamente es el punto central de la recta generatriz Ry, . O

Observacion 2.30. Este resultado nos permite interpretar la linea de estricciéon como el conjunto
de puntos de cada generatriz que estan més préoximos entre si. Efectivamente, como la superficie
no es cilindrica, las generatrices no son paralelas entre si, por lo que en una generatriz I;, existe
un punto p; que minimiza la distancia a otra generatriz Ry, cualquiera. Se sabe que este punto
p1 es la interseccion de la recta Ry, con la recta perpendicular a ambas generatrices. A medida
que las rectas se acercan la distancia entre ellas se va haciendo mas pequena, teniendo asi en el

limite to — t; donde p; tiende al punto central ¢ la distancia minima entre las dos generatrices.
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Como la linea de estriccidon esta contenida en la superficie, podemos tomarla como directriz.

Tenemos luego la siguiente parametrizaciéon de una superficie reglada no cilindrica:
x(t,r) = B(t) + ru(t), (2.26)

con ||u(t)|| = 1y B su linea de estriccion. Podemos notar que en una generatriz dada el parametro
r proporciona, en valor absoluto, la distancia a la que se encuentran los puntos de dicha generatriz

al punto central contenido en ella.

Como (u',u) = 0, por ser un vector unitario, y (u’, 3") = 0, por definicion de 3, la velocidad
de u debe ser proporcional al vector normal al plano generado por w y 3. En consecuencia, existe

alguna funcion X : I — R tal que 8’ x u = \u/.

En realidad, esta funcién es tnica, pues si existiesen dos funciones A1 y Ay cumpliendo dicha
condicion, es decir, 3 x u = \ju' y 3’ X u = M/, al restar ambas expresiones obtendriamos
(A2 — A1)u’ = 0, de donde se sigue la igualdad de ambas funciones por ser la superficie no

cilindrica. Esto promueve la definiciéon del siguiente concepto.

Definicién 2.31. El parametro de distribucién de una superficie reglada no cilindrica dada
por la parametrizacion (2.26) es la unica funcion escalar A que cumple \(t)u/(t) = B'(t) x u(t)

para todo t € I.

Notemos que el pardametro de distribuciéon es funcién de ¢, por lo que es constante a lo largo
de una recta generatriz (curva r-paramétrica). Ademas, como la linea de estricciéon no dependia

de la directriz escogida, el parametro de distribuciéon tampoco lo hara.

Proposicion 2.32. El pardmetro de distribucion de una superficie reglada no cilindrica viene

dado por la siguiente expresion:
_ det(B,u,u’)

(2.27)
[

Demostracion. Multiplicando escalarmente por 4’ a ambos lados de la igualdad A\u/ = B’ x u

obtenemos:

det(8',u,u’)
|12

donde hemos podido despejar A\ por ser la superficie no cilindrica. O

A <u’,u'> = <,8' X u,u’> = det(ﬁ’,u,u’), entonces A\ =

)

Calculemos el pardmetro de distribucion de las superficies consideradas en el Ejemplo 2.28.
Ejemplo 2.33 (Parametro de distribucion del cono, hiperboloide de una hoja y helicoide).
= Hemos visto que en un cono cualquiera la linea de estriccion es su vértice, es decir, 3 = p,

por lo que B’ = 0 y en consecuencia el parametro de distribucion A es nulo en toda la

superficie.
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= En el hiperboloide considerado tenfamos que
B(t) = a(t) = (cost,sint,0), u(t) = ———"" y u/'(t) = ——=.
Por lo tanto, el pardmetro de distribucién se calcula como:

—sint 0 —cost

det(8', u, v’ 1
A:‘szdet<a’,<0,0,\/§>7—\%>= cost (1) —soint =-L

» En el helicoide considerado tenfamos 3(t) = (0,0,¢) y u(t) = (cost,sint,0), por lo que el

pardmetro de distribucion viene dado por:

0 cost —sint
_ det(B,u,u’)

=10 sint cost |=1.
2
[[w]]

1 0 0

La siguiente proposicién nos caracterizara la regularidad de las superficies regladas no cilin-

dricas.

Proposicion 2.34. Sea la superficie reglada no cilindrica dada por (2.26). Entonces, sus unicos
puntos singulares son los puntos centrales (puntos de la linea de estriccion) en los que el parametro

de distribucion se anula.

Demostracion. En la parametrizacion donde la linea de estricciéon es la directriz los vectores

coordenados vienen dados por:

/ /
=0 +ruyx =u,

con lo cual

T xx, =0 xu+ru xu=> +ru xu.

Los puntos singulares son aquellos para los que no podemos definir el vector unitario normal, lo
. 2
que ocurre cuando ||z; X x,|| = 0, o equivalentemente, cuando ||x; x @,|“ = 0. Recordando que

(u',u) = 0, por ser w unitario, y (3',u') = 0, por definicion de la linea de estriccion, se verifica:
e x ||* = [ M + 7’ x uH2 = /\QH’LL/H2+7‘2HU/H2+2)\T (v v xu) = ()\2—1—7’2)“1/“2. (2.28)

Como ||u/|| # 0 (superficie no cilindrica) y A? y 72 son sumandos no negativos, la norma ||z; x @, ||
se anulara si, y solo si, A = r = 0. Concluimos entonces que los puntos x(t, r) seran singulares si,
y solo si, en ellos el parametro de distribucion A(¢) es nulo y x(¢,r) = B(t), es decir, pertenecen

a la linea de estriccion. O
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Como el pardmetro de distribucién se conserva a lo largo de una generatriz, este solo se
anulara para las generatrices cuyo punto central sea singular. Por tanto, el hiperboloide de una
hoja y el helicoide del Ejemplo 2.33 son totalmente regulares, pues el parametro de distribucién

nunca se anula.

Veamos ahora una interpretaciéon geométrica del parametro de distribucién a lo largo de una

generatriz totalmente regular, es decir, cuyo punto central no sea singular.

Proposicion 2.35. Si 6 es el dngulo que forma el vector normal en un punto de una generatriz
reqular con la direccion de tal generatriz, entonces tan@ serd proporcional o la distancia entre
dicho punto y el punto central de esa generatriz, siendo el factor de proporcionalidad el inverso

del pardmetro de distribucion.

Demostracion. Sea ¢ = x(t,r) en la parametrizacion (2.26) un punto de la generatriz. Como g es
regular podemos definir el vector normal en él. Usando los resultados hallados en la demostracion
de la Proposicion 2.34, se tiene que el vector normal a la superficie en ¢ viene dado por

Ty X, A +ru’ xu

e x ] VN2

Como u/(t) es tangente a la generatriz de direccion u(t), el vector anterior es la suma de un vector

N(q)

en la direcciéon de la generatriz y otro vector perpendicular a ella. Asi, la tangente del dngulo 6

que forma este vector normal con la generatriz viene dada por el cociente de sus médulos:

T v A T
tanf = = = —
AL /]| Al /]| Al

(2.29)

donde hemos usado que (u/,u) = 0 por ser w unitario. Como la generatriz es totalmente regular,
tenemos en particular que el punto central lo es, por lo que A # 0 para toda la generatriz y la

ecuacioén anterior esta bien definida.

Hemos probado asi el resultado, pues |r| es la distancia de ¢ al punto central de la generatriz.
O

Observacion 2.36. Claramente, la proposicién anterior se cumple también en el caso en que ¢ sea
el punto central de la generatriz. En este caso, el normal se reduce a
u/
N(q) = s
Al
que tiene la misma direccién que la generatriz. Por tanto, §# = 0 o = 7 (segun sea el signo de

A), cumpliéndose asi la relacion (2.29), pues r = 0 en el punto central.

Proposicion 2.37. En los puntos requlares de una superficie reglada no cilindrica la curvatura
de Gauss viene dada por el pardmetro de distribucion segin
—A(t)?

KOm) = Gz + e

(2.30)
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Demostracion. En la parametrizacion (2.26) tenemos:
— g / _ ot
=0 +ru, z, =u, z =1,

por lo que en los puntos regulares de la superficie el coeficiente L1 de la segunda forma funda-
mental se obtiene mediante:

(@i, ¢ X ) det(myy, e, x,)  det(u, 8 +ru',u)  det(u, 5, u)

Lis = (x4, N) = = = o
12 = (x4, N) [ % ]| ¢ % | |E | lle: X x|

Cdet(B,u,u!) M)
|z x | (e

Utilizando resultados hallados en las demostraciones de las Proposiciones 2.13 y 2.34 y el Lema
1.17, tenemos que la curvatura de Gauss en un punto regular viene dada por:
4 4
—Lf, _ Nt N -\

N - = = : 2.31
detlog) ~ Janx ' 0+ 2P OF 4 (231

O

Corolario 2.38. En los puntos regulares de una superficie reglada no cilindrica con pardmetro

de distribucion \(t) la curvatura de Gauss K(t,r) cumple las siguientes propiedades:

1. A lo largo de una generatriz Ry, (r) = x(to,r), la curvatura de Gauss tiende a cero cuando

r tiende a infinito.
2. K(t,r) =0 si, y solo si, \(t) = 0.

3. Si A(tg) no se anula a lo largo de una generatriz Ry, (r), entonces K(r) es continua y su
1

valor absoluto alcanza su mdzrimo valor X2 eN T = 0.

Dado que el parametro de distribucién es constante a lo largo de una generatriz, la proposicién
anterior nos indica que la curvatura de Gauss en un punto de la generatriz solo depende de la
distancia |r| a la que se encuentre dicho punto del punto central. Consecuentemente, en los puntos
de una generatriz simétricos respecto al punto central, es decir, situados a la misma distancia, K
tomara el mismo valor, explicando asi el calificativo central. En dicho punto central la curvatura
tomara su valor méximo (en valor absoluto) si es un punto regular e ira4 aproximandose cada vez
méas a cero a medida que nos separamos de él. Ademas, K solo serd constante, concretamente
nula, a lo largo de las generatrices que corten a la linea de estriccién en un punto singular, tinico

punto de la generatriz donde K no estara definida.

Corolario 2.39. Sea S una superficie reglada no cilindrica de la forma (2.26). Son equivalentes:

1. S es una superficie desarrollable.
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2. El pardmetro de distribucion A es nulo en todo punto de S.

3. Todos los puntos centrales son singulares.

Demostracion. Por definicién, S es una superficie desarrollable si, y solo si, su curvatura de Gauss
se anula en todo punto. Por la ecuacién (2.30) esto es equivalente a que A se anule en todo punto.
En particular, A se anula en toda la linea de estricciéon, lo que implica por la Proposicion 2.34
que todos sus puntos son singulares. Por otro lado, si todos los puntos centrales son singulares,
tenemos por la misma proposiciéon, que el parametro de distribuciéon se anula sobre la linea de
estriccion 3(t). Luego, se anula en el resto de puntos de la superficie dado que A(t) se mantiene

constante a lo largo de una generatriz. O

Podemos clasificar las superficies desarrollables mediante el siguiente teorema.

Teorema 2.40. Sea x(t,7) = a(t) + ru(t), con |[u(t)|| = 1 para todo t € I, la parametrizacion

de una superficie S desarrollable. Entonces,

1. siu/(t) =0, S es un cilindro (generalizado) o un plano,
2. sid/(t) =0, S es un cono (generalizado) o un plano, y

3. siu y & nunca se anulan, S es la superficie tangente a su linea de estriccion.

Demostracion. La demostracion de 1 y 2 es trivial, pues las hipotesis implican que w(t) = ug
es un vector constante y «(t) = p es un punto, respectivamente, por lo que, si & y « no son
coplanarios, se cumplen las definiciones de cilindro y de cono dadas por (2.3) y (2.4). En caso de

ser las curvas coplanarias, ambas condiciones implicarian que la superficie se trata de un plano.

Demostremos el tercer caso. Dado que u/'(t) # 0 para todo ¢t € I, la linea de estriccion B3(t)
de la superficie existe, por lo que podemos reparametrizar S mediante x(t,r) = B(t) + ru(t).
Por definicion de linea de estriccion tenemos que (3',u') = 0, con lo cual las velocidades de
ambas curvas son linealmente independientes. Ademaés, por definiciéon de superficie desarrollable,
K = 0, por lo que la Proposicién 2.37 implica que el pardmetro de distribuciéon A se anula en
todo punto regular de la superficie. En consecuencia, det(3’, u,u') = 0. Como ninguno de los
vectores del determinante se anula idénticamente y 3’ y u' son linealmente independientes, el
determinante anterior solo se puede anular si u es dependiente de 3’ o de v’ (o de ambos). Sin
embargo, (u’,u) = 0 por ser u un vector unitario, con lo cual concluimos que u = pB’ para
algin p € R. La superficie S entonces esta dada por x(t,7) = B(t) + 73'(t), con 7 = ur, que es

la parametrizacion de la superficie tangente a la curva 3(t). O
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Observacion 2.41. Este teorema no incluye todas las posibilidades de superficies desarrollables. Si
existen puntos de acumulaciéon de ceros en alguna de las curvas a o wu, el estudio de la superficie
se vuelve més complejo. De todas formas, lejos de los puntos de acumulacién, toda superficie
desarrollable es la unién de trozos de planos, cilindros, conos o superficies tangentes, pues la
superficie se puede subdividir en pequenas porciones en las cuales se cumple alguna de las tres

condiciones anteriores.
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Capitulo 3
Superficies regladas en la arquitectura

Desde los inicios de la arquitectura, las superficies regladas han estado presentes en ella. El
plano, el cilindro y el cono son formas elementales que solo requieren la utilizacién de una regla y
un compéas para ser disefiadas y que pueden ser encontradas en diversas construcciones a lo largo
de la historia y de las diferentes culturas. El plano es la base principal de la construccién; los
suelos, las paredes y las cubiertas de la mayor parte de edificaciones suelen ser creados a partir de
superficies planas. A los cilindros los podemos encontrar principalmente en las columnas, usadas
frecuentemente como soporte ya en la Antigiiedad por los egipcios, los griegos o los romanos; o
en las torres, elemento muy comin en las murallas y castillos de la Edad Media con una funcion
militar, o usadas también en edificios religiosos como los minaretes de las mezquitas musulmanas.
También existen torres cilindricas aisladas como la famosa Torre de Pisa. Habitualmente los conos
eran utilizados en los tejados de edificaciones cilindricas, como en las torres y los minaretes
mencionados anteriormente o en casas de planta circular, como se pueden hallar, por ejemplo,
en los castros de los celtas tan comunes en Galicia. Asimismo, los conos podian ser en si mismos

una estructura aislada, tal y como muestran los tipis de los indigenas americanos.

No obstante, para encontrar estructuras arquitectonicas formadas mediante superficies re-
gladas mas complejas, como el hiperboloide de una hoja o el paraboloide hiperbélico, hay que
esperar hasta el siglo XIX a que Vladimir Shijov y Antoni Gaudi las introduzcan en sus obras
[21]. El primero fue un ingeniero ruso que, gracias a su gran habilidad con las matematicas, vio
el hiperboloide de revolucién como solucién a su bisqueda para minimizar los materiales y la
carga de trabajo en la construccion de tejados més eficientes. Utilizando simplemente barras de
hierro cred en 1896 el primer tejado hiperbdlico para los pabellones de una exposicién rusa de
artesanfa. También utilizé este método y esta forma geométrica para el desarrollo eficiente de
torres que presentaban una gran carga en su cima, como son las torres de agua, y diseid méas

de 200 de este tipo de torres desde entonces [11]. Mientras, Gaudi fue un reconocido arquitecto

37
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catalan que durante la misma época empleé el hiperboloide de una hoja en algunas de sus obras
como el Palacio Giiell o la Sagrada Familia. Inspirado por la naturaleza, utilizd esta y otras
superficies regladas, como el helicoide, el conoide y el paraboloides hiperbélico, para innovar los

disenios arquitectonicos pero atendiendo siempre a la practicidad de las estructuras [4].

Desde entonces, una gran cantidad de autores modernos han usado las superficies regladas
en sus construcciones. Encontramos asi el uso del cilindro generalizado en el IKMZ en Cottbus,
disennado por Herzog & de Meuron, y en la obra Triad en Hodaka de Fumihiko Maki; un cono
oblicuo en el Museo del Vidrio en Tacoma, creado por Arthur Erickson; hiperboloides de una hoja
en la Catedral de Brasilia, disenada por Oscar Niemeyer, y en la Torre del Puerto de Kobe, obra
del estudio Nikken Sekkei; el conoide en la cubierta del Museo de Arte y Técnica Japonesa en
Cracovia, por el arquitecto Arata Isozaki; y el paraboloide hiperbdlico en el techo del Pengrowth

Saddledome en Calgary, del estudio de arquitectos Graham McCourt [20].

(a) IKMZ. (b) Museo del Vidrio. (c) Catedral de Brasilia. (d) Torre del Puerto de
Kobe.
(e) Triad. (f) Museo de Arte y Técnica Ja- (g) Pengrowth Saddledome.
ponesa.

Figura 3.1: Ejemplos de superficies regladas en la arquitectura moderna y contemporanea. Ima-

genes recuperadas de [20].

Una de las grandes ventajas de este tipo de superficies es la sencillez de construccion. Su
caracter reglado permite que que sean elaboradas simplemente a partir de barras de metal o la
creacién de un encofrado para su posterior recubrimiento por hormigén. En el caso de las superfi-
cies desarrollables, el hecho de que sean localmente isométricas al plano posibilita la modelizacién
en papel de originales superficies y su construccién a partir de la deformaciéon de planchas de
materiales facilmente maleables. Por otro lado, las superficies no desarrollables son altamente re-
sistentes, pues su doble curvatura evita que desarrollen esfuerzos de flexiéon. En consecuencia, su

espesor puede ser reducido al minimo, lo que conlleva una disminucién en los costes, haciéndolas
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asi aptas para cubrir grandes espacios con poco material [12].

A continuacion, nos centraremos en el estudio de una serie de arquitectos en cuyas obras las
superficies regladas han tenido un gran papel. Empezaremos por Gaudi, uno de los precusores en
este &mbito; seguiremos con Félix Candela, el mayor exponente del paraboloide hipérbolico; luego
con Santiago Calatrava, el cual utilizo las superficies regladas para la creacién de estructuras
plegables; y por ultimo, describiremos las obras de Frank Gehry, que nos permitiran admirar

intrincadas superficies desarrollables.

3.1. Antoni Gaudi

Uno de los arquitectos més influyentes en la renovaciéon de la arquitectura europea de siglo
XIX [14], y concretamente, uno de los representantes del modernismo catalan, fue Antoni Gaudi.
Nacié en Reus, Tarragona en 1852 en el seno de una familia humilde sin ningtin antepasado
involucrado en el mundo arquitecténico. Debido a una enfermedad reumatica, ocupaba gran
parte de su tiempo observando la naturaleza que lo rodeaba, percatandose asi de las formas y

estructuras presentes en ella, lo que reflejara posteriormente en su obra [3].

Desde sus inicios, la arquitectura se ha basado en el uso de la escuadra y el compas, ins-
trumentos con los cuales se podian dibujar rectas y circunferencias. Estos permitian entonces el
trazado de voltimenes simples, como son los prismas, cubos, piramides, cilindros o esferas, que
se usaban para la construccion de pilares, columnas y ctpulas, entre otros. Sin embargo, rara
vez Gaudi{ observaba ejemplos en la naturaleza con este tipo de geometria. En cambio, se encon-
traba con la composicién fibrosa de las plantas o de los tendones y huesos del cuerpo humano,
adquiriendo estos formas como el conoide (las hojas de un arbol), el paraboloide hiperbolico (los
tendones entre los dedos de una mano) o el hiperboloide de una hoja (el fémur). También le llamo
la atencion el crecimiento circular que siguen algunas plantas, que da lugar a la formacién de
helicoides, como en los troncos de los eucaliptos o las plantas trepadoras. Gaudi entendia que la
formacion natural de estas bellas estructuras era puramente una cuestiéon de funcionalidad, por
lo que concluy6 que debia adoptar él también estas formas en sus edificaciones, hecho que pudo

realizar con bastante facilidad dada la sencillez de la construccion de las superficies regladas [4].

Durante su juventud se estaba produciendo en Europa una mezcla del estilo neogotico y
del exotismo, lo que derivaria en el modernismo. Asi, en sus inicios Gaudi explor6 el exotismo,
inspirdndose principalmente en la arquitectura de la India, Japén y Persia. Durante esta época
todavia no se basa en la naturaleza para la construccién de sus obras. No obstante, atin se pueden
encontrar superficies regladas sencillas en ellas como la torre cilindrica, similar a un alminar de
Isphahan, de la casa El Capricho (1883-1885) [4], o la forma conica de las chimeneas y de la

capula colocada sobre el salon del Palacio Giiell (1886-1888). También se pueden encontrar
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superficies regladas no tan triviales en esta tltima obra, como en los capiteles hiperboloidales de
las columnas de la sala situada en el centro de la fachada o la colocacién de las vigas de hierro

en forma de paraboloide hiperbolico en las habitaciones de servicio de la tercera planta [3].

(a) El Capricho. Recuperado de (b) Azotea del Palacio Giiell. (c) Palacio de Astorga. Recupe-
[39]. Recuperado de [38]. rado de [36].

Figura 3.2

Gaudi también aprendié del neogoticismo que estaba surgiendo durante esa época, pues
pensaba que los autores renacentistas eran solo simples decoradores, mientras que el estilo gotico
era el mas estructural de todos [4]. En esta linea realizé proyectos como el palacio episcopal de
Astorga (1887-1893) o La Casa de los Botines (1891-1892), en los cuales solo podemos encontrar

torres cilindricas coronadas por capiteles conicos [3].

Posteriormente, ya comienza su etapa naturalista, en la cual abandona el método tradicional
del trazado en un plano para idear sus proyectos y comienza a realizar maquetas tridimensionales
que le permitan practicar las diferentes estructuras que encontraba en la naturaleza. En esta
época destaca el Parc Giiell (1900-1914), que inicialmente era una proyecto que pretendia la
creaciéon de una urbanizacién privada siguiendo las ciudades jardin inglesas, pero que acabd
convirtiéndose en un parque publico. Los pabellones de la entrada del recinto estdn compuestos
por diferentes formas geométricas, entre las que encontramos el paraboloide hiperbélico en sus
cubiertas y el hiperboloide de una hoja en la torre del pabellén de servicios. También tiene
forma de hiperboloide la columna central de una gruta cercana a estos pabellones, que servia
para almacenar carruajes. Por otro lado, se pueden hallar columnas helicoidales en los pilares que
cubren la rampa del final del portico posterior a la casa Giiell, rampa que también presenta forma
helicoidal [3]. También realizo las casas Batllo (1904-1906) y Mila (1906-1912), en las cuales se
encuentran formas helicoidales en las escaleras o en las coronaciones de las chimeneas. En las
escaleras esta forma aportaba estabilidad, mientras que en las chimeneas facilitaba la salida del
humo, pues es la trayectoria natural que Gaudi habia observado que seguia en su ascension [4].
Por udltimo, gracias a su percepcién de la naturaleza, Gaudi se convierte en un pionero, pues en

el porche frente a la entrada a la cripta de la Colonia Giiell (1908-1918) construy6 las primeras
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(a) Pabellon de servicios del Parc Giiell. Recu- (b) Portico de la Colonia Giiell. Recuperado de
perado de [28]. [35].
Figura 3.3

bovedas con forma de paraboloide hiperbolico de la historia [4].

El estilo definitivo de Gaudi, con el desarrollo de la geometria reglada, se da en las obras de
la Sagrada Familia, edificio al cual dedicé sus ultimos afios de vida y que sigue actualmente en
construccién. La depuracion méaxima de las formas geométricas que utilizo en el diseno de esta
obra, se debe a dos proyectos que nunca se llegaron a construir: un edificio para las Misiones Ca-
tolicas Franciscanas en Ténger y un hotel para Nueva York [4]. El primer ejemplo de superficies
regladas de esta construccion lo encontramos en las Escuelas Parroquiales de la Sagrada Familia
(1909). Este era un pequenio edificio con una cubierta disenada mediante la interseccion de dos
conoides de plano director, tipo de superficie reglada. Esta superficie ondulada estaba formada
por ladrillos que se apoyaban en tablones de madera que se comportaban como las generatrices
del conoide. Frente a un techo plano, esta forma permitia un ahorro de materiales, la supresion de
sensaciones depresivas y mejoraba la estética [3]. No obstante, en el Templo de la Sagrada Familia
es donde Gaudi alcanza la mayor depuracion geométrica [4]. En la fachada orientada hacia el este,
dedicada al Nacimiento de Jests, presenta cuatro campanarios de planta cuadrada que toman
una forma cilindrica a partir de la cuarta parte de su altura. Dicha fachada tiene tres puertas
de acceso, estando la entrada central separada de las laterales por dos columnas helicoidales, y
sobre ella se encuentran cuatro torres de perfil parabolico con una escalera también helicoidal.
En la fachada opuesta, la de la Pasion o la Muerte, existen otras tres entradas, las cuales tienen
un portico de cinco arcos sujetados por columnas inclinadas que rematan en paraboloides hiper-
bolicos [3]. En general, la estructura del templo se basa en columnas helicoidales inclinadas que
en su parte superior se ramifican para sostener bévedas de paraboloides hiperboélicos, similares a
las ya construidas en el poértico de la Colonia Giiell. En cuanto a los hiperboloides de una hoja,
Gaudi los asociaba a la luz, por lo que los utiliz6 para disenar ventanales como, por ejemplo, el

ventanal de la nave central del templo [4].
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(a) Escuelas Provisionales de la Sagrada (b) Escalera en el interior de la Sagrada

Familia. Recuperado de [31]. Familia. Recuperado de [25].

(c) Ventanales en la boveda de la Sagrada

Familia. Recuperado de [34].

Figura 3.4

3.2. Félix Candela

Aunque no fue el primero ni el tinico arquitecto en usar los cascarones o cubiertas de hormigoén
armado, la gran cantidad y variedad de este tipo de estructuras que construyé Félix Candela
Outerinio durante su exilio en México lo convirtieron en un referente internacional en el uso de
estructuras laminares de hormigén, especialmente, aquellas con forma de paraboloide hiperbélico,

también denominado hypar.

Nacido en Madrid en 1910, Candela comenzdé a interesarse durante sus estudios arquitecténi-
cos por las estructuras laminares que se llevaban construyendo en Europa desde los anos veinte,
como utilizaban Freyssinet en Francia, Dischinger en Alemania y Torroja en Espafna. Tras la
Guerra Civil, en la cual se uni6é al bando republicano, Candela tuvo que exiliarse en México,

donde iniciaria su actividad como arquitecto [7].

En 1949 construyo su primer cascaréon experimental, la boveda funicular, un tipo de estructura
que emplearia en una escuela rural en Tamaulipas en 1951. Esta boveda es un cilindro con una

catenaria como directriz que no precisaba la adicion de refuerzos, dado que solamente presentaba
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esfuerzos compresivos. Tras el éxito que tuvo con la boveda experimental, decidi6 dedicarse a
la construcciéon de cascarones y fundé la empresa Cubiertas de Ala con su amigo Fernando
Fernédndez. Su primer proyecto en esta empresa fue una béveda conoidal en el terreno de la
fabrica de Fernandez, cuyas dimensiones eran de 15 x 6 m y un espesor de solo 3 cm. Al igual que
en la béveda funicular, la directriz de esta superficie era una catenaria, que era el arco central,
mientras que las otras dos costillas presentaban una curvatura diferente, proporcionandole asi su

forma alabeada [12].

Disefi6 algunos cascarones cilindricos més, hasta que fue encargado para la construcciéon del
Pabellon de Rayos Coésmicos. La edificacion de este laboratorio requeria una cubierta de un
espesor inferior a los 15 mm, para permitir asi que los rayos coésmicos la atravesasen. Para darle
rigidez a una boéveda de tal grosor, propuso utilizar una superficie de doble curvatura, llevandolo
asi a la construccién de su primera cubierta con forma de hypar. Esta obra lo impulsé a la fama

y dio comienzo a una construccion primordialmente basada en los paraboloides hiperbélicos [7].

(a) Fabrica Fernandez. Recuperado de [12]. (b) Pabellon de Rayos Coésmicos. Recuperado
de [8].

Figura 3.5

Los cascarones mas simples de este tipo tenfan forma de paraguas, con cuatro segmentos
de hypar sostenidos por un apoyo central vertical [7|, adquiriendo asi una forma similar a la de
una lamina rectangular con una depresiéon central. Estos se utilizaron en obras como el almacén
de Rio, el mercado de abasto Jamaica, la fabrica El Leén (donde se unieron dos mitades de
paraguas), etc. En el techo de La Medalla Milagrosa, utilizé6 también una sucesion de paraguas,
pero siendo ahora comparable a una lamina rectangular con las esquinas caidas. Esta necesito

un andlisis de esfuerzos un poco méas complejo, dada su gran inclinacion [12].

Con la béveda de la Bolsa de Valores, formada por la interseccion de dos paraboloides, anadi6
el estudio de los efectos de bordes curvos en el comportamiento de esfuerzos, y en la Capilla del

Altillo construyd el primer hypar con eje z oblicuo. Por ultimo, con el restaurante Los Manantiales
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(a) Mercado de Jamaica. Recuperado de [8]. (b) Iglesia de la Virgen de la Medalla Milagrosa.
Recuperado de [8].

Figura 3.6

y el cabaret de Jacaranda, formados por la interseccion de cuatro y tres hypars en forma de silla
de montar, respectivamente, inici6é las estructuras de borde libre, que se sostenian por su propio
peso gracias a su simetria, que resultaba en la anulacion de los esfuerzos normales al borde [12].
Estos son solo algunos ejemplos de las multiples edificaciones en las que Candela usé este tipo

de geometria.

(a) Capilla del Altillo. Recuperado de [8]. (b) Restaurante Los Manantiales. Recuperado
de [8].

Figura 3.7

La razén principal por la que Candela pudo construir todos estos proyectos fue el bajo coste
que suponia. La doble curvatura permitia realizar cubiertas muy delgadas, necesitando asi una
menor cantidad de hormigén, y su caracter reglado favorecia el uso de tablas de madera en los
encofrados. El tnico inconveniente era la gran cantidad de obreros que se necesitaban. Hasta
1964 esto no suponia un problema, pues la mano de obra era bastante barata, pero con el cambio

de presidente en México se implanté un salario minimo, incrementando asi los costes. Esto llevo
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a Candela a cambiar el hormigén por una estructura metalica en el Palacio de los Deportes
para las olimpiadas, una de sus obras més emblematica consistente en un cipula esférica con
un cerramiento formado por la combinacién de paraboloides hipérbolicos, geometria que bien
conocia [5]. La ultima obra que realizo antes de fallecer fue la cubierta del Oceanografic de

Valencia 8], que tiene la misma forma que su anterior obra Los Manantiales.

Figura 3.8: Palacio de los Deportes. Recuperado de [8].

3.3. Santiago Calatrava

Santiago Calatrava Valls naci6 en Benimamet, Valencia, en 1951. Ya desde muy pequeno
present6 interés por el disenio, lo que lo llevé a inscribirse en la Escuela Técnica Superior de
Arquitectura de Valencia. Durante su etapa estudiantil le cautivo la obra de Le Corbusier, con-
cretamente, la Capilla de Notre-Dame du Haute, por lo que se dedico al estudio de sus formas.
Para ampliar sus conocimientos, estudié también una ingenieria civil y comenzé una tesis doctoral
titulada Sobre la plegabilidad de estructuras espaciales. Tal como indica su nombre, el objetivo
de dicha tesis era estudiar estructuras articuladas que pudiesen moverse, permitiendo asi que
pudiesen extenderse sobre un plano, abrirse, cerrarse, formar capulas, etc [24]. Este fue el punto

de partida para sus obras, en las que implementara este tipo de estructuras plegables.

Entre los primeros proyectos que le fueron encargados, la marquesina era un elemento recu-
rrente. Este era un tema que fascinaba a Calatrava, pues le permitia crear estructuras semejantes
a las alas de un péajaro. Un caso es la marquesina situada a la entrada del Instituto Wohlen de
ensenanza media (1983-1988), en Suiza. Esta esta formada por un arco tubular de acero al que
se acoplan los soportes rectilineos que sostienen los cristales que constituyen las superficies en
forma de alas. Estas superficies acristaladas surgen como secciones de dos conos intersecados,
estructura que repetira Calatrava varias veces en el futuro. Por ejemplo, para definir la cubierta
del Auditorio de Tenerife (1991-2003), Calatrava utilizo esta interseccion de dos fragmentos de

cono, ahora de hormigdn, para semejar la forma de una ola rompiendo, que primero se eleva 58m
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sobre la base del edificio y luego se curva hacia abajo terminando en un pico [24].

(a) Marquesina del Instituto Wohlen. Recupe- (b) Auditorio de Tenerife. Recuperado de [29].
rado de [41].

Figura 3.9

El puente peatonal Trinity (1993-1995) fue el primer cruce que permitia a los peatones des-
plazarse de Salford a Manchester. Este esta formado por tres elementos estructurales: un largo
pilar inclinado, el tablero y los tensores que conectan los elementos anteriores. Estos tensores
estan dispuestos de tal manera que forman un paraboloide hiperbdlico, lo que puede convertirlo
en un homenaje a Gaudi, arquitecto que Calatrava admiraba y que pensaba que la constitucion

triddica de dicha superficie simbolizaba la Santisima Trinidad [24].

La Torre de Control del aeropuerto de Bilbao (1994-1999) fue un proyecto encargado a Ca-
latrava dentro del plan de modernizaciéon de dicho aeropuerto. Esta consta de tres partes: la
base, el fuste y el fanal. El fuste presenta un revestimiento exterior de laminas de aluminio con
una forma determinada por un cono y dos planos. Su estructura estéa completada por el fanal de

forma conica, que esta envuelto por un collar de acero también con forma de cono [22].

(a) Puente peatonal Trinity. Recuperado de (b) Torre de Control del aeropuerto de Bilbao.
[27]. Recuperado de [37].

Figura 3.10
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Para el Museo de Arte de Milwaukee (1994-2001), Calatrava diseni6 un brise-soleil (parasol)
plegable, de tal forma que al abrirse y cerrarse las dos estructuras simétricas que la forman
simulan las alas de una gaviota. Cada una de las alas es una superficie reglada pues esta formada
por 36 placas de acero con longitudes variables en el rango de 8 a 32 m. Como cada una de las
placas se une a la espina central rotatoria en un angulo diferente, la forma que adquieren las alas
es mutable. En posicién de cierre toman una forma conica, mientras que abiertas forman una

superficie similar a un paraboloide [24].

(a) Museo de Arte de Milwaukee (parasol ce- (b) Museo de Arte de Milwaukee (parasol abier-
rrado). t0).

Figura 3.11: Recuperado de [32].

En el complejo de Bodegas Ysios (1998-2001), en Laguardia, la cubierta del edificio esta cons-
tituida por una serie de vigas de madera con un revestimiento de aluminio que estan dispuestas
de manera que simulen el perfil de una ola. Crean asf una superficie reglada en forma de conoide
sinusoidal, similar a la cubierta que utiliz6 Gaudi en las Escuelas de la Sagrada Familia. Esta
forma sinusoidal también la utiliz6 para crear el Muro de las Naciones del Complejo deportivo
olimpico de Atenas (2001-2004), que es una enorme escultura compuesta por tubos de acero que

se pueden girar para aparentar un movimiento ondulatorio [24].

(a) Bodegas Ysios. Recuperado de [30]. (b) Muro de las Naciones. Recuperado de [33].

Figura 3.12
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Estos son solo algunos de los ejemplos de superficies regladas que encontramos en las obras de
Calatrava y que podemos describir de manera sencilla. La mayor parte de sus edificaciones pre-
sentan estructuras elaboradas mediante barras de acero, por lo que podemos hallar una variedad

mayor de superficies regladas.

3.4. Frank Gehry

Frank Goldberg Caplanski, o mejor conocido como Frank Gehry, nacié en Toronto, Canadé
en 1929. Su arquitectura se caracteriza por la originalidad de sus estructuras, que transgreden
las reglas convencionales de la construcciéon y esté llena de referencias a la pintura y la escultura,
por lo que ha sido frecuentemente denominado como un artista més que un arquitecto. Ain asi
Gehry insiste en que es un arquitecto, pues su objetivo sigue siendo cumplir los requerimientos de
un proyecto en relacion a la forma y el espacio, conceptos vitales en cualquier obra arquitectonica

2]

Para llegar a las complejas estructuras de sus recientes trabajos, Gehry fue incrementando
su ambicion en las formas geométricas desde un inicio con figuras convencionales. Sus primeros
trabajos comenzaron con la innovaciéon del uso de las superficies planas. Mientras en las edifi-
caciones tradicionales, los planos se disponen de manera ortogonal, esto es, paredes verticales
frente a suelos horizontales, Gehry demuestra que tanto los materiales como las construcciones
convencionales permiten crear originales estructuras [23]. Para ello juega con la inclinacion de
los planos y elimina los revestimientos dejando a la vista el entramado ligero de las estructuras
[6], como hace en la renovacion de su propia casa en California, construcciéon con la que queria

simular cajas caidas del cielo [13].

(a) Casa de Frank Gehry. Recuperado de [26]. (b) Pabellon de Invitados de la Casa Winton.
Recuperado de [20].

Figura 3.13
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Posteriormente, trabaj6é con volimenes sencillos para crear relaciones complejas. Estos vola-
menes se encontraban separados entre si, pero mediante telas metalicas, arcadas y otros elementos
visuales eran unidos para dar la sensaciéon de una estructura conjunta |2|. Por ejemplo, el Pabe-
ll6n de Invitados de la Casa Winton, esta formado por un conjunto de cubos y prismas situados
alrededor de un volumen central piramidal. Ademaés, utiliza fragmentos de cilindros de revolucion
para formar el tejado y una de las paredes de la habitacién con formas curvilineas y también

emplea un cilindro como columna para sujetar el volumen que hay sobre la cocina [20].

Para avanzar en la complejidad y en la innovacién de las formas, Gehry se centra en las
llamadas superficies de papel. Estas son las que se pueden construir mediante la deformacion
de laminas planas de materiales flexibles. Este tipo de superficies siguen siendo predominantes
en sus actuales obras. Dentro de esta clasificacién de superficies podemos incluir las superficies
desarrollables, pues se pueden desenvolver en el plano, como ya hemos estudiado. El ejemplo
representativo de la construccién con superficies desarrollables es el edificio Peter B. Lewis de
la Escuela de Negocios Weatherhead, en el cual el principal método de construccion fue el apro-
vechamiento del caracter reglado de dichas superficies. Para construir la mayor parte de las
superficies curvadas de hormigén se utilizaron estructuras de madera contrachapada segun las
generatrices indicadas por el modelo en CATIA, un programa informatico de diseno. Pero segtn
avanzaba el proyecto, se empezaron a utilizar plantillas de madera con formas que siguiesen la
estructura deseada para construir el encofrado de hormigén. Como recubrimiento se usaron tu-
bos rectos de acero en la direccién de las generatrices junto con laminas de acero galvanizado

superpuestas [23].

(a) Edificio Peter B. Lewis. Recuperado de [40]. (b) Sala de Conciertos Walt Disney. Recupera-
do de [20].
Figura 3.14

Otros proyectos destacables en los que utiliza superficies regladas y desarrollables o aproxima-
ciones a estas son la Sala de Conciertos Walt Disney, en la que utiliza un conjunto de superficies

provenientes de cilindros y cilindroides [16]; el Museo Guggenheim de Bilbao, cuyos disefios ini-
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ciales se elaboraron mediante el plegamiento de hojas de papel y luego se modelaron mediante
ordenador con superficies desarrollables o deformaciones de ellas, o el Museo de Arte Weissman,

en el que combina formas conicas, cibicas y cilindricas |23].

(a) Museo Guggenheim. Recuperado de [20]. (b) Museo de Arte Weissman. Recuperado de [23].

Figura 3.15

Para finalizar, cabe comentar que estos son solo algunos de los tantos ejemplos de superficies
regladas que se pueden encontrar en la arquitectura. Aunque existen muchos otros profesionales
que utilicen las propiedades de estas superficies en la construccion, los cuatro arquitectos tratados
conforman una muestra representativa de este uso. Ademés, con los avances tecnologicos y los
programas de diseno gréfico se puede esperar que se construyan atn formas més complejas que

las usadas hasta ahora, pero que sigan manteniendo la simplicidad del caracter reglado.
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