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Breve descripcion del contenido

En este trabajo se revisaran algunas nociones basicas del Analisis Complejo y se estudiara
la funcién Zeta de Riemann. Inicialmente, se introducira el contexto en el que surge dicha
funcion, su definicion, prolongacién analitica, propiedades fundamentales, ecuaciéon funcio-
nal, ceros y sus aplicaciones. Posteriormente, centraremos el trabajo en la formulacién de
la hipoétesis de Riemann, su contexto histérico y algunos de sus vinculos con otros resul-
tados de las matematicas, especialmente en lo tocante a sus posibles implicaciones en la

distribucién de los nameros primos.
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Resumen IX

Resumen

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la funcién Zeta de Riemann en profundidad
y analizar la hipétesis de Riemann. Para ello, se comienza presentando algunas nociones bésicas
del anéalisis complejo, que seran necesarias a lo largo del trabajo, junto a un estudio de la funcién
Gamma de Euler, altamente relacionada con la funciéon Zeta de Riemann. Posteriormente, se
introduce la definicion de la funcién Zeta de Riemann, asi como sus propiedades fundamentales
y ecuacion funcional. También se examinan algunos valores concretos de la misma que son de
interés, haciendo especial énfasis en sus ceros, y se muestran algunas de sus aplicaciones en otros
campos, como la fisica cuantica o la lingiiistica. Finalmente, se enfoca el trabajo en la hipo6tesis de
Riemann. En un primer lugar, se examina su contexto histérico, después se demuestra el teorema
de los nimeros primos utilizando la funcion Zeta de Riemann y para terminar se presentan ciertos
aspectos asociados a la hipotesis. Estos aspectos seran algunas equivalencias o modificaciones de

la hipotesis, sus posibles consecuencias y la evidencia que existe sobre esta hipotesis.

Abstract

The main objective of this work is to study the Riemann Zeta function in depth and analyze
the Riemann hypothesis. To this end, we begin by presenting some basic notions of complex
analysis, which will be necessary throughout the work, along with a study of Euler’s Gamma
function, which is highly related to the Riemann Zeta function. Subsequently, the definition of
the Riemann Zeta function is introduced, as well as its fundamental properties and functional
equation. Some specific values of the function, which are of interest, are also examined, with par-
ticular emphasis on its zeros, and some of its applications in other fields, such as quantum physics
or linguistics, are shown. Lastly, the work focuses on the Riemann hypothesis. First, its historical
context is examined, then the prime number theorem is demonstrated using the Riemann Zeta
function, and finally, certain aspects associated with the hypothesis are presented. These aspects
will be some equivalences or modifications of the hypothesis, its possible consequences, and the

existing evidence about this hypothesis.






Introduccion

La funcion Zeta de Riemann ha interesado y fascinado a numerosos mateméticos a lo largo
de la historia. Inicialmente, esta funcién se puede definir como la serie
o
1
C(S) = s
n

n=1
de manera que resulta logico que las primeras manifestaciones de este interés se encontrasen en
el calculo de ciertos valores concretos de esta funcién. En particular, en el siglo X1v, Nicolas de
Oresme prob6 que la serie armoénica, obtenida al evaluar la funcion Zeta de Riemann en s = 1,

o0

=32
n=1

era divergente. Posteriormente, en 1673 se le propuso a Leibniz conseguir el valor de la serie

@@=y

n=1
pero no logré obtenerlo. Del mismo modo, en 1689 Jacques Bernoulli admitié ser incapaz de
calcular el valor de dicha suma. Sin embargo, probablemente sobre el ano 1736, Euler hall6 el
valor %2 de ((2), respuesta del desde entonces conocido como problema de Basilea (en honor a
la ciudad de origen de Euler). Ademés, en 1744, Euler consiguié obtener una expresion para ¢(s)

cuando s es un numero entero, obteniendo el famoso producto de Euler

C(S):Hl_;

755
pEP p

donde P representa el conjunto de ntimeros primos positivos. Esta ecuaciéon puso de manifiesto
en un primer momento la intensa relaciéon que la funcién Zeta de Riemann posee con los ntimeros
primos, motivando los posteriores trabajos de incontables mateméticos. De entre ellos, la figura
més importante es sin duda la de Bernhard Riemann, quien en 1859 publica un manuscrito,
cuyo titulo se puede traducir a castellano como “Sobre el niimero de primos menores a una
cantidad dada”. En este manuscrito, Riemann retoma las ideas de Euler y extiende su producto

a los nimeros complejos con parte real mayor que uno, obteniendo la definiciéon formal de ((s).

XI



XII Introduccion

Ademas, obtiene algunas de las propiedades de esta funcién y una ecuacion funcional para la
misma que permite extenderla analiticamente a C \ {1}. En ese mismo manuscrito, también

proporciona una férmula para el ntimero de primos inferiores a x, en funcion de los ceros de ((s)

. T du
Ll(l‘)—/2 oz’

mostrando de nuevo la conexién entre los ceros de la funcion Zeta, y la distribucion de los ntimeros

y de la integral

primos. Riemann determiné que los ceros de ((s) se pueden clasificar en triviales y no triviales,
y gracias a la expresion obtenida para el ntimero de primos menores a x, Riemann formulé su
hipotesis que postula que los ceros no triviales de ((s) tienen parte real igual a %, generando el
problema abierto més importante en matemética pura, conocido como la hipotesis de Riemann,
incluido en la lista de problemas de Hilbert y en la actualidad uno de los siete problemas del

milenio.

En este trabajo, realizaremos un analisis en profundidad de la funcién Zeta de Riemann y

estudiaremos la hipétesis de Riemann, dividiendo el trabajo en tres capitulos.

En el primer capitulo, realizaremos un repaso de algunas cuestiones de variable compleja.
El propoésito de esta seccidén es recordar algunos de los resultados fundamentales en la variable
compleja, que usaremos en capitulos posteriores, ademas de estudiar la funciéon Gamma de Euler.
El motivo de estudiar esta funcion es que es necesaria para estudiar la funcion ((s). Por este

motivo, se reservan las demostraciones en este capitulo al estudio de la funcién Gamma de Euler.

El segundo capitulo trata la funcion Zeta de Riemann y su objetivo primordial es proporcionar
una comprension avanzada de esta funcion. Comenzaremos introduciendo la definiciéon de la
funcion Zeta de Riemann, ciertas propiedades fundamentales de la misma, hasta llegar a la
ecuaciéon funcional. También veremos algunas expresiones y funciones asociadas a la funcion
((s). Posteriormente, nos centraremos en el estudio de ciertos valores concretos de la funcion
Zeta de Riemann. Ademads, estudiaremos los ceros de la funcion Zeta de Riemann, que seran
fundamentales en el tltimo capitulo. Terminaremos el capitulo mostrando las aplicaciones que

la funcién Zeta de Riemann posee en otras disciplinas.

En el tercer y tltimo capitulo, se profundizara en la hipotesis de Riemann. El fin altimo
de este capitulo es introducir al lector en el problema de la distribucién de los ntimeros pri-
mos, para posteriormente comprender la hipétesis de Riemann y sus posibles consecuencias en
diversas areas. Se comienza comentando el contexto histérico de la hipotesis de Riemann, para
situar temporalmente al lector. Después se da una prueba rigurosa del teorema de los nameros
primos, proporcionando una compresiéon mayor acerca de la distribucién de los niimeros primos.
Finalmente, se examina la validez de la hipétesis de Riemann, asi como otros aspectos relevantes
de la misma, como algunas equivalencias, modificaciones, consecuencias y la evidencia que existe

sobre esta hipoétesis.



Introduccion XIII

Ademas de estos tres capitulos, se aniaden tres anexos al trabajo. El primero contiene dos
tablas de datos y las figuras que se emplearédn en varias demostraciones. El segundo incluye el
c6digo necesario para reproducir estas figuras. Finalmente, el tercero recopila ciertos resultados y
definiciones que, sin pertenecer explicitamente al campo de la variable compleja, son interesantes

de cara a desarrollar algunos razonamientos a lo largo del trabajo.

Con respecto a la bibliografia consultada, consideraremos las referencias de los tres capitulos.
En lo que concierne al primer capitulo, se trata principalmente de las referencias [9], [14], [19]
y [21]. Para elaborar el segundo capitulo, se han utilizado [1] y [17], junto a [2], [3], [15] ¥
[22]. Esta bibliografia se complementa con [11], [12], [16], [20], [23] y [25] para la seccion de las
aplicaciones de ((s). En cuanto al dltimo capitulo, las referencias principales son [1], [4], [5],
[8], [17] v [24], complementadas con [7], [10], [13] y [18]. También se ha empleado |6] para las

referencias histoéricas.
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Capitulo 1
Funciones de variable compleja

Los numeros complejos forman la base sobre la que se construye gran parte de la teoria de la
funcion Zeta de Riemann. Esta secciéon pretende introducir al lector en el campo de la variable
compleja, con el objetivo de establecer gran parte de la notacion y facilitar la lectura del capitulo
siguiente. Al final del capitulo, se estudiara la funciéon Gamma de Euler. Ademas, a lo largo del

trabajo, asumiremos que el lector tiene conocimientos basicos del analisis real y de curvas.

1.1. Definiciones basicas

1.1.1. El cuerpo de los niimeros complejos

Definicion 1.1. Se define el cuerpo de los niimeros complejos, denotado por C, como el conjunto

de todos los pares ordenados s = (o,t), donde o,t € R, junto con las operaciones internas

(o0, t) + (o' t) = (o + o', t +1),
(o,t) - (o, 1) = (o0’ — tt', ot + to’).

Es inmediato verificar que en estas condiciones C es un cuerpo. Asimismo, se denomina nimero
complejo a todo elemento de C. Ademas, la multiplicaciéon de numeros complejos es usualmente

denotada por ss’ en lugar de s - s'.

También se puede ver que (1,0), es el elemento neutro de la multiplicacion, motivo por el
cual se le suele denotar 1¢. Por convencion, se denota ¢ al ntimero complejo (0,1). Como {1¢,}
es la base canonica de R?, todo niimero complejo s = (o,t) € C se puede escribir de forma tnica
como combinacién lineal de 1¢ e 7 de la siguiente manera s = ol +ti, donde a ¢ se le denomina
la parte real de s, denotada como Re(s) o R(s), y a t la parte imaginaria, denotada por Im(s) o

J(s). Aplicando la inyeccion canonica de R en C, se suele denotar por o a (0,0) y ti a (0,t).

1



2 1. Funciones de variable compleja

Observacion 1.2. Aunque en la literatura de la variable compleja se suele emplear la notacion
z = (x,y) para denotar un nimero complejo, en este trabajo se denotard s = (o, t), ya que es la

notaciéon que utiliza Riemann en [24] y es la mas extendida en el campo de la funcion Zeta.

De ahora en adelante, siempre que se escriba o, se entendera que se habla de la parte real
de un namero complejo, que por defecto seréa s. Andlogamente, si aparece t, se entendera que se

hace referencia a la parte imaginaria de s.

1.1.2. Sobre niimeros complejos

Definicion 1.3. Se define la conjugacion compleja como la aplicacidén que asigna a cada ntimero

complejo s = o + it € C el ntmero complejo 5 = o — it € C.

Definicion 1.4. Se define el wvalor absoluto o mddulo como la aplicaciéon que asigna a todo

namero complejo s € C el namero real |s| = v/s3.

Definiciéon 1.5. Se define el disco abierto centrado en a y de radio r > 0, denotado por D,(a),
como el conjunto {s € C | |s —a| < r}. Anélogamente, se define el disco cerrado centrado en a y

de radio r > 0, denotado por D, (a), como el conjunto {s € C | |s —a|] < r}.

Definicién 1.6. Se define la corona abierta centrada en a y de radios interior y exterior r > 0
y R > 0, respectivamente, con r < R, denotada por A(a;r, R), como el siguiente conjunto
{s € C|r < |s —a] < R}. Anélogamente, se define la corona cerrada centrada en a y de radios
interior y exterior r > 0 y R > 0, respectivamente, con r < R, denotada por m, como el
conjunto {s € C | r < |s —a| < R}. En el caso de que r = 0, se denomina disco punteado en a y

de radio R > 0 y se denota D}(a).

Definicion 1.7. Sea a € R, se define el semiplano o > «, denotado por H,, como el conjunto

{seC|o>a}l

1.1.3. Diferenciacién compleja

Definicion 1.8. Sea f : S C C — C una aplicaciéon, donde S es un subconjunto abierto de C.

Se dice que:

» f es R-diferenciable en el punto s € S si existe una matriz A € Ms(R) tal que

i 8+ 1) — f(s) — AR| _
h—0 |h|

0.

Si este es el caso, denotamos Df(s) = Ay decimos que A es la matriz de la diferencial de

f en el punto s, también conocida como la matriz jacobiana de f en s.
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» f es C-diferenciable en un punto s € S si existe el limite

N CEIENIO)

h—0 h

En tal caso, dicho limite se llama derivada compleja de f en sy se denota f'(s). Ademas,
se dice que f es C-diferenciable si lo es en cada punto de S. Se define también la funcion
derivada compleja como la aplicacion [/ : S € C — C | s — f/(s). Se dice que f es
continuamente C-diferenciable si f es continua. Sea n € N,n > 1, se dice que f es n veces
C-diferenciable si f=1) es C-diferenciable. Se dice que f es infinitamente C-diferenciable

si f es n veces C-diferenciable, para todo n.

= f es holomorfa en un punto s € S si f es C-diferenciable en todos los puntos de un entorno
de s. Se dice que f es holomorfa si lo es en todos los puntos de S. Se denota H(S) al
conjunto de funciones holomorfas definidas en S. Se dice que f es infinitamente holomorfa

si £ es holomorfa, para todo n € N,n > 1.
= f es una funcidn entera si f es holomorfa y S = C.

» fes analitica en a € S si existen una serie entera y -, an(s—a)" con radio de convergencia
R > 0, y un namero real r € (0, R], tal que D,(a) C Sy ademés f(s) = > " jan(s —a)",
Vs € Dy(a). Del mismo modo, se dice que una funcion es analitica si es analitica en todo

punto de su dominio de definicion.

= una funciéon F : § C C — C es una primitiva holomorfa de f en S, si F' es holomorfa y
ademas F'(s) = f(s) para todo s € S.

Observacion 1.9. Notese que la definicion de C-diferenciabilidad que se ha dado no es la mas
natural como definiciéon de derivada compleja, ya que resulta més bien una generalizacion de la
derivada de una funcién real de una variable real. La nocién mas natural de derivada compleja
serfa introducir la existencia de un cierto limite en funcién de la existencia o no de una determi-
nada aplicacion C-lineal, analogamente a como se define la diferenciacion de funciones de varias
variables reales. En este trabajo, se ha elegido la definicién menos natural porque resulta ser mas
simple y equivalente a la que se proponia lineas arriba.

Observacion 1.10. La C-diferenciabilidad implica la R-diferenciabilidad. Ademas, una funcion
puede ser C-diferenciable en un punto, sin ser holomorfa en tal punto. Por ejemplo, la funcion
f(s) = s35, Vs € C es C-diferenciable en 0 pero no es holomorfa en tal punto, por no ser C-

diferenciable en ningin otro punto.

Propiedades

De ahora en adelante, y con el propésito de aligerar los enunciados de los resultados, los

subconjuntos S y U serédn subconjuntos abiertos de C.



4 1. Funciones de variable compleja

Teorema 1.11 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann). Sea f : S € C — C una funcion R-
diferenciable, entonces f es holomorfa si y solo si se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann

ORe(f) _ Olm(f) ORe(f) _  Olm(f)

do ot ot do

St es el caso, se tiene ademds que

af Of
- =—i=.
0o ot

Proposiciéon 1.12. Sea Y 7 an(s—a)™ una serie de potencias con radio de convergencia R > 0.

f=

Entonces, Yk > 1, la serie de potencias y >, (nﬁi!k)!an(s —a)"* tiene radio de convergencia R.

Proposicion 1.13. Sea f(s) =Y .2 an(s—a)™ una serie de potencias con radio de convergencia
R > 0. Entonces la funcion f es infinitamente C-diferenciable en su disco de convergencia Dg(a)

y ademds se verifica

00 | (n)
Wk > 1, Vs € Dr(a) : f®)(s) = Z;C (n . pien(® — " an = : n!(a)

Corolario 1.14. Si la serie de potencias y o, an(s — a)™ tiene radio de convergencia R > 0,

entonces la funcion f(s) => .07 yan(s —a)",Vs € Dg(a) es analitica.

1.2. Algunas funciones destacadas

El propoésito de esta seccidn es introducir ciertas funciones complejas relevantes, asi como

abordar los conceptos de determinacién continua del argumento y la funcién logaritmo.

1.2.1. La funcién exponencial y las funciones trigonométricas

Definiciéon 1.15. Se define la funcion ezponencial, denotada por e® o exp(s), como la funciéon
oo Sn
GSZZH’ Vs € C. (1.1)
n=0

Observacion 1.16. Notese que el dominio de definicion de exp(s) es efectivamente C, ya que el

radio de convergencia de la serie de potencias (1.1) es oco.

Proposicion 1.17. Se verifican las siguientes propiedades de la funcion exponencial.

1. Si s,z € C, entonces e5T% = e%e*. Ademds, se tiene |e*| = eRe(®) 4 &5 = ¢°,
2. Para todo s = o +it € C, se tiene ® = e?(cos(t) + isin(t)).

3. Para todo s € C, se verifica e® =1 si y solo si existe k € Z tal que s = 2kmi.
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4. La funcién exponencial es entera, y su derivada compleja verifica exp’(s) = exp(s).
5. Para todo s € C, existe t € R tal que s = |s|e® = |s|(cos(t) + isin(t)).

Definicion 1.18. Se definen las funciones coseno y seno complejas, denotadas por cos(s) y

sin(s) respectivamente, como

eis 4 e—is ) eis o e—is
— sin(s) = ———, Vs eC.

cos(s) = 5

Observacion 1.19. A diferencia del caso real, las funciones complejas sin(s) y cos(s) no estan
acotadas en C. Sin embargo, se conservan ciertas propiedades que se enuncian en la siguiente

proposicion.
Proposicion 1.20. Se verifican las siguientes propiedades sobre cos(s) y sin(s).
1. Las funciones cos(s) y sin(s) son enteras. En particular, se tiene cos'(s) = —sin(s) y
sin’(s) = cos(s), para todo s € C.
2. Para cualesquiera s,z € C, se tiene cos(s + z) = cos(s) cos(z) — sin(s) sin(z).
3. Para cualesquiera s,z € C, se tiene sin(s + z) = sin(s) cos(z) + cos(s) sin(z).

4. Para todo s € C, se verifica la igualdad cos®(s) + sin?(s) = 1.

1.2.2. La funcién logaritmo

Con respecto a la funcion logaritmo, se dejan como referencias al lector [9] y [21].

Definicién 1.21. Se denomina un argumento de s € C* a todo ntimero real 6 tal que s = |s|e®.

Se dice que 0 € R es el argumento principal de s, y se denota por Arg(s), si ademas 0 € (—m, 7.

Observacion 1.22. En virtud de la propiedad 5 de la funciéon exponencial, presente en 1.17, para
todo s € C existe por lo menos un argumento 6 € R. De hecho, este argumento es inico médulo
27 por la propiedad 3 de la Proposiciéon 1.17, y se puede obtener como cualquier § € R tal que
cos(f) = o/|s| y sin(f) = t/|s|. Por tanto, si denominamos funcién argumento principal a la

funcion que asigna a cada s € C* su argumento principal Arg(s), se puede obtener

arcsin (f?') sio >0,
Arg(s) = < 7 — arcsin <i) sioc<0yt>0,

Isl

—w—arcsin(i) sio<0yt<0.

s

Proposicion 1.23. Se tiene que la funcion argumento principal Arg es continua en C\ R™.
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Definicion 1.24. Si S es un subconjunto conexo, se dice que la funcion 6 : S C C* — R es una

determinacion continua del argumento, si 6 es continua y si s = \s\e“)(s), para todo s € S.

Ejemplo 1.25. La funcién argumento principal Arg, definida en C\ R™, es una determinacion

continua del argumento.

Definiciéon 1.26. Se denomina un logaritmo de s € C*, y se denota por log(s), a todo z € C tal
que e* = s. En particular, se dice que z € C es el logaritmo principal de s € C*, y se denota por

Log(s), si z = log |s| + iArg(s). Analogamente, se define la funcion logaritmo principal, como
Log : s € C* — Log(s) = log |s| + iArg(s) € C.

Observacion 1.27. Debido a que la funciéon argumento principal no es continua en el subconjunto
R~ C C, entonces la funcién logaritmo principal tampoco lo es en dicho subconjunto. Este es
precisamente el motivo por el que ciertos autores optan por definir las funciones argumento y
logaritmo principal directamente en C \ R™.

Log(

Observacion 1.28. Como todo logaritmo z de s verifica e? = s = e°8(5)  en virtud de la propiedad

3 de la funcion exponencial, presente en 1.17, se tiene que necesariamente
z = Log(s) + 2kmi = log |s| + i(Arg(s) + 2km).

Notese que, a diferencia del caso real, no es cierto en general que Log(ss’) = Log(s) 4+ Log(s’),

aunque si es cierta modulo 27i. Por ejemplo, Log(—i) = (—m/2)i # (37/2)i = Log(—1) + Log(7).

Definicién 1.29. Si S es un subconjunto conexo, se dice que la funciéon f: .S C C* — C es una

determinacion continua del logaritmo, si f es continua y si se verifica s = ef(®)| para todo s € S.

Ejemplo 1.30. La funcién logaritmo principal Log, definida en C \ R™, es una determinacion

continua del logaritmo.

Definicién 1.31. Sean S un subconjunto conexo, A € C y log : § C C* — C una determinacion
continua del logaritmo. Se dice que la funcién f : S C C* — C es una determinacion continua

A

de s*, asociada a log, si

f(s) = Mg para todo s € S.

Observacion 1.32. Siempre que se escriba n® con n € N, se considerara la determinacion del

logaritmo principal, es decir, n® = e5L08(") = ¢slogn donde log denota el logaritmo natural.

1.3. Integracién sobre curvas

En esta secciéon, introduciremos algunos de los conceptos necesarios sobre curvas y caminos

en C para la teoria de variable compleja.
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Definiciéon 1.33. Se dice que una curva 7 : [a,b] — C es continuamente derivable en [a,b],

denotado por v € C!([a, b]), si v derivable en (a,b) y si 7/ admite una extensién continua a [a, b].

Definicién 1.34. Se dice que una curva v : [a,b] C R — C es un camino si es de clase C! a
trozos en el intervalo [a,b], es decir, si existe una particién (¢,))_, del intervalo [a,b] tal que
Viemstnsa] € C ([tn,tnt1]),¥Vn =0,..., N — 1. Se dice que el camino = es cerrado si v(a) = v(b).

Definicién 1.35. Sea v : [a,b] — C un camino, siendo (t,)_, la subdivision del intervalo. Se

define la longitud del camino v como

/w ydu_z/"“ )| du.

Se mencionan a continuacién algunas de las propiedades mas relevantes de la integracion de

funciones de variable compleja a lo largo de caminos.

Proposicion 1.36. Sean f,g: S C C — C dos funciones continuas y v : [a,b] = S, 5 : [¢,d] —

S dos caminos. Entonces, se verifican las siguientes propiedades

(i)l[f(s)+g(s)] ds:Lf(s) ds+f{g(s) ds, y /WKf(s) ds:K/vf(s) ds, VK € C.

/fsds
.

Proposicion 1.37. Sean v : [a,b] — S un camino y (fn)nen una sucesion de funciones continuas

(i)

< (s, 1£0)1) €0

s€v([a,b])

de S en C, que converge uniformemente a una funcion f: S C C — C. Entonces

hm/fn ds—/f y /an ds_neN/fn

Proposicion 1.38. Sean f: S C C — C una funcion continua y vy : [a,b] — S un camino. Si F

es una primitiva holomorfa de f en S, entonces

En particular, si v es un camino cerrado, entonces f7 f(s)ds =0.

1.4. Férmula de Cauchy y sus consecuencias

El teorema de Cauchy es probablemente uno de los teoremas méas importantes de la teoria
de la variable compleja. Con él, se pueden obtener resultados generales sobre el comportamiento

de las funciones holomorfas.
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1.4.1. Foérmula local de Cauchy

Teorema 1.39 (Formula local de Cauchy). Sea f: S C C — C una funcion holomorfa. Supon-

gamos que Dr(w) C S con w € S y que v es el camino que parametriza la frontera del disco

cerrado O0Dg(w). Entonces, para todo s € Dr(w) se tiene

£ = 5 [ 12

21 N Z—S

dz. (1.2)

Teorema 1.40. Sea f : S C C — C una funcion holomorfa. Supongamos que Dgr(sg) C S con
so € S y que vy es el camino que parametriza la frontera del disco cerrado ODg(sg). Entonces f
es analitica en so y para todo s € Dg(sg) se tiene

f(s):ian(s_s())n’ Conan:f(n)(S())zl/(f(Z)dZ, Vn € N.
n=0 Y

n! 2mi z — so)"

Ademas, st ||f||, denota el supremo de f a lo largo del camino v, entonces |a,| < ||f||y/R". En

particular, el radio de convergencia de la serie ;" ;an(s — so)™ es mayor o igual a R.

Teorema 1.41 (Principio de identidad). Sean f,g: S C C — C dos funciones holomorfas con S
conexo. Si el conjunto Z = {s € S| f(s) = g(s)} tiene un punto de acumulacion en S, entonces

f(s) =g(s), para todo s € S.

Corolario 1.42. Sea f : S C C — C wuna funcion. Entonces f es holomorfa si y solo si f
es analitica. En particular, si f es holomorfa, entonces f' es holomorfa, " es holomorfa y asi

sucesivamente, obteniendo asi que f es infinitamente holomorfa.

Teorema 1.43 (de Morera). Sea f : S € C — C una funcidn continua. Supongamos que

faA f(s)ds =0 para todo triangulo A contenido en S, entonces f es holomorfa.

Teorema 1.44 (del modulo méaximo). Sean S un subconjunto conero y f : S C C — C una
funcion holomorfa. Si existen so € S yr > 0 tales que |f(so)| > |f(s)|, para todo s € D,(sp),

entonces f es constante.

1.4.2. Foérmula global de Cauchy

Alo largo de esta seccion, si U C Cy v es un camino, se usaré la notacion U\~y := U\ ([a, ]).
Del mismo modo, cuando se diga que s esté en 7, se entenderd que s € 7 ([a, b]). Para obtener

una férmula mas general que (1.2), es interesante introducir los siguientes conceptos.

Definiciéon 1.45. Sean v un camino cerrado y s € C\ . Se define el indice de s con respecto al

camino vy, denotado por Ind,(s), como

1 1
Ind, (s) / dz.
g

21 ]
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Observacion 1.46. A modo de interpretacion, se puede decir que el indice de un punto s con

respecto al camino cerrado 7, es el niimero de veces que el camino v gira alrededor del punto s.

Definicion 1.47. Sean dos caminos cerrados vy 8 en S. Se dice que v y 8 son homdlogos en S,
si se verifica Ind,(s) = Indg(s), para todo s € C\ S. En el caso de que Ind,(s) = 0, para todo
s € C\ S, se dice que v es homdlogo a 0 en S.

Proposicién 1.48. Sea v un camino cerrado y sea Ind., la aplicacion que asigna a cada punto
s € S C C\~, suindice respecto al camino . Entonces, Ind,(s) € Z, para todo s € S y si S es

conero, entonces Ind,, es constante en S.

Teorema 1.49 (de Cauchy). Sean f : S C C — C una funcion holomorfa y vy un camino cerrado

en S. Si~y es homdlogo a 0 en S, entonces

L F(s)ds = 0.

Corolario 1.50. Sea f : S C C — C una funcion holomorfa. Si v, son dos caminos cerrados

L f(s)ds = /ﬁ f(s) ds.

Teorema 1.51 (Férmula global de Cauchy). Sean v un camino cerrado en S, homdlogo a 0 en

homdlogas en S, entonces

Sy f:ScCC— C una funcion holomorfa. Si s € S\ vy, entonces

tnd, (9)£(s) = s [ 12
i

dz.

El siguiente teorema permite determinar la holomorfia de sucesiones y series.

Teorema 1.52. Sea (fn)nen una sucesion de funciones holomorfas en S. Si (fn)nen converge
uniformemente en todo subconjunto compacto K de S y f : S C C — C es su funcion limite,
entonces f es holomorfa. Andlogamente, siy_ " fr converge uniformemente en todo subconjunto

compacto K de S, entonces la funcion f(s) =Y " fn(s) es holomorfa en S.

1.5. Series de Laurent y singularidades

A continuacién, introducimos las series de Laurent. Estas series son una herramienta mate-
maéatica de alto interés de cara a examinar las singularidades de una funcién, que también serén

estudiadas en esta seccién.

Definicion 1.53. Una serie de Laurent centrada en a € C es una serie que se puede expresar bajo

la forma )", an(s —a)" con a, € C, para todo n € Z y definida para todo s en la denominada

-1
corona de convergencia A(a;r, R), donde r = limsup {/|a_n| y R = (h’m sup 1/ |an|> .
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Observacion 1.54. Notese que toda serie de Laurent se puede descomponer en dos series de

potencias de la siguiente manera
Zan(s—a)" = Zan(s—a)"+ Z a_p(s—a) " (1.3)
ne”Z neN neN*

Esta expresion motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.55. Se dice que la serie de Laurent ) _, a,(s — a)" converge, ya sea simple,
uniforme o absolutamente, en el subconjunto S C C, si asi lo hacen las dos series de potencias
presentes en (1.3). En caso de convergencia, se define la funcidn suma de la serie de Laurent,

como la suma de las funciones suma de las series de potencias de (1.3).

Observacion 1.56. Si las funciones suma de las series de potencias de (1.3) son f, y fr respecti-

vamente, entonces f(s) = fr(s) + fr(s), para todo s en la corona de convergencia.

Teorema 1.57. Sea f : A(a;r,R) C C — C una funcion holomorfa, con 0 < r < R < o0,

entonces

f(s) = Z an(s —a)", para todo s € A(a;r, R),
nez

y ademds si v, parametriza la frontera 0Dy (a), con r < a < R, entonces
1 z
. )

= — z.
2mi )., (z —a)*t?

Teorema 1.58. Sean f : S C C — C una funcion holomorfa no constante y a € S con f(a) = 0.

Entonces existen y son unicos m € N* y una funcion holomorfa g : D,(a) C S — C, tales que

gla) #0 y f(s) = (s—a)"g(s), para todo s € D,(a).
En particular, se tiene f0™ (a) = mlg(a) # 0 y f™(a) = 0 para todo n < m.

Definicién 1.59. Sean f : S C C — C una funciéon holomorfa no constante y a € S tal que
f(a) = 0. Si m € N* es el entero que otorga el Teorema 1.58, se dice que a es un cero de f de

orden m. Si m = 1,2 o 3 también se dice que a es un cero simple, doble o triple, respectivamente.

Definicién 1.60. Sea f : S C C — C una funcion. Se dice que a € C\ S es una singularidad
aislada de f, si existe r > 0 tal que f es holomorfa en D}(a) C S.

Observacion 1.61. Si f : S C C — C es una funcion holomorfa y a € C es una singularidad aislada

de f, entonces f se puede representar como una serie de Laurent centrada en a en D}(a) C S
f(s) = Z an(s —a)" = Z an(s —a)" + Z a_p(s—a) "
neZ neN neN*
En caso de que a_,, = 0 para todo n € N*| se puede definir f en a como f(a) := ag, de manera que

f seria holomorfa en D, (a), por estar representada como una serie de potencias. Esta observacion

permite introducir la siguiente definicién.
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Definiciéon 1.62. Sean f : S C C — C una funcién y a € C\ S una singularidad aislada de
f. Con las notaciones de la Observacion 1.61, se dice que a es una singularidad evitable de f si
a_p = 0, para todo n € N*. Si a_,, # 0 para un ntmero finito de n € N*, se dice que a es un
polo de f, y se dice ademéas que su orden es m = max{n € N* | a_, # 0}. Si a_,, # 0 para un

namero infinito de n € N*, se dice que a es una singularidad esencial de f.

Daremos a continuacion ciertas condiciones para determinar la naturaleza de una singularidad
aislada a de una funcién f. Omitimos los resultados relativos a singularidades esenciales pues no

seran de aplicacién en este trabajo.

Teorema 1.63 (de la extension de Riemann). Sean f : S € C — C wuna funcion y a una
singularidad aislada de f. Entonces, la singularidad a es evitable si y solo silimg_,q |f(s)| existe

y es finito.

Proposicion 1.64. Sea f: S C C — C una funcion y a una singularidad aislada de f. Se tiene

que a es un polo de orden m si y solo si f(s)(s—a)™ es holomorfa en a y no tiene un cero en a.

Teorema 1.65. Sean f : S C C — C una funcion y a una singularided aislada de f. La
singularidad a es un polo si y solo silims_q |f(s)| = co. En tal caso, su orden es m siy solo si

m es el dnico exponente positivo tal que limg_,q |s — a|™|f(s)| € (0,00).

Definicion 1.66. Se dice que una funcién f es meromorfa en U si esté definida y es holomorfa

en U, salvo en un conjunto finito de singularidades aisladas, que son polos.

1.6. CAlculo de residuos

El objetivo de esta secciéon es introducir el teorema de los residuos, que se utilizara a lo largo

del siguiente capitulo para obtener propiedades de la funcién Zeta de Riemann.

Definicion 1.67. Sean f : S € C — C una funcién y a una singularidad aislada de f. Si
f(5) =3 ez an(s —a)" es el desarrollo en serie de Laurent en el disco punteado Dj(a) C S, se

define el residuo de f en a, denotado por Res f(s), como el coeficiente a_; € C.
S=a

Teorema 1.68 (de los residuos). Sea f: S C C — C una funcién holomorfa y sean los puntos
51,892, ey Sp, Stngularidades aisladas de f. Si~ es un camino cerrado en S y homdlogo a 0 en S,

entonces

/f(s) ds = 2mi Z Ind,(s;)Res f(s).

S=S§;
=1 ’

Proposicion 1.69. Sean f una funcion y a un polo de orden m de f.
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1. Se tiene la siguiente formula para el residuo

m—1
Res f(s) = ! lim 0 (s —a)™f(s)].

s=a (m —1)! s—a 9s™m—1

2. Sia es un polo simple y g una funcion holomorfa en a, entonces Res f(s)g(s) = g(a)Res f(s).

3. Sia es un cero simple de f, entonces a es un polo simple de 1/ f con Res 1/f(s) =1/f"(a).

4. El cociente f'(s)/f(s) tiene un polo simple en s = a con residuo —m.

1.7. La funciéon Gamma

Ahora, estudiaremos algunas de las propiedades mas importantes de la funcion Gamma. Esta

funcion sera de gran interés en el siguiente capitulo. Se deja a [14] como referencia para el lector.

Definiciéon 1.70. La funciéon Gamma, denotada por I'(s), se define mediante la integral
o0
I'(s) = / e ™ dx |, Vo > 0.
0

Observacion 1.71. Notese que en otros textos, como en [24], se utiliza la notacion de Gauss
II(z) = I'(z + 1). Esta definicién tiene la ventaja de que se tiene II(n) = n! para todo n € N, en

lugar de I'(n) = (n — 1)!, como se vera en la Observacion 1.75.

Proposicion 1.72. La funcion Gamma estd bien definida, es decir, la integral fooo z*le T dx

es convergente para todo o > 0.

Demostracion. Por un lado, se tiene que |25 te™%| < 271 y por lo tanto la integral converge en 0,

#/2 — (), utilizando

por ser fol 2°~1 dx convergente para todo o > 0. Ademas, como lim,_,o 2771 /e
la definicion de limite, se puede escoger z suficientemente grande (por ejemplo, z > K > 1), tal
que |25 le | = 29 le™® < e2e* = e~ 2, para todo z > K. Como la integral I e 2dx es

convergente, se tiene que la integral que define la funciéon I' converge para todo o > 0. 0

Proposicion 1.73. La funcion Gamma es una funcion holomorfa en Hy.

Demostracion. Sea A un tridngulo contenido en Hy. En virtud del Teorema de Morera 1.43, es
suficiente con ver que [, oA I'(s)ds = 0 para demostrar que I' es holomorfa en Hy. Ahora bien,

por el Teorema de Tonelli-Fubini II1.25, se tiene

/ I'(s)ds :/ (/ ¥ te® dx) ds :/ (/ 25t ds) e Ydx :/ Odx =0,
0A 0A 0 0 0A 0

ya que la funcion s — 2! es holomorfa, por lo que solo falta demostrar que estamos en

condiciones de aplicar dicho teorema. Para verlo, es suficiente con ver que alguna de las integrales



1.7. La funciéon Gamma 13

iteradas con los valores absolutos es finita. Para ello, sean la funciéon medible g(x,s) = 25 le™®
y h(s) = [;° |g(z,s)|dz = T(o). Como h(s) depende continuamente de s, alcanzard un médulo

méaximo en el compacto OA, es decir, IM > 0 tal que |h(s)| < M,Vs € OA y por tanto aplicando
la propiedad (i) de 1.36 se obtiene

/;m </OOO |g(x,s)|dx> ds /Mh(s)

donde esto ultimo es finito y se verifica pues la condicion del Teorema de Tonelli-Fubini II1.25. [

< MU(dA),

Proposicion 1.74. Sea s € Hy. Entonces

(s + 1) = sT(s). (1.4)

Demostracion. Basta utilizar la definiciéon de I' e integraciéon por partes con u = 2° y v = —e™*

I(s+1)= / 21 =2 g0 — [_xse—a:]go +/ s5 e dp — sT'(s).
0 0
O

Observacion 1.75. A partir de (1.4) y teniendo en cuenta que I'(1) = [°e *dx = 1, se tiene

por induccion que I'(n) = (n — 1)! para todo n € N*.
Teorema 1.76. La funcion Gamma se puede extender a una funcion meromorfa en C, denotada
igualmente por I'(s), cuyos tinicos polos son simples en s = 0,—1,—-2, ... y tal que

—1)k
R_eskf‘(s) = (k:‘)’ para todo k € N. (1.5)

Demostracion. Sean s € Hy y k € N. En virtud de la formula (1.4), se tiene que

1 1 1 1 1
§(s+1)F(S+2):§(s+1)"'(S+k)r(s+k+1)' (1.6)

T(s) = ér@ +1) =

Ahora bien, el miembro derecho de (1.6) representa una funciéon meromorfa en H_j;_; con polos
simples en s = 0,—1,—2, ..., —k. Ademas, dicho miembro derecho es una extension analitica de
FaH_,1\{0,—1,-2,...,—k}. Como k € N es arbitrario, se puede extender I" a una funcion
meromorfa en C con polos simples en s = 0, —1, —2, ... Finalmente, por (1.6), se tiene

1 1 (—1)k

) 1
Res () = Jim, (s +WT6) = iy oyt =

O

Observacion 1.77. Por el Principio de identidad 1.41, se tiene que la ecuacion funcional I'(s+1) =
sI'(s) es valida para todo s € C tal que s # 0,—1,—2,... Por lo tanto, la funcién I" proporciona

una extension meromorfa a C del concepto de factorial de un ntunero entero positivo.
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El siguiente teorema, cuya demostracion se puede ver en [14], sirve de gran utilidad para
obtener la expresion altenativa del Teorema 1.82 para I'(s), y que en ciertos textos, como en [9],

se utiliza para definir la funcién Gamma.

Teorema 1.78. Si s #0,—1,—2,... entonces

S

Lls) = i]ﬁl Kl + 11) (1 }i)_l] = ey 1?% Grn) (L7)

Corolario 1.79. La funcién Gamma no se anula.

Demostracion. Si s # 0,—1,—2,... entonces la funcion Gamma se expresa como el producto
infinito convergente (1.7). Como los factores de dicho producto infinito son todos no nulos, en
virtud de la Proposicion I11.17, se obtiene que I'(s) # 0, para todo s # 0, —1, =2, ... O

Definicion 1.80. Se define la constante de Euler-Mascheroni, denotada por -, como

(5]
v = nl;rglo (Z = log(n)> .

k=1

Observacion 1.81. Se puede probar que este limite existe y es una constante positiva. Los calculos
muestran que v = 0,57721566... con una precisiéon de 8 decimales. El problema de si 7 es un

nimero irracional o no, sigue en abierto.

Teorema 1.82. Si s #0,—1,—2,... entonces

o0

e (NI =

k=1

Demostracion. Basta con tener en cuenta la formula (1.7)

F(18) ~ e 17)1'(7'1'5814;.7?).61_81%(”) = lim s (1+3) (143) - (14 2) emlos

o ([0 1) (1 ) (10 2) ] v

ST [0+ 2) ] e

k=1

El resultado que se enuncia a continuacion, cuya demostracion se puede ver en [9] o [14],

muestra una propiedad fundamental de la funcion Gamma.
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Teorema 1.83 (Bohr-Mollerup). Sea ¢ : (0,00) — (0,00) una funcion verificando que la com-
posicion log ¢(z) es una funcion convexa y ¢(x + 1) = x¢(x), para todo x > 0, junto a ¢(1) = 1.
Entonces ¢(x) = T'(x) y por tanto, la funcion Gamma es la unica funcion meromorfa en C sa-
tisfaciendo la ecuacion funcional T'(s + 1) = sI'(s) y I'(1) = 1, que es logaritmicamente convera

en el eje real positivo.

Para finalizar el capitulo, se probaran algunas propiedades de la funcion Gamma que seran

utilizadas en el capitulo siguiente.

Teorema 1.84. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Formula de reflexion de Euler:

I(s)I'(1 —s) = , para todo s ¢ Z. (1.9)

sin(7s)

2. Formula de duplicacion de Legendre:
1
['(s)T <s + 2) = 21725 /7T (2s). (1.10)

3. Se werifica.
'2)=1-1. (1.11)

Demostracion. Para probar (1.9), comenzaremos aplicando la expresion (1.8) y observando que

= S\ _g _7800 S\ s B s s?
ot~ L0+ D e e 0= 7)== T (1)

k=1
donde los productos infinitos se pueden unir ya que son convergentes, por serlo la funcion T'(s).
Aplicando ahora la formula (1.4), valida para todo s # 0, —1, —2, ... junto con (IIL.2), se tiene

-1

—sI'(s)I'(=s) =T(s)I'(1 =) = [8 H <1 N 14;2)] - sin(ms)’

k=1

Con respecto a (1.10), utilizaremos (1.7) y la férmula de Stirling I11.2. Comenzamos calculando

el producto I'(s)I'(s + 3) para posteriormente dividirlo por I'(2s).

s s 1 = lim (n!)2n23+%
I'( )F< +2> n1_>oos(3—|—%)(s+1)(s+%)(5+2)...(3+n)(8+n+%)

(n|)2n28+%22n+2
= lim : )
n—oo2s(2s+1)(2s+2)(2s+3)--- (25 +2n) (2s +2n+ 1)

Ademas, tomando la subsucesion de los pares (2n),en en (1.7) tenemos

1n2s 2)1(2n,)28
[(2s) = lim nn = lim (2n)}(2n) .
n—o0 25(2s +1)---(2s +n) n—=o02s(2s+1)---(2s + 2n)
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Finalmente, aplicando (II1.1) en *, obtenemos la formula de duplicacion

(n!)2n23+%22n+2 )" forn (%)” V2 - n2513 92192

—— 2/ = lim Tosr Ep. -
['(2s) oo (2n)1(2n)22(2s +2n + 1) oo ()5 ooy . 925025(2s + 2n + 1)

o (Ver) (Ve T
= 1m .
n—00 \/2v/27m\/n(2s + 2n + 1)22s 22571

Para (1.11), la prueba es mas larga y técnica, por lo que se recomienda al lector acudir a [19]. [



Capitulo 2
La funciéon Zeta de Riemann

En este capitulo, se estudiara la funciéon Zeta de Riemann en profundidad. Primero, se trata-
ran los conceptos béasicos asociados a la funciéon Zeta de Riemann con el objetivo de introducir
la ecuacién funcional. Posteriormente, se veran algunas expresiones y funciones asociadas a la
funcién Zeta y se estudiaran algunos valores particulares de esta funcion, especialmente sus ceros.
Finalmente, veremos algunas de las aplicaciones que esta funciéon posee en otros campos, como
la teoria cuantica de campos o la lingiiistica. La mayoria de resultados en este capitulo referentes

a la funcion Zeta de Riemann han sido modificados a partir de [1] o provienen de [17].

2.1. Definicién y propiedades fundamentales

El objetivo de esta seccidon es obtener las herramientas necesarias para llegar a la definicién
formal de la extension analitica de la funciéon Zeta de Riemann a C\ {1}.

Definicién 2.1. Se define la funcién Zeta de Riemann como la aplicaciéon

o0

1
C(s) = Z —5» bara todo o > 1.

n=1
Observacion 2.2. También se puede generalizar el concepto de la funciéon Zeta de Riemann
utilizando la funcion Zeta de Hurwitz, dada por la serie : {(s,a) = > o7, m con a € (0,1].
Se tiene entonces que ((s,1) = ((s). Cabe destacar que la mayoria de resultados asociados a la
funcién Zeta de Riemann, se pueden obtener de forma analoga para la funcién Zeta de Hurwitz.

[ee] 1

Proposicion 2.3. La serie ) " | -5 converge absolutamente para o > 1. La convergencia es

uniforme en cada semiplano o > 146, 6 > 0, por lo que ((s) es una funcion holomorfa en H;.

Demostracion. Sean 6 > 0y o > § + 1, entonces [n™°| = n=7 < n~(+9 Ademas, la serie

S, n~(19) eg hiperarmoénica de orden mayor que 1 y por tanto convergente. Por el criterio

17
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mayorante de Weierstrass, ((s) converge uniforme y absolutamente en {s € C|o > 1+44d},Vo > 0.
En consecuencia, ((s) converge uniformemente en cualquier subconjunto compacto de H; y en

virtud del Teorema 1.52, se tiene que la serie ((s) es holomorfa en Hj.

OJ
Teorema 2.4. Si o > 1 entonces se verifica la siguiente ecuacion
00 xs—le—x
0

Demostracion. Primero probaremos el resultado para s € R con s > 1 y luego lo extenderemos
usando el Principio de identidad 1.41. Supongamos pues que s € R tal que s > 1. Sean > 1,

mediante el cambio de variable ¢ = nx , obtenemos

[e.o] oo
n °T(s) = n_s/ t et dt = / e dr
0 0

Z n"°I(s Z / T

Se tiene que la serie de la derecha es convergente si 0 = s > 1 (ya que lo son las dos funciones a la

y sumando, obtenemos

izquierda). Ahora deseariamos intercambiar la suma con la integral y, para justificarlo, podemos
ver la integral como una integral de Lebesgue. Como el integrando es no negativo y medible para
todo n € N, la sucesion de sumas parciales asociada es creciente y en virtud del Teorema de la

convergencia monétona I11.24, tenemos que

0 0 00 0o o el
() =3 [Teteran= | DMLE [,

donde la tltima igualdad es consecuencia de que si ¢t > 0 entonces 0 < e~ < 1 y por tanto la

serie es geométrica y se tiene

—x

= e
Ze 1—61’_1:1—6_13'

n=1

Queda entonces demostrado si s € R con s > 1. Para extender el resultado a Hj, falta demostrar
que los dos miembros de la ecuacion son holomorfos en dicho abierto. El lado izquierdo lo es ya

que es producto de dos funciones holomorfas en el abierto. Para el lado derecho, escribamos

/0°° dxg/o 1—emdw_</ /)1_6956“* (22)

Para la primera integral, basta con utilizar que e* — 1 > x, Vo > 0

1 —z,.0—-1 1 o—1 1
e X X
/ _mdmz/ ~ dacg/ 22 dz.
0 1—e¢ o € -1 0

€_x$5_1

l—e®




2.1. Definicién y propiedades fundamentales 19

Como o0 — 2 > —1, se tiene que esta ultima integral converge, y en consecuencia la primera

también lo hace. Con respecto a la segunda integral

) e—acxa—l/(l _ e—x) ) eT/2 01 ) o1
lim =lm ——=1lim ———~ =0.
T—00 e—x/2 z—00 eT — 1 £500 e¥/2 — g—/2

~2/2 z es convergente, en virtud del criterio de comparacién por

/2

Como ademas la integral [~ e
paso al limite aplicado a la funcién f(z) = e */“, se puede concluir que la segunda integral
converge. Esto muestra pues que el lado derecho converge en el semiplano H;. Ahora solo falta
ver que el lado derecho es holomorfo en el abierto. Para ello, denotando para todo s € Hy

00 s—1
K(s) = / ’ dz,
0

et —1

se tiene por el Teorema de Morera 1.43 que es suficiente con ver que |, on K(s)ds =0, donde A

es un tridngulo contenido en H;. Ahora bien,

o) xs—l . o0 SCS_I
K(s)dS:/ / ddeZ/ / dsdz =0,
oA onJo € —1 0o Joa€®—1

ya que el integrando es holomorfo como funcién de s. Para justificar * basta con aplicar el Teorema

de Tonelli-Fubini I11.25 a la funcién medible g(x, s) = 2°~!/(e* —1), para el cual podemos probar
que alguna de las integrales iteradas con los valores absolutos es finita. Sea h(s) = [ |g(x, s)| d,
para todo s € Hj, entonces como h(s) estd acotada por la integral convergente presente en
(2.2), se tiene que h(s) esta bien definida. Como h(s) depende continuamente de s, sabemos
que en el compacto que es JA, se alcanzara un moédulo maximo, por lo que AM > 0 tal que

|h(s)| < M,Vs € A y por tanto, aplicando la propiedad (ii) de 1.36 se obtiene

/6A/ooo lg(x, s)|dxds /BAh(S)dS

donde esto tdltimo es finito. Por el Teorema de Tonelli-Fubini I11.25, la aplicacién de * esta
xsfl
er—1

holomorfo en el abierto Hy y aplicando el principio de Identidad 1.41, la ecuacién sigue siendo

< Me(AA),

justificada y g(z,s) = € L£1([0,00] x OA). En consecuencia, el lado derecho también es

verdadera para todo s € C con ¢ > 1, lo que prueba el teorema. O

Observacion 2.5. Notese que el paso fundamental para demostrar la holomorfia de K (s) de la
anterior prueba se basa en aplicar los Teoremas de Morera 1.43 y de Tonelli-Fubini II1.25. La
idea de esto ultimo funciona ya que la singularidad del denominador pierde poder frente al cero
del numerador, y ya que la funcién exponencial tiene mas potencia asintética que la potencial.
Este razonamiento ya se ha empleado en la prueba de la Proposicion 1.73, y se empleard dos

veces mas a lo largo del trabajo, siendo la primera de ellas en el siguiente resultado.

Teorema 2.6. Si H. es la funcion definida por la integral sobre el camino de Hankel (ver Figura

L.1) y si se considera el siguiente limite

1 z571e?
H(s) = lim H.(s) := lim / dz.
e—0 e—0 271 C.
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Entonces H(s) es una funcion entera. Ademds, se tiene

C(s) =T(1—s)H(s), para todo o > 1. (2.3)

Demostracion. Usando las parametrizaciones siguientes z = re™"" en H1 y z = re'™ en Hs, con

S L ATTS

TS en Hy y z2° = r°e"™ en Hs. Como parametrizacion en Ho

r € [g,00), se tiene que 2® = rfe”
usaremos z = e, con § € [—m, 7] y 0 < & < 27. Para probar el primer resultado, como el
dominio de definicién de H.(s) es S = C, basta con considerar la Observacion 2.5 y emplear
un razonamiento totalmente analogo al empleado en la prueba del Teorema 2.4. Se deja como
gjercicio al lector desarrollar los detalles de dicha prueba. Ahora bien, si consideramos un disco
compacto arbitrario y probamos que las integrales sobre Hy y Hj3 convergen uniformente en
dicho compacto (la integral sobre Hy no propone ningun problema de convergencia), entonces
lim._,0 H:(s) = H(s) sera una funcién entera, por ser limite uniforme funciones enteras, donde

el infegrando es una funcién entera (como funcion de s). Notese que si fn(s) = H< (s) entonces

lmpy o0 fn(s) = lim._,o H-(s) = H(s) y podemos aplicar el Teorema 1.52. Sea pues s € Dj/(0).
Sobre Hy, con r > 1

—im(o—141it) o—ltr T‘M_leﬂ—M.

e

|Zs—1| — ,r_cr—l —

De forma anéaloga sobre Hs. En consecuencia, tanto para Hi como para Hs, si r > 1 se tiene

Zsflez TMfleMﬂefr erleMw

< =
1—e*|— 1—e" er—1

Como " —1 > e" /2, sir > log 2, entonces el integrando se acota por ™ ~te="C, donde C' = 2eM™
es una constante que depende de M y no de r. También se tiene que feoo rM=1le=" dr converge
si € > 0, por lo tanto las integrales sobre H; y Hs convergen uniformemente en cada disco
compacto Dyr(0) y entonces H(s) es una funcién entera. Para probar (2.3), consideramos la
funcion f(z) =e*/(1 —€*) y € € (0,27). Entonces

2miH.(s) = (/Hl +/1{2+/Hg> 2571 f(2)dz.

Sobre Hy y Hj se tiene f(z) = f(re*™) = f(—r), denotando z = e con § € [—n, 7] sobre Hy

tendremos

2imH:(s) :/E rsle ™S f(—r) dr —|—z'/

o0 -

™

65—16(5—1)i95€i0f(€ei9) a6 + / rs—leﬂ"iSf(_,r) dr
€

™

=2isin(ms) / s f (=) dr + iss/ ' f(ee'?) df.
Si se divide por 2i se obtendra

™

wH.(s) = sin(rs) /OO s (=) dr+€5/2/ "0 f(ee®) dh .

3 —T

Il IQ
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Ahora bien, si hacemos ¢ — 0 y o > 1 se tendra por (2.1) que

e—0 1—e"

o0 ,.5—1,—1r
lim I, = / TS ar=T(s)C(s).
0

Para probar que lim._, I2(s) = 0, basta con tener en cuenta que f(z) es cociente de funciones
holomorfas cuyo denominador tiene un cero de primer orden en z = 0 y cuyo numerador no se
anula, por lo que f(z) tiene un polo de primer orden en z = 0 y es holomorfa en Dj_(0). En
consecuencia, al multiplicar por z se cancela el polo, por lo que zf(z) es holomorfa en Do, (0) y

por tanto, esta acotada, digamos por la constante A, en dicho disco. Es decir,

1f(2)] < A on 2| =& < 2.

|2
Por tanto

g iy
|I2| < 62/ e’wé do < Ae™tlgo—1,
. £

Sioc>1ye— 0, entonces Is — 0 y en consecuencia
mH(s) = sin(mws)['(s)((s). (2.4)
Finalmente, utilizando la Formula de reflexion de Euler (1.9) se obtiene (2.3). O

Observacion 2.7. Notese que H(s) se anula en los enteros positivos mayores que uno por (2.4).
Esto sumado a que H(s) es entera, y a que la funcion I'(1 — s) es meromorfa en C y solo presenta
polos simples en los valores enteros positivos de s , significa que I'(1 — s) H(s) esta bien definida
y es holomorfa en C\ {1}. Como esta expresion coincide con ((s) para o > 1 y ambas funciones
son holomorfas y coinciden en el abierto Hy, se legitima en virtud del Principio de identidad 1.41

la siguiente definicion.

Definicion 2.8. Se define la extension analitica de la funcion Zeta de Riemann para s € C\ {1}
con o <1 como ((s) =T(1—s)H(s).

Observacion 2.9. El razonamiento es similar para extender analiticamente la funciéon Zeta de
Hurwitz a C\ {1} . Para la funcion Zeta de Riemann, atin se puede ser méas especifico, como se

verda mas adelante con la ecuacion funcional y la aproximacién por sumas finitas.

De ahora en adelante, cuando se mencione la funcion Zeta de Riemann, se entenderd que se

hace referencia a la extensiéon analitica de la misma.
Proposicion 2.10. ((s) es holomorfa en C\ {1} y tiene un polo simple en s =1 con residuo 1.
Demostracion. Para empezar, la funcién Zeta de Riemann es holomorfa en C\ {1} por los

razonamientos presentes en la Observacion 2.7 y la Definicion 2.8. Como H(s) es una funcion

entera, las tnicas posibles singularidades de ((s) son los polos simples de I'(1 — s), es decir, los
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puntos s = 1,2,3, ... Ahora bien, segtn la Proposicion 2.3 , ((s) es holomorfa en s para o > 1,
por lo que el tnico polo posible serfa s = 1. Demostremos pues que ((s) posee un polo simple en
s = 1. Basta con realizar, para un cierto ¢ € (0, 27),

1 e” 1 e? 1 e? 1 e?
H.(1) = — dz = — dz+ — dz+ — dz.
+(1 27ri/061—ez o1 T i T i Jy 1o

Como el integrando toma los mismos valores en la primera y en la ultima integral, éstas se
cancelan, dejando solo la contribuciéon de Hs. Esta contribucién se puede calcular explicitamente

usando el Teorema de los residuos 1.68 y resulta

1 z z z 1
H.(1) = / © dz=Res [ ) =lim "5 =1lm-— = lfm — = —1.
2t Jp, 1 —e? z=0 \ 1 —e* z=01—e* 2201 —e* 220 —¢

Entonces, como H(1) = lim._,o H-(1) = —1, se tiene que ((s) tiene un polo simple en s = 1.

Utilizando (2.3) en *, el valor de su residuo viene dado por

lim (s — 1)¢(s) = — lim (1 — s)T'(1 — s)H(s) = —H(1) llg% rN2-s)=r()=1.

s—1 s—1

2.2. Ecuacion funcional

Ahora trataremos de dotar a ((s) de una extension analitica mas precisa. En 1859, Bernhard
Riemann fue el primero en demostrar la herramienta fundamental para poder prolongar la funcion
¢(s), la ecuacion funcional. Hay varias pruebas de la ecuacion funcional pero, en este trabajo, se

modificara la prueba que aparece en [1], hecha para la funciéon Zeta de Hurwitz, al caso de ((s).

Lema 2.11. Sea S(r) la region resultante al quitar de C los discos D,(2nmi), Yn € Z , con
0 <r < fijado (ver Figura 1.2). Entonces, la funcion
S

fls) = —

o 1—e

estd acotada en S(r).

Demostracion. Sean un numero complejo s = o 4+ it € C, r € (0,7) y consideremos el siguiente
conjunto A(r) = {s € C| |t| <7, |s| > r} (ver Figura 1.2). Como se tiene la siguiente desigualdad
|1 —e®| =|e® — 1] > |e®| — 1 = ¢e” — 1, entonces se verifica la mayoracion

S (o}

e
e’ —1

‘ : =g(o)

1—e3

con g(o) = —f(o) para todo o € R\ {0}. Teniendo en cuenta ahora que

(o}

=1

lim g(o) = lim

)
T—00 oc—oo e’ — 1
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g

lim g(o) = lim =0,

o——00 o0 e’ —1
entonces, a partir de la defincion de limite (tomando e = 1), existen M7 > 0y My < 0 tales
que; si 0 > M entonces |g(o)] < 1+ 1 =2,y si 0 < M entonces: |g(c)] <140 = 1. En
consecuencia, denotando M = max(M;, | M), si o ¢ [—M, M], entonces

eS
S

<g(o) <lglo)] <2,

o1 =|

1—e
ysio € [-M, M], como la funcion f(s) es continua en el compacto A(r)N{c’+it' € C | |o'| < M},
en virtud del teorema de Weierstrass, f(s) esta acotada en dicho compacto. Por lo tanto, f(s)

esta acotada en A(r) y como |f(s)| = |f(s+ 2nim)|, entonces f(s) esta acotada en S(r). O

Ahora ya tenemos lo necesario para adaptar la ecuacion funcional que se encuentra en [1].

Teorema 2.12 (Ecuacion funcional de la funcion Zeta de Riemann). Si s # 0, se tiene

C(1— 5) = 2(21)~°T'(s) cos (%) C(s). (2.5)
Del mismo modo, si s # 1
¢(s) = 2(27)*"ID(1 — s) sin (%‘9) C(1— s). (2.6)

Demostracion. Sea € € (0,27) y consideremos la funciéon

1 Zs—lez
H N d
Ne(s) =55 /C(N) 1—e *

donde C(N) es el contorno que se puede ver en la Figura 1.3, con N € N. Primero probaremos

que limy_o0 Hy o(8) = Hc(s), si 0 < 0. Para probar esto, basta con demostrar que la integral
sobre la circunferencia exterior tiende a 0 cuando N — oo. En la circunferencia exterior se tiene

2= Re" con § € [—7, 7], por lo tanto:
‘zsfly _ |R3716i0(571)‘ — RcrfleftG < Rcrfleﬂt\.

Como la circunferencia exterior se encuentra en el conjunto S(r) del lema previo, el integrando
estéa entonces acotado por Ae™/R°~! donde A es la cota de la funcion |f(s)| del lema. En
consecuencia, la integral estd acotada por 2r Ae™ R7 | término que tiende a 0 si ¢ < 0 y si
R — o0o. Notese que R — oo siy solosi N — co. Entonces, se tiene que imy o0 Hy (s) = Hc(s),
si o < 0. Ahora bien, reemplazando s por 1 — s obtenemos

A}llnoo Hy.(1—5s)=H.(1—s), si o>1.

Podemos calcular explicitamente el valor de Hy (1 — s) gracias al Teorema de los residuos 1.68

N

N
Hye(1—s)=—= Y R(n)=-)Y (R(n)+R(-n)),
n=—N n=1
n#0
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2z %e? z %e? g2nmi z — 2nmi 1
R = R = I — 2nmi = Ii = — .
(n) cmommil — e* zalgllm'(z i) 1—e* (2nmi)s canmi 1 — e* (2nmi)®

Obtenemos por lo tanto

N N
H 1—
N’g( S) Z 2nm +Z 2nm

nfl n:l
Como ademas se tiene i~° = e~™5/2 y (—i)~% = ¢™%/2 entonces
efwis/Q N 1 ewis/Q N 1
Hy (1—5 — + —
Nl =s) (2m)s L= ns | (2m)s L= s

n=1
Haciendo N — oo y usando la convergencia simple de (Hn(s))nen a H(s) si o <0, se tiene

(e—ms/2+e7rzs/2 o0 —Wis/2+ewis/2)

1
; S B

Ahora, simplemente tomamos el limite cuando € — 0, para obtener

H.(1-s)=

H(l o S) _ (e—ms/Q + emS/Q)(Qﬂ‘)_SC(S).

Finalmente, basta con aplicar (2.3) y se tendra para o > 1

r(s)
2n):

Ahora bien, para extender el resultado a C\ {0} aplicando el Principio de identidad 1.41, bastaria,

(I—s5)=T(s)H(1 —s) =

cos (%(9) ¢(s). (2.7)

al tratarse de un abierto, con comprobar la holomorfia de ambos miembros de (2.7) en C\ {0}.
El miembro izquierdo de (2.7) es obviamente una funciéon holomorfa para todo s # 0, ya que ((s)
es holomorfa para todo s # 1. Para el miembro derecho, conviene remarcar que si evaluamos
s=2n+1conn € N;n > 0en (2.7), obtenemos que ((—2n) = 0 para todo n € N,n > 0.
Teniendo esto en cuenta, el miembro derecho de (2.7) también es una funcién holomorfa para
todo s # 0, ya que los polos simples de I'(s) en los enteros negativos pares e impares se cancelan
con los ceros de ((s) y cos(%’) respectivamente, mientras que el polo simple de ((s) en s = 1
se cancela con el cero de cos(%). Aplicando entonces el Principio de identidad 1.41, la igualdad
(2.7) sigue siendo verdadera en C\ {0}. Para obtener (2.6), basta con remplazar s por 1 — s, y

aplicar la formula

(1l —s) (7r 71'5) (77) (7r5) ) (71') . —TS ) (7‘(‘8)
cos| ———= | =cos|=——) =cos|=)cos(— ) —sin(—]sin =sin|—),
2 2 2 2 2 2 2 2
donde se ha utilizado la féormula del dngulo suma 2 presente en 1.20 para el coseno. De esta

forma, se obtiene la validez de (2.6) en C\ {1}. O
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Observacion 2.13. Como se acaba de ver, al sustituir s por 2n+ 1, con n € N;n > 0 en (2.7), el
término cos(%’) se anula y por lo tanto ((—2n) = 0 paran € N,n > 0. Estos ceros se denominan

ceros triviales de ((s) y tendran una gran importancia en el capitulo siguiente.

Observacion 2.14. Notese que (2.6) permite obtener también el valor de ¢(0). Para ello, basta

con tener en cuenta que ((s) tiene un polo simple con residuo 1 en s = 1 y por tanto

lim (1 — s)((s) = — lim(s — 1){(s) = —1,

s—1 s—1
lo que implica, utilizando (2.6), —1 = lim,_1 2(2m)* 1 [(1 — s)I'(1 — s)]sin (5) ((1 — s). Esto

sugiere, aplicando (1.4) en x,

12 21m(2n)* 7102 — s) sin (?) C(1—s) = 2¢(0),

s—1

N[ —

y finalmente se obtiene ((0) = —

También existe una version equivalente a (2.6) , que involucra otra funcién que sera relevante

en la formulacién de la hip6tesis de Riemann. Se muestra a continuacién dicha equivalencia.

Teorema 2.15. Sea £(s) = 3s(s — a2 T (2) ¢(s) para todo s € C. Entonces, se tiene la
ecuacion funcional
E(s) =&(1 —s), siendo &(s) una funcion entera. (2.8)

Demostracion. En primer lugar, se define la funcion ¢(s) = 72 I'(5)¢(s) que tiene polos simples
en s = 0,1. Al multiplicar por %S(S — 1), se cancelan dichos polos, obteniendo entonces que
€(s) = £s(s—1)@(s) es una funcion entera. Para obtener la ecuacion funcional, basta con aplicar
la Formula de duplicacion de Legendre (1.10) a (1 —s)/2

1—
QSﬁr(l—s):r< 5)F(1—8>,
junto a la Formula de reflexion de Euler (1.9)

r(1—f T

2) " sin (73) T (3)

y por tanto
T(l=s
(1 — s)sin (?) - W
2

Finalmente, basta sustituir dicha expresion en (2.6) para obtener ¢(s) = ¢(1 — s) y por tanto

§(s) =&(1—s). O

Observacion 2.16. Notese que la ecuacion funcional (2.6) es equivalente a (2.8). Otra version
equivalente a la ecuacién funcional es, denotando por Z(s) = (3 + is), la ecuacion funcional

=(s) = E(—s). Esta ultima ecuacion se puede resumir diciendo que =(s) es una funcion par.
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2.2.1. Aproximacién de ((s) por sumas finitas

A continuacion, se presenta una extension analitica de ((s) que resulta ser una forma alterna-
tiva de extender ((s) para s # 1 con o > 0. El siguiente teorema es una herramienta fundamental

para aproximar esta funcién por medio de sumas finitas.

Teorema 2.17 (Formula de sumacion de Euler). Si f tiene una derivada continua f' en el

intervalo [y, x], donde 0 < y < x, entonces

/ F(t)de + / (t— [0 dt + F()([x] - ) — F@) (] — ).

y<n<x
Demostracion. Sean m = [y] y k = [z]. Para enteros n — 1 y n en [y, x], se tiene

[ rwd= [ @05 d = (-1 -F -1} = {of0) (=1 (n=1) = o).

Sumando de n = m + 1 a n = k, obtenemos

k k
/ f W= S (nf) — - 1f-D}— 3 ) = kfE) —mfm) — 3 @)
m n=m+1 y<n<z y<n<z
Por tanto,
k T
S fn / £ (8) dt + f (k) — mf(m) = — / () dt+ kf(z) — mf(y). (29)
y<n<z Yy

Finalmente, basta considerar integraciéon por partes

/f (2) - yf () - / L) dt,

de donde se obtiene, sumando y restando fyx f(t)dt en (2.9), la formula de sumacion de Euler. [

Teorema 2.18. Sean N € Ny s € C\ {1} con o > 0, entonces

Y1 (N4 7 —[a]
s):;nSJrs_ls/N mdm (2.10)

Demostracion. Aplicando la Formula de sumacion de Euler 2.17 a la funcién f(t) = t7°, con

enteros 0 < y < = obtenemos

— /dt+/ t—[})f()dt+[]_x—[y]_y.

xs ys

<n<z
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Ahora bien, considerando f’(t) = —st™*~!, y = N y haciendo  — oo con ¢ > 1, observamos
que de los 2 dltimos términos de la igualdad, el primero converge a cero, y el segundo vale cero,

por lo que obtenemos

o'} N
1 S| ©¢—t] , « N7 <t — 1t 1
E S:/ Sdt—S/ P dt = — — —8/ ﬁdt:C(S)— E —-
n:N+17’L N t N t 1 S N t nzln

Notese que la ultima igualdad es consecuencia de la definicion de ((s). Esto prueba (2.10) para
o > 1. Ahora, para ver que la integral en el segundo miembro de x es holomorfa en Hy \ {1},
basta con emplear un razonamiento anélogo al expuesto en la Observacion 2.5 sobre la prueba
del Teorema 2.4. Por tanto el segundo miembro de  es una funcién (de s) holomorfa en Hy\ {1}.
Finalmente, como ((s) también es holomorfa en Hy \ {1}, basta aplicar el Principio de identidad
1.41 para obtener (2.10) cuando o > 0 con s # 1. O

2.3. Valores particulares de ((s)

En esta seccion, se mostraran algunos valores de ((s), asi como ciertas propiedades vinculadas
a dichos valores, con el objetivo de preparar al lector para la siguiente secciéon. A modo de

motivacién para el célculo de estos valores, resulta interesante remarcar lo siguiente.

La probabilidad de que dos naturales escogidos “al azar” (consultar [15] para ver los detalles
del razonamiento) tengan al primo p como factor comin es ]%, por lo que la probabilidad de que

no lo tengan serfa 1 — 1%' Por tanto, la probabilidad de que dos naturales no compartan ningin

factor primo en comun es []|

PP (1 — 1%) Ahora, utilizando que ﬁ =142 +2%+ .., resulta

(- 5)= (I 5 e (i;)_lzqzw.

peP peP n=0 p n=1

La situaciéon se puede generalizar si escogemos n naturales en lugar de 2, obteniendo que dicha
probabilidad equivale a ((n)~!. Esto muestra una primera conexién de ¢(s) con los niimeros

primos. Una expresién para (n)~! se obtiene a continuacion, con el llamado producto de Euler.

Teorema 2.19 (Producto de Euler). Si o > 1, entonces

¢ ==

peP

donde P representa el conjunto de niumeros primos positivos.

Demostracion. Para demostrar este resultado, existe la demostracion original de Euler, publicada

en 1744 (aunque habria que modificarla ligeramente ya que Euler la probé para enteros). En este
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trabajo, se utilizard una prueba més moderna, presente en [22]. Sea S un conjunto finito de

nimeros primos y ¢(S) = HpG g p. Probaremos por induccién sobre el niimero de elementos de S

[Ta-rs= S m

pes m,(m,q(S))=1

que

Por convencién, se asume que un producto sobre un conjunto vacio de elementos es 1, por lo
que la féormula es valida para S = (). Ahora hay que probar que si la formula es valida para S
y P/ es un primo que no esta en S, entonces también es valida para S U {p'}. Por el Teorema
fundamental de la aritmética II1.3, se tiene que todo entero m se puede escribir de forma tnica

Fmy con k >0y (mq,p’) = 1. Ahora, si (m,q(S)) = 1, entonces (my,q(S)) =1y,

como m = (p')
ademas, todos los nimeros coprimos con ¢(S) se pueden generar de esta forma. En consecuencia,
como (mq,q(S)) =1y (m1,p") =1 equivalen a (mq,q(S)p’) = 1, donde ¢(S)p’ = q(SU{p'}), se
tendra

—S /\N—Kks, _—S —s 1
Y. mTt= > > @) Fmyt = > T

m|(m,q(5))=1 mi|(m1,q(SU{p'})=1k=0 ma|(m1,q(SU{p'})=1

Por tanto, solo hace falta multiplicar dicha ecuacion por 1 — (p')~® y aplicar la hipotesis de
induccion para obtener la formula para S U {p'}. Finalmente, basta con considerar el conjunto
S=58X)={peP|p< X} con X namero real positivo. Como el tinico nimero natural
inferior a X y coprimo con todos los primos inferiores a X es 1, se tiene la siguiente inclusion
{m | (m,q(S(X))=1} c{1}U{n|n > X}, y por tanto

[Ta-pocs) 1< 3 m.

p<X m>X

Como la funcion ((s) es convergente si o > 1, el segundo miembro de la desigualdad convergera

a cero si X — 00, lo que prueba el resultado. O

A continuaciéon procedemos a obtener formulas explicitas para algunos valores de ((s).

2.3.1. Numeros de Bernoulli

Los nimeros de Bernoulli surgen con el proposito de calcular {(—n) para un entero n no

negativo. Esto sucede ya que, al evaluar (2.3) en s = —n y aplicar (1.4), resulta
((—n) =T +n)H(—n) =n!H(—n).
Ademas,
1 —n—1_,z —n—1,z
H-n)=— [ 25 dz=Res [ Z— ),
2 Jo 1 —¢€” 2=0 1—e*

lo que motiva la siguiente definicion.
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Definicién 2.20. Los nidmeros de Bernoulli son la sucesion de numeros racionales (Bj)neN

definida por

oo
Z—T ", donde |s| < 2.

Observacion 2.21. Del mismo modo a como ocurria con la funciéon Zeta de Hurwitz, se pueden
definir las funciones de Bernoulli (que de hecho, son polinomios) como las funciones B, (x) tales

que

€$S

o0 Bn
= E ('1:)8%7 donde |s| < 2. (2.11)
n!

Cabe destacar que los resultados que involucran a la funcién Zeta de Hurwitz estan relacionados
con las funciones de Bernoulli, mientras que los resultados ligados a la funcién Zeta de Riemann,

lo estan a los nimeros de Bernoulli.

Observacion 2.22. En el Cuadro 1.1 se pueden consultar los valores de B,, hasta n = 10. Noétese
que ciertos autores sugieren considerar la funcion s/(e® — 1), en lugar de la presente en (2.11).

Esto solo diferiria de nuestra definicion en el valor de Bj, que seria —1/2, en lugar de 1/2.

Proposicion 2.23. Para todo entero n > 0 se tiene

((=n) = —fﬁ:. (2.12)

Ademds, Bopy1 = 0 para todon > 1.

Demostracion. Para demostrar (2.12), basta con observar que se tiene la siguiente igualdad
((—n) =T(1 +n)H(—n) = n!H(—n) para un entero n > 0 y calcular

anfles ses Bk B 1
H(— _ A R -n—-2_°% \ _ _ —n—2 k _ _7174"
e =hey (7o) = e () = i ( Z (-t D)

Multiplicando por n! la igualdad queda probada. Con respecto a que Ba,1+1 = 0 basta con tener
en cuenta que la funcién Zeta se anula en los ceros triviales y por tanto aplicando (2.12) en

dichos ceros, resulta ((—2n) =0 = — 551*11)! para n > 1. O]

Un gran interés por calcular ciertos valores de la funciéon Zeta de Riemann, reposa en parti-
cular sobre el céalculo de ¢(2). Dicho valor es la solucién del famoso problema de Basilea, cuyo

enunciado consiste en averiguar el valor de la suma Y °° Este problema fue resuelto por

n= 1 n2
Leonhard Euler probablemente en 1736 (y propuesto por Pietro Mengoh en 1650) utilizando de-
sarrollos de Taylor de la funcion sin(z)/x, y obteniendo el valor Z-. El siguiente teorema resulta

dar una respuesta alternativa y generalizada a tal cuestion.
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Proposicion 2.24. Sin es un entero positivo, entonces

n+1 (27r)2n

2n-

Ademds, los nimeros de Bernoulli alternan en signo.

Demostracion. Surge como consecuencia de considerar s = 2n en (2.5)
¢(1 —2n) = 2(27)~2"T(2n)cos(nm)¢(2n),

y del teorema previo

BZn
1-2n)=((—-2n—-1)) = ———.
((1—2n) = ((~(2n - 1) = =2
Para ver que los nameros de Bernoulli alternan en signo, basta con observar que ¢(2n) > 0 y por
tanto (—1)"*1 By, > 0. O

Observacion 2.25. Notese que si quisiéramos obtener el valor de ((2n + 1) utilizando (2.5) para
s = 2n + 1, se tendrfa la nula igualdad de ambos miembros de la ecuacion, no obteniendo pues
informacion sobre ¢(2n+1). El problema de obtener una expresion explicita y simple de {(2n+1)
con n un entero sigue en abierto. Uno de tales valores serfa ((3), conocido como la constante de

Apéry (cuyo valor aproximado es de 1,202). Esta constante, junto a ((2), resultan ser irracionales.

2.3.2. Algunas desigualdades

En esta seccion se presentan ciertas desigualdades de ((s) que seran tutiles posteriormente.

Teorema 2.26. Si 0 > 1, entonces

(1) 1¢(s)| < (o), para todot € R.

(i) |C(s)] > (1 —€)C(o), parat suficientemente grande con & > 0.

Demostracion. Para demostrar (i), es suficiente con tener en cuenta la definicion de ((s), ya que

se tiene [¢(s)] = |> e n % <32 n~7 =((0). Con respecto a (ii), conviene remarcar que

N oo
C(S) _ Zn—ae—itlog(n) + Z n—a—it7
n=1

n=N+1

y en COHSGCUGHCia,
N

I¢(s)| > Zn_" cos(tlog(n)) — Z ne. (2.13)

n=1 n=N-+1
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Aplicando el Teorema de Dirichlet I11.4, existen ¢ € [tg, toq¥] y o1, 22, ..., xx € Z tales que, dados
N €Ny q >4, se tiene

‘ﬂog(”)_ <Yvneto N

2

Q

Por tanto, cos(tlog(n)) > cos ( ) Vn € 1,2,...,N y entonces

in_acos(tlog(n))>cos< >Zn >cos< > Z n.

n=1 n=N+1

Teniendo en cuenta (2.13), resulta |((s)| > cos (2”) C(o) =23 % nyqm~ 7. Ahora bien, como

> 00 1 0 00 Nl—o
= Z n= %> / u %du=—— ,y ademas Z n %< / u ?du = ,
o 1 g — 1 g — 1

n=N-+1 N

se tiene |((s)| > {cos ( ) 2N1- "} ¢(0). Finalmente, dado € > 0, tomandoe; = § ye2 = § en

las definiciones de los limites lfim,_,, cos ( ) y imy 00 N177, se obtiene directamente (ii). [

Corolario 2.27. La funcion ((s) es no acotada en {s=oc +it|oc>1,t >4 >0} C Hy.

Demostracion. Basta observar que la cota inferior de |((s)| tiende a infinito cuando o — 1 en la

desigualdad (i7) del teorema precedente. O

s) = exp { kj)\g((n?g) n_s} , (2.14)
n=2

donde A(n) es la funcion de Von Mangoldt I111.7.

Lema 2.28. Si o > 1, entonces

Demostracion. Haciendo uso del Producto de Euler 2.19 probaremos el resultado para s € R con
s > 1 y posteriormente lo extenderemos a Hy con el Principio de identidad 1.41. Si s € R, s > 1,
entonces ((s) > 0. Ademas, tomando logaritmos y usando el desarrollo en serie de potencias de

la funcién —log(1 — z) = >_0°_| £~ obtenemos

m= 1
© _ms ()
log ((s Zlog (1—p :ZZP :ZAl(n)n_S,
peP peEP m=1 m n=1

donde Aj(n) = L si n = p™ para algiin p € P y 0 en otro caso. Si n = p™ entonces log(n) =

m
mlog(p) = mA(n), por lo que en dicho caso Aj(n) = % = 1?;82) y en consecuencia

log ((s Z log :

lo cual implica (2.14) para s € R con s > 1. Finalmente, como cada miembro de (2.14) es

holomorfo en Hj, el resultado se extiende a dicho abierto por el Principio de identidad 1.41. [
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Observacion 2.29. Por el Lema 2.28, se obtiene para o > 1, derivando (2.14) que

/ B o0 A(:L) ox el (1)\(72 n—s = Aln 00 n
RS

eXp {Zn:Z ]og(n) n n=1

donde la derivacion se justifica ya que ((s) es holomorfa en C\ {1} y por lo tanto, en virtud del

Corolario 1.42, su derivada ¢’(s) también es holomorfa en dicho subconjunto.

Teorema 2.30. Si o > 1, se tiene

) ()" I¢(o + 2it)] = 1. (2.16)

Demostracion. Para demostrar (2.16), usaremos el lema previo, por el cual se tiene

—zmt log(p)

B o) A(TL) Sl o0 p—ms
s) = exp {n_2 log(n)n } = exp Z Z (TP Z Z mpme

peP m=1 peP m=1

Ahora bien, calculando el modulo de ((s), obtendremos

()] = exp chos mtlog )

peEP m=1

Aplicando entonces esta formula para los valores de s que intervienen en (2.16), se tiene

30V 1¢(s)[* C(o + 2it)] = exp Z i 3 + 4 cos(mtlog(p)) + cos(2mt log(p)) g 1,

mpme
peP m=1 p

donde * se justifica mediante 3+4 cos(6) +cos(26) = 3+4 cos(f) +2 cos?(0) — 1 = 2(1+cos(6))?

y
observando que entonces todos los términos de la serie son no negativos, lo que prueba (2.16). O

Se finaliza la seccién con una desigualdad que serad de utilidad en el dltimo capitulo, cuya

prueba se puede ver en [1].

Teorema 2.31. Fuxiste una constante M > 0 tal que para todo o > 1 yt > e, se tiene

¢'(s)
¢(s)

‘<M10g7t Y

‘g(ls) ‘ < Mlog”t. (2.17)

2.3.3. Ceros de ((s)
El estudio de los ceros de ((s) es una parte fundamental de toda la teoria que subyace a la
misma. En esta parte trataremos de localizar lo méaximo posible los ceros de la funcién Zeta.

Comenzamos mostrando un resultado ampliamente conocido, consecuencia directa del Producto

de Euler 2.19, que permite obtener una primera zona de no nulidad de la funcién Zeta.
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Corolario 2.32. ((s) no tiene ceros en Hj.

Demostracion. En virtud del Producto de Euler 2.19, {(s) esta representada por un producto
infinito convergente de factores no nulos en Hjy, lo que implica, aplicando II1.17, que ¢(s) no tiene

ceros para o > 1. O

Definicién 2.33. En el contexto de la funcién Zeta de Riemann, se denomina la banda critica
a la region del plano complejo {s € C | o € [0, 1]}. Del mismo modo, se denomina la linea critica

alarecta {s€C|o=1}.

Teorema 2.34. Los unicos ceros de ((s) distintos de los ceros triviales se encuentran en la

banda critica.

Demostracion. Como ya anticipidbamos con el Producto de Euler 2.19, el hecho de que la funcién
Zeta se exprese como producto infinito de factores no nulos para o > 1, ya implica que no se
anula para dichos valores. Ahora bien, si ¢ < 0, utilizando (2.6) y teniendo en consideracion la

no nulidad de la funcién Gamma, asi como el Corolario 2.32, podemos deducir lo siguiente

¢(s) = 2(2m)*"'T(1 — s) sin (%) C(1—s)=0 <= sin (%) =0,

Utilizando a continuacién la propiedad 3 de la exponencial compleja, presente en 1.17
. (TS ez —e 7 ;s _;xs ; . .
5111(7) :T:O = e'2 =e'2 = " =1 << Ik eZ]|ins=2kmi.

i

Finalmente, como o < 0, obtenemos directamente los ceros triviales s = 2k, k < 0, por lo que si

((s) se anula en algin punto que no sea un cero trivial, ha de ser dentro de la banda critica. [

Observacion 2.35. Los ceros de ((s) que se encuentran en la banda critica se denominan ceros

no triviales. Estos ceros son los que apareceréan en la hipotesis de Riemann.
Teorema 2.36. Los ceros no triviales se situan simétricamente respecto a la linea critica.
Demostracion. Sea s un cero no trivial, es decir, un nimero complejo tal que ((s) = 0, con

o € (0,1). Entonces, por (2.5) resulta (1 — s) = 0. Es decir, s* = 1 — s es también un cero no

trivial. O

Teorema 2.37 (de Hadamard-de la Vallée Poussin). Se tiene (1 + it) # 0, para todo t # 0.

Demostracion. Si o > 1, obtenemos dividiendo por o — 1 en (2.16) lo siguiente

¢(s)

o—1

4 1
C(o +2it)] = —- (2.18)

{(o = 1))}’
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Ahora bien, considerando el limite & — 17, podemos observar que el primer factor converge a 1,
ya que ((s) tiene un polo simple en s = 1 con residuo 1, y el tercer factor converge a |((1+ 2it)].

Si existiese t € R con t # 0, tal que ((1 + it) = 0, entonces se tendria

Clo+it) — (1 +it)|*

oc—1 o—1t

(1 +it)] "

Por lo tanto, el lado izquierdo de (2.18) convergeria a |¢'(1 + it)|* |¢(1 4 2it)| cuando o — 17T,
mientras que el lado derecho de (2.18) tiende a oo cuando o — 17, obteniendo una contradiccion.
O

Corolario 2.38. Se tiene ((it) # 0 para todo t € R.

Demostracion. Es una consecuencia directa del Teorema 2.37, junto a (2.6). O

Teorema 2.39. Sio >0, s # 1, entonces

X _1yn—-1
(1=2"")¢(s) =) (Gt i (2.19)

n=1 n’
Por lo tanto, si s = o € (0,1) entonces ((s) < 0.
Demostracion. Sea o > 1. Entonces, se tiene
| =1
12t =y —-2 =(1+27° 43+ ) =225 +475+67 5+
( ) ¢(s) nz::l” ;(Qn)s(+ +37 54 ) =227 AT 6 )

=1-2""437° -4 +57° -6 "4

lo cual demuestra (2.19) para ¢ > 1. Ahora, si ¢ > 0, s # 1, como la serie de la derecha en (2.19)

converge y ambos miembros de (2.19) son holomorfos, se tiene por el Principio de identidad 1.41
(Gl

L s alternada

que (2.19) es cierta para o > 0,s # 1. Finalmente, si s € R, la serie Y ~
y con suma positiva, por lo que si s € (0, 1), entonces (1 — 21_3) < 0y entonces ((s) < 0. O

Observacion 2.40. Como consecuencia de los Teoremas 2.37 y 2.39, asi como del Corolario 2.38,
la funcién Zeta de Riemann no tiene ceros en el eje real, a excepcion de los ceros triviales, ni en

el eje imaginario puro, ni en la linea o = 1.

El siguiente teorema, probado por Godfrey Harold Hardy en 1914, fue el primer resultado
tedrico que se tuvo sobre los ceros de ((s) en la linea critica. No se incluye esta prueba por su

longitud y complejidad pero varias pruebas de este teorema se pueden encontrar en [17].
Teorema 2.41 (de Hardy). ((s) tiene una infinidad de ceros en la linea critica.

Observacion 2.42. Relacionado con la distribucién de los ceros de la funcién Zeta de Riemann en

la linea critica, destaca también la hipdtesis de Lindeldf, segtn la cual C(% +it) = O(t°),Ve > 0.
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A continuacién, exponemos un razonamiento, cuyos fundamentos se encuentran rigurosamen-

te explicados en [17].

Se puede demostrar que =(s) tiene una infinidad de ceros y que por lo tanto, lo mismo es
cierto para £(s). Ahora bien, se tiene que los ceros triviales de ((s) no se corresponden con ceros
de &(s), puesto que se cancelan con los polos de I' (%) en la definicion de £(s). Del mismo modo,
se deduce de la definicion de £(s) y de las propiedades demostradas sobre los ceros de ((s), que
todos los ceros de &(s) estan en la banda critica y son ademas ceros de ((s), ya que s(s—1)I" ()
no tiene ceros en dicha banda, a excepcion de s = 1, el cual se cancela con el polo de ((s). Se
prueba de este modo que ((s) tiene una infinidad de ceros en la banda critica. Ademas, en [24],
Riemann prueba que la funcion Z(s) de la Observacion 2.16 es una funcion entera, cuyos ceros

i

tienen parte imaginaria entre —5 e 5. En dicha memoria, Riemann escribe también el siguiente

resultado, que nosotros escribiremos en formato de teorema.

Teorema 2.43. Se tiene que los ceros no triviales de la funcion ((s) son los nimeros complejos

s = 3 +ia, donde o es un cero de =Z(s).

Para finalizar la seccion, se enuncian ciertas propiedades sobre los ceros de la funcion Zeta,
cuya demostraciéon omitiremos por los mismos motivos que previamente. Del mismo modo, se
muestra una de las propiedades més importantes de la funcién Zeta, la universalidad. La prueba

de este ultimo resultado se puede consultar en [2] y [3].

Teorema 2.44. Sea No(T) el nimero de ceros de ((s) de la forma s =  +it con 0 <t < T.

Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

. Eziste una constante A > 0 tal que No(T) > AT. Por tanto, No(T) — oo cuando T — oo.

. Euxiste una constante B > 0 tal que No(T') > BT log(T).

Teorema 2.45 (Sobre la universalidad de la funcion Zeta). Sea S un subconjunto compacto de
la banda {s € C | 1 < o < 1} tal que C\ S es conezo. Sea f : S — C una funcién continua en S
y holomorfa en el interior de S. Si f no tiene ceros en S, entonces para todo € > 0, existe t > 0

tal que

IC(s+it) — f(s)| < e para todo s € S.

Ademds, si A denota la medida de Lebesgue, se tiene

T—o0

h’minf%)\ <{t €[0,77 | l?eés)‘(’C(s +it) — f(s)| < 5}) > 0.
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2.4. Aplicaciones de ((s)

2.4.1. La Zeta-regularizacién

La principal aplicacién de la funcion Zeta de Riemann en la fisica es en lo que se conoce como
Zeta-regularizacion. Este método, consiste en una asignacién de valores finitos, a cantidades
infinitas, debidas generalmente a series, productos infinitos o integrales divergentes, haciendo
uso de ((s). La idea es identificar la divergencia con esta funcion, y posteriormente, aplicando
las definiciones que figuran en la seccion, usar la extension analitica de ((s), eliminando asi la
divergencia. Uno de los primeros cientificos en describir este tipo de procedimiento, fue el fisico
teorico Stephen Hawking, quien en su articulo [16], establecié un método para Zeta-regularizar
integrales de camino cuadraticas en espaciotiempo curvo. Toda la teoria que aparece sobre la
Zeta-regularizacion se puede consultar con detalle en [12]. A continuacion, introduciremos varias

definiciones que permiten asignar un valor finito a series o productos infinitos divergentes.

Definicion 2.46. Sea a = ) _ya, una serie divergente. Se define, en caso de que exista, la

suma Zeta-reqularizada de Y _y a, como el valor (4(—1), donde

neN
1 .
Cals) = Z —, para o suficientemente grande.
neN "
Ejemplo 2.47. Un caso particular en el que se puede encontrar una suma Zeta-regularizada es

en el caso de que a,, = n, para todo n € N*. En tal caso, se tiene que (,(—1) = ((—1) = —1/12.

Definicién 2.48. Dado un operador A, con autovalores positivos (A;)jen y verificando ciertas

propiedades, se define su funcion zeta, denotada por (4(s), como

Ca(s) =trA™° = Z AT = Z e~*196(N) | para o suficientemente grande. (2.20)

jeN jeN
Observacion 2.49. Estas funciones zeta son lo que se utiliza, en general, para Zeta-regularizar
muchos objetos matematicos divergentes. Ademas, derivando la expresion (2.20), se obtiene
Ch(s) = — 3 log(Ag)e 108N, (2.21)
JEN

Evaluando (2.21) en s = 0, se obtiene (}4(0) = — 3,y log();) = —log (HjeN )\j) . Esto motiva
la siguiente asignacion finita al producto infinito divergente [] jeN Aj.
Definicién 2.50. Sea a = [[;ey

autovalores positivos de un cierto operador A. Se define su producto infinito Zeta-reqularizado,

A; un producto infinito divergente, donde (\;);en son los

como el valor exp{—¢’,(0)}.

Observacion 2.51. Esta definicién es de gran valor en la teorfa cuantica de campos, donde es

frecuente encontrarse operadores para los que [[;.; A; es divergente.
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En las siguientes dos secciones, trataremos dos casos particulares en los que tanto las funciones

zeta, como ((s), se han utilizado para regularizar y realizar calculos en teoria cuéntica de campos.

2.4.2. El efecto Casimir

Para la elaboracion de esta seccion, se ha empleado principalmente [12], por lo que se reco-

mienda al lector acudir a dicha obra para obtener méas detalles.

El efecto Casimir, introducido por primera vez en 1948 por Hendrik Casimir, es un fené6meno
fisico por el que dos placas neutras, infinitas, conductoras y paralelas, situadas extremadamente
cerca en el vacio, se sienten atraidas por una fuerza. Cabe destacar que, en un primer momento,
el efecto Casimir se explicaba utilizando las fuerzas relativistas de Van der Waals, asi como la
teoria de Lifshitz. Hoy en dia, sin embargo, la teoria cuéntica de campos sugiere una perspectiva
maés razonable, utilizando lo que se denomina punto de energia cero del vacio. Este razonamiento
postula que la fuerza del efecto Casimir proviene de desviaciones del punto de energia cero del

vacio, debido a condiciones externas.

En esta seccidén veremos cémo la funcion Zeta de Riemann, asi como las funciones zeta que
se han definido previamente, se pueden aplicar para realizar calculos y expresar magnitudes en
dicho efecto. Debido al nivel de complejidad que suponen los calculos involucrados, se ha optado
por presentar las conclusiones y hallazgos que vinculan el efecto Casimir con la funcién Zeta de

Riemann y la Zeta-regularizacion.

Con respecto al efecto Casimir, se considera una energia que resulta fundamental en el calculo

de la fuerza. Esta energia se denomina energia de Casimir y se puede expresar como

h
ECas = 5 Z Wn,,
neN

donde h = 6,63 x 10734J - s denota la constante de Planck y w? representan los autovalores
del operador de Klein-Gordon. Ahora bien, esta suma es, en general, divergente, por lo que
conviene regularizarla. Tras ciertos célculos complejos, se llega a la siguiente expresion de la

energia Zeta-regularizada

1
h M\2° R 1
Ereg(e) = §CMZ (M2> = §C/~L<D3 <6 - 2) ’

neN
donde D3 es un cierto operador cuyos autovalores son A, ¢ es la velocidad de la luz y p es un
valor fisico. Ahora, simplificando las hipotesis y suponiendo que las placas tienen superficie Sy
se encuentran a una longitud L, realizando algunos célculos y utilizando la Zeta-regularizacion,

se puede llegar a obtener una expresion para la energia de Casimir como

heSt?
Ecas(L, S) = _WC(_S)'
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Finalmente, aplicando (2.12) y teniendo en cuenta que By = —1/30, se tiene que ((—3) = 1/120

y por lo tanto
heS7? 1 heST?

T2I3 120 1440L3°

Podemos ver entonces como la funcion Zeta de Riemann ha permitido realizar avances en el

Ecas(L, S) = (2.22)

calculo de la energia de Casimir. Para finalizar, cabe remarcar que varios avances en el campo
han permitido realizar modificaciones sobre las hipétesis del efecto Casimir y, en la mayoria de
ellas, el papel de las funciones zeta resulta fundamental, tanto para regularizar las operaciones,

como para expresar las conclusiones.

2.4.3. Electrodinamica cuantica

En esta seccion, veremos como ((s) influye en el campo de la electrodinamica cuantica y
como podemos obtener, desde una perspectiva matemética, ecuaciones que se obtienen como el
resultado de ciertos fenémenos fisicos. La informacion presente en esta seccion se basa en [11],

por lo que se recomienda al lector acudir a tal obra para profundizar.

Para comenzar, conviene saber que, en fisica, un lagrangiano es una funcién que ayuda a des-
cribir el comportamiento de un sistema dinamico. Ahora bien, resulta que el primer lagrangiano
efectivo en teorfa cuantica de campos fue introducido por primera vez por Werner Heisenberg y
Hans Euler, en 1936. Este lagrangiano considera una modificacién del lagrangiano clasico de un
campo electromagnético constante. Esta modificacién se debe a la polarizacion del vacio cudn-
tico, es decir, el efecto de un campo electromagnético constante exterior en el movimiento de

electrones en el vacio.

Para simplificar, consideraremos un campo magnético constante en el eje Z. En este caso, el
lagrangiano modificado tiene la forma £(B) = £ (B) + £M(B), donde

2

oo ,—im*=s 1
/ 673 [(eBs) cot(eBs) + g(eBs)2 — 1] ds.
0 S

1

1
0 — _-pg2 (1) -
L 2B , LYW(B) 82

Para calcular la integral que define £() (B), se utilizo, entre otros métodos, la Zeta-regularizacion,
obteniendo una expresién que no es demasiado manejable, pero que, para valores fuertes del
campo ;—Bg > 1, la expresion se simplifica y de hecho se obtiene

2
, 1 _ (eB) eB ,
lim L (B) = 512 {log (mQ +12¢°(—=1) — 1 + log(2) ¢ . (2.23)

B oo
m

Por otro lado, también se ha encontrado que

lim £(B) = (eB)” {log (;ﬂi) . ig’(z)}. (2.24)

B o 2472 T
m
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Igualando ahora (2.23) y (2.24), se obtiene
6
12¢'(=1) — 1 = —log(27) — v + pg’(z). (2.25)

Es relevante observar que (2.25) no proviene de consideraciones propias de la matemaética pu-
ra, sino de un fenémeno fisico, que surge al considerar el movimiento de electrones en el vacio,
sometidos a un campo magnético clésico, que es constante, externo y fuerte. Esto pone de ma-
nifiesto una de las maneras en que la funcién ((s) interviene en la fisica y, en particular, en el
tratamiento del vacio cuantico. El teorema que se muestra a continuacion, permite obtener (2.25)

directamente, aplicando (2.6).
Teorema 2.52. Se verifica la ecuacion 12¢'(—1) — 1 = —log(27) — v + %C’(Q).
Demostracion. Como la funcion ¢(s) es holomorfa, entonces ¢’(s) también es holomorfa, en virtud

del Corolario 1.42, por lo que la expresion (2.25) tiene sentido. Anélogamente ocurre para la

funcion T'(s). Teniendo en cuenta que 2(21)~! = 5182 els=D1og(m) ¢ derivando (2.6), se tiene
¢'(s) =(log(2) + log(r))2°7* L sin (%) (1 — 8)C(1 — 5)
E s, s—1 E o o
+ 22 T cos( 5 )F(l s)C(1—s) (2.26)
— 92575 Lgin (g) ('(1 = $)C(1—5) + (1 — 5)'(1 — 5)) .

Ahora evaluando (2.26) en s = —1 y utilizando que ((2) = %2 (problema de Basilea), junto a
(1.11), se tiene

1 1 1 1 1 6
'(=1) = —log(2)— — 1 — 4+ (1-7)=+—=2)= — |1 —log(2r) — —('(2
es decir, 12¢'(—=1) — 1 = —log(2m) — v + 5('(2). O
Observacion 2.53. Utilizando un razonamiento similar, evaluando (2.26) en s = —2, se tiene

¢'(=2) = Z27 21 3 cos(—m)I(3)¢(3), y como I'(3) = 2I'(2) = 2, se tiene ((3) = —472'(-2).
Ahora bien, ((3), que como sabemos es la constante de Apéry, es un valor necesario para rea-
lizar numerosos céalculos en electrodindmica cuéntica. Por ejemplo, se utiliza para calcular las
correcciones radiactivas de segundo y tercer orden del momento magnético andémalo del electron
y el muén. También es ttil para comprender el decaimiento de 7% en dos fotones. Ademés, los
valores ('(1) y ¢'(—2) son fundamentales para evaluar los efectos de la contribucién no lineal de

Euler-Heisenberg en el lagrangiano modificado en electrodinamica cuantica.

2.4.4. La ley de Zipf

Otro de los aspectos en los que la funciéon Zeta de Riemann ha influido considerablemente

es en la teoria de la probabilidad. Esta influencia se manifiesta en gran parte en dos conceptos
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profundamente relacionados: la distribuciéon Zeta y la ley de Zipf. Para la redaccion de esta parte,

las referencias principales seran [20], [23] y [25]. Comenzaremos con la distribucion Zeta.

Definicion 2.54. Se dice que una variable aleatoria discreta X sigue la distribucién Zeta, o la
distribucién de Pareto discreta, con parametro ¢ > 1 si su funciéon de masa de probabilidad es

P(X =n)= %, para todo n € N*.

Observacion 2.55. Aunque en [20] esta definicion se dé para o > 0, aqui se ha optado por
considerar o > 1 ya que de esta forma podemos utilizar la definicion de ((s) como una serie.

A partir de la Definicion 2.54 resulta evidente la siguiente proposicion.

Proposicion 2.56. Si X es una variable aleatoria que sigue una distribucion Zeta con pardmetro

o, entonces su funcion de reparticion viene dada por

Hy o =\
P(X <n)= C(U’), donde H,, , = Zg .
j=1

El interés fundamental de esta distribucién es que es el elemento matematico empleado en la
ley de Zipf para la resolucion de diversos problemas. Esta ley, introducida en 1949 por George
Kingsley Zipf, es una ley empirica, que sostiene que la frecuencia de apariciéon de la n-ésima
palabra mas frecuente en una lengua dada es inversamente proporcional a n. Esto es, si f,
denota la frecuencia de la n-ésima palabra mas frecuente, entonces f, o 1/n?, donde ¢ es un
namero real positivo poco superior a 1. Se recomienda al lector acudir a [23] o [25] para una
lectura detallada al respecto. A modo de ejemplo, es interesante remarcar que en la mayoria de
lenguajes naturales se aplica la ley de Zipf, e incluso en la miisica. Se piensa que esto es asi
debido al principio del minimo esfuerzo. Ademas, la ley de Zipf no solo se utiliza en lingiiistica,
sino que puede generalizarse a una situacién en la que se tiene una lista de valores ordenados
asociados a una divisiéon en m grupos de una poblacién, en la que se postula que el valor n-ésimo
es inversamente proporcional a n. En este contexto, se puede utilizar una versién aproximada de

la distribucién Zeta para realizar los calculos de la siguiente forma

k—O'
P(X =k) = o cono > 0, para todo k € N*.

Esta generalizacion se aplica en diversos campos como la geoestadistica, trafico en la nube,
economia, etc. Esto permite extender las aplicaciones de la funcién Zeta de Riemann a dominios

méas amplios, no sblo limitandose a aspectos cientificos.

Aunque no se presente en esta seccion debido a la importancia de la misma, es obvio que una
de las aplicaciones maés relevantes de la funcion ((s) es en el campo de la teoria de nameros, en
particular, en la distribucién de los numeros primos. Esta aplicacion se tratara en profundidad

en el siguiente capitulo.



Capitulo 3
La hipo6tesis de Riemann

La hipotesis de Riemann es uno de los problemas méas importantes en matemaética pura,
llegando a formar parte de los siete problemas del milenio. En este capitulo, se estudiara la
hipétesis que le da nombre; comenzando con su contexto histoérico, siguiendo con una prueba
del teorema de los nimeros primos basada en la funcion Zeta de Riemann y finalizando con un

anélisis de la hipotesis de Riemann. Esta hipotesis se enuncia a continuacion.

Hipdtesis de Riemann (HR). Todos los ceros no triviales de la funcion ((s) tienen parte real

igual a %

3.1. Contexto historico

En esta seccion introduciremos el contexto histérico que rodea la aparicién de la hipotesis de
Riemann, para el que nos basaremos principalmente en [4], [6] y [8], que seran buenas referencias

para el lector en caso de buscar méas detalles.

Como comentabamos en la introduccion, la primera relacion entre los ntimeros primos y {(s)
aparece en 1748, en el libro de Euler Introductio in Analysin Infinitorum, bajo la forma del
Producto de Euler 2.19. Euler también demostré que la divergencia de la serie > ; % implicaba
la infinitud de los ntimeros primos. Esta infinitud habia sido probado previamente por Euclides en
la proposiciéon 20 del libro IX de sus Elementos. Uno de los grandes logros de Euler es conectar los
campos del analisis y teoria analitica de niimeros, sentando las bases de los posteriores trabajos
de Riemann. En 1837, Dirichlet prob¢ la existencia de una cantidad infinita de nimeros primos en
cualquier progresién aritmética mn+p con m y p enteros coprimos positivos y doce anos después,
Gauss escribe en una carta que el mimero de primos inferiores a una cantidad z, denotado por

7(x), se puede aproximar asintoticamente bien por la funcién li(z), definida para x # 1 (para

41
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x > 1 se debe ver como un valor principal de Cauchy) por la expresion

T g
11(95):/ 1 iy
0 ogu

Otra figura relevante en este contexto es la de Tchebychev, quien publica una memoria en 1850

en la que se estudia por primera vez w(z) de una forma mas rigurosa. Tchebychev comienza

tomando logaritmos en el Producto de Euler 2.19

— Zlog <1 — pls> +log(s — 1) =log((s — 1){(s)).

peP

Continta escribiendo que

1 _L > 1 _l —x,.s—1
C(S)_l_s—l_l“(s)/o (ex—l x)e v dr.

A partir de esta formula y tras ciertos calculos, Tchebychev es capaz de validar la intuicion de

Gauss sobre Li(x). Posteriormente, Tchebychev introduce en un articulo las funciones

)= Y logp , @) =9(x)+I(a)+9(Jx)+-

p<z,peP

y prueba que

Z o (%) = log|x]!.

n<z
A partir de esta identidad, consigue obtener cotas inferiores y superiores para ¢(z), 9(x) y m(x),
algo que supuso un primer gran avance en la comprension de los nimeros primos. Ahora bien, el
paso fundamental que dio inicio a la hip6tesis de Riemann tiene lugar en 1859, cuando se publica
la memoria de Riemann [24], cuyo titulo se puede traducir al castellano como “Sobre el nimero
de primos menores a una cantidad dada”. Los conceptos que Riemann introduce en esta obra

gozan de una alta originalidad. Para empezar, escribe la igualdad integral del Teorema 2.4

—x

1 oo g5l
C(s) = F(s)/o T dx, para o > 1,

y obtiene la extension analitica y la ecuacion funcional. Después, introduce la funcion £(t), que en
nuestra notacion, es la funcion Z(s) de la Observacion 2.16, establece algunas de sus propiedades
y proporciona la ecuacién funcional en su forma simétrica. Contintia escribiendo el logaritmo del

Producto de Euler 2.19 como una transformada integral, vilida para o > 1

%log((s) = /100 O(z)z " de,

donde

1

I(z) = m(z) + =7 (V) +§7T(\3/;;) 4+
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Finalmente, Riemann expresa II(z) como una integral compleja y la calcula usando el Teorema
de los residuos 1.68, considerando las singularidades de log ((s) en s = 1 y en los ceros de ((s)

y, tras ciertos célculos, se obtiene la denominada férmula de Riemann

w(a) = Y (g10m),
n=1

donde

. . o dt
f(x) :h(x)—zp:h(xp)—log2+/x 2 1logt’ (3.1)

y donde la suma que aparece en (3.1) se realiza sobre los ceros no triviales p de la funcion ((s)
de forma simétrica, segtin el Teorema 2.36. Esta formula pone de manifiesto de forma explicita

la influencia de los ceros de la funciéon ((s) en la distribucion de los nimeros primos.

En esta misma memoria, Riemann realiza el siguiente comentario sobre Z(s) (traducido al
castellano): “... es muy probable que todas las raices sean reales. Sin ninguna duda, uno desearia
tener una prueba rigurosa de esta proposicion; sin embargo, he dejado esta investigacion a un
lado por el momento, debido a algunos insatisfactorios intentos, porque parece innecesario para el
objetivo inmediato de mi estudio.” Este comentario condujo a la versién original de hipétesis de
Riemann, que postula que todos los ceros de la funciéon =(s) son reales. En virtud del Teorema

2.43, la versién original es claramente equivalente a la que se formula al inicio del capitulo.

3.2. Teorema de los niimeros primos

Comenzamos la seccién introduciendo un par de definiciones que seran fundamentales en la

teoria de niimeros y, en particular, para estudiar la distribucién asintética de los niimeros primos.

Definicién 3.1. Se define la funcion contadora de primos, denotada por m(z), como el ntimero

de primos menores o iguales a x.

Definicién 3.2. Sean f y g dos funciones definidas en un entorno de s (finito o infinito). Se dice
que f y g son asintéticamente equivalentes en el punto sg, y se denota por f(s) ~ g(s) cuando
s — Sp, sl

lim /()

s=s0 g(s)
En las mismas condiciones, se denota f(s) = O (g(s)) cuando s — sp, si existe M > 0 tal que
|f(s)] < Mlg(s)| para todo s en un entorno de sg. Ademaés, se denota por f(s) = o(g(s)) cuando

s — sp si, para todo € > 0, se tiene que |f(s)| < €|g(s)| para todo s en un entorno de so.

Ahora, la primera version del teorema de los niimeros primos enuncia lo siguiente.
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Teorema 3.3 (de los nimeros primos). Se tiene la siguiente relacion asintotica

T

i)~ log(x)

cuando x — 00.

Existen varias versiones equivalentes al Teorema 3.3. Por ejemplo, una que utiliza la funcion
W(z) = ZpeP,pgz logp, y que postula ¥(x) ~ z cuando  — oo, o también la version que utiliza
el logaritmo integral 7(x) ~ li(x) cuando z — oo. Sin embargo, la version equivalente que se

demostrara en este trabajo es la presente en [1] e involucra a la siguiente funcion.

Definicion 3.4. Se definen la funcion de Chebyshev 1(z), y la funciéon ¥ (x), como

v() = YA L wnlo) = [ o) du.

n<x
La versién equivalente al Teorema 3.3 que demostraremos es
Y(z) ~ x cuando  — oo. (3.2)
Para ello, demostraremos en primer lugar que
L o
P1(x) ~ 3% cuando z — 00 (3.3)
implica (3.2), y luego probaremos (3.3).

Proposicion 3.5. Se tiene

Yir(x) = (x —n)A(n). (3.4)

n<x

Ademas, la relacion asintdtica (3.3) implica (3.2).

Demostracion. Si consideramos la funciéon aritmética a(n) = A(n), entonces a(n) > 0,Vn € N*
y basta con aplicar los Lemas III1.13 y III1.14 para obtener A(x) = ¥ (x) y Ai(x) = ¥1(x). O

Introducimos a continuacién un lema que nos sera de utilidad para expresar 1 (z)/z? como

una integral de contorno.
Lema 3.6. Sic >0 yu >0, entonces para todo entero k > 1, se tiene

1 petooi u—s (I—uf si0<u<l,

% c—001 5(5+1)(8+k)

1
ds — k!
0 stu>1,

donde la integral es absolutamente convergente.
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Demostracion. En primer lugar, como se tiene la ecuacion funcional (1.4), tenemos que el inte-
grando es igual a u™*I'(s)/I'(s+ k+1). Ahora, definiremos un contorno sobre el que aplicaremos
el Teorema de los residuos 1.68. Sea pues C'(R) el contorno que se muestra en la Figura 1.4.
Notese que dicho contorno depende del valor de u, y supongamos que el radio R del circulo es
mayor que 2k + ¢, de manera que todos los polos s = 0,—1,..., —k se encuentren dentro del
circulo. A continuacién, demostremos que la integral sobre los arcos circulares tiende a 0 cuando
R — oo. Para un numero complejo s = o + it en dichos arcos, tenemos |s| = R, y ademaés, si
0 <wu <1, lafuncién (de o) u™7 es creciente, mientras que si u > 1, la funcion es decreciente.
En cualquier caso, siempre tenemos ©v~ 7 < 4~ ¢, de manera que

—s

—a —C

u _ u u
s(s+1)---(s+k)| |slls+1]---|s+k ~ R\s—l—l] s+ k|

Ahora bien, como R > 2k, se tiene para 1 <n < k que

N[

ls+n|>|s|l—-n=R-n>R—k>

Por lo tanto, el médulo de la integral sobre cada arco circular esta acotado por

2m Ru~¢

rmr O

Como k > 1, esto tiende a 0 cuando R — oo, que es lo que queriamos ver. Continuando con la
demostracion, si u > 1 el integrando es holomorfo en C(R), por lo tanto la integral vale cero en
este caso. En cambio, si 0 < u < 1, podemos calcular la integral con el Teorema de los residuos
1.68. Los polos del integrando son s = 0,—1, ..., —k, por lo tanto, aplicando (1.5) y teniendo en

cuenta en * que los polos de I'(s) son simples, junto a la propiedad 2 de 1.69, se tiene
k
1 u T (s u" T (s) * u”
— ds = R - — R
271'2/0( R) (S+k+1 Zs—e—n< S+k+1)) Z (k—i-l—n)s_e—sn ()

_Z _nln|_klz<> (1;:'lé)k

Finalmente, haciendo R — oo, se obtiene el resultado enunciado en el lema. O

Teorema 3.7. Sic>1 yx > 1, entonces

e e ) o

Demostracion. Por (3.4), se tiene ¢ (x)/z =3, -, (1 —n/x)A(n). Aplicando ahora el Lema 3.6

con k =1y u=mn/z, se tiene paran < z

1 eteot (g /n)*

— ————ds.
270 Jorooi S(s+1)

1-2 =
Xz
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Multiplicando por A(n) y sumando sobre n < z, se obtiene

c+o01 A( x/n c+o001t (n $/n)s
Z 2i /C ﬁ Z 2i /C W ds, (3.6)

ya que la integral se anula si n > x (por el Lema 3.6). Denotando por

(),

fn(z) =

se puede reescribir (3.6) como

= Fals) ds. (3.7)

) 5= [

n—1 " c—oot

Ahora, para intercambiar la suma con la integral, basta con probar que

o c+o01
| fn(s)| ds (3.8)

es convergente. Para ello, podemos expresar sus sumas parciales como
N c+o01 A c N A c+oot c
Z/ (n)(z/n) ds =3 (761)/ LA <AZ )
c ] ’3"3+1’ n c—001 | HS+1’

n=1"7 ¢ n=1

donde A es una constante, por lo tanto la serie (3.8) converge. Intercambiando suma con integral
en (3.7) y aplicando (2.15)

T c4o0i X c+o0i 8 00 n
2 TS s = > 2

x —ooi it 270 Joooi S(s+1) — n (3.9)
1 c+o001 s / ’
_ x (_C (8)) ds.
270 Joooi S(s+1) ¢(s)
Finalmente, basta dividir por x en (3.9) para obtener (3.5). O
Teorema 3.8. Sic>1yx > 1, entonces

1 1\* 1 ool

dulw) LA 1V L 25 Lh(s) ds, (3.10)
x? 2 x 2700 J o ooi

donde

1 ! 1
h(s) = G .
s(s+1) C(s) s—1
Demostracion. Comenzamos aplicando el Lema 3.6 con k = 2 para obtener

1 1\? 1 feteo z’
“(1=-2) = / ————ds,
2 x 270 Jorooi S(s+1)(s +2)

donde ¢ > 0. Sustituyendo s por s — 1 en la integral, manteniendo ¢ > 1 y restando el resultado

a (3.5), se obtiene (3.10). O



3.2. Teorema de los nimeros primos 47

Teorema 3.9. Sea x > 1. Entonces,

Pr(z) 1 ( 1>2 1 [ o it
(1) == [ h@rit)etiosT gy,
x2 2 x 21 J_ o

donde la integral [*_|h(1+it)|dt converge. Entonces, por el Lema de Riemann-Lebesgue I11.22,
se tiene que
72
P1(x) ~ 5 cuando T — 00

y por tanto también se tiene

Y(x) ~x cuando © — 0.

Demostracion. En primer lugar, notemos que la funcion —¢’(s)/¢(s) —1/(s — 1) es holomorfa en
s = 1 ya que, en virtud del punto 4 de la Proposicion 1.69, tanto —(’(s)/{(s) como 1/(s — 1)
tienen un polo simple en s = 1 con residuo 1, de manera que su diferencia es holomorfa en s = 1.
Ahora, probaremos que podemos mover el camino sobre el que se integra en (3.10) a la linea
o = 1. Para ello, podemos aplicar el Teorema de Cauchy 1.49 sobre el rectdngulo R que se muestra
en la Figura .5. La integral de 57 1h(s) sobre R es 0 ya que el integrando es holomorfo tanto
en R como en su interior. Ahora, probaremos que las integrales sobre los segmentos horizontales
tienden a 0 cuando T — oo. Como el integrando tiene el mismo valor absoluto en los puntos

conjugados, es suficiente con considerar el segmento t = T'. Sobre este segmento, se tiene

'<1<1
s(s+1)(s—1)| — T3 — T%

1 < 1
s(s+1)| — 17 Y

En virtud del Teorema 2.31, existe una constante M > 0 tal que |¢'(s)/¢(s)| < Mlog”t para
todo o > 1yt > e. Por lo tanto, si T > e, entonces

Mlog® T

h(s)| < =5 —

lo que implica

c Mlog® T log? T
S/l xcfl%dazchfl Oiz (c—1).

/C 25 h(s) ds

1

Por lo tanto, las integrales a lo largo de los segmentos horizontales tienden a 0 cuando 7" — oo

c+oot 1400t
/ 5 h(s)ds = / 25 h(s) ds.

—001 1—o02

y se tiene

Escribiendo s = 1 4 it en la linea o = 1, se obtiene

1 14001 1 [e'e) -
b w sy ds = o [ B+ it s (3.11)

1—o02 —00
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Para probar que la integral converge absolutamente, podemos dividir la integral de la siguiente

/_Z|h(1—|—it)’dt_ </_:+/_Z+/eoo+> |h(1 + it)| dt.

Ahora, por el Teorema 2.31, se tiene que para t > e

forma

. Mlog”t
|h(1+it)| < 2
y entonces la integral f:o |h(1 + it)| dt converge, ya que asi lo hace la integral de M log®t/t2.
Del mismo modo lo hace [~ [h(1 + it)|dt, y por lo tanto [*_|h(1 + it)|dt converge. Basta
entonces con aplicar el Lema de Riemann-Lebesgue I11.22 para obtener 11 (x) ~ x2/2 cuando
x — 00. Finalmente, por la Proposicion 3.5 se tiene ¢ (x) ~ x cuando x — oo, lo que finaliza la

prueba. O

Observacion 3.10. Notese que en esta prueba, para poder mover el camino sobre el que se integra
en (3.10), hemos necesitado que ((1+it) # 0 para todo t # 0, es decir, el Teorema de Hadamard-

de la Vallée Poussin 2.37. Este paso es fundamental en la demostracion.

Este teorema muestra, de nuevo, la intrinseca relacion de ((s) con los niimeros primos. Ade-
mas, este teorema tiene aplicaciones en diversos campos de la teoria de niimeros, como por
ejemplo en la funcion indicatriz de Euler ¢(n) o en la funcion divisor d(n). Se recomienda al

lector acudir a [1] para profundizar mas en cualquiera de ellas.

3.3. Sobre la validez de la hip6tesis de Riemann

En esta seccion, se tratara de dar una vision global acerca de (HR). Para ello, se daran ciertas
equivalencias de (HR) y algunas hipotesis relacionadas, se revisaran las consecuencias que supone

su validez y finalmente se vera la evidencia que existe (por el momento) acerca de la misma.

3.3.1. Equivalencias

En primer lugar, (HR) es equivalente a las siguientes afirmaciones, que han sido recopiladas
a partir de [5], [8] vy [17], y que por tanto, se recomienda al lector acudir a tales obras para

profundizar:
dt

— 3.12
o1’ (3.12)

7(z) = Li(z) + O (Valogz) , donde Li(z) = /2 '
Y(x) =z + O(vrlog? z),
2

X _
/ (1/1(3:)36) dx ~ Clog X cuando X — oo,
1
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o
n 1
La serie E A ) es convergente para o > —,
ns 2

n=1

M(z) = Z,u(n) =0 (x%ﬁ) , para e > 0, (3.13)

n<x

donde la funcién M (z) se denomina la funcion de Mertens. Ademas, la siguiente afirmacion

implica (HR)

X 2

M

/ < (m)) dr ~ Clog X cuando X — oo.
1 i

Ademas de las equivalencias mencionadas, existen muchas otras que poseen un formato similar.
El interés de estas equivalencias reside principalmente en proporcionar equivalencias asintéticas
que, como acabamos de ver con la prueba del Teorema de los ntimeros primos 3.9, podrian ser

mas faciles de demostrar mediante métodos analiticos.

3.3.2. Hipotesis relacionadas
Hipétesis de Riemann generalizada

Uno de los motivos por los que (HR) es un problema tan importante, es porque la funcion
((s) no es una funcion aislada, sino que méas bien, es un caso particular de un tipo de funciones

més generales, denominadas funciones L de Dirichlet. Estas funciones se definen a continuacion.

Definicion 3.11. Se define la funcion L de Dirichlet asociada al caracter de Dirichlet x,, II1.9,

denotada por L(s, xm), a la extension analitica de la denominada serie de Dirichlet siguiente
nS
n=1

Observacion 3.12. Para el caracter de Dirichlet x; con modulo 1, es evidente que L(s, x1) = ¢(s).

, para todo o > 1.

Pues bien, resulta que sobre estas funciones L de Dirichlet se pueden obtener propiedades

similares a las obtenidas para la funcion Zeta de Riemann, como el producto de Euler

1
L(s,xm) = H ———— paratodo o > 1,
nep L~ Xm(P)P™?

o la ecuacion funcional (ver Definiciones I11.9 y II1.10)
m*~1T(s)
(2m)*

De hecho, si 0 > 1y x es el cardcter de Dirichlet médulo m principal, entonces x,,(p) = 0 si

L(l -5, Xm) = {e—iws/2 + Xm(_l)eimg/z} G(l, Xm)L('S’Xim)'

plmy xm(p) =1sipfm, de manera que

L) =TT =TT TTa - w9 =< [Ja ).

ptm peP plm plm
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También se comparte la definicion de cero no trivial, como aquellos ceros de L(s, xm) en el
interior de la banda critica. Se aconseja al lector acudir a [1] y [5] para ver las pruebas de estas
afirmaciones. Ahora, al igual que ((s) es un caso particular de funcion L de Dirichlet, (HR)

también es un caso particular de una hipotesis mas general, que se enuncia a continuacion.

Hipdtesis de Riemann generalizada (HRG). Los ceros no triviales de la funcion L(s, xm)

tienen parte real igual a %, para todo caracter de Dirichlet x,,.

Observacion 3.13. En virtud a la Observacion 3.12; se deduce que la validez de (HRG) implica
la validez de (HR).

Hipétesis de Riemann extendida

A continuacién se muestra una hipotesis que se puede ver como un ejemplo de (HRG).

Definicion 3.14. Sea p € P impar. Se define la funcion L,(s) como la extension analitica de la

serie 7, (”) %, donde (%) denota el simbolo de Legendre I111.12.

P
Esta definicién da lugar a la siguiente hipotesis.

Hipotesis de Riemann extendida, primera version (HRE1). Los ceros de la funcion Ly(s)

en el interior de la banda critica tienen parte real igual a %, para todo niimero primo p impar.

Observacion 3.15. Como (—) es un ejemplo de caracter de Dirichlet, esta hipdtesis es un caso
particular de (HRG).

El interés principal de esta hipdtesis es dar un ejemplo practico de (HRG) que sea distinto
de (HR).

También existe otra version de la hipétesis de Riemann extendida que involucra las extensio-

nes de cuerpos. De nuevo, necesitamos definir la siguiente funcion (ver Definicion I11.1).

Definiciéon 3.16. Sea K un cuerpo de niimeros algebraicos con anillo de enteros O . Se define

la funcion Zeta de Dedekind de K, denotada por (x(s), como la extension analitica de la serie

1
zﬂ: W, para todo o > 1,

donde N(a) denota la norma de un ideal integral a de Ok y la suma se realiza sobre todos los

ideales integrales no nulos de Ok

De nuevo, las funciones (i verifican un producto de Euler para todo o > 1

1
k()= ] TN~

pCOK
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donde p indica un ideal primo no nulo de Q. Estas funciones también cumplen una ecuacion
funcional pero, debido a la complejidad que su enunciado supone, se aconseja al lector acudir
a [18] para verla con detalle. Cabe destacar ademas que las funciones Zeta de Dedekind tienen
un papel importante en la teoria de cuerpos algebraicos. Analogamente, se formula la siguiente
version extendida de (HR).

Hipdtesis de Riemann extendida, seqgunda version (HREZ2). Los ceros de (x(s) en el

interior de la banda critica tienen parte real igual a %, para todo cuerpo K de ntimeros algebraicos.

Observacion 3.17. Se puede observar que si se considera el cuerpo de los nimeros racionales
K = Q, entonces (g = (, de manera que la veracidad de (HRE2), implica la veracidad de (HR).

Se recomienda al lector consultar [7] y/o [18] para profundizar sobre la funcion Zeta de Dedekind.

Finalmente, cabe destacar que existen otras versiones de (HR) que vinculan funciones que
poseen una relacion similar a la presentada con ((s) en las versiones previas. No se proporciona-
ran estas versiones pues se considera que con las presentadas en la seccidn, el lector ya adquiere
el concepto de generalidad que (HR) presenta a este respecto. La informacion acerca de estas ver-
siones ha sido recopilada principalmente a partir de [5]. Para ver con mas detalle estas versiones,

se redirige al lector a dicha referencia.

3.3.3. Consecuencias

En esta secciéon, comentaremos ciertas posibles consecuencias de (HR) y (HRG). La gran
parte de estas consecuencias, se aplican en la teoria de nimeros, cuyos vinculos con la funcién
Zeta han sido presentados a lo largo del trabajo. Ahora bien, no hay que ignorar que la relacion
entre la teoria de niimeros y diversos campos, como por ejemplo la criptografia, es fuerte, por lo
que dichas consecuencias pueden verse amplificadas en dichos campos. De nuevo, las referencias
principales para esta seccion seran [5] y [17], junto a [10]. Comenzamos con un resultado que

vincula una hipotesis presentada previamente con (HR).

Hipétesis de Lindelof

Presentamos a continuacién una primera consecuencia, cuya prueba es demasiada extensa y

se recomienda al lector acudir a [17] para ver una prueba de este resultado.

Consecuencia 1. La veracidad de (HR) supone la validez de la hipdtesis de Lindeldf 2.42.

Sin embargo, no se sabe si el reciproco es cierto. Ahora, mostraremos una afirmaciéon equiva-

lente a la hipoétesis de Lindelof. Para ello, introducimos la siguiente definicién.
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Definicién 3.18. Se denota por N(o,T) al namero de ceros de ((S + it) tales que 5 > o, para
0<t<T.

Se tiene el siguiente resultado, cuya prueba se puede consultar en [17], sobre la validez de la
hipétesis de Lindelof.

Equivalencia de la hipdtesis de Lindeldf: para todo o > %, se tiene
N(o,T+1)— N(0,T) = o(logT).

En teoria de ntimeros, podemos destacar las siguientes consecuencias, tanto de la (HR), como de

sus versiones generalizada y extendida.

Conjetura débil de Goldbach

En primer lugar, presentamos una conjetura (que actualmente ya no lo es) relacionada con la
conjetura fuerte de Goldbach, denominada conjetura débil de Goldbach, la cual postula que todo
numero impar mayor que 7 se puede expresar como suma de tres niimeros primos impares. Pues

bien, resulta que Hardy y Littlewood probaron el siguiente resultado.

Consecuencia 2. Si se asume (HRG), entonces se verifica la conjetura débil de Goldbach para

n suficientemente grande.

Ahora bien, esta consecuencia se puede refinar si se consideran los trabajos de Deshouillers,

Effinger, te Riele y Zinoviev, quienes probaron el siguiente resultado.

Consecuencia 3. Si se asume (HRG), entonces se verifica que todo nimero impar mayor que

5 se puede expresar como suma de tres numeros primos.

Hardy y Littlewood proporcionaron también la siguiente consecuencia.

Consecuencia 4. Si (HRG) es cierta, entonces casi todos los nimeros pares se pueden expresar
como suma de dos nimeros primos. En particular, si (HRG) es cierta y si P(N) denota el nimero

de enteros pares n < N que no son suma de dos primos, entonces P(N) = O(N%JFE),Ve > 0.

Posteriormente, en 2013, Harald Andrés Helfgott Seier demostré la veracidad de la conjetura
débil de Goldbach. Dado que dicha conjetura es una consecuencia de (HRG), este descubrimiento

va en la direccion correcta de cara a la validez de (HRG), y por tanto también de (HR).

Sobre el nimero de primos en un intervalo

Un aspecto altamente relevante en la teoria de niimeros es, dado un intervalo (a,b), conocer

la existencia de un primo p € (a,b). Sobre esta cuestion, el postulado de Bertrand en 1845



3.3. Sobre la validez de la hip6tesis de Riemann 53

conjeturaba que, para a > 1, siempre existe un primo p € (a,2a). Este postulado se convirtio en
teorema, gracias a Chebyshov, cinco anos después. La respuesta de (HR) a esta cuestion, es la

siguiente.

Consecuencia 5. Si (HR) es cierta, entonces para x suficientemente grande y para todo o > %,

existe un nimero primo p € (z,x + x%).

De nuevo, sobre esta cuestiéon, Ingham demostr6 en 1937 que siempre existe un niimero

. 5 . . . .
primo en (a:, z+ xS) para x suficientemente grande, independientemente de la validez de (HR).
Es decir, se ha demostrado un caso particular de esta consecuencia que, de nuevo, se encuentra

en la direccion correcta de cara a la validez de (HR).

Test de Primalidad

Otra de las aplicaciones més relevantes de (HRG) es en los test de primalidad, que se utilizan
para determinar si un nimero dado es primo o no. En este contexto, existen dos test fundamen-
tales para dicho proposito, conocidos como el test de primalidad probabilistico de Miller-Rabin y

el algoritmo probabilistico Solovay—Strassen. A este respecto, se tiene la siguiente consecuencia.

Consecuencia 6. Asumiendo la validez de (HRG), se verifican tanto que el test de primalidad
probabilistico de Miller-Rabin se ejecuta de forma determinista en tiempo polindmico, como que

el algoritmo probabilistico Solovay—Strassen es probablemente determinista.

Esto basicamente quiere decir, entre otras cosas, que bajo (HRG) se puede determinar si
un ntmero es primo o no en tiempo polinémico. Este tipo de test son ampliamente utilizados
en criptografia y, en particular, en la encriptaciéon de datos privados de, por ejemplo, tarjetas
bancarias. Este es uno de los motivos por el que se piensa que (HR) puede llegar a influir en la

seguridad de las mismas.

Conjetura de Artin sobre raices primitivas

Una aplicacion mas de (HRG) tiene lugar en una conjetura vinculada con el cuerpo Z/pZ,

para p primo. Antes de comentar esta conjetura, se introduce la siguiente definicién.

Definicion 3.19. Dado un ntimero primo p € P, se dice que un entero n es una raiz primitiva

modulo p si n® # 1 (mdéd p), para todo 0 < a < p — 2.

Ahora, ya podemos enunciar la conjetura de Artin, que postula que todo entero n # —1 que
no sea un cuadrado, es una raiz primitiva moédulo p, para un nimero infinito de primos p. Sobre

esta conjetura, en 1967 Hooley prob¢ el siguiente resultado.
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Consecuencia 7. Si (HRG) es cierta, entonces la conjetura de Artin también es verdadera.

Otros resultados han demostrado que, independientemente de la validez de (HRG), la conje-

tura de Artin puede fallar para como mucho dos nimeros primos positivos.

Huecos entre niimeros primos

Otro de los aspectos que ha interesado a los matematicos es el patréon detras de los huecos
entre nimeros primos. La validez de (HR) permite obtener informacion acerca de estos huecos,

tal y como se muestra en la siguiente consecuencia, cuya prueba se puede ver en [10].

Consecuencia 8. Si (HR) es cierta, entonces para n suficientemente grande, se tiene

Pnt1 — Pn = O(y/pn log py).

En relacion a esta consecuencia, Harald Cramér sugirié en [10] que p,11 — pn = O((log p,)?)

para n suficientemente grande, dando lugar a la conjetura de Cramér.

3.3.4. Evidencias

En la actualidad, (HR) goza de un prestigio de veracidad, ampliamente difundido en la
comunidad matemética, desde hace més de un siglo. Esto se debe principalmente a dos motivos.
El primero es la prueba independiente de particularizaciones de algunas de las consecuencias
de las hipotesis relacionadas que se pueden generar a partir de la versién original, que sugiere
que la hipétesis sea verdadera, sumado a la “belleza matemaética” de la misma, que suele ser un
buen indicador. El segundo motivo es una coleccién de evidencia empirica que se puede deducir
de célculos numéricos, realizados a través de algoritmos implementados en ordenador. Hasta la
fecha, se han calculado numéricamente sobre diez billones de ceros de ((s), y todos concuerdan
con (HR). En las siguientes tres subsecciones exploraremos cada uno de estos dos motivos, asi

como el contexto de la investigacion sobre (HR), utilizando [5] y [8] como fuentes bibliograficas.

Belleza matematica

A lo largo de la seccion previa se han ido comentando ciertas particularizaciones probadas de
algunas consecuencias de las hipotesis relacionadas. Aunque en este trabajo no aparezcan todas
las consecuencias, para muchas de ellas también se han probado estas particularizaciones. Si bien
estas pruebas no suponen un argumento solido, si contribuyen a inclinarse hacia la validez de

(HR), en una primera instancia. Ademéas, como se indicaba en la introduccion a la seccion, la
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belleza matemaética es un motor natural para el desarrollo de resultados mateméticos para los
que, en muchos casos, se necesita una “inspiraciéon” que permita dirigir la prueba de un cierto
resultado hacia el lugar correcto. A este respecto, (HR) parece apuntar en la direccion correcta,

ya que dota de cierta armonia a una estructura tan fundamental como lo son los niimeros primos.

Evidencia numeérica de la hipétesis de Riemann

En el Cuadro 1.2 se puede ver la evolucion del namero de ceros de ((s) calculados numeéri-
camente. A la vista de dicho cuadro, uno tenderia a pensar que hay una base solida (al menos,
numéricamente) para “creer” en (HR). Si bien la informacion que aparece en el cuadro es un
buen indicador, hay que ser precavido a la hora de interpretar el cuadro. Esto se debe a que, por
el momento, en el contexto de (HR), no podemos verificar la localizaciéon de una infinidad de
ceros, Gnicamente con calculos numéricos por ordenador. De hecho, un ejemplo en el que célculos
por ordenador han llegado a sugerir la validez de una afirmacién que no lo era, es en el caso del
nimero de Skewes, definido como el primer entero positivo n tal que 7(n) < Li(n) falla. Algunos
matematicos como Riemann o Gauss pensaban que 7(n) < Li(n), para todo n. Sin embargo,
en 1914, Littlewood prob¢ la desigualdad fallaba para una cantidad infinita de enteros n. Este
ejemplo muestra que es posible que un contraejemplo para (HR) resida en algin lugar mas lejos

de lo que nuestros limites computacionales nos permiten ir.

Investigacion

Con respecto a como se orienta la investigacion en la prueba de (HR), comenzaremos comen-

tando algunos intentos fallidos, y después comentaremos una linea de investigacién abierta.

En cuanto a los intentos fallidos, uno de los primeros estuvo relacionado con la funcién de
Mertens (3.13), mediante la denominada conjetura de Mertens, que postula que |M(n)| < /n,
para todo n > 1. A este respecto, se demostré que la validez de esta conjetura implicaba (HR),
por lo que algunos matematicos trataron de probar la conjetura de Mertens en lugar de (HR).
Uno de estos matematicos fue Stieltjes, quien afirmé en 1885 estar en posesion de una prueba de
que |M(n)| = O (y/n), pero nunca se publico ni encontréd dicha prueba. Posteriormente, Odlyzko
y te Riele demostraron que la conjetura era falsa, finalizando con la investigacion en esa linea.
Asimismo, Pal Turan mostr6 que si para N suficientemente grande, Sy (s) = Zﬁ[:l n~* no tiene
ceros para o > 1 (denominada la condicion de Turdn), entonces (HR) es cierta. Mas tarde,
Hugh Montgomery demostré que para cualquier constante positiva ¢ < 4/m — 1, se tiene que

Sn(s) tiene ceros en Hg con f =1+ clofgo g’}ng , finalizando las aproximaciones al problema desde

ese punto de vista. La mayoria de intentos fallidos son similares a estos dos que se mencionan,

y en general no consistian en probar directamente (HR), sino afirmaciones mas generales que
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impliquen (HR). A estos intentos deben sumarse los de muchos otros matematicos que aseguran
disponer de una prueba de (HR) (tanto de su validez como de lo contrario) aunque haya sido
rechazada por la comunidad matematica. La mayoria de estos matematicos no presentan una
trayectoria relevante, pero también existen otros que realmente si la presentan. Uno de ellos es
el matematico Louis de Branges quien publicé en 1985 una prueba de la conjetura de Bieberbach
y desde entonces, afirmo6 varias veces disponer de una prueba de (HR). Sin embargo, ninguna
de ellas es aceptada por la comunidad matemaética. En cambio, otros mateméaticos como Hans
Rademacher afirmaron en un primer momento tener una prueba de la falsedad de (HR) pero

més tarde rectificaron tras detectar un error en el razonamiento.

En la actualidad, no existen muchas lineas de investigacion abiertas para probar (HR), pero
comentaremos una que es relevante conceptualmente. En relacion a la “belleza mateméatica” que
se comentaba previamente, un aspecto en el que muchos mateméaticos encuentran la belleza
matematica no es en la propia matematica en si (que también), sino en la descripcion pura
que las matematicas pueden hacer sobre ciertos fenémenos fisicos. Un ejemplo de esto ultimo es
una linea de investigacion iniciada por Pdélya y Hilbert entre 1912 y 1914. Estos matemaéticos se
preguntaron, de forma independiente, si existia alguna razon fisica por la que (HR) fuera cierta
y dieron asi lugar a la conjetura de Hilbert-Pdlya, que postula que para los ceros % + i\, de
((s), los ntimeros A; pertenecen a un conjunto de autovalores de un cierto operador hermitico,
y que por tanto son reales. Aplicando resultados de fisica, la validez de esta conjetura también
permitiria dar una vision fisica de los ceros de ((s) como objetos implicados en ciertos fenomenos
fisicos. Esta linea de investigacién ha evolucionado ampliamente hoy en dia, hasta el punto en el
que conecta tanto la teoria espectral como la teoria de matrices aleatorias con la (HR). Por otra
parte, es interesante remarcar el pensamiento de dos matematicos sobre por qué no hay muchas
lineas de investigacion abiertas para probar (HR). El primero, Atle Selberg, comenta (traducido al
castellano): “Probablemente ha habido muy pocos intentos de demostrar la hipotesis de Riemann,
porque, simplemente, jnadie ha tenido nunca una idea realmente buena de coémo abordarlo!”. El
segundo, Terence Tao, responde en una entrevista (la version original se puede consultar en [13])

que en la actualidad no se dispone de las herramientas necesarias para probar (HR).

Para terminar el trabajo, considero apropiado realizar la reflexion siguiente. Si bien la hipote-
sis de Riemann no ha sido probada, si se ha avanzado en la direccién correcta, tanto descartando
algunas lineas de investigacién que han surgido, como desarrollando toda una teoria que rodea a
la hipotesis de Riemann y ((s). Esta teoria, es de gran valor, puesto que presenta una estructura
muy solida, avanzada y de una calidad excepcional. Ademés, esta teoria interseca con muchas
otras areas, como la teoria de ntumeros o la fisica cuéntica, lo que la hace altamente transversal.
Finalmente, es posible que algtin dia ciertos avances en esta teoria nos permitan dar una res-
puesta rigurosa a la hipdtesis de Riemann, resolviendo asi uno de los problemas méas importantes

jamaés formulados en la historia de las matemaéticas.
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Figuras y tablas de datos
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Figura 1.1: Contorno de Hankel C-.
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I. Figuras y tablas de datos

Figura 1.2: Representacion de S(r) y A(r) (regién sombreada).

D, (0, —4m)|

(2N + 2)7i

2N i

R= (2N + I)r

Figura 1.3: Representacion del contorno C'(N).

By

By

Bs

B3

By

Bs Ba B7 B8 B9

1/2

1/6

o

-1/30

0 1/42 0o |-130] o

5/66

Cuadro I.1: Primeros 11 nimeros de Bernoulli.
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(a) Contorno C(R) si 0 < u < 1.

Figura 1.4: Contorno C'(R).

t
14T 3 c+iT
A
0 1 c O
Y
1—iT ” c—iT

Figura 1.5: Representaciéon del rectangulo R.

(b) Contorno C'(R) si u > 1.
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I. Figuras y tablas de datos

Atio Numero de ceros Calculado por

1859 (aprox.) 1 B. Riemann

1903 15 J. P. Gram

1914 79 R. J. Backlund

1925 138 J. I. Hutchinson

1935 1041 E. C. Titchmarsh

1953 1104 A. M. Turing

1956 15 000 D. H. Lehmer

1956 25 000 D. H. Lehmer

1958 35 337 N. A. Meller

1966 250 000 R. S. Lehman

1968 3 500 000 J. B. Rosser, et al.

1977 40 000 000 R. P. Brent

1979 81 000 001 R. P. Brent

1982 200 000 001 R. P. Brent, et al.

1983 300 000 001 J. van de Lune, H. J. J. te Riele
1986 1 500 000 001 J. van de Lune, et al.
2001 10 000 000 000 J. van de Lune (no publicado)
2004 900 000 000 000 S. Wedeniwski

2004 10 000 000 000 000 X. Gourdon

Cuadro I.2: Tabla ilustrativa sobre los ceros de la funciéon ((s) calculados con ordenador. Infor-

macion extraida de [5].



Anexo 11
Codigo de las figuras

En este anexo, se mostrara el codigo referente a las representaciones gréficas que se han
utilizado a lo largo del trabajo, excluyendo las correspondientes a tablas de datos, por carecer
de interés matematico reproducirlas de nuevo. Estas representaciones graficas se han realizado
con el paquete TikZ de ITEX. El motivo de proporcionar este cddigo es que el lector pueda

reproducir estas representaciones en caso de querer hacerlo.

Comenzamos con el coédigo referente a la Figura I.1.

\begin{figurel} [H]
\centering
\begin{tikzpicture}[scale=0.25]

\draw[] (-20,0) -- (20,0) node[anchor=north] {$\sigma$};
\draw[] (0,-15) -- (0,15) nodel[anchor=east] {$t$};

\draw (-20,-1) -- (-6,-1);

\draw (-20,1) -- (-6,1);

\draw (-6,1) arc (170.5376:-170.5376:6.0827625303) ;

\node at (-8,-3) {\large $H_{1}$};

\node at (1,7) {\Large $\varepsilon$};
\node at (-15,-3) {\large $re~{-i\pi}$};
\node at (-15,3) {\large $re~{i\pil}$};
\node at (-10,3) {\large $H_{3}$};

\node at (7,-4.5) {\large $H_{2}$};
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62 II. Cédigo de las figuras

\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (-20,-1) -- (-15,-1);

\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (-15,1) -- (-20,1);

\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (7.5,-2) -- (7.5,3);
\end{tikzpicture}

\caption{Contorno de Hankel $C_{\varepsilonl}$.}
\end{figure}

A continuacién se muestra el cdédigo para generar la Figura 1.2.

\begin{figurel}
\centering

\begin{tikzpicture}[scale=0.25]
\draw[] (-20,0) -- (20,0) nodel[anchor=north] {$\sigma$};

\draw[] (0,-16) -- (0,16) node[anchor=east] {$t$};

\foreach \n in {-2,-1,0,1,2} {
\draw[dashed] (0,\n*2*pi) circle (pi/2);

}
\draw (-20,pi) -- (20,pi);
\draw (-20,-pi) -- (20,-pi);

\fill [pattern=north east lines, pattern color=gray] (-20,-pi) rectangle (20,
pi);

\fill[white] (0,0) circle (pi/2);

\draw[gray]l (0,0) circle (pi/2);

\node at (5,-5) {$S(r)$};

\node at (10,-1) {$A(r)$};

\node at (-3.5,-2) {\footnotesize$D_{r}(0,0)$};

\node at 3.5,2*%pi-2.2) {\footnotesize $D_{r}(0,2\pi)$};
\node at (-3.5,4*pi-2.2) {\footnotesize$D_{r}(0,4\pi)$};
\node at 3.5,-2%pi-2.2) {\footnotesize$D_{r}(0,-2\pi)$};
\node at 3.5,-4%pi-2.2) {\footnotesize$D_{r}(0,-4\pi)$};

\end{tikzpicture}

\caption{Representacil\’on de $S(r)$ y $A(r)$ (regi\’on sombreada).}
\end{figure}
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Continuamos con el coédigo para dibujar la Figura 1.3.

\begin{figurel} [H]
\centering

\begin{tikzpicturel}[scale=0.25]

\draw []
\draw []

\draw []
\draw []

\draw
\draw

\node
\node
\node
\node

\fill
\fill
\fill
\fill

(-20,0) -- (20,0) nodel[anchor=north] {$\sigma$l};
(0,-15) -- (0,15) nodel[anchor=east] {$t$};

(-9.42477,1) -

(-9.42477,-1)

(-2.5,1);

(-2.5,-1);

(-9.42477,1) arc (173.943384:-173.943384:9.4777) ;
(-2.5,1) arc (158.1985905:-158.1985905:2.692582) ;

at
at
at
at

(14.1,1.25) {\small $R = (2N+1)\pi$};
(2,6.283185) {\small $2N\pi i$};

(4,12.56637) {\small $(2N+2)\pi i$};
(5.692582,-1) {\small $\varepsilon \in (0,\pi)$};

(9.42477,0) circle (6pt);
(0,6.283185) circle (6pt);
(0,12.56637) circle (6pt);
.692582,0) circle (6pt);

(2

\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (-9.42477,-1) -- (-6.2,-1);
\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (-3,1) -- (-7,1);
\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (2,-10) -- (-2,-10);
\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (-2,10) -- (2,10);
\end{tikzpicture}

\caption{Representaci\’on del contorno $C(N)$.}
\end{figure}

Ahora mostramos el c6digo para representar la Figura 1.4.

\begin{figurel}[ht]
\centering
\begin{subfigure}{0.45\textwidth}

\centering

\begin{tikzpicture}

\draw (-3.4,0)

(3.4,0) nodel[anchor=north] {$\sigma$};
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\draw (0,-3) -- (0,3) nodel[anchor=east] {$t$};

\draw (-0.6, 0.1) -- (-0.6, -0.1) nodel[below] {$-1%$1};
\draw (-1.2, 0.1) -- (-1.2, -0.1) nodelbelow] {$-2$};
\draw (-2.1, 0.1) -- (-2.1, -0.1) nodelbelow] {$-2k$};
\draw (1, 0.1) -- (1, -0.1) node[below,xshift=5pt] {$c$};

\draw (1,2.3) arc[start angle=66.4,end angle=293.6,radius=2.5];
\draw[dashed] (0,0) -- (1,2.3) node[midway, above=5pt, xshift=-5pt]
{$R$7};

\draw[dashed] (1,2.3) arc[start angle=66.4,end angle=-113.6,radius

=2.5];

\draw (1, -2.29) -- (1, 2.3);
\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (0.8,-0.5) -- (0.8,0.5);
\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (-2.7,0.5) -- (-2.7,-0.5)
\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (0.5,2.6) -- (-0.5,2.6);
\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (-0.5,-2.6) -- (0.5,-2.6)

\end{tikzpicture}

\caption{Contorno $C(R)$ si $0<ul\le 1$.}

\end{subfigure}

\hfill
\begin{subfigure}{0.45\textwidth}

\centering

\begin{tikzpicture}
\draw (-3.4,0) -- (3.4,0) nodel[anchor=north] {$\sigma$};
\draw (0,-3) -- (0,3) nodel[anchor=east] {$t$};
\draw (-0.6, 0.1) -- (-0.6, -0.1) nodel[below] {$-1%$};
\draw (-1.2, 0.1) -- (-1.2, -0.1) nodel[below] {$-2%};
\draw (-2.1, 0.1) -- (-2.1, -0.1) nodel[below] {$-2k$};

\draw (1, 0.1) -- (1, -0.1) nodel[below,xshift=5pt] {$c$};
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\draw[dashed] (1,2.3) arc[start angle=66.4,end angle=294.3,radius
=2.5];

\draw[dashed] (0,0) -- (1,2.3) nodel[midway, above=5pt, xshift=-5pt]
{$R$};

\draw (1,2.3) arc[start angle=66.4,end angle=-65.85,radius=2.5];

\draw (1, -2.29) -- (1, 2.3);
\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (2.7,-0.5) -- (2.7,0.5);
\draw[-{Stealth[length=1mm, width=1.5mm]}] (0.8,0.5) -- (0.8,-0.5);
\end{tikzpicture}
\caption{Contorno $C(R)$ si $u>1$.}
\end{subfigure}

\caption{Contorno $C(R)$.}

\end{figure}

Finalmente, se proporciona el cdédigo para la Figura 1.5.

\begin{figurel}[H]

\centering

\begin{tikzpicture}[scale=0.25]

\draw []
\draw []

\node
\node
\node
\node
\node
\node

\node

\fill
\fill
\fill
\fill
\fill
\fill

at
at
at
at
at
at
at

(3

(-2,0) -- (20,0) nodel[anchor=north] {$\sigma$};
(0,-15) -- (0,15) nodel[anchor=east] {$t$};

(-1,-1) {$08$3};
(2,-1) {$18};
(17,-1) {$c$};
(3,-11) {$1-iT$};
(16,-11) {$c-iT$};
(3,11) {$1+iT$};
(16,11) {$c+iT$};

,0) circle (6pt);

(16,0) circle (6pt);

(3
(3

,10) circle (6pt);
,-10) circle (6pt);

(16,10) circle (6pt);
(16,-10) circle (6pt);
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\draw (3,10) -- (16,10) -- (16,-10) -- (3,-10) -- cycle;

\draw[-{Stealth[length=2mm,width=2mm]}] (16,10) -- (9,10);

\draw[-{Stealth[length=2mm,width=2mm]}] (16,0) -- (16,5.5);

\draw[-{Stealth[length=2mm,width=2mm]}] (3,-10) -- (10,-10);

\draw[-{Stealth[length=2mm,width=2mm]}] (3,0) -- (3,-5.5);
\end{tikzpicture}

\caption{Representaci\’on del rect\’angulo $R$.}
\end{figure}



Anexo III

Recursos teoéricos

IT11.1. Algebra

Definiciéon III.1. Se denomina cuerpo de nimeros algebraicos a una extension finita (y alge-
braica) K sobre los ntmeros racionales Q. Se define su anillo de enteros Ok como la clausura
integral de Z en dicho cuerpo y se denomina ideal integral a todo ideal de O . Para un ideal

integral no nulo a de Ok, se define su norma como N (a) = |O/al.

IT1.2. Analisis

Proposicion I11.2. La férmula de Stirling es una aprozimacion de n! para n suficientemente

grande, y se expresa como

n!
lim —— =1. III.1

I11.3. Aritmética

Teorema III.3 (Teorema fundamental de la aritmética). Todo entero n > 1 se puede escribir
como producto de miumeros primos y este producto es unico salvo el orden de los factores. En
particular, si los distintos factores primos de n son p1,p2,...,Pr, Y St p; aparece oy veces en el

producto para todo i = 1,...,7, se puede escribir
.
n = sza””
i=1

67



68 III. Recursos teoéricos

Teorema II1.4 (de Dirichlet). Sean a1, as,...,ay € R, g € N,qg > 0 y to > 0. Entonces, existen
t € [to, toq"] y o1, 29, ...,aN5 € Z tales que

1
ltan, —xn| < —,Vn € 1,2,...,N.
q

La idea sobre la prueba de este teorema se puede encontrar en [17].

Definicién ITI.5. Se denomina funcidn aritmética a toda funcion a(n) definida en N* y a valores
en R o C.

Definiciéon II1.6. Sea a una funcién aritmética, se dice que a es multiplicativa si a es no idénti-
camente nula, y si para cualesquiera m,n € N tales que (m,n) = 1, entonces a(mn) = a(m)a(n).

Si a(mn) = a(m)a(n) se verifica para m,n € N, se dice que a(n) es completamente multiplicativa.

Definicion IIL.7. Se define la funcion de Von Mangoldt, denotada por A(n), como la funcion
aritmética

A(n) logp sin =p™ para un primo p y un entero m > 1,
n)=

0 en caso contrario.

Definicion II1.8. Se define la funcion de Mébius, denotada por p(n), como la funcion aritmética

1 sin=1,
p(n) =9 (=1)" sin=p"ps? - -pir>lconog =ay=--=a =1,
0 en otro caso.

Definicion II1.9. Se denomina cardcter de Dirichlet de mdédulo m, donde m es un entero positivo,
a toda funcién aritmética x,, : Z — C , que sea completamente multiplicativa, peridédica con
periodo m y tal que para todo n € N*, x,,,(n) = 0 si y solo si (m,n) > 1. Ademaés, se denota Y
al caracter de Dirichlet definido por X(n) = x(n).

Definicién ITI1.10. Si x,, es un caracter de Dirichlet moédulo m, se define la suma de Gauss

asociada a Y,, como
m

G(”) Xm) = Z Xm(,r_)62m'rn/m‘

r=1
Definicién II1.11. Se dice que un caracter de Dirichlet de moédulo m es principal si xpm(n) =1

para todo n € N* con (m,n) = 1.

Definicion ITI1.12. Sea p € P impar. Se define el simbolo de Legendre, denotado por (%), como

1 sila congruencia > =m (méd p) tiene solucion,

— | = sip|m,
D p
2

—1 sila congruencia = =m (mdd p) no tiene solucion.
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Lema IIL.13. Sea a(n) una funcion aritmética y sea A(x) = >, ., a(n), donde A(x) = 0 si

x < 1. Entonces,
xX

> (x = n)a(n) :/1 A(u) du.

n<x
Lema II1.14. Sean A(z) = 3, ., a(n) y Ai(z) = [ A(u) du. Supongamos que a(n) > 0 para
todo n € N*. Si se tiene

Ay (z) ~ Lz¢ cuando x — oo,

para algin ¢ >0 y L > 0, entonces también se tiene

A(x) ~ cLz®! cuando x — oco.

II1.4. Productos infinitos

Definicion II1.15. Se denomina producto infinito a una expresion de la forma

o

H(l +an)7

n=0

donde a, € C, para todo n € N.

Definicion III.16. Se dice que el producto infinito []°7 (1 + ay) converge si se verifican las

siguientes dos condiciones

(¢) Solo un ntmero finito de los a,, es igual a —1.

(#i) Si N > 0 es suficientemente grande para que a, # —1 para todo n > N, entonces existe y
es no nulo el siguiente limite

m
A 110+
N+1

En tal caso, se define el valor del producto infinito como

00 N m
[T +an) = (H(1+an)> lim_ I a+an.

n=0 n=0 n=N+1

Proposicion II1.17. Si un producto infinito [[,2 (1 + an) es convergente y todos sus factores

son no nulos, entonces
o

H(l—i—an) # 0.

n=>0
Teorema II1.18. Sea el producto infinito [~ (1 + an). Entonces

o0 o

H(l + |an|) converge si y sdlo si Z lan| < oo.
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Definicion III.19. Se dice que el producto infinito []77 (1 + ay,) converge absolutamente si

[12o(1 + |ay|) converge.

Teorema II1.20. Si el producto infinito [ [~ (14 |an|) converge, entonces [ [~ (14+ay) también

converge.

Ejemplo ITI.21. Se tiene la siguiente descomposicion del sin(s) como producto infinito

sin(ws) = 7s ﬁ (1 - f;) . (111.2)

n=1
I11.5. Series de Fourier

Lema II1.22 (de Riemann-Lebesgue). Si la integral [ |f(t)| dt converge, entonces

lfm f(t)e' dt = 0.

z—o0 [ o

I11.6. Teoria de la medida

Definiciéon II1.23 (espacios £P). Sean un espacio de medida (2, F,u) y 1 < p < co. Se denota
por LP(§) = LP(Q, F, ) al conjunto de todas las funciones reales medibles f tales que |f|P es

integrable.
Teorema II1.24 (de la convergencia mondtona). Sea (R™, A, A) el espacio de medida de Lebesgue.
Supongamos que X € Ay f,, : X — [0, 00|, para todo n € N, son funciones medibles no negativas
tales que:
L fn(z) < fogi1(x), para todo n € N y para todo x € X.
1. limy, o0 fu(x) = f(x), para todo z € X, con f : X — [0,00] una funcion medible no
negativa.

Entonces [ fd\ = limy oo [ fr dA.

Teorema II1.25 (de Tonelli-Fubini). Sean X e Y dos espacios de medida o-finitos, junto a

f: X xY — C una funcion medible tal que alguna de las integrales

[ ([isewia) | [ ([ i) a

es finita. Entonces, todas ellas existen y son iquales. Ademds, la igualdad de dichas integrales es

9 9

]/ Fla,y)| da x dy',
XxXY

cierta sin los valores absolutos.
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