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Traballo proposto

Area de Conecemento: Analise Matematica

Titulo: Os espazos LP(XM, )

Breve descricién do contido

Segundo alguns autores, a superioridade da integral de Lebesgue fron-
te & integral de Riemann foi indiscutible a partir dos resultados de F.
Riesz (1880 -1956) e Fischer (1875-1954) que, de formas lixeiramente
distintas, no ano 1907 caracterizan os coeficientes de Fourier das fun-
cions de “cadrado sumable” no intervalo [0,27], proporcionando un
camifio de ida e volta entre os espazos £2 e L?. Eses resultados foron
posibles grazas a unha propiedade que, na actualidade, formulamos do
seguinte xeito: L? é completo. Posteriormente, Riesz obteria unha ver-
sion maéis xeral desta propiedade, facéndoa extensiva a outros espazos.
O obxectivo deste traballo é iniciar o estudo dos espazos, LP(X, M, 1),
onde 1 <p < ooe (X, M,pu)éun espazo de medida abstracto, previa
introducién dos conceptos e resultados que proporcionen os conece-
mentos necesarios para levar a cabo este estudo (nocién de espazo de

medida; integracion en espazos de medida abstractos, etc.).

Recomendacioéns

E recomendable ter un conecemento axeitado de nocions basicas de

medida e integral de Lebesgue estudados 6 longo do grao.

Outras observacions
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Resumo

Os espazos LP(X, M, ), introducidos por F. Riesz en 1910, son uns dos espazos mais
importantes de clases de funciéns medibles. A partir da Teoria da Medida e Integracién
abstracta, presentamos nestre traballo un estudo da definicién e construcién dos espazos L
e das stias principais propiedades. Comentaremos tamén algtins resultados sobre densidade

e inclusién e veremos algins exemplos particulares de espazos LP.

Abstract

LP(X, M, ) spaces, which were introduced by F. Riesz in 1910, are one of the most
important spaces for classes of measurable functions. From the Abstract Measure and
Integration Theory, in this work we study the definition and construction of LP spaces and
their properties. We also comment some results about density and inclusion and we present

some particular examples.
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Introducién

Os espazos LP(X, M, p) foron introducidos por F. Riesz en 1910 como unha xeneraliza-
cion dos espazos de Hilbert. Pédese dicir que estes espazos son, en certo sentido, o prototipo
de todos os espazos funcionais. Destacan por satisfacer numerosas propiedades que os con-
virten nun obxecto de gran importancia dende o punto de vista da Anélise Matematica e
das stias aplicacions.

Os espazos de Lebesgue son, sen dubida, un dos exemplos mais importantes dos es-
pazos de clases de funciéns medibles. Pero, que entendemos por funcidn medible? Mais
concretamente, que entendemos por medida? Hoxe en dia, de maneira concreta, non é di-
ficil entender o que é unha medida e mesmo obter o seu valor nalgins casos. Por exemplo,
todos entendemos o que é unha lonxitude, como a distancia entre dias cidades, ou o car-
dinal dun conxunto, como o niimero de persoas que hai nunha aula. Veremos 6 longo deste
traballo que este concepto de medida pddese estender de maneira maéis abstracta e obter
asi un valor da medida de conxuntos mais arbitrarios.

Pero isto que na actualidade nos parece tan claro non sempre foi asi. No capitulo 1 deste
traballo presentamos unhas notas histéricas sobre o nacemento e evolucién do concepto de
medida. Veremos tamén que a necesidade de obter un valor para certas medidas motivou
o nacemento da integral. Introduciremos a integral de Riemann, e veremos que presenta
certas "deficiencias", como o mal comportamento ante o paso 6 limite ou o feito de que
son poucas as funciéns integrables neste sentido. Estas foron as principais razéns que
deron lugar a extension da nocién de integral e a formalizacion do concepto de medida.
Introducimos aqui a integral de Lebesgue, que elimina, en parte, as deficiencias citadas
anteriormente e que supuxo un gran paso para a evoluciéon das mateméaticas e da Teoria
de Integracion e Medida.

No capitulo 2 introducirémonos xa, méis profundamente, na Teoria da Medida e Inte-
graciéon. Comezaremos describindo os obxectos base para o seu desenvolvemento, os espazos
de medida. Definimos aqui o concepto de medida e presentamos as stas propiedades. In-
troducimos tamén o concepto de medida exterior e vemos como a partir desta, mediante

a condicion de Carathéodory, podemos obter unha medida completa e o completamento

IX



X INTRODUCION

dun espazo de medida. A segunda seccién esté dedicada 6 estudo das funciéns medibles.
Expoéniense aqui as stas principais propiedades e o seu bo comportamento fronte as ope-
racions aritméticas habituais ou 6 proceso de tomar limite, cando este existe. Veremos
tamén unha clase de funciéns medibles importantes, as funciéns simples, e probaremos
que as funciéns medibles simples abondan para representar calquera funcién medible. Isto
facilitaranos a proba de moitos dos resultados posteriores. Na secciéon 2.3 dedicarémonos
ao estudo da integral das funcions medibles e as stas principais propiedades. Presentamos
nesta secciéon un método para obter unha medida a partir de dita integral. Destacan aqui
pola siia importancia os teoremas da converxencia ménotona e da converxencia dominada.

No capitulo 3 introducimos xa os espazos de Lebesgue, LP(X, M, u) con 1 < p < oc.
As secciéns 3.1 e 3.3 estan dedicadas, respectivamente, aos espazos L' e L, mentres que
na secciéon 3.2 estiidanse os espazos LP para o resto de valores de p. Introdicense primei-
ramente os respectivos espazos LP, os cales veremos que son espazos vectorias complexos,
dotados dunha aplicaciéon que é unha seminorma. Como o noso interese reside nos espazos
vectorias normados, mostraremos un procedemento para obtelos. Veremos que, identifican-
do convenientemente as funciéns iguais en case todo punto e pasando ao espazo cociente,
obtemos os desexados espazos LP, que seguen sendo espazos vectoriais complexos sobre os
cales é posible xa definir unha norma. Na secciéon 3.2 probamos ademais as desigualda-
des de Holder e Minkowski, que serdan de gran utilidade para a obtenciéns dos principais
resultados de interese. Entre os resultados de gran importancia deste capitulo destacan
os diferentes teoremas sobre a completitude dos espazos LP para os diferentes valores de
p € [1,00]. Queda asi probado que ditos espazos son espazos de Banach.

Finalmente, no capitulo 4, comezaremos vendo algins subespazos densos dos distintos
espazos LP. Na secciéon 4.2 mostraremos como, engadindo certas hipoteses adicionais, é
posible establecer unha relacion de inclusiéon entre os espazos LP. En particular, probaremos
que para 1 <p < g <r <ootense que LPNL" C LY C L? + L". Na seccion 4.3 definimos
os espazos de sucesions P como un exemplo de espazo LP e reformularemos algins dos
resultados adaptandoos a este caso en particular. Finalmente, presentaremos o espazo L2,
formado polas clases de funciéns de cadrado integrable, e veremos que ademais ten estrutura

de espazo de Hilbert.



Capitulo 1

Orixe e desenvolvemento

A Teoria da medida xorde a partir do concepto de integral, méis concretamente a partir
da integral de Lebesgue. Tanto o concepto de medida como o de integral foron introducidos
fai miles de anos e desenvolvidos 6 longo da historia. Os primeiros problemas de medida
xorden da necesidade de calcular lonxitudes, areas ou volumes de figuras xeométricas. O
Papiro de Mosci, un papiro exipcio de 1800 a.C., e o Rhind son dous dos documentos que
contenien os problemas mateméticos mais antigos que se coniecen. Entre eles destacan o
célculo do volume dun tronco de piramide ou o calculo da area dunha superficie curva.

En cambio, non seré ata o libro de Euclides (300 a.C.), Los Elementos, onde sen precisar
unha definiciéon de medir , aparecen as primeiras demostracions e teoremas relativos a areas
e volumes.

Anos maéis tarde, xa na Antiga Grecia, Arquimedes (287-212 a.C.) consegue obter de
maneira intuitiva valores de areas e volumes de certas figuras usando procedementos se-
mellantes aos que séculos mais tarde se conecerian como sumas de Riemann.

Non se produciron moitos avances significativos durante séculos, ata que no século
XVII, coas obras e aportacions de Newton (1643-1727) e Leibnitz (1646-1716), producese
o nacemento do calculo infinitesimal. En particular, o Teorema Fundamental do Célculo
expresa a relaciéon entre os problemas de tanxentes e areas, é dicir, a relaciéon entre os
problemas de derivacién e integracion. A partir de entén, estas dias operacions pasan
a considerarse unha a inversa da outra. Ademais, o Teorema Fundamental do Calculo
proporciona un importante método para o calculo de areas, que & sta vez motiva a idea
de integral. Obtense nese momento a primera relacién entre o calculo dunha integral e a
obtenciéon dunha medida.

No século XIX prodicese definitivamente o nacemento das teorias modernas de medida
e integracién. A primeira definicion de integral foi a dada por Cauchy (1789-1857) no

ano 1823. Para cada funcion continua f: [a,b] — R e cada particion do intervalo P =
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{0, x1,...,zn} considerou as sumas

n

S(P, f) = flaia) (@ — i)
i=1
sendo unha particién dun intervalo [a, b] C R un conxunto finito de nimeros P = {zg, 1, ..., Tn }
tales que x9p = a , xp, =be x;_1 < x; parai = 1,...,n. Definese entén a integral de Cauchy

como o valor do limite destas sumas cando ||P| — 0. E dicir,

b
/a f= Jim S(P.)

onde |P|| = max{z; — z;_1;i =1,...,n}

En 1854, B. Riemann (1826-1866), coa xeneralizacion da integral de Cauchy estendeu o
concepto de integral a unha maior clase de funciéns prescindindo da hipotese de continui-
dade. Para unha funciéon f: [a,b] — R limitada e P = {zg, x1, ..., zp} unha particiéon do
intervalo [a, b], Riemann considerou sumas semellantes as de Cauchy pero cunha pequena
modificacion respecto aos puntos nos que se avalia a funcién. As sumas de Riemann eran

da forma:

S(P, f{tiYir) = Y f(t) (@i — mi), b € [2io1, ]
=1

Definese agora a integral de Riemann como o limite destas sumas cando a lonxitude de cada
subintervalo tende a cero e dirase que unha funcién f é Riemann-integrable no intervalo
[a,b] se Ve > 0 3§ > 0 tales que, sendo P calquera particion de dito intervalo con ||P|| < §

e t; € [x;—1,x;], camprese que

<e.

s st - [ g

Posteriormente, en 1875, J. G. Darboux (1842-1917) proporcionou unha xeneralizacion
das sumas de Riemann e obtivo unha caracterizacién para as funciéns Riemann-integrables.

Darboux introduciu os conceptos de suma superior,
n
UP,f) =) Mz — ;1)
i=1

e suma inferior,
n
L(P, f) = Zmz(% - Ti-1)
i=1

onde

M; =sup{f(z):x € [zi—1, 2]} e my = inf{f(x):x € [x;—1, ]}



A partir destas sumas, Volterra (1860-1940) introduciu os conceptos de integral superior

e inferior, que poden expresarse da seguinte maneira:

b
/ f=mf{U(P, f) : P particion de [a, b]}

b
/ f =sup{L(P, f) : P particion de [a, b]}.

Obetenen asi unha nova caracterizaciéon das funciéns Riemann- integrables: unha fun-
cion acotada dirase Riemann- integrable se a stias integrais superior e inferior coinciden.

Outras caracterizaciéons de funciéns Riemann- integrables relacionan a integrabilidade
de funciéns limitadas co tamano do conxunto dos puntos de discontinuidade. Para poder
medir o tamano destes conxuntos era necesario saber que se entendia por medida e por
conzunto medible.

A primeira definicion de medida para conxuntos limitados de R™ data de 1885 e débese a
G. Cantor (1845-1918). Este consideraba unions finitas de esferas de radio r > 0 centradas
nos puntos do conxunto A a medir e chaméaballe "medida de A", m(A), ao infimo dos
volumes destas unions.

O primeiro en proporcionar unha definicion de conzunto medible foi G. Peano (1858-
1932). Peano considerou para cada A C R? a medida exterior do conxunto A (o infimo
das areas dos poligonos que contefien a A) e a medida interior (o supremo das areas dos
poligonos contidos en A) e definiu conxunto medible como aquel cuxas medidas exterior e
interior coindiden. Ademais fixo patente a relaciéon entre medida e integracion demostrando
que unha funcién acotada era Riemann-integrable se, e s6 se, o conxunto A C R? limitado
pola gréfica de f e as rectas © = a, x = b e y = 0 era medible e f; f(z)dz = m(A).

En 1892 C. Jordan (1838-1922) proporcionou unha definicion equivalente & de Peano
pero algo mais sinxela. Simplemente considerou mallas de cadrados no plano en lugar
de considerar poligonos para aproximar o conxunto A. Jordan xeneralizou a integral de
Riemann a funciéns limitadas de n variables definidas en conxuntos J-medibles. A principal
diferenza foi facer as particiéns do intervalo de definicién en subconxuntos J-medibles en
vez de facelas en intervalos.

A finais do século XIX E. Borel (1871-1956) deu un paso importante introducindo a
aditividade numerable para as medidas e dando unha definiciéon de conxuntos de medida
nula. Borel concluiu que os racionais de [0, 1] median menos que » n—12, e, por tanto, ce-
ro. Outra aportacion de Borel foi a definicién dos conxuntos que se poden obter a partir
dos abertos e dunha medida aditiva numerable para tales conxuntos. Posteriormente ditos

conxuntos serian os conecidos como conzxuntos Borelianos.
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A aditividade numerable de Borel foi unha propiedade béasica que permitiria obter resulta-
dos fundamentais na Teoria da medida e integracién abstracta, desenvolvida especialmente
por H. Lebesgue (1875-1941).

O Teorema Fundamental do Céalculo mostra a relaciéon entre o proceso de integracién e
diferenciacion, e que estas operacions poden considerarse unha a inversa da outra. Por unha
parte temos que se f: [a,b] — R é unha funcion R-integrable e definimos a funcion F(z) =
fax f(t)dt, F sera continua en [a,b]. Ademais, para todo punto ¢ € [a,b] no que f sexa
continua, a funcion F sera diferenciable e F'(c) = f(c). Por outra banda, se f: [a,b] — R
e a sta derivada f’ son funcions R-integrables en [a, b, enton f; f(t)ydt = f(b) — f(a).

A principios do século XX, Lebesgue observou na sta tese doutoral de 1902 que diferen-
ciacién e integraciéon non podian considerarse operacions inversas, xa que existian funcions
derivables para as cales o Teorema Fundamental do Célculo non era valido.

Outra limitacién da integral de Riemann era o mal comportamento do paso 6 limite
baixo o signo integral. Por exemplo, sexa {ry, } ,eny unha enumeracion dos nimeros racionais
de [0,1]. Para cada n € N sexa A,, := {r1,rq, ..., }. Consideramos a sucesion {g, }nen de

funcions definidas no intervalo [0, 1] dada por :

1, sex € A,
gn(z) =
0, sexe0,1]\ A4,

Notese que cada g, ten soamente un nimero finito de discontinuidades, logo son Riemann
integrables, con integral nula no intervalo [0, 1]. Sen embargo, temos que a sucesion { gy, fnen

converxe & funcién de Dirichlet:

g(x) =

1, se x é racional
0, se x é irracional

e esta non é Riemann integrable.

Vistas as deficiencias da integral de Riemann, Lebesgue trataria de encontrar unha
nova definicién de integracion onde si se verificase o Teorema Fundamental do Calculo e
para a cal non xurdiran problemas ao intercambiar a orde de limite e integral.

A idea innovadora de Lebesgue foi considerar sumas asociadas & particiéns do intervalo
dos valores da funcién en lugar de tomalas no propio intervalo, como fixeran anteriormente
Cauchy e Riemann. Isto permitiria estender o concepto de integral a unha clase de funciéns
mais amplia.

Para cada funcion f: [a,b] — R limitada, Lebesgue céntrase no intervalo [I, L] dos
valores que toma f. Para cada particién de dito intervalo,

l= inf fx)=ywo<y<..<yi<..<yp=L= sup f(x)
z€[a,b] z€la,b]



Lebesgue considera as sumas

yor(Eo) + > _yem(Ey) e yom(Eo) + Y yr—1m(Ex)
k=1 k=1

onde By = {z : f(z) = v}, Ex = f*((yk—1,yx]) se k > 1 e m(E}) denota a medida
de Ej. Dirase asi que f é integrable en [a,b] se o limite das sumas anteriores cando o
max{yr — yx—1,k = 1,...,n} tende a 0 coinciden, independentemente dos y escollidos. En
tal caso, o valor deste limite sera o valor da integral de Lebesgue de f en [a, b].

Con esta nova integral, Lebesgue consegue probar a posibilidade de integrar funciéns
limitadas discontinuas sen perder a relacién entre derivacién e integraciéon proporcionada
polo Teorema Fundamental do Céalculo, algo que non era posible coa integral de Riemann.
Asi queda probado que é posible integrar unha maior clase de funciéns que as Riemann-
integrables.

Outro importante éxito desta integral foi o descubrimento dos chamados teoremas de
converzencia, que abordan o paso ¢ limite da integral. Demostrouse asi a posibilidade de
intercambiar a orde das operaciéns limite e integral sen alterar o valor dos resultados.
Isto facilitaria importantes soluciéns a problemas de converxencia de series funcionais ou
4 integracion das mesmas, problemas fundamentais para o estudo da representacion de
funciéns mediante series trigonométricas.

A integral de Lebesgue e a sta construciéon permitirfan dar un gran paso no desenvol-
vemento da Teoria da Medida, que foi introducida de forma mais abstracta por M. Fréchet

(1878-1973).

Fréchet introduce na stia tese doutoral en 1906 as nocioéns de espazo métrico, compacida-
de, completitude e estuda estas propiedades sobre algins espazos especiais. En particular,
estudou a métrica da converxencia uniforme no espazo de funciéns reais continuas e a con-
verxencia puntual sobre outros espazos de funcions. A idea de estudar estas propiedades
simultaneamente co desenvolvemento da Teoria de Integraciéon de Lebesgue deron orixe a

outro tipo de espazos funcionais, os espazos LP:

1

b P
LPla,b] = < f:]a,b] — R : f Lebesgue-medible e </ \f(a:)pdm> < o0y,

que seran o principal obxecto de estudo deste traballo.
O caso p = 1 xa estaba implicito con anterioridade nos traballos de Lebesgue. O caso
p = 2 xurdiu en 1907 cando F.Riesz (1880-1956) e E. Fischer (1875-1954) descubriron,

independentemente, o famoso Teorema de Riesz-Fischer que establece que todo espazo



6 CAPITULO 1. ORIXE E DESENVOLVEMENTO

métrico L?[a,b] é completo, separable e isomorfo ao espazo de Hilbert de sucesions:

62 = {x - {xn}neN : (Z ‘xn‘2> < OO}

Os espazos LP para 1 < p < oo, foron introducidos en 1910 por F.Riesz para estudar e

resolver o problema da existencia dunha funcién f cumprindo que

b
/ F@)gn(@)dz = cn, m=1.2. .

onde {g,} ¢ unha sucesion de funcions e ¢, unha sucesion de escalares prefixados.
Podemos asegurar que, os chamados Fspazos de Lebesgue, supuxeron un avance impor-

tante para o desenvolvemento das Matematicas, e , en especial, da Anélise Funcional.

1.1. Referencias bibliograficas

As referencias bibliograficas usadas para a elaboraciéon deste capitulo foron:

= [1] para as notas historicas sobre a evolucion do concepto de integral e a definicion

da integral de Lebesgue.

» [6] para o estudo dos beneficios da integral de Lebesgue e a stia repercusion na Anélise

Matemaética.



Capitulo 2
Medida e Integraciéon Abstracta

Comezaremos este capitulo introducindonos na teoria da medida a partir das estrutu-
ras bésicas que intervefien nela. Partindo dun espazo base, describiremos as familias de
subconxuntos sobre os que posteriormente definiremos as medidas. Logo estudaremos as
funcions medibles, que son as funciéns a integrar neste traballo, e finalmente veremos a

integral destas funciéns respecto a unha medida.

2.1. Espazos de medida

En primeiro lugar, presentaremos os chamados espazos de medida, que son a base para
o desenvolvemento da teorfa da medida. Un espazo de medida queda determinado por : un
conxunto arbitrario, X'; unha o — alzebra de subconxuntos de X', M; e unha medida en

M, p.

Definicion 2.1. Sexa X un conzunto arbitrario. Unha o — dlxebra en X € unha familia

de subconzuntos de X, M C P(X), cumprindo as sequintes propiedades:
(i) b e M

(ii) Se A € M, enton, A° € M

(11i) Se {Ap}nen C M, enton U A, € M.

n=1

Na seguinte proposicién recollense algunhas propiedades das o — dlxzebras.

Proposicion 2.2. Sexa M unha o — alxebra de subconzuntos de X. Verificase que:

a) X € M;
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b) Se A1, As,... Ay €M, enton | ] Ai € M;
=1

c) Se {Ap}nen C M, enton ﬂ A, € M;

n=1
[ee]
d) Se Ay, Ay, ..., Ay € M, enton (| Ai € M;
i=1
e) Se A,B € M, enton AN B € M.
Definicion 2.3. Sexa X un conzunto arbitrario e M unha o — alxebra de subconzuntos

de X. O par (X, M) é un espazo medible. Os elementos da o — alzebra M denominanse

conzuntos medibles.
Vexamos algtins exemplos:

Exemplos 1. 1. Un exemplo importante de espazo medible é cando (X, T) € un espazo

topoldzico. Recordamos que T C P(X) € unha topolozia se verifica que:
(i) X,0er;

n
(i) Se Aq,..., A, € T, entdn, ﬂ A €T

i=1

(i1i) Se {A;} € T, enton UAi €.

Dado un espazo topolozico (X, T), definese a 0 —alxebra de Borel, B(X), como a o—
dlzebra zerada polos abertos da topoloxia T, (7). Os elementos de B(X) denominanse

conzuntos borelianos.

2. A o—dlzebra trivial. Dado un conzunto X, M = {0, X} é unha o—dlzebra, e por
tanto (X,{0,X}) € un espazo medible.

3. O conzunto P(X) de todos os subconzuntos de X € unha o— dlxebra, denominada

o — alxzebra discreta. Temos logo que (X, P(X)) € un espazo medible.

Unha vez formalizado o concepto de o —alxebra de partes dun conxunto, imos formalizar

a nocién de medida:

Definiciéon 2.4. Seza (X, M) un espazo medible. Unha medida en M é unha aplicacion

pw: M — [0, 00| cumprindo que:

(i) u(@®) =0;
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(ii) p € o-aditiva: Se {Ap}tnen C M e A;NA; =10, enton

n(lU An) =D nl(An)
n=1 n=1

Se u(X) < oo falaremos de medida finita. Vexamos a continuaciéon as principais pro-

piedades das medidas.

Proposicion 2.5. Dados (X, M) un espazo medible e p unha medida en M, cimprese

que:
a) Aditividade finita da medida: Se Ai, As, ..., A, € M e AiNA; =0 para i # j,
daquela ,u(U Ap) = ZH(Ai)-
i=1

i=1

b) Monotonia da medida: Se A,B € M e A C B, daquela u(A) < u(B).

c) o— subaditividade da medida: Se {A,}nen C M, daquela

( U Ap) < ZM(AR)~
n=1 n=1

d) Se {Ap}nen C M e A, C Apsa1¥n € N, daquela ,u(U Ay = h;m w(Ay)

n=1

e) Se {Aptnen C M e App1 C AVn € N e u(Ar) < oo, daquela

1 ﬂ Ay) = nh_{go 1(An)

n=1
Xa temos agora todos os ingredientes necesarios para formar a terna que define os

chamados espazos de medida.

Definicién 2.6. Sexan X un conzunto, M unha o — dlxebra de subconzuntos de X e p

unha medida en M. A terna (X, M, 1) denominase espazo de medida.
A continuacion temos alguns exemplos de espazos de medida:

Exemplos 2. 1. Medidas de Dirac.
Sexa M =P(X) exg € X. A aplicacion p: M — [0, 00] tal que

0 se xz ¢ A,
n(A) =
1 se xp€ A,

é unha medida en M.

A terna (X, M, u) € un espazo de medida.
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2. Medidas de Contar.

Sexa X un conzunto arbitrario non baleiro e sexa M = P(X). A aplicacion

card(A), se A finito
pe: M — [0, 00] tal que p.(A) =
00, se A non finito
€ unha medida en M.

A terna (X, M, pic) € un espazo de medida.

. Sexan (X, M, n) un espazo de medida e E € M, Mg € a 0 — alxebra inducida por

M en E. Enton, a restricion de  a Mg é unha medida en Mpg. Asi (X, Mg, ug)
é un espazo de medida inducido polo espazo de medida orizinal (X, M, u) en cada

subconzunto medible E € M.

. O espazo de funcions Lebesque-medibles e a medida de Lebesgue:

Dado E C R™, chamamos medida exterior de E a

w*(E) := inf {Z v(IL;) : {I;}ier recubrimento de E}

i=1
(sendo v(I) o volume ou medida dun intervalo n-dimensional, que se define como o
produto das lonzitudes dos intervalos factores).
A aplicacion
p: ECR" — [0,00]

E - p(E)
€ a medida exterior de Lebesgue.
Como a medida exterior de Lebesgue non cumpre a propiedade de aditividade, non
€ en si unha "medida". Para solucionar isto restrinriremos a clase de conzuntos a
medir imponiendo a condicion de Carathéodory. Asi diremos que un conzunto E C R™
é Lebesgue-medible se, e so se, para cada A C R™ se verifica que pu*(A) = p*(AN
E) 4+ p*(A\ E). Denotaremos por M d coleccion de subconzuntos de R"™ que sexan
Lebesgue medibles e consideraremos a medida de Lebesque o como a resticion de p*
a M.
Asi, (X, M, p) é un espazo de medida.

Asi como se obtén a medida de Lebesgue a partir da medida exterior de Lebesgue en

R"™, pédese facer o mesmo en conxuntos arbitrarios. Para iso introduciremos o concepto de

medida exterior.
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Definicion 2.7. Sexa X un conzunto arbitrario. Unha medida exterior en X € unha apli-

cacion p*: P(X) — [0, 00] cumprindo que:
(i) w(®) =0,

(ii)) Se A,B € P(X)eAC B, enton p*(A) < u*(B) (monotonia),

o o
(iii) Se {An}nen C P(X) , enton p*(| ) An) <) u(An) (0—subaditividade).
n=1

n=1

Notese que as medidas exteriores tefien a vantaxe de que estan definidas en todo P(X),
pero tenen o inconveniente de que non son o—aditivas, polo que non son en si unha "medi-
da". Trataremos de encontrar unha o—alxebra sobre a que si sexan aditivas. Para construir
dita o—alxebra daremos unha definicién maéis abstracta de conxunto medible baseandonos

na condiciéon de Carathéodory.

Definiciéon 2.8 (Condicion de Carathéodory). Dada p* unha medida exterior en X dire-

mos que un conzunto E é Carathéodory-medible, ou simplemente medible, respecto a u*,
se para cada A C X se verifica que p*(A) = p*(ANE) +u*(A\ E).

Deste xeito, se p*: P(X) — [0, 00] é unha medida exterior en X e M & a coleccion de
subconxuntos medibles de X', temos que M é unha o — dlzebra e a restricion de p* a M
é unha medida en M.

Ademais, esta medida é completa. Diremos que unha medida g é completa en M se
cumpre que "E € M e u(E) =0 = A€ M, YA C E". E dicir, s é completa en M se
todo subconxunto dun conxunto medible de medida nula é medible. Baixo estas condicions,
diremos que (X', M, p) é un espazo de medida completo. Ademais, procedendo como indica
o seguinte teorema, temos que calquera medida se pode estender a unha medida completa,

e asi, a partir de calquera espazo de medida pddese obter un espazo de medida completo.

Teorema 2.9 (Completamento dun espazo de medida). Sexa (X, M, u) un espazo de

medida. Considerando
M ={ECX:3A,BeM:ACECBeuB\A) =0}
e definindo p*: M* — [0, 00] mediante p*(F) := u(A) = pu(B) temos que M C M* e

“\*M = p. Deste zeito, (X, M*, u*) € un espazo de medida completo e denominase comple-

tamento do espazo (X, M, 1)
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2.2. Funcions medibles

Introduciremos agora o concepto e algunhas propiedades das funciéns medibles, que
son funciéns reais ou complexas definidas nun espazo medible (X, M) para as que logo

definiremos unha integral.

Definiciéon 2.10. Sezxan (X, M) un espazo medible e (Y, T) un espazo topoldoxico. Diremos

que f: X — Y ¢ unha aplicacion M — medible se cumpre que f~1(G) e MV G € 1.

Se consideramos en Y a o — dlzebra de Borel, B(Y), xerada polos conxuntos abertos,

podemos dar a seguinte caracterizacion para as funcions medibles:

Proposicion 2.11. Sezxa (X, M) un espazo medible e (Y,T) un espazo topolozico. Cim-

prese que:
f: X —Y éM—medible & [f71(B)e MV BecB(Y)].

Considerando esta definiciéon de funcién medible temos que, en xeral, a composicién de
funcions medibles non ten por que ser medible. Para que isto se cumpra é necesario esixir

unha condicién un pouco mais forte que indicaremos no seguinte teorema.

Teorema 2.12. Sexan (X, M) un espazo medible, Y, Z espazos topolozicos e f: X — Y
unha aplicacion M — medible. Se g: Y — Z é unha aplicacion B(Y') — medible (en

particular continua), enton go f é M — medible.

Demostracion. Se f: X — Y & unha aplicacion M — medible e g: Y — Z é B(Y') —

medible, temos que
(gof) ' =f""g"(B) eMVYB € B(2)
e asi, pola proposiciéon anterior, temos que g o f é M — medible O

De agora en diante, diremos que unha funcion f: X — Y no espazo medible (X, M) é
medible en lugar de M —medible, simplemente por simplificaciéon de notaciéon, entendendo
sempre que o ¢é respecto as o—alxebras M e B(Y') respetivamente.

Introduciremos a continuacién algtins resultados que seran de interese para estudar o
comportamento das funciéns medibles, tanto reais como complexas, respecto 4s operacions
alxébricas principais suma, produto, cociente... En moitos casos o estudo das funcions
medibles complexas reducirase ao estudo das funciéns medibles reais. Comezaremos vendo
a relaciéon entre as funciéons medibles complexas e as funciéns medibles reais mediante os

seguintes teoremas:
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Teorema 2.13. Sexan (X, M) un espazo medible, u,v: X — R funcions medibles, Y un

espazo topolozico e ¢: R?> — Y unha funcién continua. A aplicacion
F:. X — Y
z - p(u(z),v(z))
€ medible.
Demostracion. Definimos a funcién
h: X — R?
- h(z) = (u(z),v(z))

Temos que F(x) = ¢ o h(x).
A funcion ¢ é continua por hipétese. Vexamos que h é medible. Como todo aberto de

R? se pode expresar como unién numerable de rectangulos abertos, bastara demostrar que
h™ ' (R) € MV R = (a,b) x (¢,d) C R

Temos que h™'(R) = h™[(a,b) x (¢,d)] = u"(a,b) v~ (c,d) medible, xa que u e v

son funciéns medibles. O

Teorema 2.14. Sezan (X, M) un espazo medible e f: X — C unha funcion. Enton
f é medible < Re(f) e Im(f) son medibles

Demostracion. = Se f: X — C é unha funcién medible, como as proxecciéons m; e mo
son aplicaciéons continuas, temos que Re(f) = m o f e Im(f) = my o f son medibles.

< Reciprocamente, se Re(f) e Im(f) son funciéns medibles, considerando ¢ o iso-
morfismo canénico entre R? e C, polo teorema anterior temos que f = o(Re(f),Im(f)) é

continua. O

Por outra parte, cando estan ben definidas as operacions aritméticas habituais (suma,
produto, cociete) entre funciéns medibles que toman valores en R,C ou R = [—o0, 0],
estas dan lugar a novas funciéns medibles. Recolleremos os resultados méis importantes na

seguinte proposicion:

Proposicion 2.15. Sexan (X, M) un espazo medible e f,g: X — C funcions medibles,

enton:
a) As funcions f+ g e f-g son medibles.

b) Se f non se anula en ningin punto, a funcion g/f tamén é medible.
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c) |fl e |fIP son funcions medibles Vp > 0.
d) a-f+b-g éunha funcion medible Va,b € R.

A continuacion, enunciaremos os resultados mais destacables en relacion coas funciéns
que se poden definir a partir dunha sucesiéon de funciéns medibles e o seu comportamento

respecto ao proceso de paso 6 limite.

Proposicion 2.16. Sexan (X, M) un espazo medible, { fn}nen unha sucesion de funcions
medibles e f,: X — R Vn € N.Enton:

a) sup,ey fn € fpen fr son medibles.
b) lim sup f,, e lim inf f,, son medibles.
n—oo n—oo
c) SeVr e X3 lim inf f,(x) := f(x), enton f € medible.

As funcions maéis "simples" de describir son aquelas que son combinaciéns lineais de
funciéns caracteristicas dos conxuntos de M. Chamaremos a estas funcions funcions sim-

ples.

Definicion 2.17. Unha funcion simple s nun espazo medible X € unha funcion compleza

definida en X cuza imaze toma unha cantidade finita de valores.

E dicir, unha funcién s: X — C é simple se s(X) é un conxunto finito. Obsérvese que
excluimos o valor oo dos valores que toma unha funcion simple.
Se ai, ..., ay son os distintos valores que toma a funcion s e A; = {x : s(x) = o, }, entéon

podemos expresar s de maneira univoca da forma

n
5= i xa,
=1

onde x4, é a funcién caracteristica de A;. E claro asi que s é medible, se e s6 se, é medible
cada conxunto A;.

O principal interese das funciéns simples é que son unha clase sinxela de funciéns que
nos permiten expresar calquera funcién medible como sucesién de ditas funciéns da maneira
que se expresa no seguinte teorema. Isto seré de gran utilidade para logo enunciar e probar

certas propiedades e resultados de funciéns medibles de maneira méis xeral.

Teorema 2.18. Sexan (X, M) un espazo medible e f: X — C unha funcion medible.
Enton, existe unha sucesion de funcions medibles simples {sp }nen, onde sp: X — C para

cada n € N tal que
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i) [s1] < lsof <. <sal <o <]

it) f(z) = lim sp(z) Vo € X e a converzencia é uniforme en cada conzunto no que
n—oo
f sexa limitada. Ademais, se f € unha funcidn non negativa, poderemos escoller a

sucesion {sptnen crecente, i.e, de forma que 0 < s1 < s9 < ... < f.
Demostracion. Primeiro consideraremos o caso f > 0. Sexa logo f: X — [0, 00| unha
funcién medible. Para cadan € Ne 1 < k < n-2", sexan

k—1 k
< I

App={reX: e B,={x€ X : f(z) > n}.

Definimos

n-2n

k—1
k=1

E claro que os conxuntos A, ; e B, pertencen a M e que cada s, é unha funcion medible

simple. Vemos ademais facilmente que

1
0<s1<sy<--<f, [sn| <n e \f(x)—sn($)|<27‘
Por tanto, f(z) = lim s,(x) Vo € X. Ademais se IM € R : |f| < M, enton

n—oo

1
sup | f(2) = sn(2)| < oy V0 > M,
zeX

polo que s, converxe uniformemente a f en X.

Consideraremos agora o caso xeral. Se f é unha funcién medible non necesariamente
positiva, f: X — R, podemos expresala como f = f+ — f~, onde f™ e f~ son as partes
positiva e negativa, respectivamente, da funcién f, e verifican que f*>0e f~ > 0.

Finalmente se f é unha funcién complexa, f: X — C, podemos expresala da forma
f = fi— fo+i(fs — f1) onde cada f; > 0, basta considerar f; = Re(f)",fo = Re(f)~,
fa = Im(f)* e fa = Im(f).

Temos asi que se cumpre o resultado para calquera funcién f medible. O

2.3. Integraciéon de funciéns medibles

Xa temos introducidos os espazos medibles nos que levaremos a cabo a Teoria da
Integracién. Tamén estudamos as funcions medibles, que son as funciéns a integrar. Ao
longo desta seccion imos definir a integral destas funciéns, estudar as stas propiedades e
os os principais teoremas de converxencia. Veremos como obter unha medida integrando

unha funcién medible non negativa sobre todos os conxuntos medibles.
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Comezaremos definindo a integral das funciéns simples non negativas e veremos como
estender esta integral a toda funcién medible non negativa de xeito que se mantenan as

propiedades méis relevantes de dita integral.

Definiciéon 2.19. Sexan (X, M, u) un espazo de medida e s: X — [0,00) unha funcion

simple non negativa M — medible con forma candnica

n
S:Zai-XAieEEM.

i=1

Definese a integral de s en E respecto da medida p como

/ sdp = Zai -u(A;NE)
E i=1

Na seguinte proposiciéon recollemos as principais propiedades da integral de funciéns

simples non negativas.

Proposicion 2.20. Sexan s: X — [0,00) e t: X — [0,00) dias funcions simples non
negativas M — medibles, ¢ € [0,00) e E € M. Verificase que:

a) [pe-sdu=c- [gsdu,
b) [p(s+1t) du= [5sdu+ [tdu,
¢) Ses(z)<tlx)VezeX= [psdu< [,tdp.

Como acabamos de ver na proposiciéon anterior, a integral sobre funciéns medibles
simples e non negativas é aditiva e monétona, o que nos permitird estender o concepto de

integral a funciéns medibles non negativas.

Definicion 2.21. Sexan f: X — [0,00] unha funcion M — medible non negativa e

E € M. Definese a integral de f en E respecto da medida j1 como

/fdu::sup{/sd,u:sESﬁgsgf},
E E

onde S € o conzunto de funcions simples M — medibles.

Notese que se f é unha funcion M—medible simple non negativa a nova definicion de
i)  fdp coincide coa dada anteriormente para funciéns simples.

Veremos agora algunhas propiedades bésicas da integral de funciéons M —medibles non
negativas como a monotonia, orde ou sobre a restricion da integral a un conxunto medible.
Estas propiedades son consecuencia directa da definicién e das propiedades da integral de

funciéons M —medibles simples non negativas.
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Proposicion 2.22. Sexan f,g: X — [0,00) funcions M — medibles e A,B,E € M.

Verificase que:
a) f<g= [pfdu < [5gdun (monotonia da integral respecto o integrando);

b) AC B = fA fdu < fB fdu (monotonia da integral respecto o conzunto de

integracion);
¢) Sec>0, [pc- fdu=c- [ fdu;
d) Se f(x) =0Ve e X, enton [, fdu =0 ainda que p(E) = oo;
e) Se u(E) =0, enton [ fdp =0 ainda que f(x) = oo Vo € X;
f) [ fdu= [y f-xedu.

Dada unha funciéon medible non negativa podemos construir unha medida a partir
da integral indefinida de dita funcién. Para isto necesitaremos as propiedades que nos
proporcionan os seguintes teoremas e resultados, onde veremos a facilidade coa que se

manexan as operacions con limites e a linealidade da integral.

Teorema 2.23 (Teorema da converxencia monétona). Sexa {fp}nen unha sucesion de

funcions medibles non negativas definidas en X tales que
0< fi(z) < folz) < Ve e X

e sexa o seu limite puntual f(x) = h;m fn(z) Vo € X. Enton f € medible e

/fdu: lim fndpu.
X n—oo X

Demostracion. Como { f, }nen € unha sucesion crecente existe o seu limite f e é medible e
non negativo por ser o limite dunha sucesion de funciéns medibles non negativas. Ademais,
como {fn}nen € unha sucesion monoédtona de funciéns non negativas, pola monotonia da
integral respecto o integrando, temos que { [ + fndpt}nen tamén é unha sucesion monétona
de elementos non negativos e, por tanto, existe o seu limite en [0, cc]. Como para cada

n € N temos que f, < f, cimprese entén que
i [ fudn< [ fan
Vexamos que tamén se cumpre que

lim mwz/fw.
X X

n—o0
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Sexa s unha funcién medible simple tal que 0 < s < f e sexa ¢ unha constante tal que
0 < ¢ < 1. Definimos para cada n € N os conxuntos E, = {z € X : f(z) > ¢-s(z)}. A

sucesion {Ey, }nen cumpre que :
= B, e M, VneN;
» By C Epga;
. Ufle E, =X.

Temos asi, pola proposiciéon anterior, que

[tz [tz [ s [ s
X En n n

Considerando agora a funciéon de conxunto ¢: E € M — [0, 0] tal que ¢(E) := [, sdp,

que é unha medida, temos que

n—oo

(P(X) = @(U En) = lim ‘p(En)7
n=1

ou equivalentemente
/ sdp = lim sdp.
X

n—oo E
n

Por tanto,

lim h@Z/h@ZO/Mw
Finalmente, cando n — o0 e ¢ — 1 e tomando supremos temos que
i [ fudn> [ sin
como queriamos probar. O

Como consecuencia da aproximaciéon de funciéns medibles non negativas mediante su-
cesions de funciéns simples e das propiedades da sia integral, obtemos a propiedade de

aditividade da integral:

Teorema 2.24. Se f,g: X — [0, 00] son funcions medibles non negativas, enton

/X(f+g) du—/dequ/ngu-

En xeral, para sumas finitas, se { f,}nen € unha sucesion de funcions medibles non negativas

tense que

/X;fidﬂzg/xfidﬂ
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e tomando limites para sumas non finitas temos o sequinte resultado:

/Xnilfndu = nil/X Tndp.

Estes resultados son validos cando temos converxencia puntual na sucesion de funcions.
Cando isto non ¢ asi, temos o resultado en forma de desigualdade, proporcionado polo lema
de Fatou.

Teorema 2.25 (Lema de Fatou). Se {f,}nen € unha sucesion de funcions medibles non

negativas e
f(z) = lirginf fn(z) :=sup{inf{fi(z)} m >nneN,}
enton f € medible e

/ fduzliminf/ fndt.
X n—oo X

Considerando agora a integral como unha funciéon de conxunto podemos obter unha

medida a partir de dita integral procedendo tal e como indica o seguinte teorema:

Teorema 2.26. Sexa f: X — [0, 00| unha funcion medible e sexa a funcion de conzunto
o(F) = fE fdu con E € M. Enton ¢ é unha medida e ademais para cada funcion g: X —
[0, 00] medible verificase que [y g dp = [y g- fdpu.

Demostracion. Comezaremos vendo que a aplicacion ¢: M — [0, 00] dada por ¢(E) =
fE fdp é unha medida:

» E claro que ¢(f}) = 0.

» Vexamos que é o— aditiva: Sexa {E), },en unha sucesion de elementos de M tales
que E;NE; =0 parai# je E=J,_, E,. Temos entén que xg = Y - | XE, € Por

tanto,

so(QlEm - /u;-:l fduz/Efduz/xfmdu:/xf-gmdu

Z;/Xf-XEnduZ;/EnfdMZ;sO(En)-

Vexamos agora que para cada funcion g: X — [0, co] medible camprese que f x 9dp =

S 9 fdp. Diferenciaremos tres casos:

» Se g = xg. Para E € M temos que

/ngSf?:/XXEdQD:‘P(E):/EfdM:/XXE'fdu:/Xg-fdlu.
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= Se g é unha funciéon medible , simple e non negativa, temos que g poédese expresar

n
como g = >, ;- XA,;, cona; >0eA; € M, Vi=1,...,n. Logo temos que
i=1

gdsDZ/ ;- XA, dp = Oéi‘/ x4, de = az“/ XA, fdp
/X X; ; X ; X
— [ S fdu= [ g fin.
X i1 T

= Se g é unha funcion medible non negativa, existe unha sucesion {s, },en de funcions
medibles simples non negativas tales que s; < s9 < -+ < g en X e que converxen
puntualmente a g. Por tanto, {s,- f }nen é tamén unha sucesion monétona crecente de
funciéns medibles non negativas que converxe puntualmente a g - f. Logo, aplicando
o Teorema de converxencia mondtona e o visto no caso anterior, temos que

fdp :/ lim s,dp = lim Spdp = lim Sn - fdp

n—o0 X

—/ Iim sn-fd,u—/g-fdu. O
X'N,A)OO X

Ata o momento traballamos coa integral de funcions medibles non negativas, pero
podemos ampliar o concepto de integral a funcién definidas en R ou C. Diremos que
unha funcién medible non negativa é integrable se a sta integral é un ntmero finito. Para
funcions medibles con valores na recta real ampliada, estenderemos a integral integrando
separadamente a parte positiva e a parte negativa da funciéon. Definiremos a integral destas

funcions respeto a medida p como

/deu :=/Xf+du—/xf_dﬂ

e diremos que f é integrable se algunha (ou as duas) das integrais fX frdu ou fX fdué
finita.

No caso de funciéns complexas, procederemos de maneira similar, integraremos por
separado a parte real e a parte imaxinaria da funcién. Se f: X — C é unha funcién
medible, f = u + iv, sendo u a funcién parte real de f e v a funcién parte imaxinaria de

f, diremos que f é integrable se o son u e v. En tal caso, definiremos a sta integral como

/fdu—/udu—i—i/vdu.
X X X

E dicir, unha funcién f: X — C ¢ integrable se [ | f|du ¢é finita, xa que [y |f|dp ¢ finita
se, e so se, as integrais [y uTdu, [y u=du, [y vtdu e [, v-du son finitas.
O conxunto formado polas funciéns integrables f: X — C denétase por £ (X, M, p),

ou simplificadamente £ ().
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Teorema 2.27. Dotado das operacions habituais £'(p1) ¢ un espazo vectorial complexo

sobre o cal a integral € un funcional lineal.

Demostracion. Sexan f,g € L'(u) e a, nimeros complexos. Como f,g son funciéns

medibles, af + fg tamén é medible. Ademais, verificase que
[ tas -+ Boldu < ol [ Iflau-+18] [ loldu < .
X X X

polo que af + Bg € L (1) e por tanto L£(p) é un espazo vectorial complexo.

Probaremos agora a linealidade da integral, é dicir, temos que ver que

[ (ar+sgdu=a [ san+s [ i
X X X
Para probar esto bastarad demostrar que :

D) Sx(f+9)du= [x fdu+ [y gdu e

i) [yafde=afy fdu.
Comezaremos probando i). O Teorema 2.24 dinos que esta igualdade verificase para fun-
cions non negativas. Sexan logo f e g funcions reais de £!(p). Definimos h = f + g e temos
asi que

W—h™=(f 49 ) (g )=2h "+ +g =h"+ [T +4,

onde cada sumando é unha funciéon medible non negativa. Asi, intengrando agora nesta

igualdade e tendo en conta o Teorema 2.24, temos que

/h+d,u—|—/ f_du+/g_du:/ h‘du—i—/ f+d,u+/g+d,u,
X X X X X X
e agrupando debidamente estas integrais chegamos a que
/hdu—/ h+du—/ h™du
X X X
=/ f+du—/ f‘du+/ g+du—/ 9 du
X X X X
:/ fd,qu/ gdpu.
X X

Temos asi que se cumpre o resultado para funciéns reais medibles, e por tanto tamén
se cumprird para funciéons complexas. Bastard recordar a definicién de integral de ditas

funcions. Se h = hy + iho é unha funcién complexa a sta integral definese como

/hdu:/ hldu+i/ hody,
X X X
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onde hq e hy son funciéns reais medibles, e por tanto ciimprese o resultado. Con isto temos
demostrado 1).

Probaremos agora ii): [y afdu = a [ fdu. Distinguiremos tres casos:

» Polas propiedades da integral vistas anteriormente (Proposicion 2.22. ¢)), para a > 0
e f unha funcion non negativa xa temos que se cumpre que [y afdy = o [y fdpu.
Sexa agora f = f1 4+ f2 unha funcién complexa. Podemos decomponer f do seguinte

xeito
f=h+ifa=fi" =7 +ilf5 = f7).

Temos asi que:

/Xafduz/xaffdu—/xafldu+i/Xf2+d#+—i/Xf2du,

onde cada fii,z' = 1,2 é unha funcién real non negativa, e por tanto temos que

Jasdu=a [ gran—a [ srawrio | fran-ai | gy
=a</Xf1+dM—/Xf1du+i</sz+du—/szdu>>
:a/de,u.

s Para a = —1 e f unha funcion real, temos que

| —rau= [ eoran= [ o= [ ran [ rran=— [ s

No caso de que f sexa unha funciéon complexa, descomponendo como antes en su-

mandos de funcions reais, obtemos o resultado equivalente.

m Sea=ie f=f]+ifs temos quei-f=1ifi — fa e por tanto

/X i = /X (ifs — fo)dps = /X (—fo)du + /X iy

:_/Xf2dﬂ+i/Xf1dH:i/deﬂ'

Tendo en conta que calquera nimero complexo o € C podese expresar da forma o = a+ b,

con a,b € R e i), xa temos que se cumpre ii) para calquera niimero complexo « . O

En canto o comportamento da integral baixo o paso 6 limite, en xeral para funciéns
complexas temos o Teorema de converxencia dominada, que veremos a continuaciéon. Enun-
ciaremos antes un resultado previo que sera de utilidade para a demostraciéon de tal teore-

ma.
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Teorema 2.28 (Teorema de acotacion modular). Sexa f unha funcion de L'(p). Enton

’/deﬁb’ S/le!du

Demostracion. Como fX fdu é un niimero complexo,

cumprese que

EIaE(C,]a]:l:a-/fd,u:‘/ fdu‘.
X X

Sexan u = Re(af) e v = Im(af) (cuxa integral é nula). Temos que u < |af| = |f]| e, por

‘/deu‘ a./du:/a.fduz/ Re(af)dujui/xjm(af)du
:/udu</ |u\du</ lof| = /|f| 0

Teorema 2.29 (Teorema da converxencia dominada). Sexa {f,}nen unha sucesion de

tanto,

funcions complexas medibles tales que eziste f(x) = h_)m fu(z) Yo € X. Se existe unha
funcion g € LY(p) tal que |f(z)| < g(z) Vo € X, Vn €N, enton f € L1 (u). Ademais

3 i [ 1f— fldu =0
X

n—oo

Jim / fudps = / fdu

Demostracion. Como f é o limite dunha sucesion de funciéns medibles, f é medible. Ade-

mais para cada n € N cumprese que |f,| < g, polo que |f| < g en X. Pola monotonia da

/ If!dué/ gdp < co.
X X
Por tanto f € £1(u).

Por outra parte, temos que |f, — f| < 2g, considerando logo a sucesion {gy}nen onde

integral, temos agora que

gn = 29 — | fn— f|, temos que {gy, }nen € unha sucesion de funcions medibles non negativas.

Aplicando o Lema de Fatou a dita sucesion temos que

/ hmlnfgndu < hmmf/ gndjt.
X

n—o0

Por tanto

| 20u < ttmint [ (2915, )i

:/ 2gdp + lim inf <—/ \fn—f\du)
X n—oo X

=/ 2gdu—1fmsup/ | fr — fldp.
X n—oo X
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Como fX 2gdp < oo, restando en ambos lados temos que 0 < — lim sup fX |fn — fldu,
n—oo
é dicir, limsup [y [fn — fldp < 0.
n—oo

Por outra parte, como temos unha sucesién de nimeros reales non negativos, é claro

que limsup [ | f, — fldp > 0. Por tanto, necesariamente limsup [y | fn — f|dp = 0 e temos
n—oo n—oo

asi que

i [ 1~ Sl =
X

n—o0

Agora, polo teorema de acotacion modular aplicado a f,, — f, temos que

lim ]/ fn—fdu’§ i [ 1~ fldu=o.

n—o0

e temos xa asi que
lim fndp = / fdu. O

Notese que, como os conxuntos medibles de medida nula non inflien no céalculo de
integrais, podese prescindir deles ou engadilos (cando falamos de integracion) sen que
suponan ningun problema. Asi mesmo, diremos que unha propiedade P camprese en case
todas as partes de X respecto da medida pu, c.t.p.(i), cando o conxunto de puntos onde
non se cumpre a propiedade P estid contido nun conxunto medible de medida nula. Asi,
tanto as propiedades de monotonia, non negatividade e acotacién uniforme que se tomaron
como certas nas hipéteses do Teorema da converxencia monétona, no Lema de Fatou e no
Teorema da converxencia dominada, respectivamente, poden considerarse certas soamente

en c.t.p.(u) sen alterar os resultados que nos proporcionan ditos teoremas.

2.4. Referencias bibliograficas
As referencias bibliograficas usadas para a elaboracién deste capitulo foron:
» [10] principalmente para a elaboracion da seccion 2.1 sobre espazos de medida .

= [4] e [8] para consultar os conceptos e resultados sobre funciéns medibles e a integra-

cion destas.

» [3] para consultar varios resultados 6 longo de todo o capitulo.



Capitulo 3
Os espazos L?

Os espazos de Lebesgue son un dos exemplos mais importantes dos espazos de funciéns
medibles, xa que cumpren certas propiedades notables e son de gran importancia tanto na
Anélise como nas suas aplicacions. Neste capitulo introduciremos os espazos LP para os
distintos valores de p € [1, 00]. Veremos como, a partir destes e identificando conveniente-
mente funciéns, contruir os espazos LP de clases de funciéns medibles. Probaremos que é
posible definir en cada un deles unha norma coa que os espazos LP son espazos de Banach.

Xa que 6 longo de todo o capitulo faremos referencia numerosas veces aos conceptos
de norma e seminorma, recordemos previamente o seu significado. Unha norma é unha

aplicacion || - || : X — K (K = R ou C) verificando as seguintes propiedades:
(i) [lzll =04 = =0;
(i) |laz|| = |a| - ||z|| Vo € K Vx € X;
(iii) |lz +y| < ||z| + ||lyll Vo, y € X (Desigualdade triangular).

Se soamente se cumpren (ii) e (iii) temos unha seminorma.

3.1. O espazo L'(X, M, u)

Comezaremos estudando o espazo de funciéns Lebesgue- integrables introducido no
capitulo anterior. Vimos que £!(u) é un espazo vectorial complexo. Daremos unha relacién
de equivalencia que identifique as funciéns de £ (1) que sexan iguais en case todo punto. A
partir desta relacién veremos como pasando 6 espazo cociente obtemos o espazo L', onde é
posible definir unha norma || - ||;. Ademais, a partir desta norma definiremos unha métrica
en L' (). Veremos asi que L'(u1) é un espazo vectorial métrico, normado e completo, i.e.,

un espazo de Banach.

25
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Recordemos que £!(jt) é o espazo de funciéns Lebesgue-medibles con integral finita. E

dicir, temos que:
LYu):={f: X — C: f medible e / | fldp < oo}
X

L' é un espazo vectorial complexo dotado das operacions habituais.

Definiremos agora en £!(u) a aplicacion :

£ £ € £10) — 1fl o= [ 17(a)ldn
que cumpre as seguintes propiedades :
1) |[flli =0, Vf e L Ademais, || f|l1 =0< f =0 ct.p.(u) de X.
it) [laf] = lall- [ £l}1, Vo € CYf € £1(n).

i) |If + gl < I+ llgll V.9 € L1 ().

Por tanto, || - ||; ¢ unha seminorma, pero, en xeral non ¢ unha norma en £!(u). De feito, se
X contén algun subconxunto A medible, non baleiro, con medida nula, a funcién f = x4
cumpre que ||f||; = 0, pero f non é a funcién idénticamente nula. En cambio, se en £!(u)
consideramos a relacién de equivalencia dada pola igualdade en case todo punto, pasando

a0 espazo cociente conseguiremos obter unha norma.

Definicién 3.1. Diremos que diias funcions medibles f, g € L' (i) son equivalentes, f ~ g,

se o conzunto {x € X : f(z) # g(x)} ten medida nula.

Por tanto, para f,g € LY (), f ~g < f(z) = g(z) para case todo z € X.
E facil ver que a relaciéon ~ é unha relacion de equivalencia. A partir desta relacion podemos
definir o conxunto cociente £!(u)/~ = L'(p). Temos que ter en conta que os elementos
de L'(u) son clases de equivalencia. Para cada f € £'(u), denotaremos por [f] & clase de
equivalencia que contén a f, é dicir, [f] = {h € L' (u) : h ~ f}.

A estrutura de espazo vectorial de £!(u) induce en L!(u) unha estrutura de espazo
vectorial cociente. Temos asf que L' (i) é un espazo vectorial complexo dotado das seguintes

operacions:

1+l =[f+gl. [fl.lg € L' () e alf):=laf], [f] € L' (n), a€C.

Notese que, para cada f,g € L'(u), ctmprese que f ~ g = ||f]1 = |lg/l1. Enton, a
aplicacion

I£ll: [f] € L) — IFlll = 1 f = /X |f (@)ldp,

esta ben definida e é ademais unha norma en L!(u). Asi o seguinte resultado é inmediato:
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Corolario 3.2. O espazo (L'(p), || - ||1) € un espazo vectorial normado.

A partir da norma || - |1, podemos definir unha métrica en L' dada por di(f,g) =
|lf — gll1 e temos asi que o espazo (L'(p),d1) é ademais un espazo métrico.

E importante ter claro que L' (1) € un espazo de clases de equivalencia de funciéons, non
de funciéns. Non obstante, por comodidade e para evitar a engorrosa notacién das clases
de equivalencia, cometeremos un pequeno abuso de linguaxe substituindo as clases de
equivalencia por algin dos seus representantes. Asi, cando digamos que f e g son funciéns
de L' e f = g entenderemos que f,g € £ e coinciden en case todo punto de X.

Unha das propiedades mais importantes do espazo de funciéns Lebesgue-integrables
L'(p) é a stia completitude. Veremos que (L'(u), || - ||1) é un espazo normado completo,
i.e., un espazo de Banach. Por similitude, demostraremos este resultado mais adiante xunto

co resto dos espazos LP(u).

3.2. Osespazos LP( X, M,u), 1 <p< oo

Para p = 1, temos o espazo de clases de funciéns L'(u), que vimos que é un espazo
vectorial complexo. Neste espazo podiamos definir unha norma, a partir da cal podiamos
establecer unha métrica. Tifamos asi que L!(u) é un espazo normado, un espazo métrico
e, ademais, un espazo de Banach, como probaremos nuns intres. Imos ver agora méis
exemplos destes tipos de espazos, os espazos LP (). Consideraremos agora para 1 < p < 0o,

o conxunto de funciéns:
LP () = {f:X—)(C: f medible e / |fpdu<oo}.
X
Temos neste caso tamén que:

Proposicion 3.3. Para 1 < p < 0o o espazo LP(u) € un espazo vectorial complexo dotado

das operacions habituais.

Demostracion. Sexan f,g € LP(u). Como f e g son funcions medibles, f + g é tamén unha

funcién medible. Ademais,

[f 4 9lP < (If1+19])P < 2P max{|f], [g]}” = 2" max{[f[", [g|"} < 2°(|f " + 19]”).

Jirvarans ([ ipae [ ) <o
X X X

Por tanto f + g € LP.

Temos logo que
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Sexa agora a € C e f € LP. Como f é unha funciéon medible, af é tamén unha funcién

/ afPdu = |af? / FPdu < oo,
X X

e por tanto, af € LP. O

medible. Ademais

Definiremos agora en £? a aplicaion:

1t £ € £2(a) s 1l == ( /. \f(sc)rpdu)” .

Veremos que as aplicacions ||-||, son seminormas en £P(11). Para iso necesitamos os seguintes

conceptos e resultados previos:

Definiciéon 3.4. Sexan p,q dous nimeros reais positivos tales que %—l—% = 1. Diremos que
D e q son exponentes conzugados.
QOutras formas de expresar a relacion entre p e ¢ son as sequintes:

1 1 P

—t-=lepg=p+tegeoqg=—:.
P oq p—1

Considéranse tamen 1 e 0o como exponentes conzugados.

Lema 3.5. Sezan a,b >0 el <p,q < oo. Cumprese que:
a? bl

a-b< —+ —.

p q

Teorema 3.6 (Desigualdade de Hélder). Sexan p e q dous exponentes conzugados con

1<pg<oo. SefelP(u)egeLi(u), enton f-qc L) e ademais:

I1f - gl < W f1lp - llgllas

J 11 - ghdn < (/X|f|pdu>;-</X|g|qdﬂ>;.

Demostracion. Se || f|l, = 0 ou ||g|lq = 0, temos que f = 0 ou g = 0 en c.t.p.(pu) de X.

¢ dicir

Enton, f-g =0 e a afirmacién é obviamente certa.

Suponamos enton || f|l, # 0 # ||g||4. Sexan

= Ifl”du>; e (] lquu);-

Suponamos F(x) := @ e G(x) = %. Polo lema anterior temos que:
1 11 1
[F@)]-1G()] = (F@)F)7 - (G < ZF@)F + Z|G(@)]
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Integrando agora en X temos que:

[ (r@lictdu <
X

d+/‘

R VGO S Sy I VICOI

i gy,
x Jx |fIPdu qJx [x|gldn

1 1
S Py 4+ =« —— a4
rfuzz/x’f“)' nt ugrrz/x'g(””)' g
1

e 1 gl 11
I~ a lgle  » 4

Obtemos asi que:

/}(’@“@] <te i [ U@e@ldn < 1e [ If@o)dn < A

/le'gldué (/X\flpduf-(/)( Iglqd/L);. 0

Notese que no caso p = g = 2 temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

E dicir,

Teorema 3.7 (Desigualdade de Minkowski). Sezan p e ¢ dous exponentes conzugados con

1<pg<ocef,geLP(u). Entin

1+ glly < [1fllp + lgllp-

Demostracion. Suponamos || f+gl[, > 0, xa que se || f+¢|| = 0 a afirmacion é trivialmente

certa. Temos logo que:
[f+glP =1f +allf + 9Pt < (1 +1gl) - If + glP= = FIIf + 9P~ + [gllf + gl
Integrando agora en X temos que:

/ 1+ gPdu < / IS+ gy + / gl1f + 9P d.
X X X

Tendo en conta que p — 1 = g e que p e g son exponentes conxugados, aplicando a

desigualdade de Holder temos que:

p—1 P % (p—1)q %
/X!f\|f+9! du < </X!f! du) </X\f+9| du) :

-1 % (p-1) %
/X|g||f+g|p dp < </X Iglpdu> (/X \f + g qdu)
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Enton temos asi que:

I+ gl = /X 1+ glPdp < /X FIF+ gl + /X 1911 + 9P~ di

) </X ’f’pdﬂ>; | (/X ’f+g‘pdu); " (/X !g!pdu); : (/X ’f—i-g‘PdM);

r o
= 1fllp - IS+ gl +lgllp - 11F +gllg = 1£1p - 11f + gl + llgllp - 1f + gllp ™
= 1F +allp™" (£l + gllp)

Como ||f +gllp, >0, If +gl5~" >0, dividindo en ambos lados entre || f + g[5~" temos a

igualdade buscada:
1f +gllp < 1F1lp + llgllp .

Como consecuencia inmediata das desigualdades de Holder e Minkowski podemos con-

cluir o seguinte resultado:
Corolario 3.8. Para cada p, 1 < p < o0, a aplicacion || - ||, € unha seminorma en LP(p).

Como tinamos antes no caso p = 1, temos agora para 1 < p < oo que as aplicaciéons

£l = ( /. |frpdu)”

son seminormas en LP(u), pero non son en xeral normas, polo mesmo motivo que xa

|| - |l definidas por

mencionamos no caso p = 1. Como nos interesa traballar con espazos normados, indentifi-
caremos as funciéns que sexan iguais en case todo punto e traballaremos no espazo cociente
LP(u)/~, onde f ~ g:= f=genctp.(u) de X. Denotamos tal conxunto cociente como
segue:

LP(p)/~ = LP(p).
Temos que ter en conta que os elementos de LP(u) non son funcions, senén clases de
equivalencia de funcions. Para cada f € L£P(u) denotaremos mediante [f] &4 sta clase de

equivalencia. Asi, o espazo LP(u) dotado das operacions

[l +lg =1+l [fLlg e L) e alfl:=[af], [fl€ L'(n), a€C.

é un espazo vectorial complexo.

Para cada f,g € LP(u) camprese que f ~ g = || f||, = ||g||p- Enton, a aplicacion

1llp: ] € ZP() — LAl = [1£llp = /X F(@)\dg,

estd ben definida e é unha norma en LP. Podemos deducir que:
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Corolario 3.9. O espazo (LP, || - ||,) € un espazo vectorial normado.

Demostracion. — a) |f +gllp < £l + lglly V£, g, € L? (Minkowski).
b) llaflly = lal - Ifllp, Vf € LP(u), Vo € C.

) [fllp=0,Vf € LP(p) e |[fllp =0 f=0en LP(u).

Dado que d,(f,9) = ||f — gl|p, temos que (LP, || ||,) é un espazo vectorial normado. [

Como acabamos de ver, a partir da norma || - ||, podemos definir a métrica d,(f,g) =
Il f — gllp, e temos asi que o espazo (LP,d,) é un espazo vectorial métrico.

Ao igual que no caso p = 1, por comodidade, cometeremos un pequeno abuso de
linguaxe substituindo as clases de equivalencia por algiin dos seus representantes. Enton,
cando digamos que f e g son funcions de LP(u) e f = g, entenderemos que f,g € LP(u) e
f=genctp(u) de X.

Como dixemos anteriormente, unha das propiedades mais importantes dos espazos
LP(p) € a stia completitude. Demostraremos agora que os espazos (LP(u), |- ||,) son espazos

normados completos. Para iso recordaremos previamente os seguintes conceptos:
Definiciéon 3.10. Sexa {fn}nen unha sucesion de funcions de LP(u). Diremos que:
(@) {fu}ner converse cara f & (L(u) | ) se lim [f = fully = 0.
(b) {fn}nen € unha sucesion de Cauchy en (LP(p),| - |lp) se
Ve >0, AN eN:n,m >N = ||fn— fmllp <e.
Teorema 3.11. Para 1 < p < oo, (LP(u),| - |lp) € un espazo normado completo, é dicir,
un espazo de Banach.

Demostracion. Teremos que probar que toda sucesion de Cauchy en LP(u) é converxente
en tal espazo. Sexa { fy, }nen unha sucesion de Cauchy arbitraria en (LP (), ||-||p). Camprese
que:

Ve>0,INeN:Vn,m >N = || f, — fullp <¢

e ademais existe {fy, }xeny unha subsucesion de {fy }nen tal que

1.
ani-‘rl - fnZHp < ? Vi € N.

k 00
Deﬁniremos gk(x) = Zl |fni+1 - fnl’ €g:= Z ’fnprl - fn1| .
i= =1

Pola desigualdade de Minkowski temos que

k k i
1
< E Hfm+1 - fnsz < E : <2> <1
i=1 =1

lowl = | rgm)rpdu}‘l’
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Aplicando agora o lema de Fatou, temos que ||g||, < 1 e por tanto g(x) < oo para case
todo x € X.

[ee]
Temos enton que a serie fp, () + > (fniy, () — fn;(x)) converxe absolutamente para case
i=1

todo x € X.

Sexa logo

fnl(x) + Ezoil ’fm+1(x> - fm(x)| s€ 2?21: ‘fm‘+1 - fm’ <o
fz) =

0 noutro caso.

Temos que f é medible e dado que f,, = fn, (a:)+ki1 | frisi () = fn;(2)| Vo € X concluimos
que f(x) = klg](f)lo fni (z) para case todo punto x 623(%.

A continuacién probaremos que f € LP(u) e que a sucesion {f, }nen converxe a f. Sexa
e > 0 arbitrario. Sabemos que existe N € N tal que para n,m > N = || f, — fm|p < €.

Asi, para m > N, o lema de Fatou proba que
J U= gl < [ imint |, fPau <o
X X 1—0Q0

Por tanto f — f, € (LP(w),|| - |lp), € como f,, € LP(u) e LP(n) é un espazo vectorial
concluimos que f € LP(u).

Ademais, da desigualdade
/ |f = fmlPdp < / lminf | f,, — f|Pdp < &P
X x 100

deducimos que para n > N

i [ 1~ flPdu =0,
X

n—oo
o que implica que
lim ||f — fall} =0,
n—oo

e por tanto temos que {f,}nen converxe a f en LP(u). O

A converxencia en LP(u) denominase converzencia en media de orde p e unha sucesion
de Cauchy en LP(u) denominase tamén sucesion de Cauchy en media de orde p. O teorema
anterior identifica as sucesions de Cauchy en media de orde p coas sucesiéns converxentes
en media de orde p.

A proba do teorema anterior contén un resultado suficientemente interesante como para

enuncialo explicitamente.

Lema 3.12. Seza 1 < p < oo e sexa {fn}lnen unha sucesion de Cauchy en LP(u) con
limite f. Enton existe {fn, tren unha subsucesion de {fn}nen tal que {fn, }ren converze

puntualmente en case todo punto a f(z).
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3.3. O espazo L™(X, M, pu)

Para completar o estudo dos espazos LP(u) introduciremos agora o correspondente caso
p = +00.
Definese o espazo de funcions £%°(X, M, p) = L£L°(u) do seguinte xeito:

L) :={f: X — C: f medible e esencialmente limitada}.

Vexamos que se entende por funciéon esencialmente limitada:

Definicion 3.13. Diremos que unha funcion medible f: X — C € esencialmente limitada
se verifica que existe M > 0 tal que |f(z)| < M en ct.p.(u) de X, ou equivalentemente,
se para este M se verifica que p({x € X : |f(x)] > M}) = 0.

En tal caso diremos que M ¢é cota esencial de f. Denotaremos por Sy ao conxuntos de
cotas esenciais de f,i.e, Sy :={M > 0: M cota esencial de f}. Podemos definir agora en

L>2(u) a aplicacion
| flloo :=inf Sy = mf{M : p({x € X : |f(x)| > M}) =0}.

O valor || f]leo denominase supremo esencial de f.
Tendo en conta a desigualdade triangular |f +g| < |f|+|g|, que |af| = |a| - |f| Va € C
e as propiedades das funciéns medibles podemos concluir agora, ao igual que nos casos

anteriores que:

Corolario 3.14. O espazo L>®(u) é un espazo vectorial complexo dotado da seminorma

[1flloo-

Introduciremos agora o correspondente espazo L*°(u) como o cociente de £%°(u) ao

identificar funciéns iguais en case todo punto.

L2(p)/~ = L=(p).

onde ~ é de novo a relacién de equivalencia f ~ g <= f(z) = g(z) para case todo
x € X. Para cada f € £(u) denotamos por [f] a sia clase de equivalencia en L (u). Se

consideramos en L (u) as operacions definidas xa nos casos anteriores

fl+gl:=1f+gl. [fl.lg €L (n) e  alfl=[af], [f] € L'(n), a €C,

e a aplicacién
[flloc: [f] € L=(1) — I[f]lloc == 1l flloo-

concluimos que o espazo de clases de equivalencia de funciéns L (u) é un espazo vectorial

complexo. Ademais, a aplicacion || - ||s € unha norma en tal espazo. Temos entén que:
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Corolario 3.15. O espazo (L™ (u), || - ||c) € un espazo vectorial normado.

A partir da norma || - ||oc podemos definir tamén unha métrica. Novamente bastara
tomar doo(f,9) = ||f — 9lloo, € temos asi que o espazo (L™, d) é un espazo vectorial
métrico. Ademais, o espazo (L(u), || - |lo) tamén é completo, como demostraremos de

seguido.
Teorema 3.16. O espazo (L*°(u), | - |loc) € un espazo de Banach.

Demostracion. Queremos ver que toda sucesion de Cauchy en (L% (), ||-|loc) € converxente

en L (u). Sexa logo { fn }nen unha sucesion de Cauchy en (L*(u), || - ||oo). Cmprese que
Ve >0, AN e N:Vn,m > N, ||fn — fimlloo < e

Sexan agora
Ay = {z € X ¢ [ fu(x) > | filloc} n(Ax) =0

Bum = Az € X :|fu(2) = fm(@)| > [[fn = fmlloo}s p(Bnm) = 0.

Por tanto, sendo £ = |J (Ak U By,m), temos que p(E) = 0, por ser unién numerable de
k,n,m
conxuntos de medida nula.

Entén en X \ F ctmprese que
Vn,m e N, [fu(z) = fm(@)| < [ fn = funl
e como ademais a sucesion { f, }nen € de Cauchy temos que
Ve >0, AN e N:Vn,m > N, |fu(x) = fin(@)| < || fro — finlloo <&, YV € X N E.

E dicir, {f,}nen converxe uniformemente a unha funcion f: X ~ E — C medible. Ade-

mais, esta funcién é limitada, xa que pola converxencia uniforme temos que
Ve >0, AN'eN:Vn > N, |fu(x) — fr(x)| <&, Vo € X \E.

Asi, f, — f é esencialmente limitada, ¢ dicir, f, — f € L*(u), e como L (u) é un espazo

vectorial temos que f € L*(u). Concluimos asi que {f,,}nen converxe a f en L®(u) O

3.4. Referencias bibliograficas

As referencias bibliograficas usadas para a elaboraciéon deste capitulo foron:

= [8] e |9] principalmente para elaborar os principais resultados e as stias demostracions.

» [2] e [4] para consultar algiins conceptos e outras consultas puntuais.



Capitulo 4
Algans subespazos notables

Xa temos agora introducidos os espazos de Lebesgue como espazos normados completos.
Neste capitulo obteremos algiins resultados de densidade e algunha relacién de inclusiéon
entre os diferentes espazos LP. Para rematar, veremos brevemente algtins exemplos parti-

culares de tales espazos.

4.1. Subespazos densos sobre LP(X, M, )

Centrarémonos agora en mostrar algins subespazos de especial interés nos espazos de
Lebesgue LP(u), os subespazos densos.

Comezaremos vendo, como consecuencia do teorema de aproximacién de funciéns me-
dibles mediante funciéns medibles simples e o teorema da converxencia dominada, un caso

no que LP(u) con 1 < p < oo contén un subespazo denso. Sexan
S ={s: X — C: s medible e simple } e

S ={s: X — C: s medible e simple e pu({z : s(z) # 0}) < oco}.

Se (X, M, i) é un espazo de medida arbitrario, S é un subespazo de LP(u) con 1 < p < oo.
Ademais, mediante a norma de LP(u), S adquire a estrutura de espazo normado. Vexamos

ademais que tal subespazo é denso.

Teorema 4.1. Sexa (X, M, ) un espazo de medida. Para 1 < p < oo, (S, - ||p) € un
subespazo denso de (LP(p), || - ||p)-

Demostracion. Temos xa que S é un subespazo de LP(u). Sexa f € LP(u) veremos que
existe unhs sucesion de funcions simples {sy, }nen tal que lim ||s, — f|l, = 0.
n—oo

Suponiamos f > 0. Como f é unha funcién medible, polo Teorema 2.18, temos que existe

35
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unha sucesion crecente de funciéons medibles simples {s, }nen de xeito que 0 < s, < f
VneNe f(z) = lim s,(x) Vn € N. Como 0 < s, < f temos que s, € LP(u1) e por tanto
n—o0

sp € S. Vexamos que {sy, }nen converxe a f en LP(u), como Vn € N
0<sn<f,0<f—sn<f, 0 |f—suP < fP € LY (p).

Aplicando agora o teorema da converxencia dominada temos que:

lim |f — snlPdp = lim |f — s,|Pdp =0,
polo que concluimos asi que
lm |[|sp, — fllp =0,
n—oo
como queriamos probar. Para o caso xeral, cando f é unha funcién complexa, obtemos o

mesmo resultado simplemente descomponendo f da forma

f=Re(f)" = Re(f)” +i(Im(f)* —Im(f)"),
onde cada sumando é unha funcién non negativa. O

O caso p = oo é algo distinto, xa que o resultado anterior non se cumpre, polo feito
de que X pode ser un espazo de medida non finito. Comprobamos isto facilmente conside-
rando a funcién f(z) =1 Vz € X. E claro que f € L®(u) , pero ||f — s|lo > 1, Vs € S.

Poderemos obter un resultado semellante engadindo a hipotese de que X sexa un conxunto

de medida finita. Asi temos que o subespazo de funcions medibles simples (S, |||/« )é denso
en L>(u) e se pu(X) < oo temos ademais que (S, || - ||so) € agora tamén un subespazo denso
de (L%, [ - o)

Ata o momento estudamos os espazos LP(u) para calquera espazo de medida (X, M, u).
Consideraremos agora (X, M, ) un espazo topoloxico Hausdorff e localmente compacto

onde ademais a medida p cumpra as seguintes propiedades:
» u(K) < oo, VK compacto de X,
» VEe M, u(E) =mf{u(V): ECV, V aberto},
» VE € M, E aberto con u(E) < oo, u(E) = sup{u(K) : K C E, K compacto},
» SeEeMeACE con pu(E)=0enton A € M.

Nestas condicions poderemos encontrar outro subespazo denso de LP(u), que serd o sub-
espazo formado polas funciéns continuas de soporte compacto. Introduciremos de seguido
tal espazo, que denotaremos mediante C., pero vexamos antes que entendemos por soporte

dunha funcioén.
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Definicion 4.2. Sezxa f: X — C unha funcidon. Definese o seu soporte como:

sop(f) ={x € X : f(x) # 0}

Por tanto,

Cc={f: X — C: f continua e sop(f) compacto}.

Veremos en breve que (Co(X), ||-||p) é un subespazo denso de (L” (1), ||-||p). Para probar isto
faremos uso do Teorema de Luzin, que simplemente enunciaremos a continuaciéon (podese

consultar a demostracion en [9] Rudin, 2.24).

Teorema 4.3 (Teorema de Luzin). Sexa X un espazo topolico Hausdorff localmente com-
pacto, V un aberto de X e K un compacto de X de zeito que K C V. Enton existe unha
funcion f € C. tal que xx < f < xv.

Podemos agora afirmar que :

Teorema 4.4. Sexa (X, M, p) un espazo topoldxico Hausdorff localmente compacto con
cumprindo as propidedades indicadas anteriormente. Enton (Co(X),| - ||p) € un subespazo

denso de (LP(u), || - |lp) para 1 <p < oco.

Demostracion. Probaremos que cada funcién simple s € S pode ser aproximada por fun-
cions continuas de soporte compacto, e como xa vimos que S era denso en L% (p), xa
teremos probado este resultado.
Sexa logo s € See > 0. Como pu({z € X : s(x) # 0}) < oo, polo Teorema de Luzin, temos
que existe unha funcion g € C. tal que
sup lg(z)] < sup s(z)| =5
epu(B)<el, B={re X :s(x)#g(x)}.

En consecuencia temos que |g — s|P < (|g| — |s|)P < 2PSP, e por tanto :
/ lg — s|Pdp = / lg — s|Pdp < 2PpPeP,
X B
polo que [|g — s||, < 28¢ O

En particular, podemos considear por exemplo X = R", M a oc—alxebra xerada polos
conxuntos Lebesgue medibles e p a medida de Lebesgue en R". Temos asi que para cada
k € N fixado, (C.(RF), | - ||,) é un subespazo denso en (LP(R¥), || - ||,). Como LP(RF) é un
espazo completo, temos que LP(R¥) ¢ o completamento de C.(R¥) coa métrica inducida

pola norma de LP(u).
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De novo, o caso p = oo é diferente, xa que este resultado non se cumpre en L (u).
Pero, poderemos encontrar algin subconxunto de L>(u) sobre o cal C.(X) sexa denso? A
resposta é afirmativa. Consideraremos en L*°(u) o subconxunto Cy formado polas clases

das funciéns continuas que se anulan no infinito, é dicir
Co={f€C.:Ve>03K C X, K compacto : |f(z)|<eVre X K}.

E claro que C.(X) C Co(X) C L™(X) e ademais verificase que se X é un espazo Hausdorff

localmente compacto, entéon Co(X) é denso en C. coa norma definida en L>(u).

4.2. Inclusiéns entre espazos L

En xeral, non é posible establecer unha relaciéon de inclusién entre os espazos LP para os
diferentes valores de p. Por exemplo, se consideramos X = [0, 16], x a medida de Lebesgue
e f: X — R tal que f(z) = (%)% temos que f € L'(u) pero f ¢ L*(iu). Veremos nas
seguintes proposicions, que baixo certas condicions e hipdteses, é posible establecer unha
relacion de inclusion entre os espazos LP(u) para os diferentes exponetes p.

En primeiro lugar, veremos que, simplemente considerando X un conxunto de medida

finita, é posible dar unha relacion de inclusion entre distintos espazos LP ().

Proposicion 4.5. Sexa (X, M,u) un espazo de medida con pu(X) < oo. Enton, para

1

1 <p<q<oo, cimprese que L9(p) C LP(u) e ||fllp < || fllg - m(X)? .

Demostracion. Veremos primeiro o caso ¢ = oco. Dada f € L% (u), como |f| < || fllco,

temos que :

12 = /X fPdu < /X 1Fladie = 12, /X dyi = [1£I%, < o,

e por tanto f € LP(u).

Para ¢ < oo, sexa f € L*(u). Temos que
1P

191 = [ 1span = [ (4F) d= [ (51075 - [( /. !fqdu)q] = (Il < oo

q

7 © aplicando a desigualdade de Holder en

Considerando os exponentes conxugados % e
q
L» temos que :

p

1= [ 1P < WAl - N2, = (LAY -l = D15 - (305"

Extraendo agora a raiz p-ésima en ambos lados, concluimos que

£ 11y < I1Fllq - (X))

e por tanto, f € LP(u). O

1
Ta) < oo,

3=
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Outro caso no que podemos establecer unha relacién de inclusién conséguese anadindo
un terceiro exponente. Veremos que € posible expresar calquera funcién dun espazo LP como

suma de dias funciéns doutros dous espazos, coa debida relacién entre os seus expofientes.

Proposicion 4.6. Sexa (X, M, pu) un espazo de medida e 1 < p < ¢ < r < oo. Enton,
Li(p) € LP(p)+ L7 (p). E dicir, toda funcion f € L9(u) pédese expresar como suma dunha
funcion de LP(u) e outra de L™ ().

Demostracion. Sexa f € L1(u). Definimos o conxunto
E={zeX:|f(x)>1}.
Sexan g = fig e h = f|ge. Temos que
91" = fiel” < fipl" = g € LP(n),

W™ = fipe|” < [fjpel” = h € L7 (p).

Por tanto, f =g+ h € LP(u) + L"(p). O

Finalmente, veremos a inclusiéon que podemos establecer entre a intersecciéon de dous

espazos, LP e L, e un terceiro, L.

Proposicion 4.7. Sexa (X, M, pn) un espazo de medida e 1 < p < g < r < oo. Temos
entdn que LP() N 17 () © L3 e [l < IFIE - IFIE, onde A € (0,1) cumpre que
1A, 1=\

= p T

Demostracion. Sexa f € LP(p) N L"(w). Temos asi que || fl, < oo e || f]l» < oc.

Se r = o0, temos que |f|7 < || f|&7 - |fIP e A= £, polo que

11y < AU - 1l ® = NI - 1A

Para r < oo usaremos a desigualdade de Holder para os exponentes )\% e ﬁ. Temos asi

que:

/ |F19dp = / 1A d < 1P - AV
X X a

(I-X)q

Ag (1-X)g

= ? T " _ A (1-))
</X'f'p> </X'f'> LI 101 < oo,

E por tanto f € LI(u). O
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4.3. Os espazos !(X, M, )

Imos ver agora brevemente un exemplo particular de espazos LP(X, M, u): os espazos
de sucesions. Considerando X = N, M = P(N) , e u = p. a medida de contar, obtemos o
espazo LP(N,P(N), 1), que identificaremos co espazo de sucesions ¢P(N).

Sexa f: N — C unha funcion de LP(N,P(N), p.). Temos que f é medible e que
S « | fIPdpue < oo. Usando algiins dos resultados vistos o longo do traballo, como as propie-

dades da integral, vemos que:

Js RS> /{ M

neN

=N 1F ) Puc{n}) = S 1F ).

neN neN

Se definimos f: N — C de xeito que para cada n € N, f(n) = {x,}nen, temos que a

condicién anterior de finitude da integral pode traducirse agora en

STUEP =3 faal? < o0
neN n=1

Asi, para cada 1 < p < oo, definese o espazo £P como:

LP(N,P(N), ue) = P = (P(N) = {1‘ ={zp}tney C C: Z |zp|P < oo} .

n=1
E dicir, denotamos por #P ao conxunto de sucesions de nimeros complexos x = {x
’ nfneN

o0
para os cales a serie Y |z,|P é converxente.

n=1
Ademais, a norma || - ||, pode reescribirse da forma :
1
o »
] = (Z \xn\p> ,
n=1

sendo x = {x, }nen unha sucesion de nimeros complexos.

Temos asi, equivalentemente, que
P ={x={zp}nen CC: |jz|, < c0}.

Podemos reformular agora algins dos resultados que vimos anteriormente de maneira xeral
para os espazos LP que se verifican para os espazos #P, por seren un caso particular dos
anteriores. Por exemplo, as desigualdades de Holder e Minkowski para duas sucesions de

nameros complexos a = {ay, tnen € b = {b, }nen poden reescribirse do seguinte xeito:

1 1
o] o] P e e) q
a) > lapbi| < (Z!akp> <Z|bk|q> (Holder),
k=1 k=1 k=1
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1 1 1
o] q o] ) o] q
b) (Z|ak+bk\p> < <Z|ak|p> +<Z\bk1‘1> (Minkowski).
k=1 k=1 k=1

Outra caracteristica importante a comentar ¢ que os espazos ({7, | - ||,) son espazos de
Banach.

Analizaremos agora brevemente a relacion de inclusiéon entre os espazos ¢P para os distintos
valores de p. Sexa x € /. Tomando 1 < p < g < o0, é claro que para cada n € N verificase

que

D=

2| = (Ja?)7 < (Zmrp) = |-

i=1

Entoén ‘z”L <1, Vn € N e, por tanto,

q p
(1) (Y e
&4 1z

Sumando esta desigualdade para cada n € N temos que ||z|; < ||z||p, Vz € ¢P. Por tanto,

concluimos asi que P C [4.
Comentaremos agora algiins aspectos sobre o caso p = o0, o espazo formado polas

sucesions acotadas. Definese do seguinte xeito:
(> =1>*(N) = {:L’ = {zp}neny C C:sup|z,| < oo}
neN
O espazo £°° é tamén un espazo de Banach dotado da norma
(o]
|z|loo = sup |zn|, Y& = {xn}nen € I°.
neN
Finalmente, mencionar un par de subespazos destacables de £*°, que son o espazo das
sucesions converxentes a cero, que denotaremos por c¢p; € o espazo das sucesiéon conver-

xentes, c. Ambos son subespazos cerrados de £*° e ademais, coa norma || - ||, son tamén

espazos de Banach.

4.4. O espazo L*(X, M, p)

Comentaremos agora brevemente o caso correspondente a p = 2. A particularidade
en tal caso é que, dado un espazo de medida (X, M, ), o espazo L*(X, M, i) goza da
estrutura de espazo de Hilbert. Recordemos que un espazo de Hilbert é un espazo vectorial,
real ou complexo, completo dotado dun produto interior. Chamaremos produto interior de

x e y ao valor (x,y) verificando que:

i) (z,y) = (y, )
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(i) (z+y,2) =(x,2) + (y, 2) Va,y, 2 € H
(iii) (ax,y) = alx,y) Ve,y € HVa € K
(iv) (z,x)y >0Ver e He (z,2) =02 =0

Veremos como construir un produto interior en L?(X, M, i) e como, a partir deste, pode-

remos definir unha norma.

Definicién 4.8. Sexan f,g € L*(X, M, u). Definese:

(f.g) = /X F(@)g(z)dp,

onde g denota a funcion complexa conzugada: g(x) = g(x), Vo € X.

O valor (f, g) é o produto interior de f e g en L?(X, M, ).
Como vimos nas seccions anteriores, os espazos LP(X, M, 1) son espazos vectoriais
dotados dunha norma coa cal estes espazos forman espazos vectoriais completos. Para

p = 2 teriamos que a norma correspondente seria

11 = (/. |f($)|2dﬂ>;-

Veremos como conseguir esta norma a partir do produto interior definido anteriormente en
L?(X, M, 11). Bastara considerar para cada f € L*(X, M, u),

I =trb = ([ f(x)f(x)duf - (/. !f(fﬂ)lz’du);,

como cabia esperar.

Xa temos asi que o espazo L?(X, M, u) das clases de funciéns medibles de cadrado
integrable é un espazo de Hilbert.

No caso particular de tomar X = N, M = P(N) e p = p. a medida de contar,
teriamos que o espazo L?(N, P(N), u.) identificase co espazo £2(N), formado polas sucesions

complexas = {zy, nen tales que Y. |x,|? < 0o. O espazo £2(N) é tamén un espazo de

neN
Hilbert.

4.5. Referencias bibliograficas

As referencias bibliograficas usadas para a elaboracién deste capitulo foron:

» [5] para consultar os resultados sobre as inclusions entre os espazos LP vistos na

seccion 4.2.
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= [8] e [9] principalmente para o estudo dos subespazos densos.

» [7] para outras consultas puntuais.
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