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Resumo

Na area da computacion cuéntica, existe un gran interese no aproveitamento das propiedades
cuanticas para resolver problemas de optimizacién pola sta potencial vantaxe fronte aos métodos
clasicos. Neste traballo introdtcense os fundamentos da computacién cuéntica, tanto os elementos
béasicos —o cuibit e o p-ctibit— como as portas cuanticas e o proceso de medicién. A continuacion,
formulanse problemas de optimizacién mediante hamiltonianos e describense os modelos QUBO
e Ising. Explorase a computacion adiabatica (teorema adiabético) e introdicese o Quantum
Approximate Optimization Algorithm (QAOA). Detallase a arquitectura hibrida clasico-cuéntica
do Variational Quantum Eigensolver (VQE), os seus métodos de optimizacion variacional e as
stuas aplicacions practicas. Finalmente, compérase o rendemento da computacion clasica fronte
4 cuéntica a través das clases de complexidade, disciitese a vantaxe cuantica e exploranse as

futuras linas de investigacién matemética nesta éarea.

Abstract

In the field of quantum computing, there is considerable interest in leveraging quantum pro-
perties to solve optimization problems, due to their potential advantage over classical methods.
This thesis introduces the fundamentals of quantum computing, covering both basic elements
—the qubit and the p-qubit— as well as quantum gates and the measurement process. It then
explores how optimization problems can be modeled using Hamiltonians, with particular focus
on the QUBO and Ising models. The work delves into adiabatic quantum computing (adiabatic
theorem) and presents the Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA). It also de-
tails the hybrid classical-quantum architecture of the Variational Quantum Eigensolver (VQE),
its variational optimization techniques, and practical applications. Finally, the performance of
classical versus quantum computing is compared through complexity classes, the notion of quan-

tum advantage is discussed, and future lines of mathematical research in this area are explored.

IX






Introducion

A computacién cuantica é un area relativamente nova dentro da computacién baseada nos
principios da mecéanica cuantica para abordar problemas que resultan intratables para os or-
denadores clasicos. O obxectivo deste traballo é explicar os conceptos bésicos que sustentan a
computacién cuantica e analizar algins dos principais algoritmos no ambito da optimizacion.
Astmese que o lector poste cofiecementos previos en alxebra lineal e en conceptos bésicos de
computacion clésica, como o modelo de maquinas de Turing e a teoria da complexidade algorit-

mica.

No primeiro capitulo introdtcense os conceptos de ciibit e p-cibit, describindo o formalismo
matematico subxacente, os estados de superposicion, o produto tensorial de espazos de Hilbert e
o entrelazamento. A continuacién, explicanse os circuitos cuanticos, presentandose as principais
portas loxicas de un e varios cibits (como CNOT, SWAP e CCNOT) e o proceso de medicion,

que permite extraer a informacién dos sistemas cuanticos.

O segundo capitulo céntrase nos algoritmos cuanticos aplicados 4 optimizacion. Describese
o hamiltoniano dun sistema cuantico e preséntanse os modelos QUBO e Ising, empregados na
formulacion de problemas combinatorios. Ademais, expdnse o teorema adiabético, que xustifica a
computacion cuantica adiabatica, e analizase o Quantum Approximate Optimization Algorithm

(QAOA), ilustrando como se aplica en contextos reais.

O terceiro capitulo esta dedicado ao algoritmo Variational Quantum Eigensolver (VQE), un
dos algoritmos hibridos maéis relevantes da computacién cuantica actual. Abordanse os seus fun-
damentos teoéricos, o funcionamento da arquitectura hibrida clésica-cuéntica e as stias aplicaciéns

practicas na actualidade.

Por ultimo, o cuarto capitulo compara a computaciéon clasica coa cuantica. Explicanse as
clases de complexidade mais relevantes en ambos campos, disctutese o concepto de vantaxe cuéan-
tica e analizanse as perspectivas futuras da computacién cuéntica, destacando o papel que ten a

investigaciéon matematica na sta evolucion.

Ao longo do traballo, emprégase unha metodoloxia formal baseada en definiciéns matematicas

XI



Introducién

rigorosas con exemplos ilustrativos cando é necesario. Por dltimo, cabe destacar que a notacion
empregada neste traballo prioriza a claridade e a comprensiéon para quen se achega por primeira
vez a esta disciplina. Este enfoque é especialmente axeitado para estudantes e investigadores con

formacién en matematicas aplicadas, sen depender do cofiecemento previo de fisica cuéntica.



Capitulo 1

Introducién & computacion cuantica

1.1. O concepto de ciibit e p-cibit

1.1.1. Introducién a notacion braket

O elemento béasico da computacién cudntica é o ciibit como unidade de informacién elemental.
Para definilo, consideramos o plano complexo C?, que é un C-espazo vectorial de dimension dous.

Ademais, introducimos a notacién “braket” de Dirac:

w2

(z| = (71 , 72> ,Jw)y = <w1> ., para todo z,w € C2.

Desta forma, podemos entender o produto escalar de z e w como o produto matricial dos ele-

mentos (z| e |w).

O produto escalar habitual en C? definese como:
2
() : (z,w) €C* x C* = (z]w) = ) _Fw; € C.
j=1

En particular, o par (C2,{|)) é un espazo de Hilbert.

Os vectores da base candnica

forman unha base ortonormal co respectivo produto escalar

Por definicién de base, todo elemento W € C? exprésase de forma tinica como combinacién
lineal dos elementos da base B = {eq,ea} = {|1),]2)}. E dicir, existen «, 8 € C tinicos tales que
(W) = all) + B2).
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1.1.2. Definicién de cuabit

Definicién 1.1. (ctibit). Denominanse ciibits aos elementos unitarios do espazo C2, ¢ dicir, aos

elementos |¥) € C? que satisfacen
@)= V{¥[¥) = 1.

Os elementos |1),|2) denominanse estados bdsicos computacionais. Por tanto, un ctbit podese

expresar como combinacién lineal destes estados basicos computacionais:
(W) =all) +8[2), con |af +[8]> =1.

Como se vera mais adiante, o resultado de medir un ctubit ¥ sera un dos estados base |1) ou |2),
con certas probabilidades determinadas polos coeficientes o« e 5. En concreto, a posibilidade de

obter o resultado asociado a |1) é |a|?, e a de obter o resultado asociado a |2) ¢ |3).

Compre destacar que, cando se mide un cubit, non se accede directamente aos valores de «
e 3, senén que se obtén un dos posibles resultados observables. A interpretacion e formalizacion

precisa da medicién cudntica sera tratada con méis detalle na Seccion posterior.

1.1.3. Estados basicos e superposicion

Definiciéon 1.2. (Estados basicos e superposicion). Dise que un cibit |¥) estd nun estado

)= > ali)

Jje{1,2}

bdsico se se expresa como

onde existe k € {1,2} tal que || =1 e a;j = 0 para todo j # k. En caso contrario, dise que o

cibit esta nunha superposicion de estados.

Esta definicién esténdese, facendo as modificaciéns correspondentes, ao caso de sistemas con

miltiples cubits.

Exemplo 1.3. Un cibit con estado en superposicion é |4) = %|1> + %|2>, xa que ao medir o
seu estado obtemos |1) ou [2) con probabilidade 1 en ambos casos. Como explicamos antes, un
ctbit é un vector unitario C2, que queda caracterizado polas stias coordenadas nos estados bésicos
a, B € C, polo que farian falta catro pardmetros reais para describir un. Sen embargo, a condicién
de normalizacién |a|? + |8|> = 1 elimina un destes pardmetros. Para ver isto explicitamente

expresamos « e (3 en forma polar de Euler:

o =rqefe e C, 8= rgewﬁ e C.
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|1)

Figura 1.1: Esfera de Bloch. Fonte: Wikimedia Commons.

A condicion de normalizacion |al* + [B|* = r2 4+ rj = 1 permitenos parametrizar os modulos

COMO T = COS (%) erg = sen (g), para algin 0 € [0, 7]. Substituindo na expresion do cubit:

0\ A
|¥) = cos <2> e%2]1) 4 sen <2> ¢12), sendo 0 €[0,7] e 64,05 € [0,27]

Podemos sacar factor comtn e e eliminalo (posto que non ten efectos observables):

|T) = eifa (COS (Z) 1) + ¢'(08=0a) gen (Z) |2>> = COos (g) 1) + €@ ~F) sen (g) 12),

Desta forma, denotando por ¢ = 6g — 0, € [0, 27], temos que:
0 ; 0
|¥) = |W(d,p)) = cos 3 [1) + ' sen B 12).

Exemplo 1.4. Podemos identificar os parametros 6 € [0, 7] e ¢ € [0,27] con puntos da esfera

unidade en R3, cofiecida como esfera de Bloch (ver a Figura [1.1)) mediante a relacion:

(z,y,2) = (sen(f)cos(p), sen(0)sen(p), cos(0))

Cando # = 0 ou # = m, entén sen(f) = 0 e o valor de ¢ non altera as coordenadas: para
6 = 0 obtense sempre (0,0, 1) e para § = m sempre (0,0, —1). Isto explica como (0,0,1) = (6 =

0, ¢ calquera) e de forma analoga no polo sur.

Os seguintes estados correspéndense con posicidons concretas na esfera de Bloch:
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» |U) = cos(0)|1) + e*?sen(0)]|2) = |1) corresponde ao polo norte da esfera de Bloch, o punto
(0,0,1) = (0, ).
» |U) = cos(§

(0,0,—1) = (7, p).

)|1) + e“?sen(%)[2) = |2) corresponde ao polo sur da esfera de Bloch, o punto

|2) = |4) corresponde ao punto (1,0,0) =

1
V2

= |U) = cos(Z)|1) + ePsen(F)[2) = %|1> +
(3

,0) no eixo x.

» |U) = cos(F)[1) + eTsen(])|2) = %H) — -L]2) = |-) corresponde ao punto (—1,0,0) =

(%,7) no eixo x.

= [T) = cos(T)|1) + €2 sen(Z)|2) = %\1) +iﬁ|2> = | + i) corresponde ao punto (0,1,0) =

(5, %) no eixo y.
 |U) = cos(%)\1>+ei%ﬂsen(%)\2> = %|1>—z\%|2) = |—1) corresponde ao punto (0,—1,0) =
(Z,37) no eixo y.

Exemplo 1.5. Podemos identificar os parametros 6 € [0,7] e ¢ € [0,27) con puntos na esfera

unidad en R? (esfera de Bloch) mediante
(z,y,2) = (senfcosp, senfsenp, cosb).

Obsérvese que, cando = 0 ou 8 = 7, entén senf = 0 e o valor de ¢ non altera as coordenadas:
para 6 = 0 obtense sempre (0,0,1) e para § = 7 sempre (0,0, —1). Isto explica como (0,0,1) =

(0 =0, ¢ calquera) e de forma analoga no pdlo sur.

Cando 8 = 0 ou § = 7, entén senf = 0 e o punto non depende de ¢: para § = 0 sempre
obtense (0,0, 1) e para § = 7w sempre (0,0, —1), de xeito que calquera ¢ con 6 = 0 leva ao mesmo

punto norte e de forma anéloga ao punto sur.

Os seguintes estados corresponden a posicidons concretas na esfera de Bloch:

= Para 6 = 0 calquera o,
W) = cos(0)[1) + e'? sen(0)[2) = [1),
que corresponde ao polo norte (0,0, 1).

= Para 0§ = « calquera ¢,
|T) = cos(m)|1) 4+ e’ sen(m)|2) = —|1) ~ |2),

que corresponde ao polo sur (0,0, —1) (a fase global non modifica o punto na esfera).
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] 9 = %,SO =0:
|0) = cos(%)]l) + €% sen(§)|2> = L)+ %2) = |+),

corresponde a (1,0,0).

) = cos(F)[1) + ¢ sen(5)[2) = J511) — J512) = |-,
corresponde a (—1,0,0).

] 9:%7(’0:

SIE

W) = cos(T)[1) + €2 sen(F)|2) = T +ig512) = | +4),

corresponde a (0,1,0).

3m.

[ | 9:%’(10: 5"

) = cos(§)[1) + ' F sen(F)[2) = 1) — i L[2) = |~ i),

corresponde a (0, —1,0).

Os sistemas fisicos con miltiples ciibits describense mediante o produto tensorial de espazos
de Hilbert. Como os ciibits individuais son elementos do espazo de Hilbert H := C?, un sistema

con p-ciibits represéntase no espazo tensorial C* = C? @ --- @ C2.

1.1.4. Definicién de p-ciubit

Definicién 1.6. (p-cibit). Un p-cibit é un elemento unitario do espazo C”, é dicir, un elemento
p s o
W) € C?°" que satisfai:

1w} | = /(9]9) = 1.

Para describir sistemas cuanticos con miltiples ctbits, é fundamental entender o concepto de
produto tensorial. Sexan (H4, (|)4) e (HZ, (|)?) dous espazos de Hilbert. Definese o produto
tensorial HA @ HZ como o espazo vectorial complexo xerado polas aplicacions ¢ : HA x HE — C
que son antilineais e continuas. Dados |p) € HA e |¥) € HP, a aplicacion correspondente definese
como:

o) © |T): HA x HP = C,  (&,1) = (€l (n]¥)®

onde |¢) ® |¥) pertence ao espazo HA x HP, e adoita escribirse como |¢ @ ).
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O produto escalar no espazo tensorial definese unicamente a partir dos produtos escalares

nos factores, de modo que cumpra que se |¢1), |p2) € HA e |W1), |¥y) € HE, enton:

(1@ Uy | o2 @ Vo) = (p1]ipa)? - (W1 Wa) P

e esténdese por linealidade no segundo argumento e antilinealidade no primeiro a todo H4 x HZ.

Tomando diias bases ortonormais {|e,)} € HA e {|f,)} € HP, constriiese unha base ortonor-
mal do espazo tensorial mediante os vectores {|e,) @ | fy)}. Calquera vector |¥) € HA @ HZ pode

escribirse como:

= Vaplea® fo), co Z|‘I’ab| < o0,

a,b

onde a norma e o produto escalar quedan definidos como:

[[T)]|? = (U|T) = Z |Wpl?,  respectivamente  (¥|®) Z Vo Db

Proposicién 1.7. Dadas dias bases ortonormais {|e,)} € HA e {|fs)} € HE, o conzunto
{lea) @ | f5)} forma unha base ortonormal de HA @ HP e, para espazos vectoriais de dimension
finita HA e HP tense que:

dim(H* @ H?) = dim H* - dim H5.

Dado un espazo de Hilbert complexo H podemos identificar calquera base ortonormal {|e;)} C

H coa base canoénica de C".

Queremos extender esta identificacion ao produto tensorial de dous espazos de Hilbert HA ®
HEZ, con dim(HY) = nx < oo, para X € {A, B}. Sexan {|e,)} € H* e {|f,)} € HP duas bases
ortonormais. Se identificamos HX ~ C"¥, con X € {A, B}, podese establecer un isomorfismo
HA ® HP ~ C"a"2 identificando a base {|e, ® fp)} C HA ® H? coa base canénica en C"a"5.

Cada vector candnico de C™A™B ten todas as compoiientes nulas, excepto a que ocupa a

posicion (a—1)np+b, onde vale 1. A continuacion mostranse algiins exemplos e a forma xenérica:

le1 ® f1) = : S, e ® fa) = : 3

nANE 0 nANp 0
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1 0
: 1
: 0 2
lea®@ fo)=|(a—Lnp+b| | 1], leny ® fap)=
: 0
NANB 1
nAnp 0
Asi, un vector xenérico |¥) € HA ® HP pode escribirse como:
1 L5T
na np : ;
) =) Uaplea @ fo) = | (a—1)np +b Top
a=1b=1 . .
nang ‘llnAnB

Para o caso dun sistema cuantico composto por dous cubits e H* = HE = C? coas bases

{lea)} = (1f)} = (1), 12)} = {(;) , (f)}

Observacion 1.8. Ao estar traballando con bases ortonormais estandar en espazos C", o pro-

ortonormais:

duto tensorial coincide co denominado produto de Kronecker, que representa explicitamente en

coordenadas a operacién ®. Supongamos que temos dous estados:

V) = a1[l) + a2]2), [¢) = Bi[1) + B2(2)

O produto tensorial destes dous estados calculase desta forma:

a1

[V)®|p) = “e ) | b = o1 B1|11) 41 B2|12) +azB1[21) +252[22) € (C*)¥2 = C*
(%) B2 az
az32

Asi, se ten que o produto de dous estados cudnticos representados por 1-ctibit é un estado cuantico
de 2-cubits:

| B1[* + o Bo|* + |z B1 |2 + a2 Bal® = | [P (1812 +|B2]?) + |z > (18112 +[B2]?) = |aa|* + o> = 1

Para HA @ HE ~ C4 temos a base ortonormal:
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1 0\ /o\ /o
0 1 of [o

ea® = {|11),]12),]21),]22)} = : : :
{lea® fp)} = {[11),[12),]21),[22)} ol 1o . 0
o/ \o/ \o 1

Por tanto un 2-ctibit ¥ € C* pode expresarse como combinaciéon dos catro estados basicos

anteriores:

[0) = a1 [11) + a12[12) + a21|21) + @2]22), con |ag1|® + |aiz)? + aa1]? + ax? =1

De forma analoga ao caso dun tinico ctibit, non podemos obter o estado cuéntico dun 2-cubit
(valores de a1, a2, 21, a2, senén que obtemos o estado |11) con probabilidade |a?; ], o estado

|12) con probabilidade |a2,|, etc.
Para HA = HP = HC = C2, HA ® HP @ H® ~ C?® temos a base ortonormal:

{lea® fB ® ge)} = {[111), [112), [121),[122), |211), [212), [221), |222) }

Por tanto, un 3-ctbit ¥ € C* pode expresarse como:
’\I/> = a111|111>—|—a112|112>+a121|121>+a122|122>+a211|211>+a212|212>+a221|221>+a222|222>,

con |agit|* + [oaz]® + onar]® + |anaz]? + oo |* + |aziz]? + oz |* + |agg|* = 1
Notacion 1.9. Segundo aumentamos o nimero de p-ctibits dun sistema cuantico faise mais tedioso
traballar con esta notacion. Por este motivo hai outras notaciéons que simplifican a escritura. Un
p-ciibit |¥) € C* pode expresarse como combinacién lineal de 2P estados basicos:

V) = Z a;\f), con Z ‘0‘;‘2:1

je{1,2}r je{1,2y»

Ao traballar con sistemas cuanticos cun gran nimero de bits, é tutil identificar os estados
béasicos do sistema utilizando a sta representaciéon binaria. Se numeramos os 2P estados bésicos
1 a 27:

1), =10-22"1 4+ 0-2772 4 .. 4-0-2' +0- 2%, =00 - 000),
2), =10-2°"1 402772 4 .. 4 0-2" 4+ 1.2, = |00--001),
13), =0 or=1 4 g.or=2 4 ...41.2 4. 20)p =100---010),
14), =10-2°"1 40-2P"2 4 . 412" +1.20), =00 011),

2P — 1), =|1-277 1. 2P72 o120 4029, = |11 - 110),
12P), = [1-2P7 412772 o 120 120, = 11 - 111),
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Dado j € {1,...,2P}, |j)p = |;> = |j_£]_1;> onde o bit j; é o mais significativo (pois multiplica

a 2P). Asi, o estado cuantico dun p-cubit |¥) pddese expresar como:

op
0= 3 ali) =S ayli
j=1

jefo1}p

1.1.5. Estado produto e entrelazamento

Definicién 1.10. (Estado produto e entrelazamento). Un p-ctbit |¥) € (C2)®P & un estado

produto se pode escribirse como o produto tensorial de p estados de 1-ctbit {| W)}, _;:

0) = 1) @ [P2) @ - @ |¥,) = X) [¥)
k=1

En caso contrario, diremos que o estado esta entrelazado.

Observacion 1.11. Podese comprobar que un 2-ctibit |[¥) = a11|11) + a12|12) + an1|21) + a92|22)
podese expresar como o produto tensorial de dous 1-cibit se, e soamente se, cumpre a condicién

de entrelazamento:

11022 = Q120021

Isto implica que o conxunto de estados cuénticos representables con ¢-ctbits é mais amplo que

o conxunto de estados produto de g estados de 1-ctiibit.

Exemplo 1.12. O 2-cibit |¥) = $|11) + $]12) + [21) + 1|22) é un estado produto, xa que

cumpre a condicién de entrelazamento. De feito, podese escribir como:

W) = |T1) @ |Ta),  onde|Wy) = [Ty) = j§|1> + \}§|2>

Por outro lado, o 2-ctbit |¥) = %Hl) + %|22> esté entrelazado, xa que non cumpre a condicion

(por tanto, non pode escribirse como o produto tensorial de dous 1-cubit.

1.2. Circuitos cuanticos

O elemento fundamental para describir e executar algoritmos cuénticos é o circuito cuanti-
co. Un circuito é unha rutina computacional composta por unha secuencia ordenada de portas
loxicas, mediciéns e reinicios cuanticos. Nos circuitos cuénticos, cada ciibit represéntase cunha
lifia horizontal, de forma que o cibit 1 se indica na lifia superior e o resto enuméranse en orde

descendente.
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cubit 1

cubit 2

cubit p

As operaciéns ou portas cudnticas represéntanse sobre estas lifas, actuando sobre os cubits
indicados. A direccion de lectura é de esquerda a dereita (xa que cada operacion se corresponde
cunha matriz unitaria), polo que a secuencia de portas loxicas representa o fluxo temporal das
operacions.

cubit 1 —

cubit 2 —

Exemplo 1.13. No seguinte circuito primeiro aplicamos a porta A ao 2-cibit |¥) e despois a
porta B ao 2-cubit A|¥). Obtemos enton |p) = BA|U).

|¥) A I )

No seguinte circuito aplicamos a porta U ao ctbit |¢1) (enténdese que no resto aplicamos o

operador identidade). Obtemos enton |¢) = (Ulp1) @ |p2)).

[U) = [p1) ® |p2) . lo) = (Ulpr1) @ |p2))

Este circuito é equivalente ao anterior: (Ulp1) ® |p2)) = (U @ I)(|¢1) ® |@2))-

W) = |p1) @ |@2) Uel 0) = (U D)(|e1) ©|p2))

1.2.1. Portas loxicas cuanticas de 1 cuabit

Definicién 1.14. (Porta loxica para un cubit). Denominase porta ldxica para un cibit
a unha matriz unitaria U € Max2(C) con U'U = UU' = I. Esta condicion garante que son

operadores lineais reversibles que non alteran a norma do estado cuéntico.
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Observacion 1.15. O feito de que dous estados cuanticos difiran nunha fase global é indistinguible

ao ser medidos. En termos da esfera de Bloch, isto implica que

Oy =all) +52) e |p)=e"(all) +5I2))

presentan os mesmos resultados ao ser medidos, xa que ‘619‘ = 1. Desta forma, dada unha porta

loxica U, non se observan diferenzas entre U|W¥) e Ulyp).

As portas loxicas mais importantes para un s6 cubit expresadas en termos dos estados basicos

{|1),]2)} son as seguintes:

» Factor de fase (Phase-factor)

Desprazamento de fase (Phase-shift)

ror - maenmer (1) (o ()0 )= (o3 2)- (2

— P(a) —

Matriz de Pauli X (Pauli-X o Q-NOT):

Xzaﬁ:uxm+uxu=<°1)

10

0w=4M@HW%m=<3Bﬁ

Matriz de Pauli Y (Pauli-Y):

Y

Matriz de Pauli Z (Pauli-Z):



12 1. Introduciéon 4 computaciéon cuantica

s Porta de Hadamard:
1 1 0 1 1 0 L
H:=—(op,+0,)=— + — | V2
V2! ) \/§<<1 0> (0 —1>> (&a

Exemplo 1.16. Certas portas loxicas correspdéndense con movementos rixidos da esfera de Bloch.

Sk S
~—

No caso da porta Pauli-X:

1) |2) transforma [W(0,p)) en |¥(7,¢))
—.— |[+) deixa invariante ‘\Il (g )>
—.— |—) deixa invariante ’\II (g >>

|+i>|—z> transforma ’\IJ<2 72r>> en \I/<72T,327T>>
| — 1) | + i) transforma |¥ (;T, 3277>> en ‘\IJ (;r 72r>>

Desta forma, a porta Pauli-X correspondese cunha rotacién de 180° con respecto ao eixo X

na esfera de Bloch. Analogamente, a porta Pauli-Y cunha rotaciéon de 180° con respecto ao eixo
Y, a porta Pauli-Z cunha rotacién de 180° con respecto ao eixo Z e a porta de Hadamard cunha

rotacion de 180° con respecto ao eixo X+7Z.

Todas as portas cuanticas pédense expresar mediante unha matriz parametrizada que describe
de forma xeral calquera operador unitario. Ademais, é posible aproximar calquera matriz unitaria

cun nivel de precision arbitrario utilizando unha secuencia finita de portas H, P(n/4) e CNOT.

e_i(<ﬁ+/\)/2005(0/2) — _i(w_k)/zsen(9/2)>

U, p,\) = 4
©.0:%) <el(9”_)‘)/zsen(6/2) (¢ +N/2¢05(6/2)

1.2.2. Portas l6xicas cuanticas para miultiples cubits

De modo anélogo ao caso dun cubit, unha porta léxica para un circuito con p ciibits coma

un operador unitario.

Definicién 1.17. (porta loxica para un p-cubit). Denominase porta ldzica para un p-cibit
a calquera matriz U € Mapyor(C) tal que UTU = UU' = Iy, onde UT representa a matriz

conxugada complexa de U.
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A construciéon de portas loxicas para miltiples ctibits realizase mediante o produto tensorial
de portas loxicas para un ou varios cibits. Na observacion [I.11] estableciamos unha regra para
obter o produto tensorial de dous cubits; esta operaciéon pode estenderse ao caso de operadores

léxicos sobre cubits.

Definicion (Produto de Kronecker). Dadas dias matrices A € My, xn(C) e B € Mpyq(C)
definese o produto de Kronecker A ® B € Myupxng(C) como:

anB alnB

aoarB - a9, B
A®B:: 21 2n

amB - amnB

E fundamental cofiecer algunhas propiedades do produto tensorial para describir portas 16-

xicas definidas sobre sistemas formados por varios cibits.

Proposicion 1.18. Dados A, B € Muyxm, C,D € Muxn, u,v € C", w,x € C" e a,b € C.

Enton:

1. (A2 C)(B®D)=AB®CD
2. (A C)(u®w)=Au® Cw

3 (u+V)QUu=uW+vRuwW
4u@w+r)=uQuwtulx
5. (au) @ (bw) = ab(u @ w)

6. (Ao B)I = At @ Bf

Ao facer o produto tensorial dun operador lineal A consigo mesmo n veces, tsase a notacion:

A= AR ® A
—_———

n veces
Corolario 1.19. Sexan U € Maprxor(C) e V € Maayx24(C) dous operadores unitarios. Enton:
1. U®V é un operador unitario no espazo Mop+qyop+q

2. Para calquera par de estados |V), € |p)q, temos:

U® V)(!‘I% ® "P)q) = (U!‘I% ® V‘@q)
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Exemplo 1.20. Se consideramos un circuito cuantico formado por dous ciibits que estén ini-
cialmente no estado |1) ® [1) e aplicamos a porta de Hadamard, H¥? = H ® H, sobre cada cbit,
tense:

o) := H2(|1) @ 1)) = (H|1)) @ (H|1))

)— 791 = 5000 +11))
)—H—%2) = 55(0) +]1))
)

H ) = ) @[ s)
)

Vexamos que os dous circuitos anteriores son equivalentes.
No primeiro circuito estamos calculando (H|1)) ® (H|1)):
1 1
HID)Q(H|1)) = —(|]1) +12 R | —(|1) + |2
(1) @ (H]1)) (ﬂm |>>) <ﬂ<\> |>>)

= e+ e+ e+ 2 el

1 1 - 1
= —— (1) + [12) + [21) + [22)) = —— H=—S"
je{1.2y? 7=l
No segundo circuito estamos calculando H®?|11). Como:
1 1 1 1
2 V2 V2 V2 1 1 1 1
1 1 1 1
82 _ e R v R R A R
H _H®H_\/§ NG E IR 1 1 1| 9
H -H AV BV .
1 1 1 1 1 -
5 5 5 y 1 1 1 1
Enton:
1 1 1 1 1
1/{1 -1 1 -1 0 1
H®?|00) = - = = (|11) + [12) + |21) + |22
CURES Il b S (RN TRRES)
1 -1 -1 1 0

Este procedemento xeneralizase facilmente a p-cubits. Se o sistema se atopa inicialmente no
estado |1)®P enton:
1 A 1 &
H®P|() = H®P|0)®P = (H|0 ®P—( 1+2> = N =— '
) = #o10)° = ()™ = (0 +12)) = 3 = Sl

je{1,2)r j=1

S
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recuperando desta forma unha superposiciéon uniforme dos n = 2P estados béasicos do sistema

formado por p-cubits.

1.2.3. Portas cuanticas compostas: CNOT, SWAP, CCNOT

En sistemas con multiples cubits, non todas as portas loxicas poden ser representadas polo

produto tensorial de portas individuais. A continuacién describense algunhas das mais relevantes:

1. Porta CNOT (NOT controlada) Esta porta actta en sistemas 2-ctbit, onde un ¢ o cubit
de control e o outro, o obxectivo. Se o cubit de control é |1), a porta non altera ao cibit obxectivo;
se é |2), invirte o estado [1) <> |2) no cubit obxectivo. Adoitan incluirse dous subindices para
indicar cal é o cibit e cal o obxectivo. Por exemplo, CNOT}s indica que o primeiro cibit é o de

control e o segundo o obxectivo, e CNOT5; ao revés.

s Porta CNOT)s:

CNOTy,[11) = CNOT(1) @ 1) = 1) @ 1) = [11),
CNOTL[12) = CNOT(11) @ [2) = 1) @ [2) = 12),
CNOT;,[21) = CNOT(2) @ 1)) = [2) @ 1) = [21),
CNOT[22) = ONOTi»(12) ® [2)) = 2) @ [2) = [22)
E ten a matriz asociada:
1 0 00
0100
CNOTis =
0 001
0010
Notaciéon para a porta CNOTis:
_"—
—
= Porta CNOT5;:
CNOT»|11) = CNOT» (|1) @ (1)) = 1) ® |1) = [11),
CNOT»|12) = CNOT» (|1) @ 12)) = 12) ® |2) = |22),
CNOT21|21> = CNOT21(|2> & ’1)) = |2> (= ’1) = ‘21>,
CNOT21|22) = CNOT»(]2) ® 12)) = |1) ® |2) = |12).



16 1. Introduciéon 4 computaciéon cuantica

E ten a matriz asociada:

1 000
CNOTy = 000
0 010
01 00
Notacion para a porta CNOTs1:
——
———

2. Porta SWAP Esta porta acttia sobre sistemas de 2-ctbits (ainda que pode estenderse a
mais cubits) intercambiando os valores de ambos cubits en calquera estado cuantico, de forma

que os dixitos dos estados base permiitanse entre si.

)

SWAP|11) = |11),
SWAP|12) = |12),
SWAP|21) = |21)

) = 122)

SWAP|22) = |22).

E ten matriz asociada:

SWAP =

o O O =
o = O O
oSO O = O
— o O O

Notaciéon para a porta SWAP:

x

Vexamos como acttia a porta SWAP sobre o produto tensorial de dous estados |[¥) = a;|1) +
a2(2) e |¢) = f1|1) + B2[2):
SWAP(|W) ® |)) = SWAP((a1[1) + a2(2)) @ (51[1) + B2[2)))
= SWAP(a151[11) + a132[12) + a281[21) + 232|22))
= a1P1[11) + a152(21) + a25112) + a2/32(22)
= (A1) + 52[2)) @ (aa[1) + a2|2)) = |¢) ® |¥).

Ademais, a porta SWAP pode implementarse como a composicion CNOT15CNOT9CNOT15:

CNOT}3CNOT,;CNOT15|11) = CNOT15CNOTyy[11) = CNOT 5|11 = [11),
CNOT}3CNOT,;CNOT15]12) = CNOT15CNOTy;[12) = CNOT 5)22) = [21),
CNOT}3CNOT,;CNOT 5)21) = CNOT15CNOTy;[22) = CNOT 5)12) = [12),
CNOT}3CNOT,; CNOT15)22) = CNOT15CNOTyy[21) = CNOT 5)21) = [22).
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4D
\'

fan
A
fan)
A\

3. Porta CCNOT (NOT dobremente controlada Actia en sistemas 3-cubit, de forma

que se os dous primeiros ctbits son iguais a |1), invértese o terceiro; en caso contrario, non altera

o estado:
CCNOT|111) = |111),
CCNOTI112) = |112),
CCNOT|121) = |121),
CCNOT|122) = |122),
CCNOT|211) = |211),
CCNOT|212) = |212),
CCNOT|221) = |222),
CCNOT|222) = |221).
E ten matriz asociada:
100 00O0O0O
01 000O0O0OTO
00100O0O0O
1
coon- {00100
000O0O0OT1QO0FPO
000O0O0OO0TO0T1
000O0O0O0OT1FPO
Notacion para a porta CCNOT:
————
——
—

Outra maneira de definir a porta CCNOT é mediante a seguinte expresion:
CONOT(|z) ® [y) @ |2)) = [2) @ [y) ® [z @ (x - y)),

onde z,y, z € {0,1} e ® denota a suma modulo 2. Este comportamento implica que, se o terceiro
ctbit esta inicialmente no estado |1), o seu valor final serd z - y, reproducindo asi a operacion
loxica clasica AND.

CONOT(|z) @ [y) ®|0)) = |z} @ |y) @ | - y),
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1.2.4. Mediciéon cuantica

A diferenza do caso dos ordenadores clasicos, nos que podemos acceder ao valor dos bits
directamente, nun ordenador cuantico non se ten acceso sen restriciéons ao estado cuéntico dun
determinado cubit. A unica forma de acceder 4 informacion sobre o estado cuantico é mediante

unha porta de medida (que devolve resultados de natureza probabilista).

2
Y

Definiciéon 1.21. (Porta de medida). Dado un p-cubit |¥) = Z;e{l 2 az|j), unha porta de

medida sobre o cibit k proporciona:

= O valor 0, cunha probabilidade:

Z |Oh’|2
J

je{1,2}p =1

= O valor 1, cunha probabilidade:

Z |Oh’|2
J

je{1,2}P:jp=2

Tras a medicion, o estado cudntico resultante |¥’) depende do valor medido x € {1, 2}, e vén

dado por:

wy= ¥ & )

2 L2
56{172}17 Ljp=2x \/Zje{l,Q}P L jp=x |Oé]|

O estado cuéntico resultante colapsa, tras a medicién, a unha combinacién lineal dos estados
bésicos que son coherentes co resultado da medicion (os estados |j) tales que ji = z). Os

coeficientes desta combinacion lineal normalizanse para obter un vector unitario.

qi1

oy 1 gy

dp

\

Exemplo 1.22. Consideremos o estado |¥) = aq1|11) + a12|12) + a91|21) + a92|22).

= Se se mide o primeiro cubit, o resultado é:
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e O valor 0, con probabilidade |a11|? + |a12|? e o estado resultante é:

0411|11> + 0512‘12>

V01 ? + Jarz)?

e O valor 1, con probabilidade |asg1|? + |a22]? e o estado resultante é:

vy =

a21]21> + 0422‘22>

|0') =
V1?4 ags]?

= Se se mide o segundo cubit, o resultado é:

e O valor 0, con probabilidade |a11|? + |az21]? e o estado resultante &:

a11]11> + 0421‘21>

Vet |? 4 fagr |2

e O valor 1, con probabilidade |a12|? + |a22|? e o estado resultante é:

W) =

a12|12> + 0422‘22>
V]ai2)? + |aasl?

Observacion 1.23. Consideremos o exemplo anterior. Se medimos o primeiro ctubit do estado

|U) = a11|11) + ai12]12) + a91]21) + a92|22) a probabilidade de obter 0 é |ag1|* + |a2|? e o

W) =

resultado tras a medicion é:
0411|11> + a12]12>

Vet |* + [aia]?

2
A continuacién, se medimos o segundo ciibit, obtemos o valor 0 con probabilidade ‘(J{H'glw e

W) =

o estado post-medicién é:
") = |11)

Por tanto, a probabilidade conxunta de obter o estado |11) tras as daas medicions é:

a1 |?

2
T = lan
loi1]? + |z |? loa|

(lox1? + Jen2]?)

Vexamos se a orde na que se realizan as medicions altera este resultado. Supongamos que
medimos primeiro o segundo cibit en primeiro lugar. A probabilidade de obter o valor 0 é

la11|? + |az21]? e o resultado tras a medicion é:

0411|11> + a21]21>

Vet |? 4 fagr |2

A continuacién, se medimos o primeiro cibit, obtemos o valor 0 con probabilidade

v) =

o112

lox1 P +azi 2 ©

o estado post-medicién é:
") = |11)
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Por tanto, a probabilidade de obter o estado |11) tras as dtias medicions é:

a1 |?

(Joas* + lazn [?) 5 = o’

la11]? + o]

Desta forma, a orde das medicions non afecta nin ao estado final nin 4 probabilidade. Ademais,

esta propiedade podese xeneralizar a sistemas de multiples ctubits. Dado un p-cubit:

)= > o)

je{1,2yr

aplicar portas de medida sobre cada un dos p cubits, en calquera orde, d4 como resultado o
estado |7) con probabilidade ]a;P,V J € {1,2}P. En consecuencia, os circuitos cuanticos que s6
se diferencian na orde das mediciéns son equivalentes. Deste xeito, un circuito que mide cada

ciibit por separado e un que realiza todas as mediciéns ao mesmo tempo son equivalentes:

n— 74—
PR i s O
\ql_ .
! e
— |

No primeiro circuito, cada cubit ¢; midese cunha porta de medida na sta lina (poderiase ler
en calquera orde porque cada medicién actia sobre un cabit distinto). En cambio, no segundo,
midese simultaneamente un bloque de p cibits. Como non hai dependencia entre as mediciéns,

ambas representaciéons son equivalentes.
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Exemplo 1.24. Para exemplificar a medida en 2-cibits, considérese o seguinte caso. Sexan os

estados

= 1 11 1 22
_\ﬁ‘ >+\ﬁ| )

Para estudar a medida nestes p-cibits, denotamos por Pr|y) (Qk M x), que indica a probabilidade

de que o cubit k € {1, ...,p} do p-cibit |¥) tome o valor z € {1,2}

1 1 1 1
) = —|11 —|12 —|21 —122
) = S[11) + S12)+ SJ21) + 5122), Jo)

» Caso 1: Estado produto |¥).

[\
[\

it (' ()
ot () s (3
ot () s (3
ot () + (3

A continuacion, se medimos o segundo cibit e obtemos o valor 1, o estado post-medicion

) = 1 12 1 22
_ﬁ| >+ﬁ’ )

E temos, que a distribucién da probabilidade do primeiro ctbit non cambia:

%)

Prigy(Q1 = 1) = (\}5)2 B %
Prigy(Q1 £ 2) = (\2)2 _ %

» Caso 2: Estado entrelazado |p).

Prig(Q1 2 1) =

Priy(Q1 En=

(
Prip (@2 £ 2) = <
(

N O~~~
[N}
| Il

Prigy(Q2 2 2) = <

A continuacién, se medimos o segundo cibit e obtemos o valor 1, o estado post-medicién
é:

) = 122)
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E temos, que a distribucién da probabilidade do primeiro ctibit si que cambia, a medida

sobre un dos cubits afecta directamente ao estado do outro:

PT’“@/)(Ql ]\:/[ 1) =1

PT‘|¢/>(Q1 ]\:/[ 2) =2

Observacion 1.25. Dado un 2-ctubit |¥), podemos determinar se é un estado entrelazado empre-

gando probabilidades condicionadas:

» Se |¥) podese expresar como o produto tensorial de dous 1-cubit (é dicir, non esté entre-

lazado), tense que:
M M M
Prigy(Q1 =) = Prg)(Q1 = z|Q1 = y), Vz,y€{l,2}
= En cambio, se:

M M M
3z,y € {1,2}, tal que Pry)(Q1 = 7) # Pry)(Q1 = 7|Q1 = y),

entoén |¥) non se pode expresar como produto tensorial de dous 1-cubit (é dicir, esta

entrelazado).

Demostremos isto. Supongamos que |¥) é un 2-ctbit que se pode expresar como produto

tensorial de dous 1-ctubits:

|\I/> = (Ozl‘1> + a2|2>) X (ﬁ1|1> + 52|2>) = a1ﬁ1|11> + a152‘12> + oz251|21> + a262\22>
Tense que:

a181|11) + a1 32[12)
Prig(Q1 £ 1)
05251|21> + a252\22>
Prigy(Q1 2 2)
a11]11) + ao31]21)
Prig (@2 = 1)
a132|12) + aa32]22)
Prigy(Q2 Y9

M
Prigy(Q1 = 1) = a1 + |1 fo]* = |an|* = |W') =

M
Prigy(Q1 = 2) = |oofi[* + |azfo] = |ag|* = |W') =

Prigy (@2 2 1) = |aiBi? + |aofi? = 1817 = V') =

Prigy(Q2 2 2) = a1 5af? + |agfel? = B> = V') =

Enton: )
|0 Bo

Prigy(Q E1|Q £ 1) = — L —
Prig)(Q1 = 1)

= 160f* = Prigy (@2 2 1)
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Observacion 1.26. (O principio de non clonacion). Como ao realizar medicions destriiese o estado
cuantico, seria tutil realizar unha copia ou clon do estado para poder recuperalo tras as operacions.
Sen embargo, isto non é posible, xa que non existe unha matriz unitaria U € Maqgowp 920 que

transforme o estado |¥) ® |0),, no estado |¥) ® |¥),. Supongamos que si existe e temos:
U([W) @[0)p) = W) @|T),  U(le) ©|0)p) = [¢) ©|p) para calquera para de p-ciibits [¥) e |¢)
Entoén:

(plW) = (Pl W) {0lp[0)p = (2[¥) @ ((0]]0)p) = ({p| © (Olp) © (|¥) @ [0)p)
= (¢l @ (0,)UTT(1T) @ [0)p) = ({¢] @ () (1T) @ [¥)) = (] T)?

E isto s6 se cumpre se (p|¥) € {1,0}, o cal & unha contradicion con que |¥) e |¢) sexan arbitrarios.

Ainda que non se pode clonar un determinado cubit, si se pode realizar unha copia limitada
que axuda a replicar informacioén para aumentar a probabilidade de éxito dos algoritmos que se
empreguen. E posible construir unha matriz unitaria Cp € Myar  92r (C), con p > 1 tal que:

-, 221’
Dado |a) = Z a}k‘bk) € C” , tense Cpla’) =|b) onde bap = a’_ -

L. jo(ek)
7,ke{1,2}p

Se |a’) = |a) ® |0),, enton: az = a},a = bz Asi, temos que a propabilidade de obter 177) ao

medir |b) e a mesma que a de obter |j) ao medir |a). Desta forma, se |a) = |i), con i € {1,2}? &
un estado basico, tense que |b) = |a) ® |a). Sen embargo, se |a) non é un estado basico, non se

ten por que cumprir Cy(|a) ® [0),) = |a) ® |a). Por exemplo:

1
1)+

Se |a>:$

1 1 1 1 -
\ﬁm, enton Cl(|a>><|0>):—2|11>—1—ﬁ]22>7§|a>®|a>:§ >

je{1,2}»
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Capitulo 2
Algoritmos cuanticos para optimizacion

Os algoritmos cuanticos nos problemas de optimizacién tenen como obxectivo atopar o estado
6ptimo dun sistema cuantico entre un conxunto de posibles soluciéns. Estes problemas baséanse
na minimizacion (respectivamente maximizacion) dunha funciéon conecida como obxectivo que

esta asociada & enerxia dun sistema fisico.

Por este motivo, introdtcese o operador hamiltoniano que describe a enerxia do sistema.

Tense que o seu estado fundamental (o de menor enerxia) contén a solucién 6ptima do problema.

2.1. O hamiltoniano dun sistema cuantico

Para resolver un problema de optimizacién de p variables binarias, en primeiro lugar, definese
unha funciéon obxectivo f. Esta funciéon asdciase a un operador que describe a enerxia do sistema

e que se conece como hamiltoniano.

Partimos dun estado inicial de H, |¥q), que é sinxelo de construir (por exemplo, unha super-
posiciéon uniforme ou un ansatz basico) e o estado obxectivo, |¥1), é o estado fundamental de H

(que codifica a solucion 6ptima do problema).

Existen dous enfoques principais para aproximarse ao estado obxectivo:

1. Método adiabético (explicado mais en detalle na Seccion [2.4): tomase un hamiltoniano
inicial Hp con estado inicial |Hp) e definese unha evolucion ao hamiltoniano final H. Se a
evolucion é suficientemente lenta, o sistema mantense no estado de minima enerxia en todo
momento, polo que ao final do proceso o estado do sistema estd moi proximo ao estado

fundamental de H, ¥;.

2. Método variacional (explicado maéis en detalle nas Seccions , : témase un estado me-
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diante un circuito cuéntico que depende dun conxunto de parametros. A evolucién definese
a partir dunha combinacién dos hamiltonianos Hy e H. Midese a enerxia esperada (V| H |¥)
do sistema e axtstanse os pardmetros cun algoritmo clésico para minimizar esa enerxia,

aproximando asi o estado tomado inicial ao estado fundamental W .

Para transformar un problema de optimizaciéon de p variables, nun definido no espazo de

Hilbert de dimensién 2P, partimos da ecuaciéon de Schrodinger que describe a evolucién unitaria:
0
iho [9)(t) = H|T)(), (2.1)
onde h é a constante de Planck reducida.

Se o hamiltoniano H é independente do tempo, tense que a soluciéon da ecuacion de Schro-

dinger é: »
) (t) = exp(—tH)|¥)(0)

e, por ser H autoadxunto (¢ igual ao seu conxugado trasposto: H = HT), o operador exp(—}%tH)
é unitario. O obxectivo é que, tras a evolucion (por exemplo en ¢ = T no método adiabatico),

|W(T)) se aproxime a |Uy).

Como un problema con p variables binarias represéntase con p cubits, ao transportalo ao
espazo de Hilbert, o hamiltoniano do problema terd dimension 2P x 2P, Este feito fai inviable
almacenar todos os coeficientes de H. Sen embargo, é posible traballar coa sta avaliacién sobre
estados |¥), pois é posible implementar operacions como exp(iH)|¥) mediante o produto de

portas cuanticas (matrices unitarias).

2.2. O modelo QUBO

Un problema comtn de optimizacion é o cofiecido como tipo QUBO (Quadratic Unconstrained

Binary Optimization):
Dado @ € M,x,(R), atopar un vector € {0,1}” que minimiza &' Q7.

Ao tratarse dun problema de optimizacién de combinatoria, no peor dos casos, habera que avaliar
e comparar as 2P combinacions binarias posibles de Z. Dita solucién pode expresarse como un
vector de p bits (ceros e uns). Empregaremos a notacion indicada en Notacion por exemplo,

o vector j = |100) como soluciéon dun problema QUBO con p = 3.

Na computacion clasica, dado que a solucién do problema correspéndese cun vector de p bits,
definir o problema sé require p? coeficientes, que se corresponden cos valores da matriz Q.
En contraposicién, no enfoque cuantico o rexistro reside nun estado |¥) € (C?)®P, que se

2\
)

expresa como combinacion lineal dos estados base |7), con j € {0,1}P, da mesma dimension 2.
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2.3. O modelo Ising

O modelo Ising é un modelo de ferromagnetismo da mecanica estatistica. Utilizase para
describir particulas que interaccionan entre si e se sitiian nunha malla. Para estudar a evolucion
do sistema cuéntico é necesario definir o seu hamiltoniano (o que permitira, por exemplo, calcular

o seu estado de minima enerxia).

Se consideramos p particulas situadas nos vértices V dun grafo, tal que as stias interaccions se
representan polas aristas E. Temos que cada particula j poste un spin s; € {—1,1}, de forma que

§ = (sj)jev € a configuracion de spin. A enerxfa correspondente a esa configuracion do sistema

HIg) =~ Y Jijsisi— ) hysj

(i,5)eE JjEeV

vén dada pola expresion:

onde J;; representa a interaccion entre as particulas dos vértices i e j, e (hj)jey € un campo

magnético externo que actua sobre cada particula do grafo.

Desta forma, podemos converter un problema QUBO ao modelo Ising empregando o cambio
de variable:

1— Sj
l‘j = 72

Desde a perspectiva cuéntica, cada configuracion de spin § € {—1,1}P asociase a un estado
|5) € (C?)®P. Deste xeito, aplicando sobre |§) o hamiltoniano adecuado, obtense a enerxia do
sistema. No caso do sistema Ising, o hamiltoniano pédese expresar como unha combinacién de

produtos tensoriais de matrices unitarias como:

p p

HI3) == > J QM=) hi QM

(i.j)EE k=1 j=1 k=1

o, sek=1 ouk=7j, o, sek=yj,

onde MZ = , Mj’? -
I  noutro caso I  noutro caso

e 0, ¢ a matriz de Pauli Z e I é a matriz identidade de dimensién 2 x 2.

Enton o hamiltoniano describese como unha suma de matrices unitarias e esta descomposicion
permite construir circuitos cuénticos sobre os que se poden aplicar algoritmos cuanticos. Calquera
hamiltoniano con interacciéons locais admite unha formulacién deste tipo. Ademais, a identidade
de Trotter-Suzuki permite a aproximacién da suma anterior polo produto de matrices unitarias

(facilitando a stia implementacion como circuito cudntico):

m
2t = Ifm He o . (2.2)

m—r00

J
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2.4. Teorema adiabatico e computaciéon cuantica adiabatica

A computacion cuantica adiabatica baséase no teorema adiabéatico, que foi formulado por
Born e Fock, e establece que, se un sistema cuantico evoluciona de xeito suficientemente lento
no tempo, este permanece no seu estado de minima enerxia (estado fundamental) durante toda

a evolucién.

Desta maneira, se se coniece o estado de minima enerxia |¥o) dun hamiltoniano inicial Hy e
se quere calcular o estado de minima enerxia doutro hamiltoniano H;, pédese interpolar entre
ambos hamiltonianos e definir un novo que depende do tempo:

t t
H(t) = <1—T)H0+TH1, con0<t<T.

Segundo o teorema, se o tempo total T' é suficientemente grande, entén o sistema evolucionara
desde o estado inicial |¥) ata un estado moi proximo ao estado fundamental de Hi, que contén

a soluciéon do problema que se quere resolver.

Canto mais pequena é a separacioén enerxética existente entre os dous estados de menor
enerxia do hamiltoniano (conecida como gap), maior ten que ser o tempo total 7' para garantir

unha correcta evolucion adiabatica.

Outro enfoque distinto 4 computacion baseada en portas loxicas (na que se inclaen os al-
goritmos que se tratan neste traballo) é a computacion cudntica adiabdtica, que emprega este

principio como mecanismo de céalculo.

Esta relacién inversamente proporcional entre o gap e o tempo total requerido T é a base das
méquinas cuanticas adiabéticas como as chamadas quantum annealers (ou mdquinas de temple
cudntico), como a desenvolvida pola compania D-Wave. Estas maquinas utilizanse para atopar

o estado fundamental dun hamiltoniano asociado ao problema de optimizacion.

Ainda que non se inclien exemplos baseados neste modelo no traballo, algunhas aplicacions

que tenen os quantum annealers na actualidade son:

Problemas Lineais de Enteros Mixtos (MILP), cun esquema hibrido clasico-cuéntico apli-

cados 4 optimizacién dunha refineria.

Problemas reais como o tempo de difusién ou a planificacion de talleres.

Métodos hibridos inspirados na xeraciéon de columnas en Investigaciéon Operativa.

Problemas NP-completos en hipergrafos e instancias aleatorias.

Clasificacién binaria e adestramento de clasificadores a gran escala.
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= Avaliacion de funcions de particién e mostreo de estados de Gibbs.

» Estudo das transiciéns de fase, condicions adiabéaticas e tempo de colisién en cadeas de
Markov.

2.5.  Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA)

O algoritmo Quantum Approzimate Optimization Algorithm (QAOA) baséase na idea do
algoritmo cuantico adiabatico (ver Seccion [2.4), onde un hamiltoniano evoluciona ao longo do
tempo. En lugar diso, neste caso substitiese o tempo por un parametro a € [0, 1], que define

unha interpolacién entre dous hamiltonianos:
H(a)=(1— «)Hy + aH,

sendo Hy o hamiltoniano inicial e H o hamiltoniano que codifica o problema a resolver. A

evolucion xerada por H(a) vén dada por e *H(®),

Para poder aproximar esta evolucion dependente de «, dividese o intervalo [0, 1] en pequenos
segmentos nos que se supon que H(«) é constante (de xeito andlogo & definicion dunha integral
de Riemann). Deste xeito, cada segmento define un operador unitario (que se pode implementar
como unha porta cuéntica) e a evolucion total podese expresar mediante unha descomposicion

tipo Trotter (ver ecuacion [2.2)) como produto de exponenciais.

A implementacion do algoritmo comeza cun estado inicial |¥g), ao que se lle aplica o hamilto-
niano inicial Hy e que actua aplicandolle a porta Pauli-X a cada un dos cibits. A continuacion,
en cada un dos p pasos aplicanse dous operadores exponenciais: un xerado por H con parametros
7 = (y1) e outro xerado por Hy con pardmetros § = () e con k € {1,...,p}. Asi, obtense o

estado final:

) = H e~ WBrHo ,—ive H |Wp).

ke{p7p_1111}

BA

Ao realizar a mediciéon deste estado final, a probabilidade de que sexa a solucién 6ptima
aumenta grazas ao deseno dos pardametros 3 e 7. A obtenciéon dos valores éptimos dos pardmetros

lévase a cabo cun algoritmo de optimizacién clasico resolvendo o problema:

-

(3*.5°) = arg mitx (¥| ;. H| ¥

Para realizar esta elecciéon adoitan empregarse técnicas de optimizacién como o de descenso de

gradiente, temple simulado ou estratexias que parten desde multiples puntos iniciais.
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Este algoritmo foi desenado nun inicio para resolver problemas de optimizacién combinatoria,
nos que se busca a solucién 6ptima entre un conxunto finito pero moi amplo de posibilidades.

Moitos destes problemas incltiense na clase NP-completos.

O QAOA comportase como unha version discretizada do temple cuantico (ou Quantum An-
nealing), que é un proceso de optimizacién no que se busca o minimo global dunha funcién
obxectivo a través de flutuacions cuénticas. No temple cuéntico, o sistema parte dunha super-
posicién uniforme de todos os estados posibles e evoluciona segundo a ecuaciéon de Schrodinger
. As flutuaciéns cuanticas producen o efecto tunel, que permite que un estado poida cruzar
barreiras de potencial e escapar de minimos locais. Se a variaciéon do hamiltoniano é suficiente-
mente lenta, o sistema permanece proximo ao estado fundamental en cada instante; en cambio, se
é rapida, pédense producir transiciéns con maior probabilidade de acadar o estado fundamental

do hamiltoniano final.

A semellanza estrutural entre o QAOA e o temple cuantico permite entender o primeiro
como unha versién programable mediante portas cudnticas deste tltimo. Discretizar a evolucion
do sistema e controlala mediante parametros Si, v facilita empregar posteriormente os procesos

de optimizacién clésicos.

Na actualidade, a potencia de QAOA en comparacién 4 computacion clasica ou outros algo-
ritmos cuéanticos contintia sendo obxecto de estudo. Por exemplo, se o nimero de pardmetros que
hai que determinar no algoritmo (conecido como profundidade) é p = 1, non existe unha forma
eficiente de simular QAOA de forma clasica. Sen embargo, isto non implica que non existan algo-
ritmos clésicos que poidan resolver os mesmos problemas eficientemente. Ademais, o rendemento
de QAOA depende en grande medida do problema especifico. Por exemplo, no problema de cor-
te maximo dun grafo requirense centos de cubits para que sexa competitivo fronte a métodos
clasicos (como se pode ver en [6]). Esta limitacion motivou o desenvolvemento de variantes do
algoritmo para resolver o problema concreto en méquinas cun nimero de ctbits baixo, que ainda

asi permiten obter resultados utiles en certos contextos (como se pode ver en [21], [22]).



Capitulo 3

Algoritmo Variational Quantum
Eigensolver (VQE)

3.1. Fundamentos do algoritmo VQE.

O algoritmo VQE (Variational Quantum Figensolver) esta desefiado para calcular o menor
autovalor Ej e o seu autovector asociado dun hamiltoniano H. Este método baséase no principio

variacional que establece que, para todo estado |¥):

(VIH|W) > Eo(V|W)

Para atopar o estado que minimiza a enerxia (que é o menor autovalor Ey), introdicese
unha representacion parametrizada do estado (conecida como ansatz) que permite recorrer un
subespazo do espazo de Hilbert (C?)®". A eleccion deste ansatz é determinante para o rendemento

do algoritmo e, por tanto, para a converxencia do método.

3.2. Arquitectura hibrida e optimizacion.

Un dos obxectivos fundamentais da mecénica cuantica é o calculo do menor autovalor dun
hamiltoniano e do seu autovector asociado. Isto é clave, por exemplo, para determinar o estado

fundamental dun sistema fisico.

Unha das vantaxes que ten o VQE é que pode empregar representacions parametrizadas que
os ordenadores clésicos non poden simular eficientemente. Existe un exemplo no que o crecemento

do algoritmo ¢ polinémico respecto ao tamano do rexistro en cubits (como se pode ver en [I5]).

31



32 3. Algoritmo Variational Quantum Eigensolver (VQE)

Debido a que o algoritmo require optimizar os parametros do ansatz para minimizar a ener-
xia esperada, é fundamental empregar un método de optimizacion axeitado. Ademais, debido &
natureza estocastica intrinseca das mediciéns en mecénica cuéntica, compre repetir os experi-

mentos multiples veces para estimar os valores esperados con precision suficiente (como se pode

ver na Subseccion [4.1.2)).

O algoritmo VQE (Variational Quantum Eigensolver) permite aproximar o estado funda-
mental dun hamiltoniano mediante a minimizacion do valor esperado da enerxia ((V|H|¥)). O
enfoque hibrido deste algoritmo hibrido é similar ao de QAOA na idea de combinar parte cuan-
tica e clasica. Sen embargo, no VQE desenase o ansatz para aproximar directamente o estado
fundamental, mentres que en QAOA este definese alternando evolucions do tipo e~ #rHo ¢ g=imrH
sobre o estado inicial Hy (como se pode ver na Seccion .

O algoritmo VQE (Variational Quantum Figensolver) permite aproximar o autovector co-
rrespondente ao estado fundamental mediante a minimizacién do valor esperado da enerxia
((U|H|W)). Para levar a cabo esta tarefa, proponse unha representacion parametrizada do esta-
do (conecida como ansatz) que permite recorrer un subespazo do espazo de Hilbert asociado ao

problema.

Este algoritmo combina, por unha banda, un sistema cuéntico para xerar os estados e calcular
os valores esperados, e por outra, a optimizacién dos parametros do ansatz mediante un algoritmo

de computacién clasica. Polo tanto, incliese no enfoque de computaciéon hibrida.

Non obstante, existen algins desafios para empregar este algoritmo, especialmente ao em-
pregar técnicas de optimizaciéon baseadas no célculo de gradientes. No espazo de optimizaciéon
existen multiples minimos locais que o VQE non evita, dificultando a obtencion do estado funda-
mental. Ademais, existen rexions nas que os gradientes son practicamente nulos (conecidas como

barren plateaus), o que dificulta ainda mais o proceso de optimizacion (como se pode ver en [I],
51, [91).

Como alternativa, proponse algoritmos evolutivos como o QPSO (Quantum Particle Swarm
Optimization), que ofrecen mellor rendemento en espazos de optimizaciéon complexos (como se

pode ver en [19]).

3.3. Aplicaciéns do algoritmo VQE.

Tanto o algoritmo VQE como as stias variacions, aplicanse a numerosos problemas de interese

en fisica e quimica. Entre os seus principais campos de aplicacion destacan:

» Problemas de fisica nuclear (como se pode ver en [12]).
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» Problemas de estrutura nuclear (como se pode ver en [16]).

» Problemas de fisica de altas enerxias (como se pode ver en [2], [3]).

» Estudos de espectroscopia vibracional e vibronica (como se pode ver en [7], [I1]).
» Predicion de propiedades de reacciones fotoquimicas (como se pode ver en [14]).
» Anaélise de sistemas periddicos (como se pode ver en [20]).

= Resolucion de ecuacions de Schrodinger non lineais (como se pode ver en [10]).

= Estudo de estados cudnticos, como os buratos negros Schwarzschild-de Ditter ou cosmoloxia

Kantowski-Sachs (como se pode ver en [§]).
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Capitulo 4

Computacion clasica fronte a

computacion cuantica

Neste capitulo compararemos a computacion clésica e a cuantica dende distintas perspectivas

co obxectivo de entender os seus respectivos limites e capacidades.

4.1. Clases de complexidade

En primeiro lugar analizaremos os recursos computacionais (tempo e memoria) que requiren
os problemas para a sida resolucion, é dicir, da sta complexidade. A pesar de que esta esta
asociada ao algoritmo que se empregue, existen indicios de que hai problemas que son méis

dificiles de forma intrinseca.

4.1.1. Complexidade clasica

Os algoritmos e problemas pddense clasificar segundo os recursos computacionais que requiren
para ser resoltos en funciéon do tamanio dos datos de entrada. Os problemas de decisién que se
poden resolver en tempo polinémico nun ordenador clasico (mdquina de Turing determinista)

incltiense na clase de complexidade computacional P (tempo polinémico).

Por outro lado, os problemas cuxa solucién pédese verificar en tempo polinémico ou, equiva-
lentemente, os que unha mdquina de Turing non determinista (que pode estar en varios estados
a vez) pode determinar a sia solucion, inclaense na clase de complezidade NP. Unha das grandes

incognitas da informatica na actualidade é se P = NP.

Dentro da clase NP, os problemas aos que calquera outro problema da clase pédese reducir
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en tempo polinémico incliense na subclase NP-completo (tempo polinémico non determinista
completo). Por outro lado, os problemas de decision L tales que cada problema de NP pode
transformarse neles en tempo polindémico, incltiense na subclase NP-dificil (tempo polinémico
non determinista dificil). Tense que a clase NP-completo é un subconxunto de NP-dificil, mentres

que ao revés non o é necesariamente.

Os problemas para os que se pode verificar que unha soluciéon proposta é valida ou non en

tempo polinémico incliense na clase de complexidade co-NP.

Por outra banda, os problemas de decisiéon que requiren unha cantidade de memoria poli-
némica para resolverse pertencen a clase PSPACE. Adoita existir unha relaciéon directamente

proporcional entre a complexidade temporal e espacial dos problemas.

A clase de complexidade #P inclie aos problemas de conteo, aqueles que consisten en de-

terminar cantas soluciéns tenen e non en se existe algunha ou non. Esta é unha subclase de

PSPACE.

Finalmente, os problemas que se poden resolver en tempo polinémico, pero cunha certa
probabilidade de erro, incliense na clase BPP ("Bounded Error Probabilistic Polynomial time").
Aos algoritmos desta clase permiteselles unha probabilidade de erro méaxima de 1/2 + € (sendo €

unha cantidade positiva).

4.1.2. Complexidade cuantica

Para estudar os ordenadores cuanticos, definense novas clases de complexidade que abordan

as capacidades e limitacions dos ordenadores cuanticos.

A clase de complezidade BQP (Bounded Error Quantum Polynomial time) é a version andloga
da clase BPP clasica. Inclie os algoritmos que se executan en tempo polinémico en funcién
do tamano de entrada e tales que devolven a soluciéon do problema cunha alta probabilidade
(xeneralmente, > 2/3). Dise que un problema é BQP-completo se, ademais de pertencer a BQP,

calquera outro problema desta clase podese reducir a el e resolvelo en tempo polindémico.

A clase de compleridade QMA (Quantum-Merlin-Arthur) inclie os problemas de decision
cuxas soluciéons poden ser verificadas con alta probabilidade en tempo polinémico en funcién
do tamano de entrada. Existe un estado cuéntico (festigo cudntico) para cada problema tal
que, cando se introduce como entrada, o verificador cuantico conclie cunha resposta. Se esta é
afirmativa, enton existe un estado cuantico que o verificador acepta cunha probabilidade > 2/3,
mentres que se é negativa, calquera estado sera rexeitado coa mesma probabilidade. E a version

analoga da clase MA (Merlin-Arthur) clasica.
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A clase de complexidade DQC1 (De 1 Chbit Limpio) inclie os problemas de decision que
poden resolverse cunha méaquina de cubits limpios en tempo polinémico cunha alta probabilidade
(polo menos 2/3) (como se pode ver en [I7]). Iniciase cun tnico ctubit no estado puro cero e n
cubits no estado maximo mesturado. A continuacion, aplicase a calquera circuito cuantico de
tamano polinémico, medindo unicamente o cibit puro. Este proceso podese repetir un niimero

polinémico de veces.

Figura 4.1: Relacion entre clases de complexidade clasica e cuantica. Adaptado de [6], Figura
AN.1.

4.2. A vantaxe cuantica

A wvantaze cudntica (chamada inicialmente supremacia cudntica) enténdese como a capaci-
dade dos ordenadores cuanticos para resolver problemas que son intratables para os clasicos ou
requiren un tempo desorbitado. Considérase que existe esta vantaxe cando o dispositivo cuantico
resolve un problema, incluindo a preparaciéon da entrada e a extracciéon da saida, nun tempo
razoable e o mellor algoritmo clasico conecido non o consegue. O tempo razoable dése cando ao
tomar unha entrada de gran tamano, o dispositivo cuéntico pode resolvelo, mentres que o clasico

non.

Se nos referimos a algoritmos, estamos tratando un concepto matematico (libre de restricions
materiais), mentres que os ordenadores cuanticos son obxectos fisicos (suxeitos a restricions).
Desta forma, a comparaciéon debe ter en conta tanto o modelo teérico do algoritmo como as

posibles limitaciéns na stia implementacién practica.
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Comparar a complexidade dos algoritmos non adoita ser sempre trivial. Ainda que para
algins algoritmos clasicos existen cotas inferiores para a complexidade, na maioria dos casos isto
non é asi. Desta forma, a vantaxe enténdese como a comparacion cos mellores algoritmos clésicos
coniecidos en cada momento. Isto provoca o proceso de descuantizacion (como se pode ver en [4]),
que describe a apariciéon de melloras nos algoritmos clasicos para reducir ou eliminar a suposta

vantaxe e impulsa avances tanto no campo cuéntico como no clésico.

Moitos algoritmos cuénticos adoitan empregar caixas negras cofiecidas como ordculos que
devolven respostas instantaneas a partir da entrada. Estes oraculos poden enmascarar a com-
plexidade real do problema e determinar se este é cuéntico ou clasico tampouco é doado. En
certos casos, poden ser simulados clasicamente con facilidade e noutros esixen unha capacidade

cuantica inevitable (como se pode ver en [1§]).

Para que o hardware sexa escalable, requirese un gran ntimero de cibits con alta fiabilidade
e interconexién entre eles. Os ordenadores cuanticos estan suxeitos a erros fisicos como o ruido
e a decoherencia (perda das propiedades cuanticas), feito que limita a lonxitude dos circuitos.
Ademais, reducir o tempo de execucion adoita requirir méis recursos ou calibracions. Por este
motivo, a vantaxe préactica adoita darse en problemas de dimensién moderada, nos que o custo

de preparar a entrada ou extraer a saida non anula o beneficio en tempo.

Todas estas reflexions conducen & cuestion de se merece a pena ou non o investimento de
recursos na computacion cuéntica. Sen embargo, ainda que a obtenciéon dun avance significativo
na practica poida tardar en materializarse, o esforzo na investigacién xa produciu beneficios

suficientes para que compense seguir investindo, por exemplo:

= No ambito tecnoléxico, impulsaronse progresos en supercondutores e sistemas de refrixera-

cién a moi baixas temperaturas.
= No dmbito da fisica, profundizouse na comprensién dos principios da mecéanica cuantica.

= No ambito das matematicas, desenvolvéronse numerosos algoritmos clasicos inspirados nos

cuanticos que resultan tutiles, especialmente na deceleracién da lei de Moore.

4.3. O futuro da computacién cuantica

A comparacién anterior entre a computacion clasica e a cuantica adoita ser ambigua. Cada
unha ten un propésito distinto e os resultados 6ptimos xorden de empregalos de forma comple-

mentaria.

En calquera caso, considérase que no futuro existird unha vantaxe cuantica realista. Existen
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algins Ambitos como a optimizacién de funciéns e a resolucién de problemas de combinatoria

nos que a computacién cuantica resulta especialmente axeitada.

Numerosos centros de investigaciéon na actualidade disponen de superordenadores en lina para
executar subrutinas dentro de algoritmos clésicos. De xeito analogo, é previsible que nun futuro
tamén conten con ordenadores cuanticos en lifia para realizar calculos concretos. Desta forma,

poderan empregarse como recursos complementarios cando o problema o xustifique.

No ambito industrial, xa existen empresas que proporcionan servizos de computaciéon cuén-
tica en lina como IBM, Google, Amazon, D-Wave ou Rigetti. Estes servizos desénanse para
executar circuitos ou algoritmos cuanticos breves para minimizar os erros. Ademais, requiriran

un algoritmo clasico que coordine o traballo.

Outra lina de desenvolvemento dirixese & creacion de QPUs (procesadores cuanticos “analoxi-
cos”) desenados para abordar tarefas de optimizacion de problemas en campos como a quimica, a
fisica ou a bioloxia. Estes dispositivos servirdn para aproveitar a natureza cuantica dos fenémenos

a simular, o que conlevaré unha maior eficiencia na sta resolucion.

Non obstante, a adopcion de QPUs en ambitos domésticos ou en instalaciéns de pequena
escala non é probable. Os requisitos de infraestrutura e o alto custo suponen un obstaculo. Asi
mesmo, nun futuro poderia producirse algiin avance que reduza estes inconvenientes, do mesmo

xeito que os semicondutores revolucionaron a computacién clasica.

4.4. A investigaciéon matematica na computaciéon cuantica

En Espaina existe unha rede colaborativa denominada Quantum Spain E] que se dedica a
construir un ordenador cudntico de alto rendemento e accesible en lifia. O obxectivo é que tanto
empresas como entidades piblicas poidan traballar cos novos algoritmos cuanticos e poidan xerar

bibliotecas de algoritmos cuanticos aplicables a problemas reais.

Entre os principais grupos de investigacién en computacién cuantica destacan:

= O grupo QUANTIC EI no Centro Nacional de Supercomputacion (BSC-CNS) en Barcelona,

especializado en ciibits supercondutores.

= O grupo de QUANTIA E] da Universidade de Zaragoza, centrado en algoritmos de optimi-

zacién cuéntica aplicados a problemas industriais e cientificos.

"https://quantumspain-project.es/
“https://www.bsc.es/discover-bsc/organisation/scientific-structure/quantic
3'ht'cps ://quantumspain-project.es/ia-cuantica-para-aplicaciones-cientificas-e-industriales/
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= O proxecto Basque Quantum EI promovido pola Fundacién Basca para a ciencia (Ikerbas-

que), que traballa no desenvolvemento de infraestrutura cuéntica.

= O EHU Quantum Center [)|da universidade do Pais Vasco (UPV/EHU), dedicado 4 investi-
gacion en fundamentos de mecanica cuantica, algoritmos cuénticos e 4 formacién de novos

investigadores.

= QOutros como o ICREA en Cataluna, a Universidade do Pais Vasco (UPV/EHU), o BCAM
no Pais Vasco ou o CESGA en Galicia.

Non obstante, a participaciéon de matematicos especializados na computacién cuéntica é li-
mitada nalgunhas rexiéns como Galicia. Ainda asi, destaca o Laboratorio de Investigacion e
Desenvolvemento en Intelixencia Artificial (LIDIA) da Facultade de Informética de A Coruna,

que inclie esta temética entre as siias areas de traballo.

Proximamente, o CESGA incorporara un ordenador cuantico no marco do Polo de Tecnoloxias
Cuanticas de Galicia. Esta infraestrutura permitird ampliar o acceso dos investigadores galegos

4 tecnoloxia cuantica.

4https ://www.ikerbasque.net/es/noticias/presentacion-del-proyecto-basque-quantum
Shttps://www.ehu.eus/es/web/quantum- center
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