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Traballo proposto

Area de Conecemento: Anéilise matematica

Titulo: Ecuaciéns p-Laplacianas

Breve descricién do contido

Os fluidos que non presentan unha relaciéon linear entre o cizallamen-
to e a velocidade de deformacién conécense como Fluidos non New-
tonianos. Neste caso, o comportamento da cizalladura é non linear
e depende dunha constante p > 1. Se p = 2 estamos no caso New-
toniano. No caso 1 < p < 2, a viscosidade dimintie co aumento da
tension: son os fluidos pseudo-plésticos (sangue, barro, algun tipo de
pinturas,...). Se p > 2, os fluidos chamanse dilatantes e son aqueles
nos que a viscosidade aumenta coa deformacion do fluido (manteiga,
area movediza, amidon,...).

Neste traballo abordarase o estudo deste tipo de ecuaciéns, centran-
donos na modelizaciéon das mesmas, asi como no estudo das soluciéns
dalgiins problemas de contorno por medio do desenrolo de teoria es-

pectral.

Recomendacioéns

Recoméndase cursar ou ter cursadas as materias Introducién as Ecua-

cions Diferencias Ordinarias e Ecuacions Diferencias Ordinarias.

Outras observacions
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Resumo

A fabricaciéon de chalecos antibalas, a reparacion de baches e outras moitas aplicaciéons
motivaron o estudo dunha clase especial de fluidos, denominados Fluidos non Newtonianos.
Estes caracterizanse por non presentar unha relacién linear entre a tensién tanxencial e a
velocidade de deformacion. O seu estudo é de gran interese e conduce a analise das conecidas
como ecuaciéns p-Laplacianas, presentes tamén noutros campos como en problemas de
reaccion-difusion ou en medios porosos. En funcién do valor de p estaremos ante o caso de
fluidos pseudo-plasticos (1 < p < 2), dilatantes (p > 2) ou Newtonianos (p = 2).

O estudo e a modelizacién das mesmas foron o obxectivo principal deste traballo.
Por un lado, buscaronse os autovalores de problemas p-Laplacianos non homoxéneos asi
como a solucién dalgiins problemas de contorno por medio do desenvolvemento da teoria
espectral. Por outra parte, analizaronse a existencia e a unicidade de solucién do problema
de Neumann conecendo sub e sobre soluciéns do mesmo ben ordenadas ou dadas en orde
inversa.

No célculo dos autovalores atopouse unha descriciéon completa do espectro e unha re-
presentacién das autofunciéns. No referente ao problema de Neumann, no primeiro caso
(sub e sobre solucion ben ordenadas) os resultados foron xenéricos no sentido de que bai-
x0 hipoteses axeitadas puidemos asegurar a existencia de solucién para todo p > 1. Non
obstante, no segundo (sub e sobre solucién dadas en orde inversa) as deduciéns s6 foron

validas cando 1 < p < 2.

Abstract

The manufacture of bulletproof vests, road pothole repairs, and many other applica-
tions have motivated the study of a special class of fluids called Non-Newtonian fluids.
These fluids are characterized by not having a linear relationship between shear stress

and deformation velocity. Their study is of great interest and leads to the analysis of the
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so-called p-Laplacian equations, which are also present in other fields such as reaction-
diffusion problems or porous media. Depending on the value of p, we encounter the cases
of pseudoplastic fluids (1 < p < 2), dilatant fluids (p > 2), or Newtonian fluids (p = 2).
The study and modeling of these fluids were the main objective of this work. On the
one hand, we sought the eigenvalues of non-homogeneous p-Laplacian problems and solved
some boundary value problems using the development of spectral theory. On the other
hand, we analyzed the existence and uniqueness of solutions for the Neumann problem by
knowing lower and upper solutions that are either well-ordered or given in reverse order.
In the calculation of eigenvalues, a complete description of the spectrum and a represen-
tation of the eigenfunctions were found. Regarding the Neumann problem, in the first case
(well-ordered lower and upper solutions), the results were generic in the sense that under
suitable assumptions, we could ensure the existence of a solution for all p > 1. However,
in the second case (lower and upper solutions given in reverse order), the deductions were

only valid when 1 < p < 2.
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Introducién

Que pensarfamos se visemos a alguén caminando sobre a auga? Creerfamos que é un
efecto visual ou que de verdade é posible? Existe un fluido, denominado Oobleck, que
permite caminar sobre a auga sen case mollarnos, sempre que o fagamos & velocidade
axeitada. Isto débese a que acttia como un liquido ao volcarse e como un sélido ao exercer
presion sobre el. Mais isto non é simplemente unha anécdota curiosa, senén que da pé a
falar dunha clase especial de fluidos.

Asi, existen unha serie de fluidos cuxo comportamento se alonxa das leis clasicas da
mecénica estudada por Newton. Todos sabemos, por exemplo, o que é un liquido, pero, un
liquido sera sempre un liquido? Poderéa depender dita propiedade da forza que exercemos?
Ou da temperatura a que estea sometido?

Efectivamente. Isto é o que acontece cos denominados Fluidos non Newtonianos, cuxa
viscosidade varia coa temperatura ou a tensién cortante que se lle aplique. En outras pala-
bras, existen materiais aparentemente liquidos que, ao sometelos a unha minima presion,
se volven duros como unha pedra (e viceversa). Non se trata tan s6 de complicados fluidos
creados artificialmente nun laboratorio, senén que estan presentes no noso dia a dia. Exem-
plos disto poden ser a pintura, a marmelada ou a maionesa. O seu estudo é moi importante
pois tefien numerosas aplicaciéns como a fabricacién de chalecos antibalas ou a reparaciéon
de baches. Por iso, estes fluidos foron analizados por numerosos autores [6, 18, 20].

Ao estudar estes fluidos chégase a unha ecuacion, denominada ecuaciéon p-Laplaciana, de
gran utilidade non s6 en Fluidos non Newtonianos, senén tamén en problemas de reaccién-
difusiéon ou en medios porosos.

Asi, os obxectivos desta memoria serén os seguintes. Comezarase no capitulo 1 definindo
os conceptos fundamentais de reoloxia e presentando as principais ecuacions de fluidos ata
chegar a obter a denominada ecuacion p-Laplaciana [6, 13].

Seguidamente, no capitulo 2, centrarémonos no estudo dos autovalores de problemas
p-Laplacianos non homoxéneos asi como da buisqueda de soluciéon dalgins problemas de
contorno por medio do desenvolvemento da teoria espectral [14].

A continuacién, no capitulo 3, analizaremos a existencia de solucion do problema
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X INTRODUCION

o(u')) = f(t,u,u’) con condicions Neumann dadas sub e sobre soluciéons do mesmo ben
ordenadas. Obteranse unha serie de resultados que garanten a existencia da mesma baixo
determinadas hipdteses para as funcions ¢ e f [12, 25].

Por ultimo, no capitulo 4 analizaremos o mesmo problema mais, neste caso, coas sub e
sobre soluciéns dadas en orde inversa obtendo resultados que s seran validos para o caso
1<p<2]11].



Capitulo 1

Mecanica de fluidos

Este capitulo estara centrado na mecanica de fluidos. O obxectivo fundamental do mes-
mo é presentar as nociéns bésicas e as ecuaciéns principais de fluidos ata chegar as ecuaciéns
p-Laplacianas. Asi mesmo, tamén se presentara o concepto de Fluido non Newtoniano e se
mostraran exemplos da utilidade dos mesmos, o cal nos da unha idea da importancia da

stia modelizacién e, por tanto, da relevancia do estudo das ecuaciéns p-Laplacianas.

1.1. Introducion a reoloxia

Nesta seccién introduciremos conceptos esenciais relacionados cos fluidos e indicaremos
a diferenza entre os Fluidos Newtonianos e os non Newtonianos. Asi mesmo, presentaran-
se os distintos tipos de Fluidos non Newtonianos e as sias caracteristicas. Seguiremos
principamente [18] xunto a [6, 7, 20]. Todas elas contefnien informacién sobre reoloxia,

isto é, a rama da fisica que se encarga do estudo da deformaciéon e o fluxo da materia.

Superficie en movemento Cando un fluido se ve sometido a unha forza ou a un

y A
Ax F ——s g esforzo cortante, este presenta unha resistencia ao mo-
———————— - vemento debido a unha friccién interna do mesmo. Esta
:j’ friccién aparece cando unha capa de fluido se despraza
" e en relacion con outra. O fluido tende a deformarse e, pos-
*  teriormente, flie de forma que a velocidade aumenta a

Superficie fixa . . .
medida que se incrementa o esforzo. Esta propiedade de

) . . oposicién ao movemento relativo entre capas adxacentes
Figura 1.1: Viscosidade . . . . . .
é o que se denomina viscosidade. Ilistrase na Figura 1.1.
Newton plantexa unha lei da viscosidade que establece que en movementos de fluidos

laminares existe unha relacion lineal entre as tensions tanxenciais ou esforzo cortante (forza



2 CAPITULO 1. Mecénica de fluidos

por unidade de superficie tanxente & superficie) exercidas nun punto do fluido 7 e os

gradientes de velocidade %‘ A constante de proporcionalidade é a viscosidade, denotada

por /.
du

T = ,ud—y. (1.1)

Existen moitos fluidos, tanto liquidos como gaseosos, que verifican a ecuacion (1.1) e
que se denominaran Fluidos Newtonianos. Exemplos disto poden ser a auga, a gasolina
ou o alcohol. Sen embargo, este traballo estaré centrado naquelas substancias que non se
comportan seguindo a lei da viscosidade de Newton e que se denotaran, por contraposicion,
como Fluidos non Newtonianos. Neste caso, a viscosidade a unha temperatura e presiéon
dadas é funcién do gradiente de velocidade ou velocidade de deformacién, de tal forma que
deixa de existir unha relacion lineal entre tension e velocidade de deformacién. A ciencia
que estuda este comportamento denominase reoloxia e abrangue a rexiéon comprendida
dende a Mecénica de Fluidos Newtonianos ata a elasticidade de Hooke.

En funcién de como varia a relacion entre o esforzo cortante e o gradiente de velocidade,

pode clasificarse aos Fluidos non Newtonianos nos seguintes grupos [18]:

Newtonianos

Sen esforzo umbral Pseudo-pléstico

Independentes do tempo Dilatantes

Fluidos

. Con esforzo ¢ Plasticos
Non newtonianos

Tixotréni
Dependentes do tempo [XOUEOPICOS

Reopécticos

Viscoelasticos
Denominanse fluidos con esforzo umbral a aqueles que necesitan un esforzo cortante minimo

para pasar de comportarse como un sélido a actuar como un liquido.

= Pseudo-plastico: caracteristico de materiais de alta viscosidade, a cal diminte rapidamente a
medida que aumenta a velocidade de deformacién aplicada. Exemplos disto son os polimeros

en disolucién, a marmelada ou as tintas de impresion.

= Plastico: o comportamento é moi similar ao caso anterior, pero precisan dun esforzo minimo
para que exista deformacion continua. E o caso da pasta dentrifica, das pomadas ou do

chocolate.

= Dilatante: aumento sobreproporcional da viscosidade ao aumentar a velocidade de deforma-

ci6n aplicada. Nesta categoria entran a area himida ou o amidén de auga.

= Tixotropicos e reopécticos: a viscosidade depende da velocidade de deformacion e do tempo.

Como exemplos podese citar a maionesa ou o ketchup.



1.2 Principais ecuacions dos fluidos 3

o

- —— Pseudo-plastico
—— Dilatante

© 4 Plastlco_
—— Newtoniano

© |

08 10

00 02 04 , 06
du/dy

Figura 1.2: Tipos de fluidos

Na Figura 1.2 represéntase a tension frente & velocidade de deformaciéon observando os distintos
comportamentos en funciéon do tipo de fluido do que se trate.

O estudo destes fluidos é esencial pois presentan un campo de aplicaciéon moi amplo. Son tutiles
tanto en ramas de investigacion fundamental como en medicina. O sangue, por exemplo, é un
fluido pseudo-pléstico: 6 aumentar o ritmo cardiaco dimintie a viscosidade. Se fose dilatante, a
xente poderia morrer de infarto nunha carreira.

Por outro lado, os Fluidos non Newtonianos tamén estan presentes na fisioloxia ou na quimica,
asi como en investigacion mais aplicada. Neste altimo caso podese falar da determinacién do grosor
de gotas, da fabricacion de tellas, da creaciéon de traxes militares flexibles, calzado deportivo,
chalecos antibalas ou da posibilidade de parchear baches, por citar s6 algins exemplos.

Ao traballar con este tipo de fluidos chegarase a unha ecuacion da forma [6]:

p—2 dj
dz’

du

T=MU a

denominada ecuacién p-Laplaciana. O seu estudo e analise seran a parte principal desta memoria.
Ademais, o estudo destas ecuacions tamén pode resultar util noutras areas como o da condutividade

dos campos electromagnéticos.

1.2. Principais ecuaciéns dos fluidos

Unha vez presentados os conceptos de fluidos necesarios para poder entender a memoria, pa-
samos a describir as principais ecuacions que rixen os fluidos, ata chegar a mostrar a ecuacion
p-Laplaciana. Informaciéon acerca disto pode atoparse en [3, 6, 13, 15, 27]. Para a obtencién da
ecuacion da conservaciéon do movemento seguiremos fundamentalmente as referencias [13, 15] men-

tres que para o estudo das ecuacions constitutivas seguirase principalmente [6].
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1.2.1. Ecuacions de conservacion da cantidade de movemento e de Navier-
Stokes

A ecuacion de movemento dun fluido séguese da Segunda Lei de Newton, isto é, a tasa de
cambio da cantidade de movemento dunha porcion dada de fluido é igual & resultante das forzas
que actuian sobre esta porcion. Podese escribir esta lei de distintas formas, as cales son equivalentes.
Centrarémonos nas formas Lagranxianas e Eulerianas.

A descricion Lagranxiana consiste en facer un seguimento das particulas materiais, mentres
que a Euleriana mide o que pasa en puntos fixos do espazo. Por exemplo, se se quere estudar que
artigos levan os clientes dun supermercado, a forma Lagranxiana consistiria en seguir a cada cliente
ponéndolle unha etiqueta mental, mentres que no punto de vista FEuleriano estableceriase un sitio
fixo (como pode ser a caixa rexistradora) e mirarianse os artigos que pasan.

Dado un volume material V' rodeado por unha superficie material S, a cantidade de movemento

contida en V' é a que se amosa na seguinte ecuacion.

/ pudV,

sendo p(X,t) a densidade e u(X,t) a velocidade. Ambas son funcions xenéricas da posicion X e
do tempo t.

Sobre unha porcién dada de fluido acttan forzas de volume e de superficie, cuxa resultante
debe ser igual &4 derivada temporal da cantidade de movemento. Denotando por g & resultante das

forzas por unidade de volume e por o 4 forza superficial deducimos que [15]:

D
— pudV:/ pngJr]{U-ndS,
Dt Jy v s

onde se usou a definicion de derivada material (coincide coa derivada total):

Da O« Ooa

Dt ot Yo,

Escribindo en notacion indicial e derivando respecto ao tempo (derivada material) chegamos

J

D 0 5,
Dt J, pudV = /v (m(puz) + a:E(puiuj)) dv, (1.2)

onde se empregou a notaciéon de Einstein para a suma e se usou o Teorema de transporte de

D da 0
ﬁ v adV = /V <8t + a%(au])> dv.

Por outro lado, empregando o Teorema de Gauss:

Reynolds:

/(V-F)dV: F - ndS,
|4 ov

tense que:

/png—&—j{U-ndS:/ png+/ (V-o)dV. (1.3)
v s v v
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Como isto debe ser valido para un volume arbitrario, obtense a seguinte ecuacion (a partir das
ecuacions (1.2) e (1.3)):

3 _ 80'1']'
a(ﬂui) + %j(l’uiuy‘) = pg; + oz,

Expandindo a ecuacion anterior chégase a:

Bui @

9o
Py T 7
ot

8xj

+ui( u.)_;’_ u,%_ S+
ot gy, ) T PGy, T P '

Seguidamente, tendo en conta a ecuaciéon de conservacion da masa:

D ou;
Do, 0u _,
Dt 8l‘j
deducimos
aui 8’[141 anj

Par TPas, ~ P9 G,

ou, en forma vectorial,

0
p(81t1+u-Vu) =pg+V.o,

que ¢é a forma diferencial Euleriana da ecuacién de movemento.
Usando, de novo, a definicién de derivada material obtense:
u
P Dr =pg+V-o, (1.4)
que constittie a forma diferencial Lagranxiana da ecuaciéon de movemento [13].
A partir de aqui seguiremos principalmente a referencia [6]. Pode resultar ttil descompoiier
o tensor ¢ nunha componente isotropica —pl onde p se denominard presion (non no sentido ter-
modindmico) e un tensor de desviacion 7 caracterizado por ter traza nula. Tendo isto en conta,
pode escribirse a forma da ecuacion dindmica Lagranxiana (1.4) tal e como se amosa na seguinte
ecuacion:
prltl =-Vp+V-7 +pg. (1.5)
A ecuacion (1.5) representa a igualdade entre a forza inercial debida & aceleraccién da particula
e o conxunto das forzas superficiais e de volume actuando sobre ela. Tratase dunha formulacion
directa da primeira lei de Newton.

No caso de fluidos con densidade constante, pédese descomponer a tension total como:
oc=—al+T,

sendo «a un escalar arbitrario e 7 o chamado “tensor extra”, o cal vird dado por unha ecuacion
constitutiva (relacion matematica que define de que xeito as propiedades mecéanicas dun material,
como son o estrés e a deformacion, dependen de variables como a temperatura ou a taxa de
deformacion). O escalar « non ten porque coincidir coa presién pois 7 non tera necesariamente
traza nula.

Existe un tipo de fluidos, que se denominaran fluidos ideais, nos cales a tensiéon é sempre un

tensor isotrépico. Isto implica que r =0.
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Por outro lado, no caso de Fluidos Newtonianos incompresibles (aqueles nos que a densidade

permanece constante), a lei de Newton pode escribirse da forma:
T=2uD =17, (1.6)
sendo u a viscosidade e D o tensor de “estiramento” que vén definido por:
1 T
D= i(Vu + Vu™).

Claramente, D é un tensor simétrico. Por ultimo, substituindo na ecuacion (1.5), chégase &

ecuacion de Navier-Stokes:

u
"D = ~Vp + pg + pV3u. (1.7)

A ecuacion (1.7) proporciona o punto de partida para o tratamento dos Fluidos Newtonianos.

1.2.2. Ecuacions constitutivas de Fluidos non Newtonianos

Como consecuencia da ecuaciéon de Navier-Stokes pode deducirse a lei de Hagen-Poiseuille que
relaciona a tasa de fluxo volumeétrico @ (cantidade de fluido que fltie a través dun canal nun periodo
de tempo determinado) co gradiente de presion na direccion axial para un fluxo rectilineo lineal ao

longo dun tubo circular \
Q- Lﬁjﬁp , (1.8)
sendo Ap a caida de presion, L a lonxitude do tubo e R o seu raio.

Moitos fluidos presentan a dependencia lineal entre o fluxo volumétrico Q e a caida de presion
Ap que se deduce da ecuacion (1.8). Non obstante, a predicion falla para algtins materiais, os
denominados Fluidos non Newtonianos.

O caso mais simple de fluido viscométrico (fluido cuxa viscosidade varia coa velocidade de
deformacion) é o fluxo lineal de Couette, que ten lugar entre dias placas planas paralelas que se

deslizan entre si. No sistema cartesiano pode modelizarse coas seguintes ecuacions:

ut = yax? u? =u? = 0.

du
dz

onde 7 é a tasa de deformacion que cumpre que | = |v|.

Neste caso, o tensor D viria dado por:
010
D] = % 100
0 0 0
e, seguindo a ecuacion constitutiva do caso Newtoniano (1.6), deberia terse:

0 1 0
[fl=[r]=wy||l 0 Of. (1.9)
0 00
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Con todo, os Fluidos non Newtonianos non presentan esta dependencia lineal entre 75 (com-
ponente (1,2) de 7) e . Neste caso, definese unha nova cantidade, 1, denominada “viscosidade

viscométrica aparente”.
T12

~
En funcién de como varie n distinguense dous tipos de fluidos: os dilatantes, para os cales

’]7:

g—z > 0 e os pseudo-plasticos que cumpren que g—z < 0.

Para estes materiais a ecuacion constitutiva Newtoniana (1.6) é inadecuada, co cal sera nece-
sario buscar outras ecuaciéons capaces de modelar este comportamento. Ditas ecuaciéns deben ser
invariantes ante un cambio na convencién usada ou ante unha variaciéon do sistema de coordenadas.
Asi mesmo, cumprirdn o principio de obxectividade material, co cal non se veran afectadas por
cambios no marco de referencia.

Tendo en conta o indicado anteriormente, poderia deducirse unha ecuaciéon non lineal que
relacione 7 e D

T =g(D). (1.10)

A ecuacion (1.10) é ainda bastante restrictiva xa que asume que o valor de 7 nun punto e nun
tempo concreto estd determinado polo valor de D nese punto e nese tempo.

O principio de obxectividade material impon a condicién de que g(D) debe ser un tensor
isotropico, co cal, tendo en conta que g(D) é unha funcion tensorial simétrica e isotropica, podese

empregar o seguinte Teorema de analise tensorial.

Teorema 1.1. Calquera funcidn escalar isotrépica dun tensor simétrico pode ser expresada en

funcion dos tres principais invariantes do tensor, isto é
o = f(D) = h(]:D7 IID,IIID).
Para un tensor de orde 3 estes invariantes serfan:

Ip = tr(D), IIp = %((tr(D))z — tr(D?)) e IIIp = det(D).

Teorema 1.2. Calquera funcidn dun tensor isotropico e simétrico g(D) é da forma
g(D) = ¢l + ¢1D + ¢, D?, (1.11)
onde ¢; son funcions escalares dos tres principais invariantes de D.

Os resultados anteriores poden deducirse de [27].

Substituindo a ecuacion (1.11) en (1.10) chégase & seguinte:
7 = ¢1(1Ip, IIp)D + ¢2(I1p, IIID)DQ, (1.12)

onde Ip, IIp e ITIp son os tres invariantes do tensor D.
Na anterior ecuacién, tivose en conta que para densidade constante verificase que Ip = 0 xa

que, segundo pode verse no apéndice:

V-u=trD = Ip.
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Chegado a este punto poderian seguirse ddas correntes. Por un lado, a denominada como
mecanica dos Fluidos Newtonianos xeneralizada, para a cal a ecuacion (1.10) resulta adecuada e,
por outro lado, a mecanica dos fluidos con memoria que precisaria de ecuaciéns constitutivas mais

complexas. Este traballo estara centrado na primeira categoria. Neste caso, pode verse que:

/

T =7=2n(5)D, (1.13)

onde o pardmetro S ten dimensions de frecuencia ao cadrado e cumpre que, para fluidos con
densidade constante, adopta a forma:
S = —41Ip = 2tr(D?). (1.14)
No caso do fluxo lineal de Couette poderia verse que IIp = —% usando as ecuacions (1.9) e
(1.12). Por tltimo, tendo en conta a ecuacién (1.14) obtense que S = 2.
Tendo en conta isto e substituindo na ecuacion de Navier-Stokes (1.7) chégase a:
Du
"Di
Tratase dunha ecuacién de Navier-Stokes xeneralizada.

= —Vp+ pg +n(S)V3u+ 2D - V.

Unha forma funcional moi usada para n(S) é a seguinte:
n(S) = KSMm=1/2, (1.15)

onde n e K son parametros constantes, chamados o indice da lei de poder e a consistencia, respec-

tivamente. Nesta ocasion, en funciéon do valor de n distinguense:

= 1 < 1: fluidos pseudo-plasticos.
s 1 = 1: fluidos Newtonianos.

= 1 > 1: fluidos dilatantes.

Particularizando para o caso dun fluxo laminar ao longo dun tubo circular, dedtcese que:

d
u, =u(r) e u.=upg=0, cocal & —(r).
dr
Facendo uso das ecuacions (1.13) e (1.15) tense:
du|" du
_ 2 n—1 _ | == -
T=n( )y T =1

onde x quere dicir "directamente proporcional a".

Por ltimo, redefinindo: z = r, p = n + 1, chégase 4 ecuaciéon p-Laplaciana que se buscaba:

p—2 dﬁ
dz [

du

o (1.16)

T=pu

onde i é a denominada viscosidade.

En funcién do valor de p tense:
= 1 < p < 2: fluidos pseudo-plésticos.
= p = 2: fluidos Newtonianos.

= p > 2: fluidos dilatantes.



Capitulo 2

Espectro de problemas de contorno

p-Laplacianos

Unha vez introducidos os conceptos necesarios de mecanica de fluidos e chegado ata a ecuacion
p-Laplaciana, pasaremos ao seu estudo. Concretamente, este capitulo estara centrado no estudo
dos autovalores de problemas p-Laplacianos con distintas condiciéns de contorno. Seguirase prin-
cipalmente o artigo [14]. Como novidade, completaranse algunhas das demostracions presentadas,
indicaranse os pasos para a obtencion das ecuacions (2.2) e (2.3), engadiranse unha serie de ilus-
tracions que seran tutiles para entender os distintos resultados que se vaian obtendo e indicarase
a relacion entre a teoria desenvolvida neste capitulo e a de Sturm-Liouville. Para todo iso, seran
de utilidade, ademais de [14], as referencias [1, 4, 16, 24, 26], as cales se fara mencion ao longo do
capitulo.

Comezaremos analizando unha ecuaciéon mais xenérica que a p-Laplaciana indicada anterior-

mente (ecuacion (1.16)) e dada por

(6p(u'(£)))" + Adq(u(t)) =0, t€(0,T), (2.1)
baixo condiciéns Dirichlet (u(0) = u(T) = 0), Neumann (u’(0) = «/(T) = 0) e periddicas (u(0) =
uw(T) e v (0) = (T)).

Nesta ocasiéon, T' é un ntumero real maior ca cero, A un parametro real e p e ¢ niimeros reais

maiores ca 1. Ademais, a funcion ¢,, con m € {p, ¢} vén dada por

s|m=2s, paras€ R\ {0}.
on(s) = { s {0}
0 para s = 0.

Na Figura 2.1 aparece representada a funciéon ¢,, para distintos valores de m.
E conveniente indicar que ao longo deste apartado se empregara habitualmente a notacion m*

para referirse a m* := ——_E obvio que ¢,,}(s) = ¢m-(s), para todo s € R. Ademais p = p* se o
8O se p = 2, caso no que Pa(s) = s.
_psim

Por outro lado, resulta inmediato verificar que ®,,,(s) = = — ¢ unha primitiva de ¢,,.

9
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Figura 2.1: Representacion de ¢,,(s) para distintos valores de m.

Entendemos que u é unha solucién do problema (2.1) se u € C[0,1], ¢,(v') € C[0,T] e
verifica a igualdade (2.1) en (0,7).

Neste capitulo estudaranse as soluciéns da ecuacion (2.1). Para iso, traballarase en primeiro
lugar cos problemas de valor inicial e obterase unha solucién que incluird a funciéon Gamma de
Euler. A continuacion, tendo en conta o anterior, conseguirase chegar a unha expresion explicita
do espectro da ecuacion (2.1) baixo as condiciéns Neumann, Dirichlet e periddicas.

Por tanto, na seguinte seccién, comezamos plantexando o problema de valor inicial.

2.1. Estudo do problema de valor inicial

Neste apartado analizarase o seguinte problema:

")) + A t)) =0, teR
vy [ @O 20 (u) =0, 1R,
U(to) = a, U/(to) = ba tO S R)
para calesquera a € R e b € R.
Antes de demostrar a existencia e unicidade de solucion do problema (PVI), é necesario intro-
ducir un resultado previo, derivado do Teorema do punto fixo de Schauder, o Teorema de Picard

Lipschitz [24]:

Proposicion 2.1. Sezxa f: Q C (a,b) x R® — R™ unha funcidn continua, definida nun aberto ) e
localmente Lipschitz respecto d variable espacial. Dado (to,ug) € (a,b) x R™, existe unha solucion

local da ecuacion diferencial ordinaria:



2.1 Estudo do problema de valor inicial 11

u'(t) = f(t,u(t), teln, wu(t))=muo

con Iy, = [to — h,to + h] C [a,b], onde h é un nimero positivo e (t,u(t)) € (a,b) x R™, para todo
tely.

O primeiro paso sera estudar a existencia e a unicidade de solucién do problema, para o cal se

presenta a seguinte proposicion.

Proposicion 2.2. Para calquera A € [0,4+00), o problema de valor inicial (PVI) ten unha solucion

unica que estd definida en todo R.

Demostracion. Para A = 0 a proba é inmediata pois basta integrar a ecuaciéon (PVI) directamente.
Por tanto, sen perda de xeralidade podemos considerar ¢y = 0 pois a ecuacién é auténoma e A > 0.

Pola Proposicion 2.1 mencionada anteriormente, pdédese deducir a existencia de solucién local
nun intervalo pequeno centrado no cero. O obxectivo seguinte é comprobar que esta soluciéon é
unica para o cal se examiran catro posibilidades diferentes en funcién do valor de a e b.

Antes de nada, cabe citar que calquera solucion de (PVI) satisfai

WP Ol _ e el

2.2
D* q 4 q 22)

)

no seu dominio de definicion.

Para comprobar o anterior chega con multiplicar a ecuacion (2.1) por u/(¢) e integrar, é dicir

()0 + A0 whd =0 = [ (@) W (s)ds 42 [ o uo) (s =0,

Traballaremos coas duas integrais anteriores por separado. Asi, denotamos:
t ) t
(4) = / (Gp(e/(s)) W(s)ds  (B) = / by (u(s))ud (s)ds.
Para resolver a integral (A) aplicamos o seguinte cambio de variable

r=¢p(u'(s) = dr=(¢p(u'(s)) ds cocal u'(s) =0, (r) = dp(r),

chegando a que

dou' (1))
(4) = / Gp (r)dr = @p- (6 (1)) = D= (S (u'(0)))
60 (w(0))

O op(w O _ [ ()] bl
p* p* p* p* .

Como se verifica que (p — 1)p* = (p — 1)% = p, temos finalmente que

P e

(=t

Por outro lado, para resolver a integral (B) aplicamos o cambio de variable r = u(s) tendo
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- u(t) B B _ u@®[* al?
uﬂiﬁm%WW—QM@)@N@»— L.

Xuntando o anterior chegamos a que

’ p q p 1
G U1 L N I Y
p q p ¢

Vexamos que ocorre nos distintos casos:

1.

2.

a=0,b=0
Substituindo na ecuacion (2.2) con a = 0 e b = 0 vese trivialmente que a solucion é tnica e
igual a cero.
a=0,b#0

Suponamos que u e v son duas solucions locais de (PVI) verificando que a = 0 e b # 0.

Enton, integrando no problema (PVI) e restando as daas posibles solucions tense:

%ww»—%ww»=yéwmm»—%wwmw

[ o () ()

onde se aplicou a definicién de ¢, e se consideran valores de ¢ > 0.

Temos que @ = M —be @ = w — b cando 7 — 0. Do anterior podemos

deducir, sabendo que ¢, e ¢4 son funciéns lipschitzianas en todo intervalo limitado J tal que

0 ¢ CI(J), que existen K7 > 0 e Ky > 0 de forma que;

(1) _ ul(r)

T T

t
Kilu'(t) — o' (1)) < KQ/\/ a1 dr. (2.3)
0

Comprobemos entén que podemos argumentar que ¢, e ¢, son funciéns lipschitzianas.

Por unha parte ¢, e ¢, son localmente lipschitzianas en R se p > 2, ¢ > 2, pero non o son se
1<p<2ou1<q<2.Istodébeseaquegb;(s):Mecandol<p<2ou1<q<2

s2
temos que a siia derivada non esta limitada no 0.
u(7)

=

, para todo 7 € (0,t)

)

v(T)

>3

O que sucede é que como @, @ — b # 0 entdén
suficientemente pequeno.

Co anterior deducimos que ¢, ¢é lipschitziana en [|%| , |%’ + 6]. Por tanto existe Ky > 0 tal

(1) o (3 5

Por outro lado, ¢, = ¢, ! tamén ¢ lipschitziana en [¢,(b) — &, ¢, (b) 4 €]. Polo tanto existe
K > 0 tal que

que

o(t)  u(r)
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/() = V' (0)] = |6 (Sp (' (1)) — = (¢p(v'(1)))] < Kl (v (1)) — bp(v'(1))]

AR, [ |01
0

T T

dr.

Denotando Ky = K1 K5 e tomando Ky = 1 temos o resultado.

Seguidamente, definindo w = u — v e ||-||c representando a norma do supremo no intervalo

[0,¢] chégase a partir da ecuacion (2.3) a

g1

qg—1

[l

1>
Ki|w'||. < K2A||w||5/ 797247 = Ko\
0

Posteriormente, empregando a ecuacién anterior, xunto a

w(t) = /Ot w'(r)dr

e w(0) =0, w'(0) = 0 deducese, para ¢ suficientemente pequeno, que

e
qg—1

c4
qg—1

8qfl €
Ki|lw'||le < KA / ||| dt = KA
q—1J

lo'lle = (K1 — K2 )w'le <0,

co cal se chega a unha contradicién para € > 0 suficientemente pequeno, derivada de suponer

que existen dias solucions distintas.

Para t < 0 o resultado probase de forma andloga.

3.a#0,b=0
Este caso pode reducirse facilmente ao anterior. Para iso debe reescribirse a ecuacion (PV1)
como
r—
W= 0y (0), (2.4)
v = —Agy(u),
de onde, a partir da segunda ecuacién, se deduce que ¢4 (%) = —u [26]. Combinandoa

enton coa primeira ecuacion de (2.4), pode obterse que v satisfai

(6+ (1)) + AT~ e (v) = 0 en (0, 7),
con condicions iniciais v(0) = 0 e v'(0) = —Agg4(a) # 0.
Con isto conséguese reducir o caso (3) ao caso (2).
4. a #0,b#0.

De novo trabéllase co sistema (2.4). Como nesta ocasion u(0) # 0 e v(0) # 0, temos que para t

suficientemente pequeno as partes dereitas das igualdades (2.4) mantéfiense nun subintervalo
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onde as funciéns ¢, e ¢, son C'. Disto pode deducirse que as solucions son localmente tinicas

de xeito similar a como se fixo no caso 2.

Asi, por un lado vimos que a solucién de (PVI) é localmente tnica para todos os casos

posibles. Ademais, observando a ecuacion (2.2) pode deducirse que a solucion debe estar
[b]”
o
probado que existe unha solucién global e tGnica para o problema (PVI).

definida en todo R xa que esta sobre as curvas de nivel de + )\%. Por tanto, temos

O

O seguinte paso consistira en buscar a solucion de (PVI). Para iso, tratarase de resolver o

seguinte problema de valor inicial

(@p('))" + Adpg(u) = 0

PV { uw(0) =0 ' (0) =q,

onde se pode considerar, sen perda de xeralidade o > 0. Para @ = —a < 0 bastaria tomar como
solucion v'(t) = —u(t).

Sexa enton w unha solucion do problema anterior (PVI)y e T'(«) o primeiro punto no que
u'(t,) = 0. En (0, T(c)) u satisfai que u(t,a) > 0 e u'(t,a) > 0 co cal a partir de (2.2) chégase a
"(£)P t)4 R4 P

p q q p
onde R = u(T(a)).

Despexando u/(t) e integrando dedticese que

(6 <A§*>l/p(Rq—u(t)q) — t= (AZ*)I/p/Otm.

Seguidamente, facendo o cambio de variable z = ug), obtense

u(®)
= (4 Ur 4 / R ds (2.6)
Ap* R Jo  (1—sn)l/r '

Por tanto, tendo en conta que R = u(T'(«)), o tempo buscado resulta ser

o= (A?o*)l/p = o =0

Co anterior, para ¢ € [0, 1] vamos a definir a funcion

Q‘lq\v

ds
/0 7(1 - Sq)% ) (2.8)

Na Figura 2.2 mostrase unha representacion grafica da funcion arcsen,q(o) tomando p =2 e

arcsenyg(o) ==

NSRS

q=3.
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0.8
0.6+
0.4-

0.2+

02 04 06 08 1
o

Figura 2.2: arcsenss o

Notese que se p = g = 2 a funcion definida en (2.8) é a funcion arcsen(o).
Seguidagnente presentamos unha animacién feita con mathematica, Figura 2.3, na que repre-

ds__ para valores de o € [0, 4] con valores de p e ¢ variando entre 1 e 10.
(1-s0)7

sentamos [, °

©
A

o [

1.5

1.0+

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

20
Figura 2.3: Animacion de [;° —ds
(1-s0)P

A continuacién, debe substituirse s = z¢ en (2.8) obtendo
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1-(1 1 (20
arcsenyq(o) = §B (q’ et <;> ) ,

onde B (1 L y) representa a funcion beta incompleta [1], isto é:

~ (1 1 Yo -
B(,*,y) :/ inl(l—z)Tldz.
q p 0

Do anterior xa poderia deducirse que a integral é sempre converxente.

Ademais, tamén podemos escribir a ecuacion (2.8) en termos da funcion hiperxeométrica
F(a,b,c;0) [1]

1 1 11 1
arcsenyg(o) = —qoa F' (7 -1 ;0) .
pq( ) 7 + p

Por tltimo, se substituimos con o = £ en (2.8) temos

11
Tpq := 2arCs5€Npg (g) =B <q’ p*) ,

onde B denota a funcion beta.

De novo, é evidente que moo = 7.

Tendo en conta que a funcién B (%, p%) cumpre que B (%, pi) =B (p%, %) podese deducir
que

Tpg = Tq*p*-

Por outro lado, a funcion arcseny,q : [0, 4] — [0, “2%] ¢ estritamente crecente. Para iso é sufi-

ciente con calcular a sta derivada aplicando o Teorema Fundamental do Calculo Integral

1
Earcsenm(o) = ﬁ
(=)

comprobando de inmediato que é positiva no intervalo [0, Z].

=

Seguidamente, definimos a inversa da funcion como sen,q. A funcion estara definida en [0, 75¢] —

[0, 4] e sera estritamente crecente.

Porén, ¢ posible estender a funciéon anterior sen,, a todo R da seguinte maneira:

= Para t € [T5%, mp,| impofiemos senyg(t) = senpq(mpg — t).

» Para t € [—mpq, 0] definimos senpq(t) = —senpq(—t).

= Finalmente, estendemos a funcién sen,, a todo R como unha funcién 2m,, periédica.

Tamén pode resultar util definir a derivada da funcién sen,q(t) da seguinte maneira

COSpq(t) == 25 (t).

Na Figura 2.4 pode verse unha representacion grafica de senss(t) e coses(t) que coincide con
sen(t) e cos(t).
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0.5

— 1 4
|— sin(f) — cos(1)|

Figura 2.4: Grafica de senga(t) e cosaa(t)

Unha vez explicado o anterior, resulta relativamente sinxelo obter unha solucién para o pro-
blema (PVI). Para iso, das ecuacions (2.6) e (2.8) deducimos

t= %R¥arcsenm (q u(t)>
(p*)7 7™ 2R
e, polo tanto
11
u(t) = %senm <(>\p*);qp*RTt> (2.9)

para todo t € R.

Seguidamente, pode ser 1util obter o valor de R en funcién de «, para o cal empregamos a

. 1
AR—:Q— :>R:( a >qa5
q p* Ap*

a-p q b a-p
R» = a .
<Ap*> “

Tendo en conta esta expresion, empregando a ecuacion (2.9) e definindo

ecuacion (2.5). Asi

e, consecuentemente

1 1
Apgla, \) = %a% (2.10)

chegamos a que podemos escribir a solucion de (PV 1)y como

(07

u(t) = msenm@‘lm(lal, A)t) (2.11)
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para todo t € R.

Ademais, fixando A pode verse que a solucion é 7(a)-periddica con

2m
() = —21 .
Apq(lef, A)
Unha vez obtida unha solucién para o problema (PV ), é facil obter unha solucion xenérica
para (PV ). Para iso, debe terse en conta que a ecuacion diferencial coa que se traballa é auténoma

e que, por tanto, se pode modificar a ecuacion (2.11) como

u(t) = mse%qmm(m AN(t—t)+6), teR (2.12)

e segue a ser unha solucion de (PVI).
Agora, para satisfacer as condicions iniciais de (PV ) abonda con resolver as seguintes ecua-

cions para « e A en funciéon das condiciéns iniciais a e b

u(to) = a = msenm(é), (2.13)
u'(to) = b = acosyy(9). (2.14)

Para obter unha expresion explicita para « e § comezamos intentando relacionar o valor das
funcions sen,q(t) e cosp,(t). Para iso e, por simplicidade, buscamos unhas condiciéns iniciais tales
que a solucién sexa simplemente u(t) = seny,(t). Partindo da ecuacién (2.11) vemos que isto
se cumpre para o = 1 e A = p*g% con condiciéns iniciais u(0) = 0 e u/(0) = 1. Por tanto,
u(t) = senypq(t) é soluciéon do problema

! A 2q
(op(u'(t)))" + prgi 1

Seguidamente, empregando a expresion (2.2) chegamos a

do(u() =0Vt eR  u(0)=0, u'(0)=1. (2.15)

2 q
|cospq(t)|P + (q) |sen,g(t)|? =1 para todo ¢t € R. (2.16)

A continuacion, despéxase cos,q(t) da ecuacién anterior:

2 q
cospg ()P =1 — (q) [senpa(t)]°

e substitiese o seu valor na ecuacion (2.14).
Despois disto, despéxase sen,,(t) e igudlase ao valor da ecuaciéon (2.13).

Facendo todo o anterior chegamos a que

(3 () (2 -

e, polo tanto, empregando o valor de A,, definido en (2.10) obtense finalmente

o = Lot

+ b7 (2.18)
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Coas dias ecuacions anteriores, (2.17) e (2.18), pode resolverse o problema (PV1) de maneira
tnica para a € R e § € [0,m,). Por tanto, a ecuacién (2.12) representa a tunica soluciéon do

problema (PVI) co valor de « e ¢ indicado anteriormente.

Nota 2.3. Nétese que se p = ¢ = 2, a identidade (2.16) redtcese 4 clasica igualdade sen®(t) +
cos?(t) = 1.

2.2. Estudo do problema de autovalores

O obxectivo deste apartado da memoria é analizar os autovalores e as autofuncions para a
ecuacion (2.1) considerando condicions Dirichlet ou Neumann.

En primeiro lugar, trataremos as condiciéns Dirichlet. Para iso traballamos co problema

(B { (Go( () + Adu(®) =0, 1€ (0,7,
d
u(0) =0, «(T)=0.

A continuacion, presentamos un Teorema que permite deducir a forma dos autovalores e auto-

funciéns para o problema mostrado anteriormente.

Teorema 2.4. Para calquera o # 0 o conzunto de autovalores do problema (E4) vén dado por

2nmpg \ ¢ |afPme
An(a) = (qu> gl)*(lﬂ—l para cada n € IN, (2.19)

sendo as autofuncions correspondentes

T
Un,o(t) = a Selpq (mrpqt) (2.20)

Demostracion. Queremos que para o € R dado se verifiquen as condiciéns de Dirichlet para u

cumprindo a ecuacion (2.11). Isto implica, necesariamente, que
selpq (Apg(laf, A)T') = 0.

Tendo en conta o anterior, é obvio deducir que as condiciéns se cumpren e A é un autovalor se

e s6 se verifica a ecuacion

w1 1.1 a=p
Qb rar Adla[ 7T T =nmp, nelN.

Despexando A recuperamos a ecuacion (2.19).

Co anterior e empregando de novo (2.11) chegamos a

oT nm
Un,o(t) = —— seny, (ﬁt>7

xusto o que queriamos comprobar.
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A continuacion consideraremos o espectro de (E4) que se denotara por S(Ey) e que estara
formado polo conxunto de pares (o, A) para os cales o problema (F;) ten unha solucién non trivial.

Se para cada valor de n € IN denotamos S,, = {(c, An(@))|(e, A () satisfan (2.19)} enton

S(Eq) = | Sn.

Referirémonos a S,, como a curva xeralizada de autovalores para o problema (E,) e asociaremos

. T Npq
a cada valor de S, a funcién t — Toma S€lipg (“7e2t).
Con isto, sera posible distinguir as propiedades cualitativas das curvas entre tres casos: g > p,

q <peq=p. Asi, dados ng € IN e oy # 0 fixos, entéon

= Casogqg>p

lim Ay (@) =0, lm Ay () =00, lim A,(a) = o0.
|at] =00 || =0 n—oo

A interpretacion xeométrica ten a forma da Figura 2.5.

80 100

60

Figura 2.5: \,, = n®|a|™2

= Casoqg<p

lim Ay () =00, lim Ay () =0, lim A,(a) = 0.
|at] =00 |a] =0 n—oo

Nesta ocasion podense distinguir tres comportamentos diferentes (figuras 2.6, 2.7 e 2.8):

e g<p—1
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oI
WN -

Figura 2.6: A\, = n?|a|?

., d o
Nesta ocasion 7= Ay, |o£:0 =0.

e g=p—1

o |
© — n=1
— n=2
3 n=3
o |
<
< 81
o |
N
o |
—
o
-10 -5 0 5 10

q
, d _ [ 2no7pg 1
Camprese que g A, |a:0 = (7

e p—1<g<p

Figura 2.7: A\, = n?|qa|

) Fae
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[To R
- — n=1
— n=2
n=3
o |
—
<
LO,
o \/

Figura 2.8: \,, = n!5|a|%®
Aqui temos que %)‘”O‘azoi = +o0.
q=p

Ang (@) = Ap,y, para todo a #0, lim A, = co (non depende de «).

n—oQ

Neste caso tense a Figura 2.9.

30

> 3 35
o1
WN -

25

20

10

Figura 2.9: \,, = n?
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Se nos fixamos na forma que toman os autovalores A, podemos comprobar que para « # 0 e

A . ..
calquera n € IN temos #(g)) = n?. Ademais, os valores ¢ para os que se anula a autofuncién u,,

non dependen de « e forman unha sucesion equidistante de puntos en (0,7).

Nota 2.5. Consideremos agora o problema dual de (E;) e denotemos por p,, = i, (/3) os autovalores

correspondentes. Asi

(By)* = (¢g- () + ppp-(u) =0 en (0, T)
u(0) =0, u(T)=0.
Sen maéis que empregar a ecuacion (2.19) podemos comprobar que os autovalores deste novo

problema (E;)* tefien a forma

1n(B) = (zmq*p* ) 8«

T gp*”

Tendo en conta que 7pq = Tg=p+, VEXamos que se cumpre a seguinte igualdade

M (07) =t (07). (221)

A igualdade (2.21) é equivalente & seguinte:

) g
1 g1 1t
(p¥)ag = g7 (p*) 7
Agora ben, dado que
p—q 1 1 1-p" ¢-p° 1 p-q 1 1-—gq
_— e e = —— = e _— = —_— = =
pq q p p* p*q* p* pq p* q

deducimos de inmediato (2.21).

Concretamente, cando p = ¢, da ecuacion (2.21) deducese que

An = g -

Obviamente, se p = ¢ = 2 temos que A, = fiy,.
Seguidamente, consideramos as funcions da forma w,(t) = %senpq (nt), para cada n € IN.

Tendo en conta as expresions (2.19) e (2.20) vemos que son soluciéon do problema

2 q

(Eg) _ ((bp(wiz))l + p(*;)—l (bq(wn) =0 en (077qu)7
wn(0) =0, wp(mpq) =0.

Pola construcioén realizada anteriormente, temos que w,(0) = 1.

A continuacion vamos a calcular as normas ||wy |7, € [lwh |4,

Sen mais que multiplicar por w,, a ecuacion (E7) e integrar en [0, m,q] temos

Tpq , » B (Qn)q Tpq " q
/0 W, (0Pt = /0 Lo (£)] 9. (2.22)

p*qqfl

Por outro lado, w,, tamén satisfai
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|, ()P (2n)7 Jwn(t)|?
p* prqt g

Integrando esta expresion en [0, 7,,] obtemos

1
= — para todo t € R.
p*

1 Tpq m)4 Tpq
—/ | (£)|Pdt + (2n) / |lwn, (¢)]9dt = Tpq (2.23)
p* Jo p*q? Jo p*

Resolvendo o sistema de ecuacions (2.22) e (2.23) temos que

Tpq T p*qq
wn(B)]9dt = —2a" 4
/0 en(®) (2n)1(p* + q)

e
Tpq Tpaq
|7 e = T,
0 P* +q)
Do anterior podese deducir
T q To*
[ o (-
0 (r* +q)
e
T p nPrP
/ - Senpq (nﬂ-pq t) dt = ﬂiiqq
o |di T TP=1(p* +q)

Con todo o anterior xa estamos en disposicién de estudar o problema de Neumann

(Ey) = (9p(V'(1))) + vdg(v(t) =0, te(0,T),
" "(0) =0, /(T)=0.

E trivial ver que v = 1 é unha autofuncién normalizada para o problema correspondente con
autovalor vy = 0.

Por outro lado, calquera autofunciéon que non sexa constante de (E,) debe cambiar o signo.
Podemos comprobalo. Suporemos que v > 0 (o caso v < 0 resultaria analogo). Baixo estas hipoteses

teriamos duas posibilidades:
= Consideramos v(t) > 0. Teriamos que

(dp (V' (1)) = —vdg(v(t)) <0 = (¢p(v'(t)))’ <0 = 0'(¢) é unha funcién decrecente.

Por tanto, se v(t) non é unha funciéon constante, non ¢ posible que v'(0) = v'(T") = 0.

= Consideramos v(t) < 0. Nesta ocasion temos que

(dp(V' (1)) = —vdg(v(t)) >0 = (¢p(¢'(t))) >0 = o/(¢) é unha funcion crecente.

De novo, se v(t) non é unha funciéon constante, é imposible que v’(0) = v'(T') = 0.



2.2 Estudo do problema de autovalores 25

Dado que a ecuacion anterior (E,,) é unha ecuacion auténoma, a Proposicion 2.2 implica que
os autovalores positivos de (F,) son os mesmos que para o caso do problema de Dirichlet. Por
outro lado, as autofuncions seran traslacions das dadas pola ecuacion (2.20). Con isto, podemos

enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.6. Para calquera o # 0 o conzunto de autovalores do problema (E,) estd formado
por vy =0 e vy(a) = A\p(@),n € N, dados pola ecuacion (2.19). As autofuncidns correspondentes
serdn vg(t) = ¢,c € R\ {0}, e

Un,a(t) = o Selpq (mrpq (t - T>), n € IN. (2.24)

Demostracion. Vexamos que, efectivamente, as autofunciéns non constantes teran a forma indicada

na ecuacion (2.24). Sabemos que son traslacions da ecuacion (2.20)
oT N pg
Una = —— Sely, (——(t —t 5).
e = S ( T (t—to) +

Por outro lado, deben verificarse as condiciéns de Neumann v'(0) = 0 e v'(T") = 0. Dado que

U, o(t) = acosyg (%(t —to) + 5)

necesariamente,
tonm nmw
COSpq ( 0 qu —|—(5> =0 e cosp, (%(T —to) —1—5) =0.
Tendo en conta que cosp,(t) se anula cando ¢ = 2”{ L,q @ facil comprobar que to = 21”, 6=0
e as autofuncions tefien a forma da ecuacion (2.24). O

Nota 2.7. sen,, (mjrfq (t - %)) corresponde €o cosp,(t) no caso usual.

Nota 2.8. Todos os resultados presentados neste capitulo xeneralizan o caso p = ¢ = 2 e engloban

toda a teoria de oscilacion da ecuacion v’ + Au = 0 que se denomina Sturm-Liouville [4, 16].
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Capitulo 3

O problema de Neumann con sub e

sobre solucidons ben ordenadas

Neste capitulo tratarase de probar a existencia de soluciéns para o problema

(p(u' (1)) = f(t,u(t),u'(t)) para case todo t € I = [a,b] (3.1)

con condiciéons de Neumann sabendo que existen sub e sobre soluciéns ben ordenadas. Para iso
seguiranse os traballos [12, 25]. Asi mesmo, seran de utilidade as referencias [2, 8, 9, 10, 17, 19, 21,
22, 26] tal e como se amosar4 ao longo do capitulo.

Ao final deste capitulo presentaranse dous exemplos que permiten ilustrar a importancia dos

resultados probados.

Definiciéon 3.1. Considérase que f : I x R? — R é unha funcién de Carathéodory se cumpre as

tres condiciéns seguintes:
1. para case todo t € I, a funcién (u,v) € R? — f(t,u,v) € R é continua.
2. para todo (u,v) € R?, a funciéon t € I — f(t,u,v) é Lebesgue medible.

3. para todo M > 0 existe unha funcion de valor real ¢ = ¢y, € L1(I) tal que

£t u, )] <9(t)

para case todo t € I e para todo (u,v) € R? con |u| < M e |v| < M.
Ademais, para o estudo do problema, asumiranse as seguintes hipoteses:

(H1) ¢: R — R é continua, estritamente crecente e tal que ¢(R) = R.

(Hz2) f & unha funcion de Carathéodory.

Traballarase cun intervalo compacto non baleiro [a,b]. Denétase como Whi(J) o espazo de

Bannach das funciéns absolutamente continuas en J.

27
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Notese que o operador p-Laplaciano ¢,(x) = z|z|P~2 verifica as condicions da aplicacion ¢
impostas na hipotese (H;) para todo p > 1. Por conseguinte, os resultados de existencia de solucion

que se proban neste capitulo seran de aplicacién as ecuaciéons p-Laplacianas.

Definicion 3.2. Dado I un intervalo da recta real non baleiro. Unha funciéon f : I — R é
absolutamente continua sobre I se para todo nimero positivo €, existe outro niimero positivo &
tal que calquera union finita de subintervalos disxuntos dous a dous (zk,yx) de I con xg,yx € I,
k=1,...,n, verificando .

Z (yr — k) < be

k=1

se satisfai
n

ST ) — Fla)l <e.

k=1

En [22] probase que unha condicion equivalente para que f sexa absolutamente continua en
é que f tena derivada f’ en case todas partes, a derivada sexa integrable no sentido de Lebesgue

e que
f(2) = fla) + / £ty

para todo x € [a, b].
Dadas dias funciéns u,v € C1(I) con u(t) < v(t) para todo t € I denétase

[u,v] = {z € CY(I) : u(t) < 2(t) < v(t) para todo t € I}.

Definicién 3.3. Dise que unha funcién o € C'*(I) é unha subsolucién para (3.1) se ¢(a’) € Whi(1)
e
(p((t))) > f(t,a(t),a'(t)) para casi todo t € I.

Unha funcién 8 € C1(I) é unha sobresolucién para (3.1) se ¢(8') € Whi(I) e

((B'(1) < f(t,B(t),B'(t)) para casi todo t € I.

Dirase que u € C'(I) é soluciéon de (3.1) se é unha subsolucién e unha sobresolucion.

Definicion 3.4. Dirase que a funcion f satisfai unha condicion de Nagumo respecto a daas funciéns
continuas « e 3, con @« < 8 en I, se existen k € LP(I),1 < p < oo, e 0 : [0,00) — [0,00) unha

funcién continua, tales que

|f(t,u,v)| < k(t)0(Jv]) en Q,

onde Q = {(t,u,v) € R3:t € I,a(t) <u < B(t),v € R}.
Ademais
/¢<—”> 6~ (w)| 7

d Ik
BT reTm R LG
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p—1

© g )T e
L O A = &L,
/M oo 7 Ikl

onde
p =méx f(t) — mina(t),
_ méx {|a(a) — B(b)], [x(b) — B(a)[}
b—a
e
sup;e; [k(t)] se p = o0,

k|, = »
1% Uj |k(t)|”dt] se p =€ [1,00).

No caso de p = oo dendtase p’%l =1.

Ademais das hipoteses mencionadas anteriormente, para os resultados que se presentan a con-

tinuacion é necesario engadir a seguinte:

(H3) Existe unha subsolucion « e unha sobresolucion g, con a(t) < (t) para t € I e a funciéon f

satisfai unha condiciéon de Nagumo relativa a « e 8 no conxunto €.

Seguidamente definese o problema con condiciéns de contorno que se pretende resolver. Dadas

A, B € R, plantéxase o problema de Neumann.

(p(u' (1)) = f(t,u(t),u' (1)) para case todo t € I,
(Na.5) { uw'(a) = A, u'(b)=B.

Comezaremos analizando a existencia de solucién para o problema mixto e o de Dirichlet. Para
iso, preséntanse os seguintes teoremas.
As demostracions dos dous resultados seguintes poden atoparse en [17] e nelas empregarase a

condicion de Nagumo.

Teorema 3.5. Suporiamos que se verifican as hipdteses (Hy)— (Hz) e asimese que o/ (a) = f'(a) =

A. Enton, para calquera B € [a(b), B(D)], o problemas:

{ (p(u' (1)) = f(t, u(t),u'(¢)) para case todo t € I,
u'(a) =A, wu(b) =B,

ten, polo menos, unha solucion u € C*(I), ¢p(u') € WHL(I), tal que

at) < wu(t) < B(t) e [u'(t)] < M para todo t € 1,

onde a constante M depende s de o, 5,0,k e 0.
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Teorema 3.6. Se se cumpren as hipdteses (Hy) — (Hs), enton, para calqguera A € [a(a), B(a)] e

para calquera B € [a(b), 5(b)] o problema

{ (p(uw'(t)))" = f(t, u(t),u'(t)) para case todo t € I,
u(a) = A, wu(b) = B,
)

ten, polo menos, unha solucion u € C*(I), ¢p(u') € WHI(I), satisfacendo

a(t) <u(t) < B(t) e |/ (t)| < M para todo t € T,
onde M depende soamente de o, 5, ¢,k e 0.

Seguidamente vamos a probar a existencia de soluciéons do problema de Neumann. Tratara de
verse que algunhas das soluciéns de certos problemas mixtos son tamén soluciéns do problema de
Neumann.

Para iso sera necesario citar unha serie de resultados previos.

Definicion 3.7. Un subconxunto A dun espazo topoloxico X é relativamente compacto en X se
a sta clausura A en X é compacta.

Os conxuntos relativamente compactos en R™ son precisamente os conxuntos limitados.

Definiciéon 3.8. Sexa (X, dx) un espazo métrico compacto e (Y, dy) un espazo métrico. Un sub-
conxunto H de C(X,Y) é equicontinuo no punto zy € K se, para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que,
para toda f € H,

dy (f(2), f(20)) < € se dx(z,20) <.

Dirase que H é equicontinuo se o é en todo punto de K.
As duas definicions anteriores poden atoparse en [19].

Teorema 3.9. Teorema de Ascoli-Arzela
Sexa X un espazo topoldxico compacto e Y un espazo métrico completo. Un conzunto H C

C(X,Y) serd relativamente compacto na topoloxia da métrica infinito se e sd se:

1. H € equicontinuo.

2. Para todo x € X o conzunto H, = {f(x) : f € H} € relativamente compacto en'Y .

No caso no que Y =R, a Condicion 2 € equivalente a pedir que para cada x € X, o conzunto H,
sexa limitado. Se, ademais, X é un espazo topolozico conexo, chega con verificar que existe un x

tal que a Condicion 2 se cumpre.
O resultado anterior pode atoparse en [21].

Teorema 3.10. Teorema da Funcion Inversa para funcions continuas.
Sexa I C R un intervalo e f : I — f(I) unha funcidn estritamente crecente e continua.

Enton, f é un homeomorfismo.

Dito Teorema pode verse en [8].
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Teorema 3.11. Teorema da converzencia dominada de Lebegue.
Sexa { fn}new unha sucesion de funcidns medibles converxzentes case por doquier a unha funcion
medible f (f, : X — R, X conzunto Lebesgue medible). Enton, se existe unha funcion integrable

g tal que |fn| < g case por dogquier, para todo n € N, tense que f ¢é integrable e, ademais:

/fdz: lim fndz.
b's b'e

n— oo

O Teorema anterior pode atoparse en [9].

Mbostrase, a continuacion, o resultado principal deste apartado.

Teorema 3.12. Asumindo que se verifican as hipdteses (Hy) — (H3) e que o'(a) = B'(a) = A e
o/ (b) < B'(b), enton, para calquera B € [o/ (D), 5 (D)] o problema (Na,g) ten, polo menos, unha
solucion u satisfacendo

u € [, 8] e |u/(t)] < M para todo t € I,

onde M depende soamente de o, 3, ¢,k e 0.

Demostracion. Sexa C € [a(b), B(b)] e considérese o problema mixto

(Me) { (éf’(ul(/t)))/ = f(t,u(t), v (1)) para case todo t € I,
u'(a) = A, u(b)=C,

Sen mais que aplicar o Teorema 3.5, pode verse que (M¢) admite unha solucion u € [a, ] e
que existe Mo > 0 tal que |u/(t)| < M¢ para todo t € I. Ademais, para cada solucion u de (M)
en [«, 5] a constante M non depende de C, senén soamente de «, 3, ¢, 6 e k. Por tanto, denotarase
simplemente como M.

Faremos a demostracion por reduciéon ao absurdo. Para iso, consideraremos un B arbitrario en
[/ (b), B'(b)] e suporemos que non existe soluciéon de (N4, p) contida en [e, §].

Definimos:
X ={C € [a(b),B(b)] : existe u solucién de (M¢),u € [a, 8] e u'(b) < B}.
Primeiro probaremos que o conxunto X verifica: ) # X # [« (b), B(b)].

= X # (). Aplicando o Teorema 3.5, sabemos que (M 3)) ten unha solucion u, con uq (t) > aft)

para todo ¢t € I. Como u,(b) = «(b) dedtcese que:

ul,(b) <o/ (b) < B.

Por tdltimo, tendo en conta a hipotese de que non hai solucién para o problema (N4 ) no
sector [a, B8] concliese que u! (b) < B. Isto demostra que a(b) € X.

= X # [a(b), B(b)]. Cun razoamento practicamente anilogo pode comprobarse que 5(b) ¢ X.
Neste caso, considérase o problema (Mp)), o cal ten unha solucién vg verificando que
B(t) > vs(t). Tendo en conta que vg(b) = B(b) chégase a que vy (b) > '(b) > B. Finalmente,
empregando a hipétese de partida dedticese que vj;(b) > B para toda v solucién de (Mp(p)).
Polo tanto, 5(b) ¢ X.
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B
B—
[N

Ug

Figura 3.1: Ilustracion do feito de que ug,(b) < o/(b) e v5(b) > /(D).

Seguidamente, probarase que supX = B* € X, co cal, necesariamente, B* < 3(b).

Aplicando a definicion de supremo podese elixir unha sucesion { By, }new C X tal que B, * B*.
Isto é, para cada n € IN podemos atopar unha solucion u,, € [«, 8] do problema (Mp, ) e ul,(b) < B.

Usando que {u, }nen estd limitada e o Teorema de Ascoli-Arzela probase que {uy, }nen € un
conxunto relativamente compacto de C(I). Vexamos que se verifican as hipoteses do Teorema de
Ascoli Arzela.

Nesta ocasion Y = R e X = I sendo un conxunto conexo (os intervalos son conexos). Por tanto,
é suficiente con verificar que existe ¢ tal que o conxunto {u,(t) : u, € {un}nen} € relativamente
compacto en R ou, equivalentemente é limitado. Isto ultimo é trivial pois {uy fnen C [a, 8].

Por outro lado, usando:

= A representacion integral de ul,:
t
ul () =¢~! (¢(A) —|—/ I(s, uﬂs),u%(s))ds) para todo t € I. (3.2)

Esta igualdade esta ben definida, pois sabemos que a(t) < u,(t) < B(¢) e |ul,(t)] < M para
todo t € I e para todo n € IN. Co cal, existirdA unha constante R > 0, que non depende de
n e tal que ||uy|/c1(ry < R para todo n € R. Aplicando, agora, a Condicion 3 de ser f unha

funcién de Carathéodory temos que existe unha funcion ¢ = ¢z € L'(I) con

|f(s,un(s),u,(s))| < 1(s) para case todo s € I e para todo n € IN.

Enton, para cada valor de n € IN temos que f(-,u,(+),u,(-)) € L*(I), o cal nos garantiza

que (3.2) esta ben definida. Como consecuencia directa, deducimos que

Un(t) = By — /tbgbl (¢(A) + / F(s,un(s), u;(s))ds> dr para todo t € I.

= A continuidade uniforme de ¢! en intervalos compactos. Esta dediicese de aplicar o Teorema

da Funcion Inversa para funciéons continuas e o Teorema de Heine.
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= Teorema de Ascoli-Arzela

Probarase que {u, }nen ¢ un conxunto relativamente compacto en C*(I).
Para iso, é necesario ver que {u} },en € un conxunto equicontinuo en 1.

Para simplificar a notaciéon denotaremos

j/ F(5,n(3),0()) = Ju (),

co cal

ul (t) = ¢~ H(p(A) + J, (1)) para todo ¢ € I e para todo n € IN.

Podemos realizar as seguintes acotacions
H(A) = |[Y]l1 < d(A) + Jn(t) < ¢(A) + ||20]|1 para todo t € I e para todo n € N,

das que deducimos que os valores de ¢(A) + J,,(t) ao ir variando ¢ e n varfan no intervalo compacto
K = [¢(A) — ||¢¥]l1,#(A) + ||¥|l1]. Como ¢~ é uniformemente continua en intervalos compactos

temos que

Ve>0 30>0/ [ryeK,|Jz—yl<d] = |¢p (x)—¢ '(y)| <e. (3.3)

Fixamos agora un valor de € > 0 e consideremos un ¢ > 0 tal que se verifique a condicion (3.3).

Dados t1, t2 € I con s < t tense que

|¢(A) + Jn(tl) - ¢(A) - Jn(t2)| =

Kﬁm%mwﬂmrslwmw

Agora ben, como v € L'(I), dado & > 0 existe §; > 0 tal que

to
[tl,tg € I, |t1 — tgl < 51} — ’L/)(T‘)d?" < 4.
t1

Xuntando todo o anterior con (3.2) chegamos finalmente a que
[t1,t2 € I, ]t1 —ta] < 81] = |ul,(t1) — ul,(t2)] < € para todo n € IN.

O valor de € > 0 foi elixido de forma totalmente arbitraria e o §; > 0 non depende de n co cal
podemos concluir que a sucesion {u), }nen € equicontinua en 1.

Polo tanto, é posible atopar unha subsucesién converxente en C*(I). Astimese que existe un
u € CY(I) tal que u, — u en C1(I) (para non complicar a notacion).

Como f é unha funcién de Carathéodory en I x R e u,, — u en C(I), tense que

Flt un(t),ul, (8)) — f(t,u(t),v'(t)) en case todo punto t € I

|f(t,un (), ul, ()| < (t) € LY(I) en case todo punto t € I.
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Ademais, para cadan € N e t € I tense:

w(t) =, - [ g (¢<A> +f ' f<s,un<s>,u;<s>>ds) dr.

Usando o Teorema da converxencia dominada, a continuidade de ¢! e as converxencias u, — u
en CY(I) e B,, — B*, podese afirmar que u & solucién de (Mp-) verificando u € [«, 3].

Por outro lado, tense que:

u'(b) = lim u, (b) < B

n—oo
e, por hipétese, v/(b) < B co cal B* € X.

Agora sabese que u e [ son sub e sobre solucions respectivamente para o problema (M¢),
B* < C < B(b) onde se cumpre que u <  en I. Ademais, a condicion de Nagumo séguese

verificando para as mesmas funcions k e 6 que eran validas no caso «a e 5 xa que u > «. Asi

méx {|u(a) — B(b)], |u(b) — B(a)|}

v = b <v
—a
€
1 = mix f(t) —minu(t) < p,
do que se deduce
O o O
[ Sesayte> Wy

- |¢71(U)|% p=1
1o Wi e g 2
/M 0oy 2> " Ikl

Por outro lado, como B* < B(b) (pois B* € X) podese atopar unha sucesion {By, }nen C
[B*, B(b)] tal que B,, N\, B*. Isto implica que existe unha sucesién {v,}new C C1(I) de soluciéns
do problema (Mz-) verificando

u(t) < vn(t) < B(t) e vy, (t)| < M para todo t € I.

Como B,, ¢ X (sup X = B* < B,,) para todo n € IN, necesariamente v/,(b) > B. Ademais, por
hipotese v}, (b) # B. Polo tanto, v/, (b) > B.

Polo mesmo argumento desenvolvido antes podese dicir que existe v € C1(I), v,, — v en C1(I),
v € [a, (] e é solucion do problema (Mp-).

Como v > uw en I e v(b) = u(b) = B* sabemos que v'(b) < /' (b) < B. Por outro lado,
v'(b) = lim, 0o v, (b) > B. Chégase a unha contradicion que vén de supofier que non existe
solucién do problema de Neumann para B. Queda, por tanto, probado o resultado.

O
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Consideremos agora o problema periodico

(P) { (p(u' (1)) = f(t,u(t),u'(t)) para case todot € I,

Realizando un estudo similar ao caso anterior chégase ao seguinte Teorema.

Teorema 3.13. Suporiamos que se cumpren as hipdteses (Hy) — (Hs) e que a(a) = B(a), o/ (a) >
a'(b), B(a) = B(b) e B'(a) < B'(b), entdn existe polo menos unha solucion u € C1(I) do problema

periddico (P) verificando
u € [a, B] e |[u/(t)] < M para todo t € I,

onde a constante M > 0 depende soamente de «, B, ¢, 0 e k.

3.1. Exemplos

A continuacion preséntanse unha serie de exemplos de funciéns ¢ =R — Re f: I = [a,b] X
R — R e sub e sobre soluciéns « e S que cumpren as hipoteses (Hy), (H2) e (Hs). Ademais,

verificase que o/(a) = f'(a) = A e o/ (b) < /(). Por tanto, podemos empregar o Teorema 3.12.
Exemplo 3.14. Consideraremos as funciéns
o(z) = 2* f(t,u,v) = senu + t?v?

e vexamos que cumpren as hipéteses mencionadas anteriormente.

(H;) Trivialmente vemos que ¢ : R — R é unha funcion continua (pois é polindémica nun aberto),
estritamente crecente (¢(z)) = 322 > 0 e ¢(R) = R (dado y € R podemos escribir y =

p(z) = 2% co cal x = y'/3).
(Hz) f é unha funcion de Carathéodory.
1. A funcién (u,v) € R? — senu + t>v? € R ¢é continua para todo t € I pois tratase da
suma e produto de funciéons continuas nun conxunto aberto.

2. Para todo (u,v) € R?, a funciéon t € I — f(t,u,v) é Lebesgue medible pois ¢ unha

funcion continua definida nun intervalo I.

3. Para todo M > 0 existe unha funcién de valor real ¢y € L'(I) tal que

|f(t,u,v)| < ¢M(t)

para case todo ¢ € I e para todo (u,v) € R? con |u| < M e |v| < M. Para iso basta
considerar ¥ (t) = 1 + M?t2.

(H3) Comprobemos agora que existe unha subsolucion « e unha sobresolucion S con a(t) < G(t)
para todo t € I e que a ecuacion (3.1) satisfai unha condicion de Nagumo relativa a « e

no conxunto 2.
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Para comprobar a condicion de Nagumo para a funcién f consideraremos

) =141 e 6(v) =1+ o2,
co cal podemos tomar p = +o0 e considerar pl
Temos que

|f(t,u,v)| = |senu + t?20?] < |senu| + t2v? <14+ t20? <14+ t20% + 12 + 0% = (1 +2)(1 +0?).

Como resultado previo para o estudo da converxencia das integrais enunciamos o seguinte
criterio.

Criterio 3.15. Dadas g e h, dias funcidns continuas en [a,00) con g(x) > 0 e h(z) > 0 nalgin
intervalo [c,+00) con ¢ > a. Se

lim 9(z)

T—>00 h(x)
con 0 < p < 400. Enton

+oo +oo
/ g(z)dx é converxente se e s6 se / h(z)dx é converxente
a a

Observacion 3.16. O criterio pode plantexarse de forma analoga para integrais da forma f EOO g(z)dx
O enunciado e demostracién do criterio pode verse en [2].

Ademais )
¢(—v) |u%|p% ¢(—v) \u%|
/ oz 2 / PETETE
S e A Y
Aplicando o Criterio de comparacion 3.15 vemos que

2
lim —— = 1i 7|u|3 > =
u——o00 | 4 "LL|§

Do anterior podemos concluir que a integral é diverxente a 400 pois ff;v) ui% diverxe.
Seguindo o mesmo razoamento e aplicando, de novo, o Criterio de comparacion 3.15 compro-
bamos que a integral
b
/¢<v> 1+ |us |
diverxe a +oo.

Co anterior temos que se cumpren as condicions para que a funcion f verifique a condicion de
Nagumo.

Por outra banda, é facil ver que podemos considerar como subsoluciéon e sobresolucion as
funcions constantes a(t) = —% e §(t) = § pois
3
o)y =0> -2

TZf(taava/) e :f(t,ﬂ,ﬁl)'
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|— 000 — o° (1))

Figura 3.2: Grafica de f(t,u,v) = Cte Figura 3.3: Grafica de ¢(x) e ¢~ (x)

Ademais o/ (t) = a'(a) = a/(b) = 0= p'(t) = f'(a) = 5'(b).
Nas figuras 3.2 e 3.3 vemos unha representacion de f(t,u,v) = Cte, ¢(z) e ¢~ 1(z) sendo Cte
unha constante.

Exemplo 3.17. Neste caso consideramos as funcions
¢(z) =z +exp(x)  ft,u,v) =ult|(1+v)

Comprobemos, de novo, que se cumpren as hipoteses necesarias.

(H,) E facil ver que ¢ : R — R ¢ unha funcién continua (pois é suma de funciéns continuas
nun aberto), estritamente crecente ¢'(x) =1+ exp(z) > 0 e ¢(R) = R (podémolo asegurar
como consecuencia do Teorema de Bolzano tendo en conta que lim, , - ¢(z) = —o0 e
lim, 00 d(x) = +00).

(Hz) f € unha funcion de Carathéodory.
1. A funcién (u,v) € R? — ult|(1 + v) € R & continua para todo t € I, pois tratase da
suma e produto de funciéns continuas nun conxunto aberto.

2. Para todo (u,v) € R?, a funcién t € I — f(t,u,v) é Lebesgue medible pois ¢ unha

funcion continua definida nun intervalo I.

3. Para todo M > 0 existe unha funcién de valor real 5 € L'(I) tal que

|f(t,u,v)| < wM(t)

para case todo t € I e para todo (u,v) € R? con |u] < M e |v| < M. Para iso basta
considerar ¥ (t) = M|t|(1 + M).

(H3) Queda por probar que existe unha subsolucién « e unha sobresolucion 8 con a(t) < S(t)
para todo t € I e que a ecuacion (3.1) satisfai unha condicion de Nagumo relativa a « e

no conxunto 2.
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Para demostrar a condicion de Nagumo para f tomamos
k(@) =Clt]  0(vl) =1+ v,

sendo C unha constante que definiremos posteriormente en funcion dos valores de a e 8 (C =
méx{méx |a|, méx |S|}).

Sera facil comprobar que
£ (&, u,0)| = Jut(1 +v)] < ClE|(1+ [v])

no conxunto Q = {(t,u,v) e R:t € I,a(t) <u<p(t),v € R}.
Ademais, tendo en conta que |c(t)| = c(t), p = +o0 = % =1Lv=0¢"1u) & u=9¢{)e
du = ¢'(v)dv = (1 + €¥)dv temos que

—v — =1 —v v —v
/“M H¢%wpdu/ IS, [ g, o
o L@ S TR T T

Analogamente, pode verse que

= +o00.

/W|¢1m»%%m
o(v) 1+ 197 (u)

Por outro lado, é facil ver que podemos considerar como subsolucién e sobresolucion as funcions
constantes a(t) = —1 e 8(t) =1 (co cal C = 1) pois

(6() =02 —|t| = f(t,a,0) e ($(B)) =0<|t] = f(t,5,5).

Ademais o' (t) = a/(a) = /(b)) =0=0'(t) = 8'(a) = B'(D).

— o) — 0" D™
Figura 3.4: Gréfica de f(t,u,v) = Cte Figura 3.5: Grafica de ¢(x) e ¢~ 1(x)

Nas figuras 3.4 e 3.5 vemos unha representacion de f(t,u,v) = Cte, ¢(z) e ¢~ !(z) sendo Cte

unha constante.



Capitulo 4

O problema de Neumann con sub e

sobre solucién en orde 1inversa

Para a redaccion deste capitulo foi de gran utilidade o artigo [11]. Asi mesmo, tamén foron
empregadas as referencias [5, 23] tal e como se indicara.

Ao longo do mesmo presentaronse moitos dos resultados do artigo [11] engadindo algunha
demostracion non indicada no mesmo. A continuacion, mostraronse algins contraexemplos que
permitiron verificar como algtins dos resultados non eran validos para a ecuacién p-Laplaciana
con p # 2 e, concretamente, como o Teorema principal do capitulo, o Teorema 4.12 non se pode
aplicar para p > 2. Por tltimo, plantexaronse un par de exemplos co fin de ilustrar a utilidade dos
resultados formulados previamente.

No capitulo anterior probamos unha serie de resultados nos que dadas a e [ sub e sobre

soluciéns do problema de Neumann

—(p(u' () = f(t,u(t),v'(t)), para case todot € I u'(a) =u'(b) =0 (4.1)

con o < 3 se garante a existencia de u no sector [«, 3].
Neste novo capitulo estudarase, de novo, o problema ¢-Laplaciano, mais, neste caso, tendo a
subsolucién « e a sobresoluciéon 3 do problema dadas en orde inverso, isto quere dicir: o > B en I.

Baixo as condiciéns anteriores, o problema,

u”’ 4+ u = cost, u'(0) =/ (7) = 0.

Trivialmente, verificase que a(t) = 1 e S(t) = —1 son sub e sobre solucions. Non obstante,
o problema non ten solucién. Comprobémolo. Resolvendo a EDO lineal chégase a que a solucion
debe ter a forma:

4 4
u(t) = Crcost+ Cysent + s;n .

39



40 CAPITULO 4. O problema de Neumann con sub e sobre solucién en orde inversa

Deseguido, aplicando as condiciéns de contorno tense:

W(0)=Cy=0=u'(r)=—Co+ g

o cal non pode ser certo.
Con todo o anterior, nesta ocasion, estudarase o problema no que a parte non lineal non

depende da primeira derivada:

—(o(d'(t)))" = f(t,u(t)),case todo punto t € I, u'(a) =0=u'(b), (4.2)
baixo as hipoteses:
(A1) ¢:R — R & un homeomorfismo crecente que cumpre ¢(0) = 0.
(A2) Para todo intervalo compacto [k1, k2] existe K > 0 tal que para todo u,v € [ky, k2]
(é(u) = ¢(v)(u —v) = K(u—v)*.

Esta condicion é equivalente a que a inversa de ¢, ¢! sexa localmente lipschitziana. Podemos

comprobalo.

Para u = v a proba é trivial. Centrarémonos, por tanto, no caso u # v

o cal implica que

Quedando probada a equivalencia.

(A3) f:I xR — R é unha funcién de Carathéodory.
Nalguns resultados farase mencion 4 seguinte condicion (L), condicién de Lipschitz.

(L) Unha funcién f(t,u,v') = f(¢,u) é unha funcion de Carathéodory que satisfai unha condicion

de Lipschitz unilateral

para todo t € I,u,v € [B(t),a(t)], u<v = f(t,u) — Mu> f(t,v) — Mo. (4.3)

Dise que unha funcién é solucién do problema de Neumann se u € C1(I) tal que ¢ou’ € W (1)
e se verifica a ecuacion (4.2).

Fixémonos en que a hipotese de que ¢(0) = 0 non supén ningunha restriccion. E suficiente
definir ®(s) = ¢(s) — ¢(0), e terfamos (P(u')) = (p(u'))’.
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4.1. Resultados preliminares

Antes de comezar é conveniente introducir a seguinte notaciéon. Sexan I = [a,b] e p € [1,00).

Para u € L'(I) denotamos

1
b—a

S|

/bu(s)ds e ) =ult)—atel,

para u € LP(I),

b 1/17
el = ( / |u<s>|pds>

e para u € C(I),

l[ulloc = sup |u(t)].
tel
Seguidamente preséntanse unha serie de resultados que seran necesarios posteriormente:

Lema 4.1. Sexa u € C'(I)
2
(a) Se u(a) = 0 ou u(b) = 0 entdn ||| > (ﬁ) [l 2.

2
(b) Se i =0 enton w13 > (%) llul3.

A demostracion pode verse en [23].

Deducimos o seguinte resultado.
Corolario 4.2. Se u € C1(I) € tal que i = 0 enton
lullos < (b= a)'/2[|ul2.

Iy _ b ) - .
Demostracion. Sabemos que & =0 = fa u(s)ds = 0. Agora ben, v é unha funcién continua en

I co cal, necesariamente, existe to € I tal que u(tg) = 0. Asi:

/t t o' (s)ds

Seguidamente, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz chégase a:

b b 1/2 b 1/2
/ ! (5)|ds < ( / 1ds> < / |u'<s>|2ds> = (b— )2,

xusto o que se queria probar.

[tf|oo = sup
tel

b
S/ 1 |u'(s)|ds.

Seguidamente veranse unha serie de resultados sobre o operador ¢-Laplaciano.
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Proposicion 4.3. Se ¢ : R — R satisfai a condicion (Ayr). Enton o operador

A:Dom A cC C(I) — LY(I)

definido por

A1) = (80 u)(1)

Dom A = {u € C*'(I)|pou’ € WH(I),u (a) = 0,a = 0},
ten unha inversa continua. Ademais, se & =0, u = A~ (o) € tal que u'(b) = 0.

Demostracion. O resultado probase calculando explicitamente a inversa da funcién anteriormente
definida. Sexa o € L'(I). Entén

—%(d) ou')(t) = o(t) en case todo t € I,
se e sO se .
u'(t) =¢ ! (—/ o(r)dr + C’) para todo ¢ € I. (4.4)
Daquela
t s
u(t) = / ot (—/ o(r)dr 4+ C> ds + k para todo t € I

sendo C' e k constantes arbitrarias.
Tendo en conta que v'(a) =0, e que ¢(xz) = 0 se e s6 se z = 0 chégase a que C' = 0.
Do feito de que u = 0 sustituindo obtense que

bia/ab /at ¢ (- /GSO(T)dr) dsdt,

k= —

co cal

AT o)D) = -

bla/ab/: ¢! (— / o(r)dr> dsdt—i—/at ¢! (—/:U(r)dr) ds.

Fixémonos en que se fab o(r)dr = 0, enton, dado que C' = 0, deducimos da ecuacion (4.4) que
u'(b) = 0.
O

Pode ser necesario reforzar a condicion (As) para estudar a existencia de solucion para o

problema (4.2). Desta forma introducimos a condicion:

(A3) Existe K > 0 tal que para todo u, v € R se verifica

(¢(u) — ¢(v)(u—v) > K(u—wv)?.
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A cal, como xa vimos, é equivalente a que ¢! sexa lipschitziana en todo R.

Antes de probar a seguinte proposicion é necesario introducir algin concepto.

Definicion 4.4. Operador compacto.

Un operador lineal T': X — Y entre dous espacios de Banach X e Y dise que é compacto se
leva conxuntos relativamente compactos de X en conxuntos precompactos de Y. Isto é, para toda
sucesion limitada {,}nen en X a sucesion {T'(z,)}nen ten unha subsucesion {T'(zy, ) tn,en que

converxe en Y.

Teorema 4.5. Teorema do Punto fixzo de Schauder.
Sexa K C X un conzunto convero nun espazo de Banach X e T : K — K unha aplicacion

continua e compacta. Enton T ten polo menos un punto fizo en K.
O resultado anterior pode atoparse en [5].

Proposicion 4.6. Dada ¢ : R — R wverificando as condicions (A1) e (A%). Considérese M €
(=00, K72 /(b—a)?), M # 0, onde K € a constante dada en (A%). Enton, para calquera o € L*(I)
o problema:

d
—(@eu)() = Mu(t) +o(t),  u(a)=0,  u(b)=0, (4.5)
ten, polo menos, unha solucion.

Demostracion. Comézase a demostracion integrando en [a,b] en ambos lados da ecuacion (4.5)
obtendo
Mu=—0o

derivado de que ¢(u' (b)) = ¢(u'(a)) = 0 pois partiamos da hipotese de que ¢(0) = 0.

Se atopamos unha funciéon u, solucion de
d ~ ~ - ~ -
—a(¢ ot )(t) = Mu(t)+o(t)enctptel, ' (a) =0, u'(b) =0,

entéon u = u — 6 /M sera unha solucion de (4.5).

Seguidamente traballase coa homotopia
d ~
—a(b(u'(t)) = AMu(t)+o(t) enc.t.pt €1, v (a) =0, u'(b) =0, (4.6)

onde A € [0,1].

Dividiremos o estudo deste problema en dias partes:

= Problema de punto fixo. A Proposicién 4.3 implica que se pode escribir a ecuacion (4.6) da

forma:

A(u) = AMu+7,u € dom(A)

co cal se pode pasar a traballar cun problema de punto fixo do estilo

u = Thu, u € X,
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onde T\ : X C C(I) — C(I) vén dado por

Ta(u) = A" (AMu+75) e X = {uc C'(I)|u = 0}.

Ademais T é un operador compacto e o conxunto X é un convexo limitado. Para probar
que é convexo é suficiente considerar duas funciéns u; € X e ug € X e ver que uz =

auj + (1 — a)ug € X para todo « € [0, 1]. Agora ben:

/ab ug(t)dt = /ab auq (t)dt + /ab (1 — a)ug(t)dt = a/ab ui(t)dt + (1 — ) /ab uz(t)dt =0

= (Cota a priori. Empregando a hipotese (A3), para todo u € X tense

o(u' () (t) > Ku'(t)u'(t),t € 1.

A continuacioén, integrando a expresion anterior chégase a

b
K|l < [ ot @ e)at

a

Por tltimo, restando en ambos lados da igualdade a cantidade AM||u||3 podese escribir
b

Klu'|[3 = AMull3 < / (' (t))u' (t)dt — XM [Jull3.

a

Seguidamente, integrando por partes e tendo en conta que u'(a) = u/(b) = 0 tense

b b d
/ o(u' (1)) (t)dt — AM ||ull = w(t)p(u’ ()] —/ 12 (O)]u()dt = AM |lull3
a a (4.7)

__['d "ENu(t)dt — AM ||u)3 < ||&
77/01 37 [0 @O)u(t)dt = AM [ul3 < 1151 [ul| .

onde se aplicou a ecuacion (4.6).

Agora, temos dias posibilidades en funciéon do valor de M.

o M <0.
K13 = AM]Jull3 = K||u'[|3.

e M > 0. Aplicando o Lema 4.1, (b) tense:

b—a\?
MWﬁ—MWM2<K—M(ﬂ_))WM

Por tanto, para calquera M € (—oo, K72/(b — a)?) podemos atopar unha constante

C > 0, independente de A, tal que

E|[u'||3 = AM|ull = C(b = a)|[u/[l; > CllullZ, (4.8)
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onde se aplicou o Corolario 4.2.

Finalmente, de (4.7) e (4.8) deducimos que
lulloe < CTHE]1-

Aplicando o Teorema 4.5 chégase ao resultado buscado.
Observacion 4.7. O resultado da Proposicién seguiria sendo certo cambiando a condicién (A3) pola
mais débil:

(A7) Existe K > 0 tal que para todo v € R, ¢(v)v > Kv?.

A demostracion seria exactamente a mesma que a mostrada anteriormente.

4.2. Principios de comparaciéon

O obxectivo desta seccidon é probar certos principios de comparacién de funciéns que seran

necesarios posteriormente para aplicar o método monétono ao problema (V).

Proposicion 4.8. Sexa ¢ satisfacendo as condicions (A1) e (A3) e

Se uy, ug son tales que u; € C*(I), poul e Whi(I),i=1,2¢
(6 u)(0) — Mun(t) 2 — 5 (6 0ul)(6) ~ Mus(t)
dt “ W =T Y2 42ts), (4.9)
i (a) < uy(a), u1(b) > uz(b),

enton uy > ug en I. Se ademais M > 0, temos que uy < uh en I.

Demostracion. Faremos a demostracion por reduciéon ao absurdo. Suponamos entén que u; — us
alcanza un minimo negativo en ¢y € [a,b). Nese caso u)(tg) = u5(to) e existe t; > to tal que
u(t1) = ua(t1) e ui(t) < ug(t) para todo ¢ € [to,t1). Multiplicando por u; — uz, usando a hipotese

(A%) e a desigualdade (4.9), integrando no intervalo (o, ¢1), chegamos 4 seguinte desigualdade

K / "l (6) — ()2t < / (0wl (1)) — lusy (1)) (u () — ()t < M / " (1) — us(1))2dt.

to
A continuacion, emprégase o Lema 4.1 (a), tendo en conta que wuj(t;) — u2(t1) = 0 e que
t1 —to < b— a obtendo
t1

KW /to ‘ul(t)—’U/Q(t)PdtSM ‘Ul(t)—uQ(t)th,

0 que implica que
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en contradicion coa suposicién do enunciado de que M € (—oo, K72/4(b — a)?).
Por outro lado, sen mais que empregar a ecuacion (4.9) pode deducirse que se M > 0, entén
d
dt

Por tanto, ¢ o uj — ¢ o uh & decrecente e, como ¢(u}(a)) — d(uh(a)) < 0 temos que d(u}(t)) <

¢(ub(t)) para todo t € I ou, equivalentemente, u}j < uf en I.

(6} (1)) — S(us(1))) = M(ur(t) — ua(t)) = 0 en ctp t € 1.

O
De maneira similar prébase a seguinte Proposicién.
Proposicion 4.9. Dada ¢ satisfacendo as condicions (A1) e (A45) e
Kr?
e (- ap)
Se uy, us son tales que u; € CY(I), pou) € Whi(I),i=1,2 ¢
d , d ,
@ ou) (1) — Mun(t) > ~ S (60 ) (1) — Mus(t),
ui(a) = uz(a),  uy(b) = uy(b),
enton uy > ug en I. Se ademais M > 0, enton u) > ub en I.
Demostracion. A proba é anédloga & da Proposiciéon anterior:
O
Das duas proposiciéns anteriores dedticese a seguinte:
Proposicion 4.10. Dada ¢ satisfacendo as condicions (A1) e (A5) e
Kr?
e (0.5
Se uy, us son tales que u; € CY(I), pou) € Whi(I),i=1,2 ¢
d , d /
~C(soup) (1)~ Mur(t) > — (60 u5) (1) — Mus(d), o

uy(a) < uh(a), uy(b) > us(b),
enton uy = ug ou uy(t) < us(t) en I.

Demostracion. Suponamos que u; Z us € vexamos que entén non é posible que u; > us en ningin

valor de I.
Asi, se u; > ug en I, integrando en [a, b] na ecuacion (4.10) temos

b
$(uy (b)) — d(uy (b)) — dluy(a)) + dlui(a) = M/ (ur(s) — ua(s))ds > 0,

o cal non é posible pois contradi as condiciéns de contorno.
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Partamos, por outro lado, de que existe tg € [a, b) tal que u1(tg) = ua(tp). Como 0 < (b—tg)? <
(b—a)? entén pode aplicarse a Proposicién 4.9 no intervalo [tg, b] (u1(to) > ua(to) e uf(b) > ub(b))
co cal uj; > ug nese intervalo. De maneira analoga, se tg € (a, b], dedicese da Proposicion 4.8 que
u1 > ug en [a,to]. Unindo ambas deduciéns chégase a que u; > ug en I o cal non é posible polo
visto ao inicio da demostracion.

Por conseguinte, queda probado que wuj(t) # us(t) para todo ¢t € I, co cal uy(t) < us(t) en
1. O

Da Proposicién anterior pode deducirse un resultado de unicidade para o problema (4.5).

Corolario 4.11. Dada ¢ satisfacendo as condicions (A1) e (A3),
Kr?
M 0, ——
(05 ap)
eo € LY(I).

Enton o problema (4.5) ten unha dnica solucion.

Demostracion. Pola Proposicion 4.6 xa sabemos que o problema (4.5) ten solucion. Suponamos
que existen dias soluciéns do problema (4.5): u1 e ug. Sabemos por hipotese que uf (a) = uh(a) =0
e uj(b) = uh(b) =0 e que
d / d /
— (60 uh)(0) — Mun (1) = — (6 0 us) (6) — Mus(®),

co cal se cumpren as hipoteses da Proposicion 4.10. Necesariamente wu; (t) = ua(t) ou uy(t) < ua(t)

en I. Agora ben, se u;(t) < us(t) en I, integrando a ecuacion (4.2)

¢(uy (b)) — d(uz (b)) — ¢(uy(a)) + d(u(a)) > M/ab(uz(S) — u1(s))ds > 0,
o cal contradi as condiciéns de contorno. Necesariamente u; = ug en I, xusto o que queriamos ver.
O
4.3. O método monoétono
Nesta ocasién diremos que o € C1(I) é unha subsolucién de (N) se ¢poa’ € Whi(I) e
d / ’
—$¢(a 1) < f(t,at)), ctp. t €l a'(a) >0>a (b).
Por outro lado, 8 € C1(I) é unha sobresolucion se ¢ o 3’ € Whi(I) e
—SO(80) 2 f(1,60), ctptel §(a) <0< B0)
Dadas « e 8 € C1(I) sub e sobre solucions de (4.6) tales que 8(t) < a(t) en I. Denotamos

[B,a] = {v e CHI)|B(t) < v(t) < at) para todo t € I}.
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Usando a hipotese (Asz), atopamos 1 € LY(I) tal que |f(t,u)| < 1 (t) para case todo t € I e
todo u € [B(t), a(t)]. Seguidamente definese

ki(a, ) =7 (=[[0ll) e ka(e, B) = ¢~ ([[9[l).

Se ademais « e 8 son sub e sobre soluciéns, verificase que para todo t € T

o/ (), B'(t) € [kr (v, B), ka(v, B,

o cal se deduce directamente de integrar e calcular a inversa en

L6 (1) < Flta(t) e —G(F(0) > F(1,50))

Teorema 4.12. Sexan ¢(v) e f(t,u) funcidns que satisfan (A1), (Az2) e (As3). Suporiamos que o
problema (4.2) ten unha subsolucion o e unha sobresolucion B tales que o(t) > B(t) para todot € I
e sexa K > 0 a constante dada en (Ag) no intervalo [k1(a, B), k2(a, B)]. Asumese, ademais, que f
satisfai a condicion (L) para algin M € (0, Km2/4(b — a)?).

Enton existen dias sucesions mondtonas {caum fnen € {Bn}tnen C [B, @] que son respectivamente
decrecentes e crecentes e que converzen uniformemente ds solucions Umin € Umas de (4.2) tales
que

BE) < tmin(t) < tmas () < alt),t € 1.

Ademais, estas solucidns son extremais, isto €, para calquera outra solucion w de (4.2) tal que
B(t) < u(t) < alt) satisfaise
Umnin (1) < u(t) < Umax(t),t € I.

Demostracion. Para a demostracion consideraremos o seguinte homeomorfismo:

d(ka) + K(z — ko) se x > ko,
P(x) =14 o(x) se k1 <z < ko,
o(k1) — K(z — k1) se x < ky.

Tratase basicamente dun homeomorfismo crecente ® : R — R verificando que ®(0) = 0,
®(z) = ¢(z) para todo x € [k, k2] e con ® cumprindo a condicion (A3) con K.

Paso 1: Primeiros iterantes. Considérese ag = a e sexa aq unha solucién de

—%@(u’(t)) _ Mu(t) = oo(t), ctp tel  w(a)=0, u(b)=0,

onde o¢(t) = f(t,a0(t)) — Mao(t). Aplicando o resultado do Corolario 4.11 podese deducir que a
funcion o existe e é unica.
Pola definicion de subsolucion e tendo en conta que o/(t) € [k1, k2] temos

deo _d
f&@(a (t)) — Ma(t) = fagb(a (t)) — Ma(t) < f(t,a(t)) — Ma(t).

De aqui dedticese que
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—%(I)(all(t)) — May(t) > —%@(a’(t)) — Ma(t) enctptel

e chégase a que a; < « en I, sen mais que usar a Proposicién 4.10.
Para demostrar que 8 < ay en I, usando a condicion (L), do feito de que o« > S en I e de que
o(8") = ®(F') deducimos que

F(1,6(6)) — MB(E) = F(t,a(t)) ~ Ma(t) = — $@(04 (1) — Mas 0.

Seguidamente, tendo en conta que 3 é unha sobresolucién obtense

— 00} (1)) — May (1) < ~ LO(F(0) ~ MB()

dt
B'(a) < difa) B'(b) = ) (b),

e, finalmente, usando a Proposiciéon 4.10 deducese que 8 < oy en 1.

Paso 2: Construcion de o,,. Partimos da base de que conecemos o« > a3 > ... > «,, > [ para

n > 1, e, por analoxia, escribimos a1 como a solucion (que ademais é tnica) de

—%@(u’(t)) — Mu(t) = on(t), u'(a)=0, u'(b)=0, (4.11)

onde o, (t) = f(t, an(t)) — Ma,(t).

Dado que a,,_1 > a,, en I temos que 0,1 > o, en I, co cal

(a1 (1) ~ Mot (1) > F(t 0 1(1) ~ M (1) = =S B(al (1)) — Mawa(0),

app(a) =0=aj(a), aj,(b) =0=0ay(D),
de onde obtemos o, 41 < ay, en 1.
De novo, usando a condiciéon (L) chégase a

deo

F(&,5(t) = MB(t) = f(t, an(t)) = Man(t) = =5, (a1 () — Mansa(t).

A continuacion, tendo en conta que 8 é unha sobresolucion e que ¢(3’) = ®(3’), obtense

L1 (1) ~ Mo (1) < — S ®(F(1) ~ M) ctpte

B'la) < apya(a) B'(0) = 44 (b),

e, finalmente, usando a Proposicién 4.10 dedicese que 8 < oy, 41 en 1.

Paso 3: Ezistencia de U4, Vimos nos apartados anteriores que a sucesion {ay, }nen é mono-

tona e limitada en C1(I) (terceira condiciéon de funcién de Carathéodory). Disto pode deducirse a

converxencia uniforme a algunha funcion e, € C(I).
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Partimos de

d

—&(I)(Of;wrl) = M(ant1 — an) + f(t, an(t))

/ /
an-i—l(a) = an+1(b) = 0
Integrando na ecuacién anterior obtense

t

—®(a, 1 () + (0,44 (a) = / (M(ant1(a) = an(s)) = f(s, an(s))) ds.

a

Calculando a inversa e tendo en conta que ®(o;,,(a)) = 0 chegamos a

st =o (- [ M (0 (5) — an(s)) + / s an(s))s).

Seguidamente, por ser ® ! homeomorfismo temos que

n—oo

ot (= [ M) o)+ [ Ss.n6)is) o 0 ([ fstmantonas) € 0

Dado que

M / (Gnp1(5) — an(s)) + / £(5,0m(s))ds € [My, M),

isto implica que ®~! ¢ uniformemente continua en [M7, Ms] co cal

o (-] M(ani1(s) — an(s)) + / t Flsan(enas) o ([ t ——

n—oo

uniformemente en I.

Do anterior deducimos que

o, 11 (t) = g4, (t) uniformemente en 1.

Ademais

t

O () = | f(8,Umaz(s))ds € WH(I) por ser a integral dunha funcion de L'(I).
0

Dedricese, por tanto que

d
—&(P(u;mm(t)) = f(t,umax(t)), ctp. t €l ul,,.(a)=0, ul,..(b)=0. (4.12)
Seguidamente comprobemos que a solucion obtida é maximal. Se u € [, a] é outra soluciéon
de (4.12), repetindo a demostracion dos pasos de aproximacion e construcion de «,, teriase que

ap, > u para todo n € N € tUpqe > u. Por tanto, e, é solucion maximal de (4.12) en 53, a.
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Conclusion. Sexa x € [, a] unha solucion de (4.2). Como |f(t,z(t))| < 9(t), da definicion de
®, ki e ko dediicese que

k=07 (= |lvlh) < 2'(t) = 27 ([¢lh) < k2,

e, por tanto, u é unha solucion de (4.2) en [, a].

De maneira similar, podemos probar que toda solucion de (4.12) en [, a] é unha solucion de
(4.2), concluindo que upq, € unha solucion maximal de (4.2) en [3, a.

Analogamente probase a existencia dunha sucesion decrecente {3, }nen € da solucién minimal

Umgin-

O

Observacion 4.13. O ultimo teorema pdédese aplicar para o problema p-Laplaciano, onde ¢, =
|v|P~2v con 1 < p < 2. Isto débese a que para 1 < p < 2 a funcion (b;l é localmente lipschitziana

co que se verifica a hipotese (Az). Mentres que para p > 2 non se verifica (As). Podemos comprobalo

) = T = 16 @)= || = [ (413)

Vemos que para calquera intervalo compacto [c,d] e con 1 < p < 2, (¢71)'(v) esta limitada sen
2—p 2-p
1 JefP=t |d[P—T

p—1’ p—1 7 p-1
non esta limitada nun intervalo que contena ao 0.

}. Por outro lado, para p > 2, %f’l’ < 0 co cal (¢p71)(v)

mais que tomar méx{ =

4.3.1. Contraexemplos

Como acabamos de comentar, o Teorema 4.12 non se pode aplicar & ecuaciéon p-Laplaciana
¢p(v) == |[v[P72v con p > 2. Isto débese a que a inversa ¢;1 non ¢é localmente lipschitziana, co
cal non se verifica a hipotese (A3) e non se pode aplicar o Teorema 4.12. Tampouco é aplicable a
Proposicion 4.10, xa que é necesario que ¢ verifique (A%), non é suficiente con que se cumpra (As).

Vimos antes que a funcién ¢, L(v) para 1 < p < 2 era localmente lipschitziana. Temos que ver
agora que non se verifica a hipotese (A%). Para isto, chega con observar que a derivada (4.13) non
esta acotada cando v — oo cando p # 2. Polo que (szl é lipschitziana en R se e s6 se p = 2.

A continuacion, vamos a construir uns contraexemplos nos que verificamos que o Teorema 4.12
é falso para p > 2 e que a Proposicion 4.10 é falsa para todo p # 2.

Con ese fin, sexa A > 0. Definese u(t,ug) como a tnica solucion do problema de Cauchy

d 1Np—2_1
—(Ju'P7*u") + Au = 0,
(ol =u') )

u(a) = ug, u'(a)=0.

Seguidamente introdicese a aplicaciéon temporal T'(ug) definida para ug < 0 como o namero

positivo méis grande tal que

u(t,ug) <0, paratodo t€ [a,a+ T(ug)). (4.15)
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Tendo en conta o que vimos no Capitulo 2 e seguindo uns pasos analogos aos necesarios para
obter a ecuacion (2.7) pode verse que, para este caso,

(2(p/\;1)>1/”( 1@ U ds

—up) 7 Jo (1—s2)5

T'(uo)

Sexa agora p € (1,2).

Sabemos que a aplicaciéon temporal T'(ug) é continua, crecente e que

lim T(u) =0, lim T(u) = +o0.
uU——00

u—0—
Do anterior dedicese que para todo a < b existe un tnico ug tal que T(ug) = b — a. Pola

definicion de T, temos que u(t,ug) < 0 para t € [a,b) e u(b,up) = 0. Seguidamente integrando a
ecuacion (4.14) obtemos

t
[/ (t, u0) [P~ 20/ (t, ug) = —)\/ u(s,ug)ds >0 para todo t € (a,b].

A continuacion, elixindo u; < ug, suficientemente cerca de wug, tense

T(u1) <T(up) =b—a e u'(t,u;) >0 paratodo te€ (T(uy),b]

Co anterior chegamos a que a funcion v(t) = v(t,u1) é tal que
d
— g (WOPT @) = M) =0 en [a,b], v'(a)=0, '(b)>0,

e v cambia de signo en [a, b] pois T'(u1) < T'(ug). Contradicindo a Proposicion 4.10 dado que v £ 0
Para o caso p > 2, T é decrecente en (—00,0) e cumprese que

lim T(u)=0 e lim T(u)=+o0.
u—0~

UuU——00

Neste caso, hai que considerar u; < 0, suficientemente cercano a 0 xa que T'(u1) < T(ugp).
Seguidamente o argumento ¢ analogo ao indicado anteriormente tomando v(t) = u(t, u1). Contra-
dicindo de novo a Proposicién 4.10. Nas figuras 4.1 e 4.2 ilistrase o comportamento da aplicacion

temporal T'(u;) en funcién do valor u(a) = u; tanto no caso 1 < p < 2 como para p > 2.

T(uz) T(us)

| T(uz) T(uz)
uz ____%

u, =

Uz

Uz

Figura 4.1: Caso 1 < p < 2. Figura 4.2: Caso p > 2.

Vexamos agora que para p > 2 o Teorema 4.12 ¢é falso. Basearémonos de novo no problema
(4.14). Dados a, b e A > 0 fixos. Consideramos un ug < 0 tal que b — a = 2 T'(up). Polo indicado
anteriormente, por simetria, podemos atopar @ € C'(I) soluciéon de

f&(\u’(tﬂp’zu’(t)) —Au(t) =0, u'(a) (4.16)
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que verifique @'(t) > 0 en (a,b), 4(a) = ug e u(b) = —uo.
Definindo a(t) = a(t) 4+ v — uo para t € [a,b], con ug < vo < 0 tal que T'(vg) # %% para todo
é

ke {1,2,3,...}, a(t) é unha subsolucién do problema (4.16) pois

—%(|a’(t)|p_2o/(t)) < Xa(t), o(a)=0,a(b)=0.

Por outro lado, 8 = vy é unha sobresolucion de (4.16). Sen embargo, o problema (4.16) non
ten solucions no intervalo [3, a] para p > 2. Para ver isto, sabemos que se u é unha solucion do

b—a

problema entén u’(a) = 0 e u(a) = vg. Polo tanto, tendo en conta a eleccion que T'(vo) # 5%

temos que u'(b) # 0, o que contradi as condicions de contorno.

Aclaracién: Por un razoamento similar ao da observacién anterior, pédese probar que para
1 < p < 2 non existe solucién para o Problema (4.16) en [3, o], a pesar de ser ¢;1 continuamente
diferenciable en R e cumprirse as condicions (A4;), (Az2) e (As).

Neste caso, a pesar diso, as condiciéns do Teorema 4.12 non se satisfan. Probemos, en primeiro

lugar, que f(t,u) = Au verifica a condicién (L) para todo M > A. Asi
para todo ¢t € I,Vu,v € [B(t), a(t)]

temos que

A — Mu > v— Mo
se e sO se

A=Mu>AN—-M)w
0 que equivale a M > .

Por outro lado, temos que

T(o0) = (2(;0@ 1)>i (_001)2;1) /01 ; _d;);, (4.17)

Ademais, sabemos que

(é(—v0))’ = (p— 1)(~u0)"™2 = K co cal (p”f 1)p > (4.18)

Usando as ecuacions (4.17) e (4.18) deducimos que

o= (550 () [

Seguidamente, usando que T'(vg) < b — a vemos que

P
a5
v i\ ameyr
- (b—ap
Por ultimo, coa axuda dalgin programa informatico, pode verse que
2 Kr?
>
(b—a)» — 4(b—a)?

para calquera constante K asociada ao intervalo [kq, k2] e & condicion (As).

A> K
-4

Observacion 4.14. O caso anterior serve de exemplo de que o Teorema 4.12 non se cumpre cando

Kr?
M = 4(b—a)?"
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4.4. Exemplos

Deseguido mostramos dous exemplos para os cales se poden empregar os resultados probados

anteriormente:.

Exemplo 4.15. En primeiro lugar consideremos un caso sinxelo para o que se verifiquen as hipote-
ses (A1), (A%) e (As) e existan unha subsolucién a e unha sobresolucion 3 tales que a(t) > §(t) para
todo t € I. Ademais comprobarase que f satisfai a condicion (L) para algin M € (0, K72 /4(b—a)?)

con K > 0 a constante dada en (Asx*). Consideremos as funcions:

o(x) = 3z f(t,u) = —uexp(t)|t]
Vexamos que se cumpren as hipdteses:

(H1) Comprobase trivialmente.

(H3) Dedtcese vendo que ¢~ '(z) = £ ¢ lipschitziana (|3z — y| < o —y]).

(H3) f(-,u) é Lebesgue medible en I para cada u € R pois é continua. Ademais, f(t,-) é continua

en R por ser produto de funciéns continuas definidas nun aberto. Por ultimo, para cada
M > 0 existe ¢ar € L'(I) tal que

|f(t,u)] < a(t) para case todo t € I e para todo u con |u| < M.

Podemos considerar ¥y, (t) = M|t|exp(t).
Por outro lado, f satisfai unha condicién de Lipschitz unilateral xa que

ft,u) — Mu > f(t,v) — Mv <= —uexp(t)|t| — Mu > —vexp(t)[t| — Mv
= u(ltlexplt) + M) < v(exp(t)|f] + M)

sempre que u < v, u,v € [B(t), at)].

Por outra banda, como subsolucion « e sobresolucion 3 podemos tomar a(t) =1 e 5(t) = —1

debido a que:

0> —exp(®)lt] e 0<exp(lf]

Ademais o > 3 tal e como queriamos.
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Figura 4.3: Grafica de f(t, u) Figura 4.4: Grafica de ¢(z)

Nas figuras 4.3 e 4.4 vemos unha representacion de f(t,u), ¢(z) e ¢~ 1(z).

Exemplo 4.16. Consideremos agora un caso no que as funcions ¢(z) e f(¢,u) verifiquen as hipote-
ses (A1), (A2) e (As). Ademais, suporemos que existen unha subsoluciéon « e unha sobresolucion
do problema (4.2) tales que «(t) > S(t) para todo t € I. Por tltimo, necesitaremos que f satisfaga
a condicién (L) para algin M € (0, K% /4(b — a)?) con K > 0 a constante dada en (Hs).

Podemos tomar:

o(x) = x5 e f(t,u) = —t*tanhu.

Vexamos, a continuacién, que se cumpren as hipéteses:

(H,) E trivial ver que ¢ : R — R é un homeomorfismo crecente (pois ¢'(x) = %x% ep(R) =R
xa que para y € R arbitrario podemos tomar x°). Ademais, ¢(0) = 0.

(Hs) Para probar esta condicién basta ver que ¢! é lipschitziana para todo intervalo compacto
[k1, k2]. Como ¢~ ¢ diferenciable chega con atopar K > 0 tal que |(¢~1)’(y)| < K para todo
y contido nun intervalo compacto [k}, k5]. Temos que |(¢71) (y)| = 5y* < 5méx{|k1], [k2|}

co cal queda probada a hipoétese.

(Hs3) f(-,u) é Lebesgue medible en I para cada v € R pois é continua. Ademais, f(t,-) é continua
en R e, para cada M > 0 existe 15; € L*(I) tal que
|f(t,u)] <p(t) para case todo t € I e para todo u con |u] < M.
E suficiente con tomar Yy = 2.
Por outro lado probaremos a condiciéon (L). Asi

para todo ¢t € I,Vu,v € [B(t),a(t)] u <v = tanhu < tanhv

— —tanhu > —tanhv = —¢t?>tanhu — Mu > —t?>tanhv — M.
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Finalmente como subsoluciéon «f(t) e sobresolucion §(t) podemos tomar a(t) =1 e (t) = —1

debido a que

0> —t’tanh1 e 0< —t*>tanh(—1)

tendo que «(t) > B(t) para todo t € T tal e como queriamos.

05 1 15

Figura 4.5: Gréfica de f(t,u) Figura 4.6: Grafica de ¢(x) e ¢~ 1(x)

Nas figuras 4.5 e 4.6 vemos unha representacion de f(t,u), ¢(z) e ¢~ ().



Apéndice A

Relacién entre V - u e tr(D)

Definiciéon A.1. Un vector a que se transforma como un vector xeométrico é chamado un vector

indiferente:

Definicion A.2. Un tensor A ¢é indiferente se se transforma ante un cambio de marco como:
A" =Q(t)- A-QT(t).

O requerimento de que as ecuacions constitutivas permanezan invariantes ante un cambio de
marco imp6n unha serie de restricions.
En primeiro lugar considérese o tensor 0. Empregarase * para indicar os vectores e os tensores

no novo sistema de referencia. Tense que:
dt =0 -dS, (A1)

dt* =o* - dS™.

Sabendo que o vector de area dS é indiferente porque é un vector xeométrico e postulando que

o vector de estrés tamén é indiferente, tense:

ds* =Q-dS,
dt* = Q- dt. (A.2)
Combinando as ecuacions (A.1)-(A.2) chégase a:
Q- oc-dS=0"-Q-dS
e, sabendo que se cumpre para calquera diferencial de area dS chégase a que:

Qo Ql=0"=Q s QT

co cal se consegue ver que o é un tensor indiferente.

o7



58 ANEXO

En xeral considerarase que a definiciéon dun tensor non depende do sistema de referencia. Tense
que:
b=A"a,
b* = A*-a*.
onde ambas ecuaciéons definen A como un operador lineal que asigna ao vector a o vector b. Se a
e b son indiferentes, entén A tamén é indiferente.
Obviamente, a identidade I e calquera tensor isotrépico é indiferente.

Tendo o anterior en conta, é facil comprobar que tanto o tensor 7 como o tensor de desviacién

7 son indiferentes:
TI*ZQ'T/'QTa
™=Q -7-QT.
Considérese agora os tensores cineméticos como o gradiente da velocidade Vu e o tensor de esti-

ramento D. Da definicion do gradiente de velocidade, séguese que:
Vu - dX = du, (A.3)
Vu* - dX* = du”.
Como dX é un vector xeométrico, tense que é indiferente:
dX* = Q- dX.
Pode verse que a regra de transformacion de du vén dada por:
du* =Q-du+ Q- dX. (A.4)
Combinando as ecuacions anteriores (A.3)-(A.4) deducese:
Vu'-Q-dX =Q Vu-dX + Q- dX,
o cal é valido para calquera dX. Asi:
Vu'=Q-Vu-QT+Q-Q".

A ecuacion anterior proba que o gradiente de velocidade non ¢ indiferente. A tranformacion do

vector de estiramiento D obtense da definicién:
1 1 =
D* = 5(Vu* +vu™) =Q-D QT + 5QQT.

O dltimo termo da ecuacion anterior é cero por ser a derivada temporal do tensor unidade. Por
iso:
onde se ve que D é indiferente.

Finalmente, pode deducirse que:

V-u=trVu=tr B(Vu + VuT)] =trD=1tr(Q-D- Q") = trDx
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