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Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Matematica Aplicada

Titulo: Diferencias divididas e interpolaciéon osculatoria

Breve descricién do contido

El trabajo contard con una parte teérica y una préactica. En la parte
tedrica se abordaran los contenidos siguientes:

(i) Diferencias divididas: definicion, formula recursiva en el caso de
que todos los argumentos sean distintos y expresion del polinomio de
interpolacion de Lagrange mediante diferencias divididas (formula de
interpolacion de Newton).

(ii) Interpolacion osculatoria (interpolacion de Hermite generalizada):
concepto, existencia y unicidad del polinomio de interpolacién oscu-
lador, expresién del error.

(iii) Diferencias divididas con argumentos repetidos. Expresion del
polinomio de interpolaciéon osculador mediante diferencias divididas.
La parte préctica consistird en programar en matlab algunos métodos
de célculo del polinomio de interpolacién osculador descritos en la

parte téorica y aplicarlos a ejemplos concretos.
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Resumen

En el primer capitulo demostraremos la existencia y unicidad del polinomio de inter-
polacién de Lagrange y obtendremos la formula de Newton. Ademas, justificaremos el uso
de las tablas de diferencias divididas para obtener la formula de Newton para el polinomio
de interpolacion.

En segundo y tercer capitulo trataremos la existencia y unicidad del polinomio de
interpolacion de Hermite. Demostraremos también algunos resultados relativos al error
para este tipo de interpolacion.

Extenderemos la definicién de diferencia dividida al caso de argumentos repetidos y

veremos que entonces el polinomio de Hermite se puede escribir en la forma de Newton.

Abstract

In the first chapter we will show the existence and uniqueness of the Lagrange’s inter-
polation polynomial. We will obtain the Newton’s formula. Furthermore, we will justify
the use of the divided differences tables to find the Newton’s formula for the interpolation
polynomial.

In the second and third chapter we will deal with the existence and uniqueness of the
Hermite’s interpolation polynomial, as well as some error related results.

We will extend the divided difference definition to the case of repeated arguments. We

will prove that we can write the Hermite’s polynomial in the Newton’s form.
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Introduccion

En muchas ocasiones es necesario conocer los valores aproximados que toma una fun-
cion de la cual, posiblemente, sélo tenemos a nuestra disposicién su valor en un namero
finito de nodos. Mediante un polinomio de interpolacién podemos calcular dichos valores
aproximados. Este trabajo de fin de grado se ve motivado por el interés de profundizar
en las técnicas de interpolaciéon, algunas de ellas estudiadas y empleadas en algunas asig-
naturas del grado, como en de Cdlculo Numérico en una Variable, Métodos Numéricos en
Optimizacion y Ecuaciones Diferenciales o Andlisis Numérico de Ecuaciones en Derivadas
Parciales, entre otras.

Sobre el polinomio de interpolacién de Lagrange demostraremos su existencia y unici-
dad, asi como algunos resultados relativos a la acotaciéon del error. También obtendremos
su forma de Newton, que nos permite anadir puntos de interpolacién con mayor eficiencia.
Justificaremos el uso de las tablas de diferencias divididas, asi como progresivas y regre-
sivas en el caso de nodos uniformemente espaciados, para obtener la férmula de Newton
para el polinomio de interpolacion.

Con respecto a lo estudiado en el grado, ampliaremos los conocimientos definiendo el
polinomio de Hermite generalizado, o osculador, demostrando su existencia y unicidad y
algunos resultados relativos a la acotacion del error. Extenderemos la definiciéon de las
diferencias divididas al caso de argumentos y veremos que el polinomio de interpolaciéon de

Hermite se puede escribir también en la forma de Newton, facilitando su obtencion.
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Capitulo 1

Diferencias divididas: Formula de

interpolaciéon de Newton

La busqueda de aproximaciones para funciones ha sido siempre un problema que ha
despertado el interés de matemaéticos y eruditos. Este interés se ve impulsado por la ne-
cesidad de poder calcular, de forma aproximada, el valor de ciertas funciones, como por
ejemplo la funcion de Bessel (Ejemplo ; o simplemente para simplificar funciones y
trabajar con ellas més comodamente. En este capitulo haremos un repaso breve del con-
cepto de polinomio de interpolacién de Lagrange, sin entrar en detalles muy tedricos vistos
en el grado, asi como la forma de Newton y las diferencias divididas.

En este capitulo seguiremos los capitulos 5 y 6 de [5] y el capitulo 1 de [4].

1.1. El polinomio de interpolacién de Lagrange

Esencialmente, un polinomio de interpolacién es una aproximacién polinémica que

coincide con la funcién a la que aproxima en un ntmero concreto de puntos.

Definiciéon 1.1. Dados n + 1 puntos distintos x;, @ = 0,1,...,n y sus correspondientes
valores f(z;), el polinomio de interpolaciéon de Lagrange es el tnico polinomio P, de

grado menor o igual que n que cumple:
Pn(xz) = f(.%'z), i:O,...,n. (1.1)

Sea IP,, el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n con coefi-

cientes reales.

Lema 1.2. El polinomio de interpolacion de Lagrange existe y es tinico.

Demostracion:



» Unicidad: Consideremos P, (x) y Qn(x) dos polinomios de interpolacion de la funcion
f respecto a los n+ 1 puntos xg,x1,...,Ty, €s decir, P, y Q, tienen grado menor o

igual que n y satisfacen

f(zi) = Po(z:) = Qu(x;), i=0,1,...,n.

Definamos el polinomio Dy (x) = Pp(x) — Qn(z), que es de grado menor o igual que

n. Este polinomio tiene al menos n + 1 raices distintas:
Dn(xi):(), i:O,l,...,n

El vinico polinomio de grado menor o igual que n con mds de n raices es el polinomio
idénticamente nulo D,(x) = 0, y por tanto P,(z) = Qn(z).

» Existencia: Sean f; = f(x;), i = 0,...,n. Consideremos la aplicacion lineal L :
P, — R", definida por L(p) = (p(xo),p(z1),...,p(x,)) € R". En virtud de
la unicidad del polinomio de interpolacion, Ker(L) = 0. Como ademds dim(P,,) =
n+1=dim(R"), L es sobreyectiva. Por tanto, existe P, € P, tal que

Pn(l'i):fi, izo,...,n.

El polinomio de interpolacién de Lagrange admite la siguiente representacion:

n

= f@)énj(z (1.2)

7=0
donde, para j =0,...,n, ¢, j(x) es el polinomio de grado < n que verifica
qﬁn,j(a:i) :5ij7 i:O,l,...,n
Puesto que todos los x; son distintos, los ¢, ; se construyen facilmente:
(x —z0)(x —21) (2 — 2j—1) (2 — 25)... (v — 2p)

(:Ej — l’o)(l’j — :L‘l)...(a:j — ZL‘jfl)(:Ej — l’j+1)...(l‘j — {L‘n)7
i=0,1,...n (1.3)

P j(z) =

Usando la notacion wy,(x) = (z — z¢)(z — x1)...(x — x,,) podemos reescribir (1.3 de

forma mas breve:
wp ()

(z — zj)w),(z5)

En algunos textos (por ejemplo [5]) solo se usa la terminologia “polinomio de interpolacion

Pnj(T) = (1.4)

de Lagrange” cuando éste esté escrito en la forma ([1.2)). Los polinomios definidos en (|1.3))

2



o (|1.4) son los denominados polinomios fundamentales de Lagrange o polinomios

de base de Lagrange (terminologia usada en [4]).

Usando la expresion ([1.3) en (1.2]) obtenemos:

Po(z) =Y flay) [T 2. (1.5)
7=0 k=0

= Tj — Tk

k#j

El siguiente ejemplo estd propuesto como ejercicio en [3] y nos permite ilustrar la

obtencién del polinomio de interpolacién de Lagrange.

Ejemplo 1.3. Consideremos la funciéon

11/2 dt
K(x) = /0 [1— sin2(x) sin2(t)]1/2

Esta integral eliptica esta tabulada. Notese que la variable x esta considerada en ra-

dianes. Sea
. T

el cambio de variable a grados, consideremos los valores:
K(2)=1,5713, K(3)=1,5719, K(5)=1,5738, K(6)=1,5751

El polinomio de interpolacion de K (Z) con respecto a los puntos 2, 3,5, 6 es de grado menor
o igual que treﬂ y usando (1.5 obtenemos

Pys) — 15730 DE=5E=6) | @ - 2)E—5)E=6)

12
(z—2)(z—3)(z—6) (z—2)(x—3)(x—-5)
6 12

1,5738

+1,5751

Asi, si podemos calcular el valor aproximado de la funcion en
& =3,5° P3(3,5) = 1,5722875.

Existen otras formas de representar este polinomio, por ejemplo la féormula de interpo-
lacién de Newton, que trataremos en la seccién siguiente.

Resulta natural formularse la siguiente pregunta: ;Estardn los valores que toma la
aproximacion cercanos a los valores que toma la funcion aproximada? Es aqui donde entra

en juego el concepto de error puntual.

'De hecho, P3(x) es de grado 2; su coeficiente principal es cero.
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Definiciéon 1.4. Sea f(z) una funcion dada y P,(z) una aproximaciéon polinémica de ésta;

se define el error puntual entre f(z) y P,(z) por:
Ry(z) = f(z) — Pa(z) (1.7)

Es de gran utilidad tener una expresiéon explicita para este error. El siguiente teorema

nos proporciona una representacion de R, (x):

Teorema 1.5. Supongamos que f(z) tiene derivada (n+1)-ésima, f™+(z), en un inter-
valo [a, b]E| . Sea P,(x) el polinomio de interpolacion de f(x) con respecto a n + 1 puntos
distintos x;, 1 = 0,1, ...,n, pertenecientes al intervalo |a,b]. Entonces, para cada x € [a,b],

x # w1 =0,1,...,n, existe un punto £ = &(x) en el intervalo abierto
min{zg, 1, ..., Tn, r} < { < méx{zg, 1, ..., Tn, T} (1.8)

tal que

f(z) = Py(z) = Ry(x) = (x —x0)(x —21)...( — xn)f(n+l)(£)

e (n+1)! (1.9)
= _n (n+1)
- (n—i—l)!f S
Demostracion: Definimos Sy(x), para cualquier x # x;, i = 0,...,n, por:
R, (x) = (x —x0)(x — x1)...(x — 1) Sn(x) = wp(2)Sh(x) (1.10)
Consideramos x € [a,b], x # x; , 1 =0,...,n, fijo y definimos la funcion F(z) por:
F(2) = f(2) = Py(2) — wn(2)Sh(x). (1.11)

Dado que f tiene derivada (n + 1)-ésima en [a,b], F"Y(2) estd definida en [a, b].

F(z) se anula en n+ 2 puntos distintos de |a, b]:
F(z9) = F(x1) = ... = F(zy,) = F(z) = 0.

Por lo tanto, existen n + 1 intervalos consecutivos contenidos en [a,b] en cuyos extremos
F(z) es cero. En virtud del teorema de Rolle, en el interior de cada uno de estos intervalos
existe al menos un punto en el cual F'(z) se anula. Tenemos, por tanto, al menos n + 1
puntos distintos en el intervalo @ en los cuales F'(z) = 0. A su vez, estos puntos definen
al menos n intervalos en cuyo interior, aplicando de nuevo el teorema de Rolle, existe un

punto en el que la derivada de F'(z) se anula. Con lo cual, F"(z) = 0 en al menos n puntos

2En realidad, la conclusién del teorema se obtiene del mismo modo para condiciones méas débiles: basta

que f(x) sea continua en el intervalo cerrado [a,b] y que tenga derivada (n+ 1)-ésima en el intervalo (a, b).
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distintos en el intervalo @ Repitiendo este proceso, llegamos a que existe un punto en
el intervalo (@, que denotamos &, tal que F("‘H)(f) =0.

Puesto que P,(z) es un polinomio de grado n,

dnJran
ot (z) =0.
Por otra parte,
dn+1
W[wn(z)Sn(x)] = (n+ 1)1S,(x).

Derwando en la expresion y tentendo en cuenta las dos tltimas ecuaciones se obtiene
que:

FU D (z) = f0)(2) = (n + 1)1S,(2)

y puesto que F("H)({) =0 se deduce que:

L (), (1.12)

) = G

Sustituyendo en se concluye (1.9).

Observacion 1.6. Si x = x;, 1 = 0,1,...,n, R,(z) = 0y (1.9) también se verifica en este

caso (cualquiera que sea & € [a, b]).

Si podemos acotar |f("+1) ()| en [a,b], mediante (1.9) obtendremos una acotacion del

error, como veremos en el Ejemplo mas adelante.

1.2. El polinomio de interpolacién de Newton

Esta seccion recoge la obtencion de la formula de Newton para el polinomio de in-
terpolacién de Lagrange, asi como la introduccién de las tablas de diferencias divididas.

Examinaremos también el error cuando tomamos puntos uniformemente espaciados.

Ya hemos visto que el polinomio de interpolacién existe y es tinico; ademés, dado un con-
junto de puntos de interpolacion, lo podemos construir facilmente usando los polinomios
fundamentales de Lagrange. La principal desventaja de este método es que si aiiadimos un
nuevo punto de interpolacién, el nuevo polinomio de grado superior no puede ser obtenido
simplemente modificando el anterior. Buscaremos una nueva representaciéon del polinomio
de interpolacién que cuente con esta propiedad, es decir, que nos permita encontrar poli-

nomios de interpolacién de grado mayor de forma sencilla anadiendo nuevos términos.



Sea Py(z) el polinomio de interpolacion de f(z), de grado menor o igual que k, con res-
pecto a los k4 1 puntos distintos xg, x1, ..., xx. Buscamos los polinomios de interpolacién

sucesivos {Pg(z)}, de grado menor o igual que k tales que Py(x) = f(xg) y

Py(x) = Pe—1(2) + qx(z), para k=1,2,...,n, (1.13)
donde g (z) tiene a lo sumo grado k. Puesto que necesitamos que

Py(zj) = f(zj) = Pe—1(zj), j=0,1,...,k—1,

deducimos que gi(z;) = 0 en estos k puntos. Por ello, podemos escribir

k—1
qr(x) = ag H(w—xj), (1.14)
§=0

expresion que representa el polinomio méas general de grado menor o igual que k que se

anula en estos k£ puntos. Desconocemos el valor de las constantes a; pero, de la ecuaciéon

Py(ax) = f(ay), junto con (I13) v (T1), deducimos que

— P
k:f(xk) k 1($k)’ para k=1,2,...,n. (1.15)

k—1
[T;=0 @k — ;)
Trivialmente, obtenemos el polinomio de interpolaciéon de grado cero para el punto inicial

zo: Po(x) = f(xp). Definimos ag = f(xg). Usando repetidamente (1.13) y (1.14) para

k=1,2,...,n, obtenemos que

Py(x)=ao+a1(x —x0) + -+ an(z —x0) ... (x —2p1). (1.16)

El coeficiente aj, recibe el nombre de diferencia dividida de orden k; normalmente se

emplea la notacion:

flzo] == ao,
f[xo,xl,...,xk] = ag, k= 1,2,... (117)

Buscamos ahora una expresiéon alternativa para estos coeficientes, tratando que sea
maés explicita que la expresion (1.15). Dado que el polinomio P,(z) obtenido en (1.16]) es
el inico polinomio de interpolaciéon de grado < n, tiene que ser el mismo que obtuvimos

en forma de Lagrange en (|1.5]).
Igualando el coeficiente principal en las expresiones (1.16)) y (1.5), deducimos que:

- f(z))

=0 HZ:O,k;éj($j — k)

(1.18)

an = f[xO)xL )xn] -
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De la representacion (|1.18)) se sigue que las diferencias divididas son funciones simétricas

de sus argumentos. Esto es, si usamos la notacién

fijk,.. = fliszj, T, ],

entonces esta simetria se expresa por:

Jot,n = Fjogiseins (1.19)
siendo (jo, ji, ..., jn) una permutacion arbitraria de los enteros (0,1, ...,n).

Lema 1.7.
fler, xo, ..,z — flzo, 21, ... Tp—1]

= 1.20
f[$0a Ty, 7xk’] Tr — 20 ) ( )

con flzi| = f(zi), 1=0,1,2,... k.

Demostracion: Denotemos por P, el polinomio de interpolacion de f de grado < k—1

relativo a los puntos T1,xa, ..., xy; el coeficiente de x*~ 1 es flxy, xa, ..., zp].

Definimos el polinomio

Qr(z) = ((z — w0) Py_1(z) — (x — z) Pe—1(2)) /(2 — T0).

Q. tiene grado menor o igual que k y coincide con f en los puntos xg,x1,...,Tk; por la
unicidad del polinomio de interpolacion, Qi(x) = Pi(x). Igualando el coeficiente de x* de

Q. con el de Py se obtiene ]

Esta formula recursiva justifica el nombre de diferencias divididas y el uso de la tabla
mostrada a continuacién para obtener el polinomio de interpolacién, pues cada diferencia

dividida puede ser calculada explicitamente en funcion de f(zo), f(x1),..., f(zn)



Tabla 1. Diferencias Divididas.

x f(x) fl, 7] flo,z,a]  flz, @, 2, 7]
Zo Jo

fizfo —

g = Jou
2l bil J}%ﬁ? = fo12

famf1 — fi2s—fo12

ooy = J12 e = Joizs
x2 J2 % = fi23

fa=fa — f2sa—fi23

re—me = J23 s = Juan
3 I3 % = fa34

fazmfs —

i—rs = 134

Ty fa

La primera columna estd formada por los valores de la funcién f, la segunda por las
diferencias divididas de primer orden, etc; pasamos de una columna a otra aplicando la

formula ((1.20]). Asi, el polinomio de interpolacion se puede escribir como:

P, (z) = flzo] + flzo,z1](x — x0) + ... + flxo, z1, ..., Tp)(x — x0)...(® — zp—1)  (1.21)

Esta expresion de P, (x) se conoce como féormula de interpolacion de Newton; resulta

muy sencilla de obtener a partir de la tabla.



Ejemplo 1.8. Calcularemos el polinomio de interpolacion para la funcién K (&) del Ejem-
plo [I.3] relativo a los puntos 2,3, 5,6, en grados, empleando la Tabla 1. Obtenemos asi la

siguiente tabla de diferencias divididas:

A~ A ~ A~

i K(#) K&, i] K&, &,2) K&, &, 2,72
2 1,5713
0,0006
3 1,5719 1,16 - 104
0,00095 0
5 1,5738 1,16-1074
0,0013
6 1,5751

La formula de Newton para el polinomio de interpolaciéon de Lagrange de K (&) relativo

a los puntos 2,3,5,6 viene dada por:

P3(2) = 1,5713 4 0,0006(2 — 2) + 1,16 - 104(2 — 2)(2 — 3) + 0(2 — 2)(2 — 3)(Z — 5).

P5(3,5) = 1,57228750 que es el valor que habiamos obtenido en el Ejemplo .
Para realizar los calculos hemos empleado el programa NEWTON.m, cuyo cédigo se

incluye en el anexo al final del documento.

Notese que, como ya se ha mencionado, para obtener un polinomio de interpolacién
de orden superior anadiendo un nuevo punto, tan solo necesitamos sumar otro término a

(1.21) pero esta vez se ve involucrada una diferencia dividida de orden superior. De ((1.16))
y (1.17) se deduce que

Poii(@) = Pa(2) + flzo, ..., 2, 2np1] [[ (@ — 2))
=0

<

y como Poi1(Tnt1) = f(Tnt1)

f(xn—i-l) - Pn(xn—i-l) = f[xo, cee xnvxn-i-l] (ﬂfn—i-l - xj)-

—.

<
Il
o



Sea x # xq, ..., Ty, reemplazando x,1 por x se obtiene
n
f(x)_Pn(x) :fl:x(])ml?"')l.n, H m_x‘] (1.22)

Esta igualdad nos da una representacion del error distinta de la vista en el Teorema [I.5]

Proposiciéon 1.9. Bajo las hipotesis del Teorema para todo x € [a,b],x # m;,i =
0,1,...,n, existe £ = {(x) en el intervalo (@ tal que

— D (¢). (1.23)

flzo,x1,. .. xp,x] = (n—|—1)

Demostracion: Basta comparar las representaciones del error (@) Y . O

1.2.1. Diferencias finitas: formulas de Newton progresiva y regresiva

Cuando los puntos z; de interpolacién no son equidistantes, utilizamos la férmula de
Newton; sin embargo, cuando los x; son equidistantes podemos emplear férmulas més
simples y menos costosas.

Supongamos conocidos los valores de la funcién f en los puntos equidistantes x; con
paso h >0

i =z0+1th, 1=0,1,... (1.24)

Definicion 1.10. Definimos el operador diferencia progresiva, /\, por:

Af; = f(z:) = fi,
Afi = f(xiy1) — f(@i),
y para todo entero k > 0,
ARy = A(AFfi) = A fin = APy
Lema 1.11. Se verifica que:

Ak f;

flois @i, i) = AR Vk > 0.

Demostracion: Procederemos por induccion en k.

s Para k =0 es trivial. Para k =1, debido a , tenemos que

f@ip) = flxi) _ Afi

Tiyl — T h

flei, xip1] =

10



= Supongamos que el resultado se verifica para k = n y veamos que se cumple para
k=n+1. Usando , la hipotesis de induccion y tenemos que

~ flwias o i) = flE o Tiga]
flzi, i1, - oo Tign, Tigny] = =
Titnt1 — T
A™f; A" f;
_ et — £ _ A = A"
(n+1)h (n 4+ 1)!hntl
AL
~ (n+1)antl

de donde se tiene el resultado. O

Aplicando este lema e introduciendo la variable s = (z — x¢)/h, podemos escribir

@—x@@—xﬁ”4x—xmgﬁmﬂm”wxﬂz5@_1”%f_k+1bﬁh, (1.25)

Introducimos la notaciéon: para s € R y k entero,k > 1,

C) s(s—1)...(s—k+1)

)= o (1.26)

Teniendo en cuenta ((1.25)) y (1.26)), la formula de Newton para el polinomio de inter-
polacién de f relativo a los n+ 1 puntos equidistantes x, . . ., z,, se puede simplificar como
sigue

Po(x) = fo+ <1> Do+ <2> Do+t (n> A" fo (1.27)

A esta forma de escribir el polinomio de interpolacién se la suele denominar formula de
Newton progresiva.

De forma similar a lo que sucedia con las diferencias divididas, las diferencias progresivas
pueden ser obtenidas mediante la Tabla 2. De este modo, una diferencia progresiva se

obtiene restando dos diferencias de orden inferior.
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Tabla 2. Diferencias finitas progresivas.

x fi Afi N f; NP f;
To Jo
fi—fo=4f
1 bil A?fy
fo—fi=A4hK A fo
Z2 P A?fy
fs—fa=A4% NP fy
T3 3 N2 f
fa—fs=Af3
T4 Ja

Lema 1.12. Suponemos que f(x) tiene derivada (n + 1)-ésima en el intervalo |a,b]. Sea
P,(x) el polinomio de interpolacion de f(x) con respecto a n + 1 puntos equidistantes
x; = xo+ih, i = 0,1,...,n pertenecientes al intervalo [a,b], siendo h > 0 el paso. Entonces,
para todo x = xo+sh perteneciente al intervalo [a,b] existe un punto & = £(x) en el intervalo
abierto

min{zg, p, r} < & < max{zg, xn, x}

tal que

@)= Puta) =041 5 ) 76,

Demostracion: El resultado se obtiene directamente del Teorema[I1.5. Bajo estas condi-
ctones se tiene la representacion del error ,' usando la notacion de esta seccion

y que s = (x — xq)/h se tiene el resultado. O

Definicion 1.13. Definimos el operador diferencia regresiva, V, por:

vfi=fi

Vfi=fi— fic1

12



y para todo entero k > 0
VL = 9(VE ) = R fi = v fia
Lema 1.14. Se verifica que:

VR f;
= o k>0

f[xi7k7 xi*ku ceey 'CC’L]
Demostracion: Andloga a la demostracion del Lema[1.11], O

Dado que
P, (x) = flzn] + flen, xn—1](x —zp) + - + flXn, ..., xol(x — xy) ... (x — x1),

haciendo el cambio de variable s = (x — x,)/h y usando la notacion ((1.26)), obtenemos la

expresion del polinomio de interpolacion P, (x)

Po(z) = fo + (i)m + <s ; 1) V2F et <S + Z - 1) V" fo, (1.28)

que recibe el nombre de féormula de Newton regresiva. Podemos calcularla facilmente

con el uso de la tabla de diferencias finitas regresivas (Tabla 3).
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Tabla 3. Diferencias finitas regresivas.

x i vfi v2f; V3 f;
Ln—4 frn—a
V fn—3
Tn-3 Jn—3 V2 fr_o
an_z ngn—l
Tn—2 Jn—2 Vanfl
V fn-1 V3£,
Tn—1 fnfl Van
Vin
Tn fn

Lema 1.15. Bajo las condiciones del Lema[1.19, para todo x = xo + sh perteneciente al

intervalo [a,b] existe un punto & = £(x) en el intervalo abierto:
min{zg, Tn, x} < § < max{xo, xn,z}

tal que:

) = Pula) =041 (25 ) 1),

Demostracion: Andloga a la demostracion del Lema[I.13, empleando el cambio de variable
s=(x—xy)/h. O

Corolario 1.16. Para todo i =0,1,...,n y todo k > 0 se tiene:
vEfi=OFfi
Demostracion: Por los lemas y[I- 14

ALY A

de donde se obtiene el resultado. [
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Veamos un ejemplo extraido de [I] que nos permite, mediante diferencias progresivas,

calcular valores de la funcién de Bessel en puntos intermedios.

Ejemplo 1.17. Consideramos la tabla

x 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5

Jo(x) | 0,2239 0,1666 0,1104 0,0555 0,0025 —0,0484

que muestra valores uniformemente espaciados de la funciéon de Bessel de orden cero

1 ™
Jo(x) = / cos (z sin t)dt;
0

™

nos interesa emplear diferencias progresivas para encontrar los valores Jy(2,15), Jo(2,25) y
Jo(2,35) con un error menor que %10_3. Para cada = = 2,15, 2,25, 2,35, tomamos los puntos
consecutivos de la tabla xg, x1, ..., 2, de manera que xg < x < x1. Puesto que los puntos

son equidistantes se puede representar el error usando el Lema [I.12| para cada x

m S m—+1
Jo(x) = P (x) = A <m+1>‘]c§ (), x = 20 + sh.

Esta claro que h = 0,1 y s = 1/2. Para los valores citados de = podemos acotar el error

At 113 2m—1

[ Jo(z) = P ()] < |5 TV(9)]

(m+1)1222°7" 2
Mypit 113 2m-—1
< omAl pmAl_ 2 1.29
= (m+1)! 2922 2 (1.29)

donde

méx |J5" ()] < My
TIG[JBO:iBm}

Buscamos acotaciones para las derivadas de la funcién Jy:

1 ™
J(z) = —/0 sin(x sint) sin tdt

™

, 1 [, p
|Jo(z)] < — [ sintdt = —
™ Jo s

15



1 ™
Jéz) (x) = /0 cos(z sin t) sin® tdt

1 (" 1
g </ in? tdt = -
" @) < | sin 5

1 ™
Jé?’) (x) = —/0 sin(x sin t) sin® tdt

™

1 [ 4
J® </ indtdt = —
\o(x)\_ﬂosm 3

™

Tomando My = % y M3 = L tenemos

3
o(x) — Pi(z)] < ~(0,1)2% =
ORE) = W= W = 1600
4 31 1
— P < — (012 = —103<=-10"°
[Jo(z) = Pa(@)] < 12 (0,1)75 = 1571077 < 510

Observamos que no es suficiente realizar una interpolacion lineal y que una interpola-
cion cuadratica produce un error inferior al buscado. Construimos la tabla de diferencias

progresivas de manera que nos permita calcular las tres aproximaciones requeridas

z Jo Ay A2,

2,1 0,1666
—0,0562

2,2 0,1104 0,0013
—0,0549

2,3 0,0555 0,0019
—0,0530

2.4 0,0025 0,0021
—0,0509

2,5 —0,0484
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Asi se deduce

1/2 1/2
Jo(2,15) ~ 0,1666 — 0,0562( { ) + 0,0013( é )
=0,1383, (1.30)

1/2 1/2
Jo(2,25) ~ 0,1104 — 0,0549< { > + 0,0019< g >
= 0,0827, (1.31)

1/2 1/2
Jo(2,35) ~ 0,0555 — 0,053( { ) + 0,0021< é )
= 0,0287, (1.32)
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Capitulo 2

Interpolacion de Hermite

La interpolacién osculatoria o de Hermite es una generalizaciéon de la interpolacién
polinémica. Ahora no solo haremos coincidir f y P, en los puntos de interpolacion x;
del intervalo [a, b], sino también los valores de sus derivadas hasta cierto orden en dichos
puntos.

Para este capitulo seguiremos de nuevo [5] y [4], principalmente.

2.1. El polinomio de interpolacién de Hermite

Comenzamos considerando a modo ilustrativo un caso particular. Supongamos que

queremos encontrar un polinomio, que denotaremos Ho,+1, tal que

f(xj) = Honya(z5),  f(x5) = Hypiq(25), §=0,1,....n, (2.1)

es decir, tal que los valores del polinomio y la funcién aproximada coincidan en los n + 1
puntos z;, 7 =0,1,...,ny que en esos mismos puntos coincidan también los valores de
sus derivadas de primer orden.

Tenemos 2n + 2 condiciones y un polinomio de grado 2n + 1 tiene precisamente 2n + 2
coeficientes. De forma andloga a la obtenciéon de la formula para la interpolaciéon de

Lagrange, buscamos una representaciéon de la forma:

n

Hapi1(2) = Y flag)ng(@) + D f (25) 0 5(2), (2.2)
=0

J=0

donde los polinomios ¢y, j(z) y ¥y, j(z) deben tener grado menor o igual que 2n + 1y

satisfacer:

Vng(w) = 0ig, Y i(x) =0, 4,5 =0,1,...,n,
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Uy j(xi) =0, Wy, (x;) =45, 4,5=0,1,...,n, (2.3)

n

Estos polinomios vienen dados, en términos de los polinomios fundamentales de La-

grange, ¢ j(x), como:
Ung(x) = [L =247, ;(a;) (@ — x7)]07 (),

U i(z) = (. — 2;5)¢; (). (2.4)

Generalicemos este tipo de interpolacion:

Teorema 2.1. Dados k + 1 puntos distintos xg,x1, ...,z de un intervalo [a,b] y k + 1

enteros no negativos oy, aq,...,qk, denotamos n = k 4+ ag + a1 + -+ + ag. Dada una

funcion f definida en el intervalo [a,b] que admite derivada de orden «; en el punto x;

para todo i = 0, ..., k, existe un unico polinomio P, de grado menor o iqual que n tal que:
Para todo (i,1) tal que 0 <i <k, 0<I<aq, setiene que:

P (a:) = fO(xs), (2.5)

donde fO(z;) denota la derivada de orden 1 de f en el punto x;.
Demostracion: Las ecuaciones constituyen un sistema lineal de n+1 ecuaciones y
n+1 incdgnitas (los coeficientes de P, ). Serd suficiente demostrar que el sistema homogéneo

asociado admite unicamente la solucion nula, es decir que las relaciones
P,eP,, y Y(,0) con 0<i<k y 0<I<aq; PWY(x)=0, (2.6)

mmplican que P, = 0. En efecto, (@ implica que para todo 1 = 0,1,...,k, x; es una raiz

de multiplicidad o; + 1 de P,; por tanto P, es de la forma:

k

Po(z) = q() [ J (& — 2™ *,

=0

donde q es un polinomio. Como Zf:o(ai +1) =n+1, esto sdlo es compatible con el hecho

de que P, € P, si ¢ =0, por tanto P, = 0. O

Definicién 2.2. El polinomio P, definido en el teorema anterior recibe el nombre de poli-

nomio de interpolacion de Hermite de la funciéon f relativo a los puntos xg, x1,. .., g
y a los enteros ag, o, ..., Q.

Notese que si tomamos «; = 0 para todo i = 0,1,...,%k obtenemos la definicién de
polinomio de interpolacién de Lagrange, mientras que si ; = 1 para todo i = 0,1,...,k

llegamos al caso particular explicado al principio de este capitulo.
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Cuando «a; > 1 para todo ¢ = 0,..., k, se habla de interpolacién osculatoria. En este
caso, en cada punto x; el polinomio P, coincide con f y la recta tangente a P, coincide
con la recta tangente a f.

Ademas, si k =0y ag = n obtenemos el polinomio de Taylor de grado n.

Supongamos dados los nameros reales b; para todo par (i,1) tal que 0 <i <k, 0<
[ < a;; en virtud del Teorema el problema

Encontrar P, € P,, tal que
Y(i,l) con 0<i<k, 0<l<a; PP@)=0bu,
tiene solucién tnica.
En particular, si para un par (i,l) tomamos by = 1y bj,, = 0, V(j,m) # (4,1), obte-

nemos los polinomios de base o fundamentales, p;, para la interpolaciéon de Hermite

relativa a los puntos xg, x1, ...,z y los enteros ag, a1, ..., ag.
Sea
k .
T — T ot
a@) =11\;—=) -
i \Ti T
J#i

los polinomios de base p;; estdn dados por:

(x —x)™

o qi(x),

yvparal=a; — 1,0, —2,...,1,0,

T — x;)! - AN
pii(z) = (“)%(l‘) - Z (.Z)(JEJ l)(iﬂi)pi,j($)~

j=l+1
Seat=0,...,kyl=0,...,q;; tenemos que comprobar las condiciones:
l
() =1,
PET)(%‘):O, Ym=0,...,q;, m#*Il
p§7)(mj):0, Vi=0,....k, j#i y Ym=0,...,q;. (2.7)
Procederemos de forma recursiva en [, en orden decreciente: | = a;,; — 1, ..., 0.

Comenzamos pues con | = q;.
Como pj o, (z) contiene el factor (z — ;)% para todo j = 0,...,k, j # i, tenemos
que
pgz)({ﬂj) =0, Vj=0,....,k y Vm=0,...,q;.

7
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Dado que p; o, (x) contiene el factor (x — x;)*, tenemos que
p%z)(:cz) =0, VYm=0,...,0; — 1.

Aplicando la regla de Leibniz, obtenemos

pfcs)(fﬂ) _ Z’ <ozz-> ai(a;—1) ... (o —y+1) (z — xi)ai_tqgai—t) ().

i |
et t ;!

Todos los sumandos se anulan en x = z;, salvo el correspondiente a t = «;, por tanto

o a;\ ag!
pz(,a)(xi) = ( )1(]1(0)(%) = ql(:cl) =1.

i a; ) oyl
Consideramos ahora [ = aq,...,0 y suponemos ciertas las condiciones relativas a p; .,

paral+ 1 <7r < q;.

pii(z) contiene el factor (z — x;)% ™! para todo j =0,...,k, j # i, por tanto,

P (@) =0, ¥j=0,....k j#i

Sea m entero, o < m <[ —1,

pPw = o [ @] - 3 () ety @

dx™m )
j=l+1

El primer término del segundo miembro se anula en x;; por otra parte, para todo j con

o; > j>1+1, como j>m, pET)(%) =0.
Luego pgj?) (x;) = 0.

Sea ahora m =,

l o . )
pi-f}(x):Z@lu_D“’zfl_t“)@—wi)l‘tqf‘“(w)— 2. <‘§>q5]_”<%>p§f3<w>-

t=0 j=i+1

Todos los sumandos de la primera suma se anulan en x; salvo el correspondiente a t = [;
O]
i,
Obtenemos, por tanto

por otra parte p, :(x;) = 0 ya que j > .

AWA
) = () ) =1

Consideremos,por ultimo, el caso en que [ +1 < m < «,

l a; . ]
p@ = 3 (1) ) @)= 3 () o o)

t=0 j=l+1
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En la primera suma, el tinico término que no se anula en x; es el que corresponde a

(T) " ().

(z;) son todos nulos salvo para j = m, ya que [ +1 <

t = [ y su valor en dicho punto es

Por otra parte, los valores pg?)
m < q;.

Por tanto, el valor de la segunda suma en x; es

<T> a" (@l () = <Tln> 0" @)

Concluimos pues que pET)(

&

El polinomio de interpolacién de Hermite de f se obtiene a partir de los polinomios de

x;) = 0. Con esto quedan comprobadas todas las condiciones

base por:

ko
Po(z) =Y fO(@i)palz). (2.8)

=0 [=0
2.2. Acotacion del error para la interpolaciéon de Hermite

Teorema 2.3. Supongamos f € C""1([a,b]). Para todo x € [a,b],z # xo,...,T) existe

& =¢(x) en el intervalo abierto:

min{zg, z1, ..., T, x} < & < max{zo, x1, ..., Tk, T} (2.9)
tal que
1
E(z) = f(z) — Pu(x) = mm(x)f(”“)(é“), (2.10)
donde
k
mn(x) = [J(z = z)* .
i=0

Demostracion: Consideremos x fijo; definimos el polinomio de grado n+1 en la variable

f(z) — Pa(x)

Gny1(t) = Pa(t) + )

T ().

Para todo (i,1) con 0 <i <k, 0<I< oy, qut1 verifica que qy(llll(xz) = f(l)(xi); ademds
dn+1(z) = f(x). (gns1 es el polinomio de interpolacion de Hermite relativo a los puntos

xo, L1, ..., Tk, T Y a los enteros ag, o, ..., o, 0.)
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Consideremos la funcion F(t) = f(t) —qn+1(t), que tiene en x; un cero de multiplicidad
mayor o igual que c; + 1 y en el punto x un cero de multiplicidad mayor o igual que 1.
Ast, el niumero de ceros de la funcion F, contados con sus multiplicidades, es al menos
Zfzo(ozi + 1)+ 1 =n+ 2. En virtud del Teorema de Rolle, deducimos que F' tiene al
menos n+ 1 ceros, contados con sus multiplicidades. En un nidmero finito de pasos se llega
a que la funcion F™TY admite al menos un cero, £, en el intervalo . Por tanto:

0= Fr(e) = fr(e) — ¢V (9). (211)
El polinomio qn+1(t) es de grado n+ 1 y su coeficiente principal es
f(z) — P(z)
o (2)
en consecuencia,

(n—l—l)(t) _ f(.??) - Pn(x)

qn+1

lo que, junto con implica .Od

Observacion 2.4. Six = x;, E(x) =0y (2.10) se verifica trivialmente.

En conclusion, si podemos acotar | £+ (x)| en [a,b], el teorema anterior nos propor-

ciona una acotacion del error.

Ejemplo 2.5. Sea f(x) = tan(mx), supongamos que queremos calcular f(1/8) sabiendo
que £(0) =0, F(1/4) =1, (0) = = y f/(1/4) = 2.

Tenemos que a =29 =0, b=x1 =1/4y ap = ag = 1, con lo cual n = 3. Empleando
las formulas y (2.4) podemos calculamos el polinomio de interpolaciéon de Hermite de
grado menor o igual que 3.

Empleando el programa HERMITE1.m, cuyo c6digo se incluye en el anexo, se obtiene

pol = 16%X~2 - 128%X~2x(X - 1/4) + 32%pi*X~2x(X - 1/4) + Xxpi*(4*X - 1)°2.

Haciendo = = 1/8 obtenemos el valor aproximado de f en 1/8:

1
Py(1/8) = - 3% ~0,4018. ..

Aplicando el Teorema [2.3] podemos acotar el error

(4)
1)~ P = T &a2o -1y

para algin & € [0,1/4].
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fW(z) = 87*(2tan 7 + 5 tan® z7 4 3tan® o)

En el intervalo [0,1/4], 0 < tanzm < 1, por lo que, 0 < f®(x) < 807* en dicho intervalo.
Asi,
5t
F(1/8) = Py(1/8)] < 5257 = 0,0792....

Definicién 2.6. Sea f € C([a, b]) definimos la norma ||.|[¢((q,p)) POT

fllc(aey = sup [f(z)].

z€[a,b]

Veamos a continuacion algunos ejemplos que ilustran el Teorema [2.3]

Ejemplo 2.7. Sea f € C*([a, b]), vamos a acotar el error para el polinomio de interpolacion
de Hermite Ps, es decir, siendo k=1, zg =a, 1 =by ap = a3 = 1, con lo que n = 3.

P; interpola a f(z) y su primera derivada. Aplicamos el Teorema para estimar
f(z) — P3(x):

FD)
4!

f(z) = Py(z) = (z = a)*(z = )%,

con ¢ € (a,b).
Como |(z — a)(xz — b)| < (b — a)?/4, se tiene

1D leab)

1o (b— a)4.

|f(z) — P3(z)| <

Ejemplo 2.8. Sea ahora f € C%([a,b]), acotamos el error para el polinomio de interpola-
cion de Hermite Ps5, siendo k=1, 29 =a, x1 =by ag = a3 = 2, con lo que n = 5.

P5 interpola a f(x) y las derivadas primera y segunda. Para estimar
f(x) — Ps(z) aplicamos el Teorema [2.3|y se tiene

(6)
F) - Pola) = O (o oy v

con £ € (a,b).
Como |(z — a)(x — b)| < (b —a)?/4 se deduce que

1Ol 6
|f(z) — P5(z)| < T(b —a)’.
Podemos obtener también una expresion para acotar f(7) — 7@, como se muestra en

el siguiente teorema:
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Teorema 2.9. Supongamos f € C"1([a,b]). Sea P, el polinomio de interpolacion de

Hermite de f respecto a los k+ 1 puntos xg,x1,. ..,z en el intervalo [a,b] y a los enteros
Qp, 0, ..., 0, stendon =k+ag+ a1+ -+ ag. Sea 1 < r < n.Entonces
D | o(fa)

177 = PP logap) < (b—a)y = (2.12)

(n+1-m)!
Demostracion: Consideremos primero el caso k =0, con lo que x = x9 y n = ag. El

polinomio de interpolacion en este caso es el polinomio de Taylor de grado n de f entorno

al punto xg

Po(@) = (T o (2 Zf (& — o)

Ast, puesto que qur) (x) es el polinomio de Taylor de grado n—r de f(T) en torno a xg, por

la representacion del error del polinomio de Taylor se tiene

|fD (@) = PV (@)] = |f (@) = (Tomr f )y (2)] <

1 3 n n—r
S T I s T @lle el 213

con x, o € [a,b], I[a,b] = [min(zg, z), méx(zo, z)]. Esta desigualdad implica (2.13).

Consideremos ahora el caso k > 1. f(x) — P(x) tiene al menos n + 1 ceros (contados
con sus multiplicidades) en el intervalo J := [min(xo, ..., zx), max(xo, ..., zx)|. Aplicando
reiteradamente el Teorema de Rolle resulta que f)(z) — P,(lr)(a:) tiene al menosn+1—r
ceros (contados con sus multiplicidades) en el intervalo J. Nétese que n+1—71 > 1 ya que
r < n. Por tanto, podemos encontrar en el intervalo J 1 ceros distintos de f)(x) —PT(LT) (),
donde 1 <1l < n+1—r, que denotamos &1,...,&, de manera que sus multiplicidades
respectivas, 31, e BZ, cumplen 51 + 32 + -4 Bl >n+1—r. Sean B1,...,[H; enteros tales
que 1 < B; Sﬁj para todo j=1,....lypB1+---+B=n+1-—r.

Definimos la funcion auxiliar:

(r) !
B(t) = fO(t) — POty - L&) = (t —
(t) = f"(t) — Py (1) I 1(55—53 j|_|1 )%

Dado que f € C"Y([a, b)), E € C""1=7([a,b]).

Para cada j = 1,...,1, & es un cero de E con multiplicidad mayor o igual que f;
y como E(x) = 0, E tiene al menos f1 + ---+ fi+1 = n —r + 2 ceros, contados con
sus multiplicidades, en el intervalo J, = [min(xg,...,zk, ), max(zo, ...,z x)]. Por el
Teorema de Rolle, E' tiene al menos n —r + 1 ceros en el intervalo J, contados con sus

multiplicidades. Aplicando el Teorema de Rolle repetidamente llegamos a que existe & € J,
tal que B~ (€) = 0.
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Dado que

J0(@) — P()

E(nfrJrl) 1) = (n+1) £ — +1—
O = £~ + 1=

)

se tiene
(n+1) !
() — p0) () = S () PR 2.14
Notese que st x = & para algin j =1,...,1, esta ecuacion también se cumple.

Finalmente, se deduce de .0

Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 2.10. Bajo las condiciones del Ejemplo[2.7] obtenemos las siguientes acotaciones:
o 11— Pl < e ¢ a)s
117 = Plloagy < W0 (g2,
s ([ = POl cam < N Dlc(an (b — a).
Ejemplo 2.11. Bajo las condiciones del Ejemplo podemos obtener las siguientes cotas:

®)
= |[f" = P'lle(an) < W ey Qrf([a’bb (b —a)’.

®)
1" = P"lloqan < g0 (b — a)t,

)
17® = PO)||cyay < et q)3,

1FD = PO|c g < Hf(s)llz)cua,b]) (b— a)?.

= 1F® = POloqas) < Ol (apn (- a)-
Ejemplo 2.12. Sea f € C?™([a,b]) y Pom—1 el polinomio de interpolacion, con k = 1,
ro=a,x1=byayg=a;=m-—1

P51 interpola a f y a sus derivadas hasta el orden m — 1 en a y b. Aplicando el

Teorema (2.9

(2m)
r (r) Hf HC([a’bD
£ — Popallctay < C@em—n)!

Observacion 2.13. Los ejemplos 2.10]y 2-11] son casos particulares del Ejemplo [2.12]

(b—a)*™ ", 0<r<2m-—1.

En el capitulo 3 de [6] se obtienen unas cotas similares a las dadas en los ejemplos

y 212
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Capitulo 3

Diferencias divididas con argumentos

repetidos

En este tltimo capitulo nos centraremos en extender la definicién de las diferencias
divididas al caso de argumentos repetidos. Veremos también que esta nueva expresiéon de
las diferencias divididas nos permitira construir el polinomio de interpolacién de Hermite
mediante la elaboracién de tablas como habiamos hecho con la férmula de interpolacién
de Newton.

Finalmente, estudiaremos el limite del polinomio de interpolaciéon de Lagrange cuando
los puntos de interpolacién tienden a unos nodos limite, pudiendo coincidir algunos de
estos.

Seguiremos principalmente la seccion 2.7 de [3].

3.1. Diferencias divididas con argumentos repetidos

Anteriormente definfamos f|x, ..., zx] solamente cuando todos los k+1 puntos zg, . . . , T

son distintos. Si tomamos k =1

flwo, 21] = M’
Tr1 — X0

que solo tiene sentido si 1 # . Si f(z) es continuamente diferenciable

lim f(z1) — f(xo)

T1—%0 1 — X0

= ['(zo0),
con lo que parece coherente definir la diferencia dividida

flzo, z1] = f'(z0)
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Notese que el polinomio de interpolaciéon de Hermite de grado 1 relativo al punto xg es

Pi(x) = f(x0) + f'(x0)(x — 20),

y f(xo) es precisamente su coeficiente principal.

A diferencia de los capitulos anteriores vamos a considerar la secuencia finita xg, ..., x,
de ntimeros reales en la que puede haber puntos repetidos. Tras efectuar, si es preciso, una
reordenacién de la secuencia, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que si un punto

esta repetido, todas sus apariciones son consecutivas:

L0y« -y Lags Lag+1s -+ s Lagtai+ls .- l’a0+...+ak71+k, ey .’L'a0+...+ak+k . (31)
— v
ap+1 a1+1 ap+1

Simplificamos la notacién como sigue

To =21 =" =Tay = Yo
Lag+1l = " = Tagtar1+1 = Y1
(3.2)
Log+-~Fap_1+k = = Lag+-+ap+k = Yk
De esta manera, la secuencia finita (3.1]) se reescribe
Yo, ---5Y0, Y15 -5 YLy Yky -5 Yk - (33)
—_— ——— —_——
ap+1 a1+1 ag+1
Noétese que, reciprocamente dados k+1 puntos distintos yo, ..., yx y k-+1 enteros o; > 0,
j=0,...,k, podemos construir la secuencia finita xg,...,z,, donde n = apg+---+ar + k
y cada z; esta dado por (3.2).
Definicién 3.1. Sea xg,...,x, una secuencia finita de nimeros reales en la que puede

haber puntos repetidos. Sean f y g dos funcioneeﬂ definidas en un abierto que contiene a

todos los puntos xg, . ..x,. Decimos que f y ¢g coinciden en la secuencia xg, ..., x, si
fO) =gW(z) para 1=0,...,m—1, (3.4)

para cada punto z que aparece m veces en la secuencia xg, .. ., Zp.

Observacion 3.2. Considerando la secuencia zg,..., T, en la forma y teniendo en

cuenta (3.2)), las condiciones (3.4]) se reescriben

l l .
f()(yj):g()(yj), 1=0,...,05, j=0,...,k. (3.5)
mplicitamente suponemos que f y g admiten en cada punto de la secuencia las derivadas que aparecen

o @
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Observacion 3.3. Sea una secuencia finita zg, ..., z,. Suponemos sin pérdida de generali-
dad, que es de la forma 0, de forma equivalente, , y sea f una funcién que admite
derivada de orden «; en el punto y; para todo j =0, ..., k. Recordemos que el polinomio
de interpolacion de Hermite, P,(x), es el tnico polinomio de grado menor o igual que

n= Z?:o a; + k que satisface que para todo par (j,1) tal que 0 < j <n, 0 <1 < aj,

l l
PO (y;) = £ (yy). (3.6)
Teniendo en cuenta la Definicion [3.1] el polinomio de Hermite P, es el tinico polinomio de
grado menor o igual que n que coincide con f en la secuencia finita xg, ..., Zy.
En lo que sigue, usaremos esta terminologia, empleada en [3] y [2], cuando resulte

conveniente.

Definicién 3.4. Bajo las condiciones de regularidad exigidas a f en la Observacion [3.3

se define la diferencia dividida f[xo,...,2,] como el coeficiente principal de P, (x).

Observacion 3.5. f es funcion simétrica de sus argumentos, es decir, flzjy, 2z, ..., z;,] =

flzo, z1,...,xy], siendo (jo, j1,--.,Jn) una permutacion arbitraria de (0,1,...,n).

Podemos obtener ahora el polinomio de interpolaciéon de Hermite de manera recursiva,
como ya hicimos en el capitulo anterior. Sea P, € P,, el polinomio que coincide con f en

la secuencia xg, ..., Z;,; tenemos que

Py (x) = Pp—1(x) + am(z —x0) ... (T — 2p—1)

donde a,, es el coeficiente principal de P,,, es decir, a,, = f[xo, ..., Zn]. Llegamos entonces

a la siguiente formula de tipo Newton para el polinomio de interpolaciéon de Hermite

Po(z) = flwo,. .5 [J (& — 21) (3.7)
j=0 =0

Esta formula es idéntica a la vista en ((1.21)), pero ahora es valida para cualquier elec-

cion de los puntos zg,...,Z,, siempre y cuando f(z) tenga la regularidad exigida en la
observacion [3.98
Hemos visto en el capitulo 2 que si f admite derivada aj-ésima en y; para j =0,...,k,

existe un tnico polinomio P, que satisface (3.6). El siguiente teorema nos proporciona
una demostracién alternativa de la existencia de dicho polinomio, basada en un proceso
constructivo.

Para simplificar, exigiremos a f mas regularidad que la exigida en la observacion [3.3

2La formula (3.7)) es valida incluso en el caso en que la secuencia xo, x1, . . ., T, no satisfaga la hipotesis

de las repeticiones consecutivas
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Teorema 3.6. Supongamos que f € C™([a,b]), donde a = min(zy, ..., x,)(= min(yo,...,yx))
, b =max(xg,...,rn)(= max(yo,...,yx)) ¥y m = max(«o, ..., qr). Entonces existe un ini-
co polinomio de grado menor o igual que n, P,(x), que coincide con f(x) en la secuencia
LOy-vey Ly

Demostracion: La unicidad es consecuencia del Teorema[2.1. Probaremos la existencia
de forma constructiva.

Supondremos que cuando un punto de la secuencia se repite, todas sus apariciones son
consecutivas.

Realizaremos la demostracion por induccion enn (el nimero de puntos de la secuencia,).

Para n = 0, trivialmente Po(x) = f(xo). Supongamos que la hipdtesis es cierta para

n=1—1 1y consideremos n = 1. Tenemos dos casos:

= Caso xg = x;. Entonces xg = -+ = x; y debemos tener m > 1. Ndtese que el polinomio
de Taylor de f(x) en torno al punto ¢ = zq es el polinomio buscado. Su coeficiente

principal es el nimero O (z0) /1!, por tanto

flxo, ... ] = fO(xo) /I, (en el caso xg =21 =--- = x7). (3.8)

» Caso xg # x;. Por hipdtesis de induccion, podemos encontrar un polinomio, P_1(x),
de grado menor o igual que I — 1 que coincide con f(x) en la secuencia xg,...,T;_1

y un polinomio, q—1(x), de grado menor o igual que | — 1 que coincide con f(x) en

la secuencia x1,...,x;. El polinomio
T — X0 Ty — X
P = _ P_ 3.9
@) = (@) + R ) (39)

es de grado menor o igual que . Veamos que coincide con f(x) en la secuencia

xo,...,TE. Aplicando la formula de Leibniz, obtenemos que

¢ V(@) - POV (@)

P@(py = T T0 G) =T pl) j 3.10
(@) $l_-730ql_1(x)+$l—$0 o1 (@) + 7 pE— (3.10)
Supongamos que 2 = T; = -+ = Tty
Siz=uxz9, 7 <1—1vyaquexy=--=2x # x1. P_1(x) coincide con f(x) en la
secuencia Tg,...,Ti—1 Y, en particular, en la secuencia xg,...,x,, y por tanto
P (z) = f9), j=0,...r (3.11)
qi—1(x) coincide con f(x) en la secuencia x1,...,x;, y en particular, en la secuencia
T1,...,Typ, Y por tanto
¢ (z)=19%), j=0,...r—1 (3.12)
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Tomando © = z(= xg) en y usando Yy , obtenemos que

PO () =02, 2) + 10 (z) 4 AT _ o

para j =0,...,7.

Siz=uw, xj_p = =x # X0, luego i =1 —1r > 1. P_1(x) coincide con f(x) en la
secuencia To, . ..,Ti—1 Y, en particular, en la secuencia xj_,,...,x;—1, por tanto,
PO(2) = D), j=0,...,r—1 (3.13)
qi—1(z) coincide con f(x) en la secuencia x1,...,x;, luego coincide con f(z) en la
sSecuencia Tj—y, ..., r;. Ast
9 (z) = fO) =0 3.14
4 (2) = fP(2), §=0,....m (3.14)

Tomando © = z(= ;) en y usando Y se deduce ahora que
Pl(])(z) = fU)(2), para j =0,...,r.

Si z # xo, xy, Pl(f)l (x) y ql@l (x) coinciden con f(x) en la secuencia x;, . .., Tity, pues
estd contenida en la secuencia xg, . ..,x;_1 y en la secuencia x1,...,x;. Por lo tanto,
g (2) = fYV(2) = Py(2), para j=0,...,r, (3.15)

y por

Z — X0 ry — X

f(j)(Z) + f(])(z) _‘_jf(jil)(z) — f(jil)(z)

Ty — 2o Ty — 2o Ly — X0

PP() = = 79G).

para j =0,...,7.
Esto prueba el teorema para n = 1. I

Comparando los coeficientes principales a ambos lados en (3.9)) volvemos a obtener la

formula (1.20]), es decir

f['xla"'vmk‘]7f[$07"°7$/€—1] .
flzo, .- xk] = si xo # Tk (3.16)
T — Zo
Observacion 3.7. La formula (3.16)) es valida incluso en el caso de que la secuencia xy, . . . , T
no cumpla la hipétesis de las repeticiones consecutivas.
El siguiente teorema muestra que f[zo,...,x] es una funcién continua de sus argu-

mentos.
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Teorema 3.8. Supongamos que f € C"([a,b]) y sean zo,...,z, una secuencia finita de

puntos contenidos en el intervalo [a,b]. Entonces:

1. Existe £ € [min;—q_ . p 2, MaX;—0, . n 2] tal que

1

2. Si, para cada entero r > 1, x[()r),...,a:,(f) es una secuencia finita de puntos en el
intervalo [a,b], y se cumple que
lim J:ET) =z, 1=0,...,n.
r—00
Entonces
TILH()10 f[xér), . ,a:g)] = flz0y.--,2n]-

Demostracion: Haremos la demostracion por induccion en n. Para n = 0 las dos afirma-
ciones son trivialmente ciertas. Supongamos que son ciertas para n =1 —1 y consideremos
n=1.

Probamos primero la afirmacion 2 en el caso de que no todos los puntos zg,...,2n
coinciden. Suponemos, sin pérdida de generalidad que zg < --- < zy; tenemos que 2y < zn

con lo que l‘ér) < :cﬁ{“) para r grande y, por tanto, por ,

f[:ngr), o ,:Eg)] — f[a:gn), ... ,m(r) ]

1t (r) o (r — 11 n—1
M fleg”s o] = lim NONNG
im0 f[a?gr), . ,w,(f)] — lim, o f[x(()r), . ,a:gll]
N Zn — 20
_ flz1s - zn) — flz0y -+ Zn—1]
Zn — 20 ’
donde la ultima tgualdad es debida a la hipdtesis de induccion. En virtud de , la
expresion resultante es precisamente f[zg, ..., zy], como queriamos probar.
Probamos ahora la afirmacion 1. St zog = z1 = -+ = 2z, en virtud de (@ tenemos que
F7 (z0) _ £
f[Z07"'7ZTl]: (' ): ‘( )7
n! n!
ya que £ = zp.
En caso contrario, podemos suponer que zo < --- < zp, Yy que zg < z,. Entonces, para
todo r, podemos encontrar iL'(()T) <. < acq(q,r) tales que

lim, 00 xlm =y, 1=0,...,n. Aplicando la Proposicién existe £ € [x[()T),:cT(f)] tal que
flay),... 2} = fOED) nl para v =12,
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Por la afirmacion 2 de este teorema, que acabamos de probar para este caso

Flz0s- s 2] = lim ey, ... 2] = lm fO (D) /nt = (@ () /nl,

r—00 7—00

para algin & € [lim,_ ¢ $((]r),limr_>fnf a:S")] = [20, 2], por la continuidad de f™(z), lo que

prueba la afirmacion 1.

Nos queda por probar la afirmacion 2 en el caso en que zy = z1 = -+ = zp. En virtud
de la afirmacion 1, para todo entero r > 1, existe £7) € [min, xgr),mzixi xZ(T)] tal que
(n)(g(r)
(r) my = LVE)
flay . xy’] = R
Puesto que z9g = -+ = z, y lim,_ acz(r) = z;, tenemos que limr_mo{(” = 29 y entonces
I (n)(g(r) (n)
lim f[e{),... 2] = lmr%ofl € _f ('ZO) R
T—00 n! n:

Corolario 3.9. Sea f € C™([a,b]), donde n > 1 es un entero. Para cada enteror > 1, sea
() (r)

Ty .., Ty una secuencia finita de puntos distintos pertenecientes al intervalo [a,b] y sea
P,,, el polinomio de interpolacion de Lagrange de f relativo a los n+1 puntos a:g), - :cgf).

Supongamos que
lim :cl(r) =
r—00

zi Vi=0,....n

y sea P, el unico polinomio de grado menor o igual que n que coincide con f en la secuencia
20,...,2n. Se cumple que P, converge uniformemente a P, en [a,b] ( cuando r — o0).
Demostracion: resulta de la formula de Newton para el polinomio de interpolacion de

Lagrange P, la seqgunda afirmacion del Teorema y la formula de Newton para P,
(ecuacion (3.7)). O

Este corolario nos lleva a interpretar el polinomio de interpolaciéon de Hermite como un
caso limite del polinomio de interpolacién de Lagrange cuando dos o méas puntos colapsan
en el mismo punto.

Por otra parte, podemos extender la construccion de la tabla de las diferencias divididas
para la interpolaciéon de Hermite. Basta observar que en el Teorema llegamos a las

expresiones de las diferencias divididas (3.8) y (3.16)).
Por tanto, podemos calcular la diferencia dividida de orden ! mediante la expresiéon

flz1se oz = flxo,sT1—1]
prp xo # )

flzos .. @] = (3.17)
f(l)l('zo)

Trog = Xy
Notese que para la construccion de la tabla de las diferencias divididas para el poli-

nomio de interpolacién de Hermite es necesario que la secuencia finita xg, ...z, verifique
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la hipotesis de las repeticiones consecutivas. Esto es debido a que se usa la formula (3,8),
obtenida en la demostraciéon del Teorema [3.6] en la cual que usé dicha hipdtesis.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.10. Vamos a construir la tabla de las diferencias divididas para calcular el

polinomio de interpolacion de f(x) = sinh x dados los valores:
f0)=0, f(0)=1, [f(1)=11752, [f'(1)=1,5431

Obviamente, el polinomio de interpolacion sera de grado menor o igual que 3 y usando
(3.17) obtenemos la siguiente tabla:

z f(z) fl, 7] flz,z,2]  flz, o, 2, 7]
0 0
1

0 0 0,1752

1,1752 0,1927
1 1,1752 0,3679

1,5431
1 1,1752

Psy(z) =0+ 1(z — 0) + (0,1752)(z — 0) + (0,1927)(z — 0)*(z — 1)

Si calculamos el valor aproximado de la funcion en 0,5 se tiene que P3(0,5) = 0,5197125
mientras que f(0,5) = 0,5211. Puesto que los puntos de interpolacion estan bastante ale-

jados entre si el error es considerable.
El siguiente ejemplo esta propuesto como ejercicio en [5].

Ejemplo 3.11. Consideramos los valores:

sin(1,6) = 0,9995736030 cos(1,6) = —0,9291995223
sin(1,7) = 0,9916648105 cos(1,7) = —0,1288444943
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Queremos aproximar el valor de sin(1,65). Tenemos que f(z) = sin(x), zgp =a =16y

x1 = b= 1,7, construyamos primero la tabla de las diferencias divididas para estos datos:

x /() [z, ] flo,z, 2] fla, o, 2, 2]

1,6 0,9995736030
—0,0291995223

1,6 0,9995736030 —0,498884027
—0,079087925 0,01318334

1,7 0,9916648105 —0,497565693
—0,1288444943

1,7 0,9916648105

Se obtiene el polinomio de interpolacion de Hermite:

P_3(X) =
(8799839047132805%X"~3) /288230376151711744 - (324825484178482993*X"2)/576460752303423488 +

(2410609107538067757*X) /1441151880758558720 - 259609249427398889/900719925474099200

Para los calculos hemos empleado el programa HERMITE2.m, cuyo coédigo se adjunta
en el apéndice.

Al evaluar este polinomio en el punto 1,65 se obtiene que P3(1,65) = 0,996864768900000
mientras que el valor real de la funcion es f(1,65) = 0,996865028453919. El error es por

tanto

|P5(1,65) — f(1,65)| = 2,59554 - 1077 (3.18)

Acotemos el error cometido al aproximar f(z) por P3(z) en el intervalo [1,6,1,7], para
ello usaremos el Teorema [2.91

f@W(z) = sin(z) es decreciente y positiva en el intervalo [1,6,1,7], por tanto,
1o = FP(1,6) = sin(1,6) = 0,9995736030,
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y entonces
|P3(z) — f(x)] <2,60306-107". (3.19)

Vemos que el error calculado en (3.18]) esta por debajo de la cota hallada en (3.19)).

38



ANEXO I. Codigo Matlab para el
polinomio de interpolacion de

Lagrange

Estas lineas de c6digo nos permiten obtener la férmula de Newton para el polinomio
de interpolaciéon de Lagrange. El programa NEWTON.m obtiene también una matriz

triangular inferior que se corresponde con la tabla de las diferencias divididas.

%POLINOMIO DE INTERPOLACION DE NEWTON

%ORDEN DEL POLINOMIQ DE INTERPOLACION

n=input (’Introduca el grado del polinomio de interpolacidn’);

%PUNTOS DE INTERPOLACION

x=zeros(l,n+1);

fprintf (’Introduzca %d los puntos de interpolacién: \n’,n+1)
for i=1:n+1

x(i)=input (*?);

end

%VALORES DE LA FUNCION

fx=zeros(1,n+1);

fprintf (’Introduzca los valores delafuncidén en dichos puntos’)
for i=1:n+1

fx(i)=input(’’);

end

%CALCULO DE LA TABLA DE LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS. Obtendremos una matriz
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%triangular inferior
D=zeros(n+1,n+2);

for i=1:n+1

D(i,1)=x(i);

D(i,2)=fx(i);

for j=3:n+2

if i+1>=j
D(i,j)=(D(i,j-1)-D(i-1,j-1))/(D(i,1)-D(i-1-j+3,1));
end

end

end

fprintf (’La matriz de las diferencias divididas es:\n’)
disp(D)

%CONSTRUIMOS EL POLINOMIO DE INTERPOLACION

syms X

Q=D(1,2);

p=0;

for i=2:n+1
p=D(i,i+1);

for j=2:1i;
p=p*(X-D(j-1,1));
end

Q=Q+p;

end

fprintf (’El polinomio de interpolacién de Newton es’)
disp(Q)

%GRAFICA

J#Representamos ahora el polinomio de interpolacidén en azul. Los puntos de
%interpolacidn estan sefialados con asteriscos rojos.

a=input (’Introduce el exremo inferior de la grafica’);

b=input (’Introduce el extremo superior de la grafica’);

T=linspace(a,b); Y=subs(Q,X,T);
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plot(T,Y)
hold on
plot(x,fx, ’r*?)

%CALCULO APROXIMADO DEL VALOR DE LA FUNCION EN UN PUNTO

fprintf (’Introduce un punto donde quieras aproximar el valor de la funcidn’)
t=input(’’);

subs(Q,t)

41



42



ANEXO II. Codigo Matlab para el

polinomio de interpolacion de

Hermite

Hemos visto a lo largo de este trabajo que podemos obtener el polinomio de Hermite
de dos maneras distintas: mediante la férmula y mediante diferencias divididas.

Se muestran a continuacion las lineas de codigo del programa HERMITE1.m que
obtiene el polinomio de interpolacién de Hermite usando la férmula .

También se incluyen los datos correspondientes al Ejemplo en el archivo datal.m.

%CALCULO DEL POLINOMIO DE HERMITE USANDO LA FORMULA (2.8)
clc
clear all

data?2

k=length(x)-1;
m=[fx’,dx];

syms X

for i=1:k+1

prod=1;

for j=1:k+1

if i7=j
res=(((X-x(3))/(x(1)-x(j)))~(alfa(j)+1));
prod=prod*res;

end
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end
q(i)=prod;

end

for i=1:k+1

syms X
p(i,alfa(i)+1)=((X-x(i))~alfa(i)/factorial(alfa(i)))*q(i);

for l=alfa(i):-1:1

p(i,D=(X-x(i))~(1-1)/factorial(1-1))*q(i);

sum=0;

for j=l:alfa(i)
dq(i)=diff(q(i),j-1+1);
gqixi=subs(dq(i),x(i));
sum=sum+nchoosek(j,1-1)*qixi*p(i,j+1);

end
p(i,1)=p(i,1)-sum;

end

end

pol=0;

for i=1:k+1

for 1=1:alfa(i)+1
pol=m(i,1)*p(i,1)+pol;
end

end

pol

Codigo de datal.m relativo al Ejemplo
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%DATOS DEL EJEMPLO 2.5

Jn= grado del polinomio de interpolacién
%x= puntos de interpolacidn
%»fx valores de la funcion

%dx matriz de derivadas

x=[0 0.25]
fx=[0 1]
dx=[pi;2%*pi]
alfa=[1 1]

A continuacién se muestran las lineas de codigo del programa HERMITE2.m para
obtener el polinomio de interpolacién de Hermite en la forma de Newton, asi como la tabla
de las diferencias divididas en forma de matriz triangular inferior.

Se dan los datos del Ejemplo en el archivo data2.m, mostrado abajo.

%CALCULO DEL POLINOMIO DE HERMITE EN LA FORMA DE NEWTON
clc

clear all

data
D=[x’,fx’,dx]

DD=zeros (n+1,n+2) ;

%MATRIZ DE LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS
for i=1:n+1

DD(i,1)=x(i);

DD(i,2)=fx(1);

end

for i=2:n+1

for j=3:n+2

if i+1>=j

if D(i,1)==D(i-1-j+3,1)
DD(i,j)=D(i-1,j)/factorial(j-2);
else DD(i,j)=(DD(i,j-1)-DD(i-1,j-1))/(DD(i,1)-DD(i-1-j+3,1));
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end
end
end

end

%CALCULO DEL POLINOMIO DE HERMITE
syms X

P=0;

Q=DD(1,2);

for i=2:n+1
p=DD(i,i+1);

for j=2:i;
p=p*(X-DD(j-1,1));
end

Q=Q+p;

end

disp(Q)

A continuacion el archivo data2.m relativo al Ejemplo [3.11}

%DATOS DEL EJEMPLO 3.11

Jn= grado del polinomio de interpolacién
%x= puntos de interpolacidn
%fx valores de la funcion

%dx matrizde derivadas

n=3;

x=[1.6 1.6 1.7 1.7]

fx=[0.9995736030 0.9995736030 0.9916648105 0.9916648105]

dx=[-0.9291995223 0 0 ;-0.9291995223 0 0 ;-0.1288444943 0 0;-0.1288444943 0 0]

La representaciéon gréafica y el célculo aproximado del valor de la funcién en un punto

es anélogo al realizado en el programa NEWTON.m.
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