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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Anilisis Matematica

Titulo: El fenémeno del bombeo sin valvulas. Modelizacién matema-

tica y existencia de solucién periddica.

Breve descripcion del contenido

Este trabajo es fruto del interés por la aplicacién de las matematicas
a modelos de la vida real. Estudiamos el fenémedo del bombeo sin
valvulas, consistente en el transporte de un fluido liquido que llena
un sistema de tubos y tanques sin valvulas. Modelamos este fen6meno
como una ecuaciéon diferencial ordinaria y probaremos la existencia de

soluciones del mismo.

Recomendaciones
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conocimientos vistos en asignaturas como Ecuaciones Diferenciales
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Resumen

En hidrodindmica, el bombeo sin valvulas consiste en el transporte de fluidos liquidos en
sistemas mecéanicos sin valvulas garantizando una direccién predilecta para el flujo. El interés
principal de este fenémeno reside en el estudio del sistema cardiovascular. Se observd que pa-
cientes a los que les fallaron las valvulas del corazén podian mantener su circulacién sanguinea
por un tiempo. Los experimentos realizados por Liebau en 1954 sugirieron la existencia de un
efecto de bombeo sin valvulas producido por la respiracién periddica. En este trabajo se propone
estudiar distintas configuraciones de este fenémeno, modelarlo como una ecuacion diferencial or-
dinaria con una singularidad y probar la existencia de soluciones del mismo empleando algunos

herramientas matematicas como el método de las sub y sobre soluciones.

Abstract

In hydrodynamics, valveless pumping is used for the conveyance of liquid fluids in mechanical
systems that have no valves to ensure the preferential direction of flow. The main interest of this
phenomenon is the study of the cardiovascular system. It was observed that patients whose heart
valves failed were able to maintain their blood circulation for a period of time. Experiments
conducted by Liebau in 1954 suggested that highest efficiency of pumping in cardiovascular
systems is reached through cooperation of heart pumping with valves and valveless pumping
through respiration. The purpose of this paper is to model this phenomenon as a nonlinear
ordinary differential equation with a singularity. We will also prove the existence of solutions of

the model using some methods such as the lower and upper functions method.
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Introduccion

La circulacién de la sangre en el sistema cardiovascular se mantiene cierto tiempo cuando las
valvulas del corazoén fallan. Este hecho se debe al fenémeno conocido como el bombeo sin vdlvulas.
Se trata del transporte de fluidos liquidos en sistemas mecanicos sin valvulas garantizando una

direccién predilecta para el flujo.

Este fenomeno fue estudiado y publicado en 1954 por Gerhart Liebau [4]. Observo que la
energia asociada a la circulacion de la sangre no era causada tnicamente por el trabajo del
corazén. Para probar esta hipotesis, Liebau hizo experimentos usando tubos elasticos de diferen-
tes longitudes y propiedades elasticas demostrando asi la existencia de un bombeo sin vdlvulas,

conocido también como el el fendmeno de Liebau.

El primero en procurar modelar este fenémeno fue von Bredow en 1968 [2] usando las ecua-
ciones de Navier-Stokes. La configuracién que consider6 estaba compuesta por un tubo elastico
conectado a dos tanques con agua, tal y como se puede observar en la Figura [I] Ademaés, en su

estudio habia indicaciones de que el fenémeno de Liebau también ocurre en los tubos rigidos.

De la misma manera, en 1985 Takagi y Takahashi [9] propusieron un modelo para tuberias
rigidas y pudieron demostrar el bombeo sin valvulas en experimentos reales. Sin embargo, muchos
modelos propuestos para este fenémeno fueron inexplorados puesto que no habia gran interés

por el bombeo sin valvulas por ser menos eficiente que el bombeo usando valvulas.

po

1

Figura 1: Configuraciéon de von Bredow.

No obstante, unos estudios fisiologicos recientes [5] muestran que el sistema cardiovascular

alcanza su eficiencia méaxima a través de la combinacién del bombeo con valvulas del corazén
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x INTRODUCCION

y el bombeo sin valvulas que produce la respiracion. En estos estudios también se observd que
algunos invertebrados poseen un sistema circulatorio sin véalvulas. Por todo esto, se reinicié el

estudio de estos modelos para mejorar la comprension del fenémeno de Liebau.

En este trabajo se consideran las configuraciones modeladas por Georg Propst en [8]: un
tanque, dos tanques y tres tanques, todos ellos conectados por tubos rigidos. A pesar de las
diferencias en estas configuraciones, el efecto del bombeo sin vélvulas se puede observar en

cualquiera de ellas.

En particular, estudiaremos la existencia de soluciones para el modelo cuya configuracion
consta de un tanque y un tubo. Para esto nos apoyaremos en el trabajo realizado por José Angel

Cid, Georg Propst y Milan Tvrdy en [3].

Para el estudio de existencia de soluciones, haremos uso del método de las sub y sobre
soluciones. La teoria de las sub y sobre soluciones es conocida como un método elemental para el
estudio de la existencia, la estabilidad, la multiplicidad y la aproximacién de las soluciones. De
este modo, este método reemplaza la dificultad de buscar una solucién de un problema a buscar

las sub y sobre soluciones.

Para el estudio de las diferentes configuraciones, consideraremos un fluido que se desplaza
a lo largo de una tuberfa horizontal de seccién constante, es decir, el tubo es rigido. Cuando
consideremos el modelo con fuerzas de rozamiento presentes debido a la viscosidad del fluido,
seréd necesaria una diferencia de presiones entre los extremos del tubo para que se pueda producir
el movimiento del fluido. Para esto, emplearemos la Ley de Poiseuille que estable que el caudal

del fluido es proporcional a la diferencia de presiones.



Capitulo 1

El modelo

1.1. Configuracién de un tanque

Se considera la configuraciéon de la Figura [I.1} un tubo conectado a un tanque vertical que
contiene un fluido incompresible de densidad p. El tubo esta limitado por un pistén que se mueve
ejerciendo una presion, p(t), y se supone que tanto la masa como la friccion del piston son nulas,
asi como la presién ambiental ejercida sobre el fluido del tanque abierto. De esta manera, las
tnicas fuerzas que actian sobre el fluido del tubo son la presion que ejerce el piston, p(t), y la

presion que hay al final del tubo en la entrada del tanque, p©(t).

— [ ————>]
' h
P W —>

Figura 1.1: Configuracién de un tanque.

Denotando por V (¢) el volumen del tanque, m(t) la masa variable, h(t) el nivel de altura en

el tanque, A; la seccién transversal y g la aceleraciéon gravitatoria, se tiene que

y, por la segunda ley de Newton,



2 1. El1 modelo

Entonces, se observa que

F Ph(t)AtQZ

t) = — = h(t) g.
pt) = o 1 ph(t) g
Es decir, el sistema esté en equilibrio cuando se tiene
p(t) = p g h(t). (L1)

Por la segunda ley de Newton, se sabe también que la variacién del momento de la masa del

fluido en el tubo es igual a la suma de fuerzas que actian sobre él:

p (Lw) (t) =p(t) —p°(t), (1.2)

donde [(t) es la longitud del tubo (distancia del piston a la entrada del tanque) y w(t) = —I'(t)

la velocidad del fluido en el tubo.

Es razonable pensar que la seccién transversal del tanque, A, es mucho mayor que la seccién
transversal del tubo, A,. Por lo tanto, el fluido en el tanque estd casi en reposo y la pérdida de

presion en la unién del tanque con el tubo viene dada por:
e __ ce P 2
pghlt) —p(t) =& 5 v, (1.3)

donde £° > 1 es un coeficiente de friccion cuyo valor depende de la forma geométrica de la unién.
Para una unién ideal, se tiene que & = 1, con lo que la ecuaciéon anterior se convierte en la

ecuacion de Bernoulli para la perfecta aceleracion y desaceleracion del fluido.

Asimismo, empleando (|1.2) y (1.3)) obtenemos:

—p (L)) = p(t) = p g h(t) +€° £ (12 (1.4)

Como la seccién transversal del tanque es constante, se ve claramente que
V(t+e)=h(t+¢e) A (1.5)

para un € > 0 tan pequenio como se desee. Se observa también que

V(t+¢e)=h(t) Ar+ A, /tt+€ w(s)ds = (h(t) + i]: /;JFE w(s) ds> Ay, (1.6)

donde w(s) es la cantidad de fluido que entra por unidad de superficie.

Entonces, despejando en (1.5)) y (|1.6]), se tiene

t+e
h(t+¢€) = h(t) + i]: /t w(s)ds

e—0 e At
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De este modo, aunque no se conoce h(t), se sabe que la variabilidad de ésta viene dada por
B (t) = c w(t) (1.7)

donde ¢ = A,/A; < 1.

Ademés, gracias a que el volumen total del fluido es constante, se puede relacionar [(t) y h(t)

empleando la formula del volumen de la siguiente manera
Ap l(t) + A h(t) = W. (1.8)
Supoéngase ahora que p(t) es periddica y que w(t) y h(t) son soluciones periddicas de (1.2]) y

(1.7) del mismo periodo T' > 0 (veremos en el siguiente capitulo la existencia de estas soluciones).
Integramos ((1.2) de 0 a Ty dividimos por 7' como sigue

T T
;/0 p (Lw)'(t)dt = ;/0 p(t) —p°(t) dt (1.9)

y por ser el producto [(t) w(t) T-periddico, se sabe que

T
/ (L w)'(t)dt = 0.
0

Asi, se anula la parte izquierda de la igualdad de la ecuacion (|1.9)) y en la parte derecha, em-
pleando (|1.3), obtenemos los valores medios:

O:ﬁ—pgﬁ—i—{egﬁ.

Notacion 1.1. La barra sobre las funciones periédicas denota su valor medio, por ejemplo,

1 (T
p:T/o p(t) dt.

Asi, el nivel de altura medio en el tanque es de la forma que sigue

h:plg(p—i-fegw?).

Si la funcion p(t) es constante, claramente p(t) = p y el sistema alcanza el equilibrio en

ho = L.

Py
Asi se observa que el nivel medio del sistema forzado periddicamente, h, es mayor que el del
sistema con la presiéon constante, hg. Esto indica que hay un efecto de bombeo producido por la

excitacion periddica.
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Otro modelo para la pérdida de presion en la union del tubo con el tanque es el siguiente

é-e 1— Sgn(w(t)) B U}2(t), (110)

p g h(t)—pt) = 5 5

donde

sgn(w(t)) =¢ 0  si w(t) =0,

-1 st w(t) <0.

\
Sustituyendo en ((1.2)), integrando de 0 a Ty dividiendo por 7' como hicimos anteriormente,

h:plg<p+§ei (W—ufﬁ))

Notacion 1.2. Para una funcion continua w: [0, 7] — R, denotamos

obtenemos

- T
w? = % /0 sgn(w(t)) w(t)? dt.

w? puede ser cero, positivo o negativo, pero la diferencia w? — w? es siempre mayor o igual que

cero.

La Ley de Poiseuille permite determinar el flujo laminar estacionario de un liquido incom-
presible y uniformemente viscoso (fluido newtoniano) a través de un tubo cilindrico de seccion

circular constante.

De este modo, a continuacion consideraremos el modelo estudiado en [3] que incluye la friccion

dada por la Ley de Poiseuille. Esta ley establece que
—p (L1)(®) =p(t) = p g ht) + & £ () + 1o LV (1.11)
donde rg > 0 es el coeficiente de friccion.

De (|1.8)) y (1.11]), deducimos la siguiente expresion

z”:f@lw% <(1+§2> (l’)%gv(]p)gAp.
P

Por comodidad, se hara uso de la siguiente notacion:

o £ gAp
a=—, b:1+*7 cC=——, € = —
P 2 Ay Ay p

donde, por definicion,

a>0, b>1, ¢>0 ye(t)es una funcién continua y 7T-periddica en R. (1.12)
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De este modo, se llega al siguiente problema periédico:

V() +al'(t) = g5 (e(t) = (l'(t)l)2) —¢ t€[0,T] (1.13)

Cabe destacar que si a = 0, implicaria rg = 0, es decir, no habria fricciéon y se tendria la
ecuacion (1.4]). Sin embargo, se supone a > 0 porque, como se veré en la siguiente seccion, sera

necesario que el término lineal de primer orden tenga coeficiente positivo.

1.2. Configuraciéon de dos tanques

A continuacion, se considera la configuracion de dos tanques unidos por un tubo con longitud
fija I, como se observa en la Figura De nuevo, se denota por w(t) la velocidad del fluido en
direccion del tanque de la izquierda hacia el tanque de la derecha. Sea p(t) la presion sobre el
fluido en el tanque de la izquierda de seccion transversal Ag y con nivel de altura ho(t). En esta
nueva configuracion, la presion p®(t) es la presion que hay en el inicio del tubo, causada por el

nuevo tanque. Por la segunda ley de Newton, obtenemos la siguiente ecuacion:

p (Lw) () =p(t) — p°(2).

L
o

W —>

Figura 1.2: Configuraciéon de dos tanques.

La presion al principio del tubo, pb(t), puede ser modelada de forma anéloga al caso anterior,

cambiando h por hg, A; por Ag y p® por p?, obteniendo asi los siguientes modelos

pb=p+pgho—£bgw2(t)7 (1.14)

o bien

—w

1+ sgn(w(t)) p
— ¢ SR — 2(t),

P =p+pgho (1.15)

con &% > 1 el coeficiente de friccion en la entrada del tubo.
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Notese que en este caso se toma (1 + sgn(w(t)))/2 puesto que solo se considera el flujo que

sale del tanque de la izquierda.
La variacion de h(t) viene dada por y se relaciona h(t) con hy(t) como sigue
Ag ho(t) + A¢ h(t) = Vo, (1.16)
con Vj el volumen total del fluido fuera del tubo (siempre lleno).
De este modo, por se sabe que
Presion del tanque de la derecha = p h(t) g

Presion del tanque de la izquierda = p ho(t) g

e igualando la presion, se deduce que el sistema alcanza el equilibrio cuando p+ p g hg = p g h.
Supéngase que p es periddica y que w y h son también periddicas del mismo periodo T' > 0.

Combinando (1.3)) y (1.14]), se obtiene

p(lw)’:p+pgho—§”ng—pthréeng-

Nuevamente, se integra de 0 a T y se divide entre T'. Por simplicidad, se supone p = 0. Como
w(t) es T-periodica, la parte izquierda de la igualdad se anula. Despejando se tiene lo siguiente
Rfo= o u? (¢ —¢) (117)

% . .
Notese que si £ = €€, no habria bombeo y si £ # £¢ el bombeo irfa en la direccion de mayor

a menor presion debida a la mayor pérdida de presiéon en las uniones.

Repitiendo el mismo proceso para el modelo ([1.10]) y (1.15]), se obtiene
- — 1 — 1 =
h—ho=w? (€-¢") - —w (e +¢"). 1.18
Rl G B il G (1.18)
De este modo, cuando £ = £°, que haya bombeo, o no, depende tnicamente de si w? # 0.
En caso de utilizar el modelo (1.10) y ((1.14)), vemos que mismo si & = £¢ hay efecto bombeo

- 1 = 1 —~

R—ho=—w? (€-26)— = w? 1.19

Y 3 3 1g (1.19)

En definitiva, en la configuraciéon de dos tanques el efecto bombeo viene dado por la pérdida

de presion en las uniones de los tanques con el tubo, pues depende de £ — ¢ # 0 o de los
términos sgn(w). Asi, esta pérdida de presion acttia como una véalvula, haciendo que el fluido
vaya en direccién de la mayor pérdida de presiéon. Por ejemplo, en el primer modelo se obtiene

(1.17) vy si &% > €°, se produce un efecto de bombeo negativo, pues el nivel de altura es mayor

en el tanque en el que se aplica una presién periddica.
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1.3. Configuracion de tres tanques

Se considera la configuracion formada por tres tanques unidos por dos tubos de longitudes Iy
y l2, de forma que l; < la, tal y como se aprecia en la Figura[l.3] El tanque del medio experimenta
una presion p(t) dada, y los niveles de altura en los tanques laterales vienen dados por hy y he,
mientras que las velocidades se denotan por w; y ws. Por simplicidad, en este modelo se supone
que las secciones transversales de los tanques son todas iguales, A;, y las secciones transversales

de los tubos iguales, Ap.

— W Wy —»

Figura 1.3: Configuracién de tres tanques.

Repitiendo el proceso que se aplico para las anteriores configuraciones de tanques y empleando
la Ley de Poiseuille con coeficiente de friccion rg ademas de aplicar (1.3)) para la pérdida de presion

en las uniones, se obtiene el siguiente sistema formado por cuatro ecuaciones diferenciales:

b =cw;, i=1,2,
: e _ b} £ g2 - (1.20)

p(liw) =pg (ho—hi)+ (& — &) Sw?—roliwi+p, i=1,2,
donde Vj es el volumen constante de los tres tanques (sin tener en cuenta el volumen de los tubos

que estan siempre llenos).

Para facilitar los calculos, se consideran los tres tanques con igual seccion transversal, A;. De
este modo,

hi A¢ + ha Ay + ho Ay = Vp.

Despejando en esta ecuacién se obtiene
Vo
ho = — — hy — ha.
0 At 1 2
Asi, para una presién constante p = P, el sistema esta en equilibrio si hy = ho vy P+ pgho =

pgh1, pues cuando esta en equilibrio se sabe que w; = 0 y que

0=p=pg(hi—ho)

Se puede apreciar que el efecto bombeo en esta configuracién viene dado por la diferencia

del nivel de altura en los dos tanques exteriores, es decir, hg — hi. Asi, el efecto bombeo en este
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modelo con tres tanques puede ser comprendido como una combinacién de la configuracién de
dos tanques. Sea & = & — {ll-’ la pérdida neta de presion en el tubo i. Por el anélisis hecho en la
configuracion de dos tanques, se obtuvo ([1.17)), es decir,

— 1 —
hi — h() = % fl wiz. (1.21)

Sea p periodica y sean wy, we, hy y hg soluciones de ([1.20)) del mismo periodo T' > 0 (se

verd la existencia de dichas soluciones en el proximo capitulo). Integrando en las ecuaciones de

h; dadas en , se tiene que w; = 0.
Por otro lado, sabiendo que
hg —hi = (ha — ho) — (h1 — ho)
y aplicando (|1.21)), se obtiene

J— _ 1 R _
h2 — hl = ﬂ <€2 w% — 51 w%) . (122)

En caso de que & = Eg’, no hay efecto bombeo, pues tendriamos & = 0,7 = 1,2 y por tanto
hy —h1 = 0.

Supoéngase que & = £ =: £ # 0, entonces
Y S ——

En caso de que £ = 0, no hay efecto bombeo. Sin embargo, si £ > 0 el bombeo va desde el
tanque del medio hacia los tanques exteriores porque la pérdida de presiéon en la unién final del
tubo es mayor. Por otro lado, si £ < 0, el tanque del medio absorbe més volumen del tanque 1

que del tanque 2.

1.4. Configuracién de tres tanques con pistén
Por ultimo, se considera la configuracion de la Figura que consta de tres tanques con un
piston en el tanque del medio que delimita el nivel de altura ho(t).
De nuevo, las ecuaciones para el momento del fluido son
p ,
p(liw) =p™—¢& 51%2—??—7“0 liw, i=1,2, (1.23)

donde pf es la pérdida de presion en la entrada del tubo ¢ que viene modelada por (1.3) y p™ es

la presion en el fondo del tanque del medio.



1.4. Configuraciéon de tres tanques con pistéon

| |

h4 ho

«— Wy Wy —»

Figura 1.4: Configuracién de tres tanques con pistéon

Para simplificar los calculos, se emplea la siguiente notaciéon

w—_ = ll w1 — lQ w2, w4 = w1 -+ wa (1.24)
y se restan las dos ecuaciones de ([1.23)) para que se cancele p™. De este modo, denotando
&=6—¢
y
40
r=—
P
se obtiene
&2 éh—2w§—rw_. (1.25)

w' =g (hy —h1) + 5 Wi
De nuevo, h} = ¢ w; y, como Vj es constante y Ay (ho + h1 + he) = Vb, se sabe que
ho + b} +hh =0.
Entonces, despejando en la ecuacion anterior y usando (1.24), se ve que

/
cwy = —hy.

Denotemos ahora por v(t) := —hg la velocidad del piston, que es proporcional a w4..

Para continuar con los calculos, se expresa la velocidad w; en términos de wy, w— y hg en

términos de hg y hi como sigue

=— (I _
w2_l1+12 1 W4 w_
y
Vo

h h hg = —.
o+ ni+ho A,
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De esta manera, en el caso en el que £ = & =: &, aplicando las anteriores expresiones, se
obtiene .
hy = cw_ + Iy v), 1.26
\= o st (1.20)
Vo § lb—h
C = ogh—(r=t Y _ S0 by )+ =2 2 1.27
W= gm <T cli+1 w-+9g A 0 +202 l1+l2v ( )

El sistema con hg constante (es decir, el sistema con hg = hq y, por tanto, v = 0) esta en
equilibrio si y s6lo si w— = 0y he — h; = 0. Se supone que hg es periddica y que hy y w_
son solucion de (|1.26]), (1.27) del mismo periodo T° > 0. Por esto, v = 0 y w_— = 0 y usando

%_h0:h1+h2y se llega a

— 7 _ & 2 2
h2 - hl = % (w2 —wl).
Nuevamente, se tiene que el bombeo del modelo de tres tanques con pistéon se debe a las

pérdidas de presion en las uniones tubo-tanque, puesto que, segun ((1.23)), se tiene



Capitulo 2
Definiciones y resultados auxiliares

Un sistema de ecuaciones diferenciales periédico se dice bombeo si tiene, al menos, una solucion

periddica asintoticamente estable cuyo valor medio no esté en equilibrio.

Para asentar las bases de este estudio, es preciso comenzar definiendo el bombeo periddica-

mente forzado.

Definicién 2.1. Sean 7' > 0, g : R3 — R y sea ¢ : R — R una funcién no constante

T-periddica. Se dice que la ecuaciéon
2" = g(x, 2 e(t))
es un bombeo periddicamente forzado si tiene una solucion xz(t), T-periddica, tal que

9(7,0,€) # 0.

Esto equivale a decir que el valor medio de z, es decir, T, no es un equilibrio de la ecuacién

diferencial

2" = g(x, 2 e).

A continuacion, se introduce el cambio de variable u = z#, con u = b%. Este cambio hace que
el problema singular (1.13) se transforme. Veamos cuél es el nuevo problema singular. Primero

se sabe que
W () = p (1) (1)

u'(t) = (p—1) 2" 72() (2 ()* + p a7 () 2 (2).

Sustituyendo ahora en (1.13)), se tiene
(= 1) 2 2(0) (21 (0)% + () 2 () +a (2L 0) 2 (0)) =

11
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1
zh(t)

(e(t) = b (ua"1(t) 2 (t))?) —c.

Dividiendo por p se tiene

(= 1) @ 72(t) (' (1)) + 2"~ (1) 2”(8) +a (a7 (t) /(1) =

gy 0= a0 S0 - s(0)
donde
r(t) = 65? y s(t) = 5
Seguidamente, por ser 1 = pi1 se tiene
D7) 2"(1) +a (27N (1)) = xul(t) r(t) — s(t).

Dividiendo ahora por z#~1(t) se llega a

2" (t) + a 2/ (t) = 2172 (t) r(t) — 2 TH(E) s(t).

De este modo, el Problema ([1.13)) se transforma en el siguiente problema regular

2" (t) +a 2 () + s(t) 2P (t) — r(t) z%(t) = 0

(2.1)
z(0) = (T, 2'(0) = 2'(T),
donde
r(t)zeff), s(t)z%, a=1-2u, B=1—p (2.2)

Notese que, puesto que b > 1 por definicion, se tiene que 0 < p < 1/2 y, por tanto, 0 < a < < 1.
Se sigue asi que el Problema (2.1)) es regular y se obtiene el siguiente resultado.

Lema 2.2. La funcion u : [0,T7] — R es solucidn positiva del Problema sty solo si
z(t) = u(t)/* es solucion positiva del Problema .

Para probar la mayor parte de los resultados de la siguiente seccién se emplea el método de las
sub y sobre soluciones. Este método es una técnica muy efectiva y una herramienta flexible para
el estudio de la existencia, la estabilidad, la multiplicidad y las aproximaciones de las soluciones.

De este modo, se introducen las siguientes definiciones y resultados.

Supoéngase que a > 0y sea f : [0,7] xR — R continua y consideremos el siguiente Problema

2"(t) + a2’ (t) + f(t,x) =0, z(0) = =(T), 2/(0) = 2/(T). (2.3)
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Definicién 2.3. Sea o1 € C%([0, 7)) una funcién T-periédica. Se dice que oy es una sub-solucion
para el Problema (2.3)) si

al(t) +adi(t)+ f(t,o1(t)) >0 paratodot € [0,T].
Analogamente, una sobre-solucion es una funcion oo € C2([0, 7)) tal que

oy (t) +a oh(t) + f(t,o2(t)) <0 parate[0,T].

De este modo, una solucién o del Problema (2.3) es al mismo tiempo una sub-solucién y una

sobre-solucion.

Definiciéon 2.4. Una sub-solucion o7 del Problema ([2.3)) (respectivamente, sobre-solucion o)
se dice estricta si para toda solucion u de (2.3)) con u > o1 (respectivamente, u < o3) es tal que

u(t) > o1(t) (respectivamente, u(t) < oa(t)).

Los siguientes resultados y definiciones seran empleados en la siguiente seccidon para demostrar

la existencia de soluciones.

Teorema 2.5. [, Teorema 2.4] Sean o1 y o9 sub y sobre soluciones, respectivamente, del Pro-
blema , tales que o9 < o1 en [0,T]. Supongase que f : [a,b] x R — R es una funcion
L'-Carathéodory tal que para algin a_,b, € L'(a,b) con by >0, se verifica

t
limsup f(t,z) <a_(t) y limsup flt.z)
T

T—r—00 T—r00

< by (t) (2.4)

uniformemente en t. Ademds, supongase que para cualquier p € L'(a,b) tal que p < b, para casi

todo punto en [a,b] y un t € [a,b], el problema

" +pt)z=0 2.5)
z(t) =0, z(t+b—a)=0 '

tiene una tunica solucion. Entonces, existe una solucion x € S del Problema , donde

S = {l’ S C([CL, b]) | dtq, tg € [CL, b], l’(tl) > 0'2(751), a?(tg) > 0'1(752)}.

El siguiente corolario es un caso particular del anterior teorema del que se hara uso en la

siguiente seccion.

Corolario 2.6. Sean o1 y o2 funciones inferior y superior, respectivamente, del Problema
tales que oy < o1 en [0,T]. Supongase que f : [0,T] x R — R es continua y que existe una

funcion p continua en [0,T)] tal que, para t € [0,T], se tiene

" 2
limsup f(t,z) < p(t) y limsup f(t,z) <

T
T——00 T—00 X T2

Entonces, el Problema tiene una solucion x tal que, para algin ty € [0,T] se tiene

oa(t1) < z(ty) < o1(t1).
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Un estudio de las sub y sobre soluciones llevado a cabo por Pierpaolo Omari y Maurizio
Trombetta [7], del cual forman parte el siguiente lema y la proposicion que le prosigue, nos

permitira demostrar algunos resultados posteriores.

Denotemos por szr’l(O,Qﬂ) al espacio de todas las funciones h : [0,27] — R de clase

C P~1(0,27) que cumplen las condiciones
h® (0) = h(i)(27r) para todoi =0,...,p— 1

y con h P~ absolutamente continua en (0, 27).

Sea L : WQz’l(O, 2m) — LY(0,27) el operador diferencial lineal de orden n que tiene la
siguiente forma

L=D"+a; D" '+ .. 4+a,1D+a,l

donde D = d/dt, los a; son constantes reales fijas con ¢ = 1,...,n y donde I es el operador
identidad.

Definicién 2.7. Se dice que el operador L es inverso positivo (respectivamente, inverso negativo)

si L(u) > 0 implica u > 0 (respectivamente, u < 0).

Equivalentemente, el operador L es inverso positivo (respectivamente, inverso negativo) si es

invertible y su inversa es positiva (respectivamente, negativa).

Lema 2.8. [7, Lema 2.1] El operador
D—al:W,"" — LY(0,2n)

es inverso positivo si y solo si a < 0. Respectivamente, es inverso negativo si y solo si a > 0.

Por otra parte, el operador
(D—B D2 +~%1:W,2" — LY(0,2n)
es inverso positivo si y sélo si 0 <y < 1/2.

Proposicién 2.9. [7, Proposicion 2.2] Sea L = D*4+a D+ I : WQi’l — LY(0,27) un operador
diferencial de seqgundo orden con a, A € R. Entonces, el operador es inverso negativo si y solo si

A < 0. Por otra parte, este operador es inverso positivo si y solo si

1+ a?

A<
0<A< 1

Demostracion. La ecuacion caracteristica de este operador es

24+at+A=0
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y sus raices son de la forma

—atvVa2—4\
5 )

t =

De esta manera, se distinguen dos casos:
Caso 1: a®> — 4 X\ > 0. En este caso, las raices serian reales, es decir,

—a—+a?—4\
3]

ceR
2
—a++Va2—4\
to = 5 eR

y, claramente, t; < to.

De esta manera, podemos escribir la siguiente composicién
" +au + XNu=(LioLy) (u)
donde
Ly (u)=v —tiu
Ly (u)=v —tau
y, haciendo esta composicion, se tiene

(L1 o Ly) (u) = Li(Lg (u)) = (L2(u)) +t1 La(u) =

u”*tgu,*tl u'+t1 tgu:u"f(thttg) u'+t1 tQ’LL

donde vemos que a = t; +t9 v b = t1to.
Asimismo, observamos que t3 < 0 si y s6lo si

Vai—4l<a

que equivale a

a’® — 4\ < a®.

De esta manera, sabemos que to < 0 si y sélo si A > 0.

Por el hecho de que t; < t2 < 0, es obvio que

(Ll o) LQ)(U,) = Ll(L2<’LL)) Z 0

y, por el Lema [2.8] puesto que t; < 0, se tiene que el operador L; es inverso positivo, es decir,
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De nuevo, por ser to < 0, el Lema [2.8] implica que el operador Ls es inverso positivo, esto es

u > 0.

En caso de que A < 0, es claro que equivale a to > 0. Véase que, en este caso, t; < 0.

—a> Va2 —4\

Supongase que t1 > 0, es decir,

que equivale a
a?>a*—4 )

que equivaldria a que \ sea positivo, llegando asi a una contradicciéon. Por tanto, se tiene

t; <0<t

Nuevamente, por el Lema [2.8] puesto que el operador L; es inverso positivo, es decir,
LQ (u) Z 0
y, como ty > 0, el operador Ls es inverso negativo o, equivalentemente,

u < 0.

Caso 2: a®> — 4 X\ < 0. En este caso, las raices de la ecuacion caracteristica son complejas, es
decir, son de la forma
a  V4X—a?

t=——=+
2 2

De esta manera, es claro que

2
9 B a\? 4\ —a?
¢ +at+)\_<x\+2> +<2 .

Por el Lema [2.8] tomando

a V4 N —a?
B=—% y v=—7F5—
2 2
sabemos que el operador es inverso positivo si y sélo si
0<y< !
7=
0, equivalentemente,
4N—a’<1.

Asi, podemos concluir que el operador es inverso positivo si y solo si

1 2
0< A< ta
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El siguiente Lema es una generalizaciéon de la proposiciéon anterior.

Lema 2.10. Sean a, X € R tal que

0<A< (;)2+CZ (2.6)

y sea h continua en [0,T]. Entonces cualquier solucion u del problema
W +au 4+ A= h(t), uw0) =u(T), v (0) =u(T)
es no negativa en [0,T] cuando h es no negativa en [0,T].

Demostracion. La demostracion se sigue de la anterior proposicién empleando el siguiente cambio
de variable
()=t 5
v(t)=ult —
2T
T

T
") = — o (¢
o) 27Tu< s

T

2
- (&) <)

Recuérdese que en la notacion del Lema [2.8

para t € [0, 27].

a=-28 y A=p+7"

y, por tanto, empleando el cambio de variable, se tiene

4 72

() -2 %” V() + (B2 +~2) v(t), te0,2n).

Multiplicando por el término T2 /472, se obtiene

donde T T
=B — Yy T=7- (2.7)

@

Por el Lema se sabe que 0 <7 < 1/2. Entonces, se tiene

0< <

| =

T

de lo que se deduce
0<vy<

Nl =
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Por otro lado, como se sabe que 72 = A — 2 se deduce rapidamente que

=53

El siguiente resultado sera ttil para probar la existencia de soluciéon periddica estable.

Lema 2.11. Supdngase que a > 0 y sea o1 una sub-solucion estricta y sea oo una sobre-solucion
estricta de tales que o9 < o1 en [0,T]. Ademds, supdngase
T 2

0 2 a
J— < | — -
x]‘(t,x) (T) + 1 para c.t.p en [0,T] y para todo x € [oa(t),o1(t)],

y que existe una funcion continua v : [0,T] — [0,00) tal que ¥ >0 y

0
%f(t,:c) > ~(t) para t €[0,T), x € [o2(t),o1(t)].

Entonces el Problema tiene al menos una solucion, x, T-periddica asintdticamente estable
tal que

o9 <z <ojenl0,T]



Capitulo 3

Existencia de soluciones

Suponiendo que u es solucion positiva del Problema ((1.13]) y multiplicando por u(t) la ecua-

cion del problema se tiene

T T T
/0 ult) u(t) dt = [u(t) o' (£)]F — /0 () (8 dt = —/0 o (B (1) dt,
0
se llega a
—u/(t)2 =e(t) — b (W' (t)% — u(t)
Es decir,

e—cu=(b—1) ()2 (3.1)

De esto se deducen inmediatamente los siguientes resultados.

Teorema 3.1. Supdngase que a > 0, b > 1, ¢ > 0, e(t) es una funcion continua y T-periddica
en R y que el Problema tiene solucion positiva. Entonces se tiene

e> 0. (3.2)

19
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Demostracion. La prueba de este teorema es inmediata. Despejando en (3.1)) se deduce que

e=(b-1) (W) +cu.

Por (1.12), se sabe que
b—1>0 ¢>0

y como u es solucion positiva del Problema (1.13)), es claro que w > 0. Por tanto, queda demos-
trado que € > 0.

Observacion 3.2. Recuérdese que, por definicion, se tiene

Entonces, € > 0 si y sélo si

Esto implica que, fijados Vy y Ay, si la presion periodica p es tal que p > 0, entonces el problema

(1.13) no tiene soluciéon para los fluidos con densidad p suficientemente pequena.

Teorema 3.3. Supdngase que a > 0, b > 1, ¢ > 0, e(t) es una funcion continua y T-periddica

en R y que el problema tiene solucidn positiva no constante. Entonces la ecuacion

(e(t) = b (u)?) —c (3.3)

SN

" i
u +au =

del problema se corresponde a un bombeo T-periddico forzado.

Demostracion. Definase g : R — R tal que g(z,y,2) = —a y+ %(z —by?) —cparaz € (0,00),
y, z € R. Asi, la ecuacion (3.3) se escribe como sigue

De esta forma, por ([1.12)) y (3.1]), se tiene que

1 _

§(7,0,2) = %(a— c) =2 (b—1) W) >0,

u

implicando que x = @ no puede ser un cero de ¢(7,0,€). Entonces, por la definicion dada en
(2.1), queda probado el resultado.

O

Para las pruebas de los siguientes resultados se empleara el método de las sub y sobre solu-

ciones y se haré uso de los resultados de la seccién anterior.
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Notacion 3.4. Para una funcion continua dada h : [0,7] — R se denota
he = min{h(t) : t € [0,T]}
h* = méax{h(t) : t € [0,T]}.

Teorema 3.5. Supdngase que a > 0, b > 1, ¢ > 0 y sea e(t) continua y T-periddica tal que

ex > 0. 5i se cumple la siguiente desigualdad

(b+1) c? ™2  a?
4e < <T> * 4 (34)
entonces el Problema tiene solucion positiva.
Demostracion. Denotese
™2 a?
A = (T) + (3.5)

Por el Lema y recordando las definiciones dadas en (2.2 basta con ver que, cumpliéndose
a>0,r.>0,5.>0,a=1-2u,6=1—py

CH
— <A
47, <A

el problema ([2.1)) tiene, al menos, una solucion positiva.
Dividiremos la demostraciéon del teorema en cuatro pasos.
PASO 1.Sesabe que 0 <1, <r* <ooyquel<s,<s" <oo. Sea

f(t,z) = s(t) 2® —r(t) 2% parat € [0,T] y z € R. (3.6)

Entonces, es facil ver que

f(t7 $> 2 ﬂ?a (8* x'B_O‘ — fr*) > 0 para t c [O,T] y T > (T*/S*)l/(ﬁ*a)
Y (3.7)
f(t,z) <a® (s* 2P~ —r,) <Oparat €[0,T]yx € (o, (T*/S*)l/(ﬁfa)) ‘

Sean p; € ((r*/s*)l/(ﬁ_a) ,00) y p2 € (0, (r*/s*)l/(ﬁ_a)) arbitrarios. Entonces, las funciones
constantes o1(t) = p1 y o2(t) = p2 son sub-solucion estricta y sobre-solucion estricta, respecti-
vamente, del problema (2.1)) y, como p; > pa, se tiene un par de sub y sobre soluciones estrictas

ordenadas inversamente.

PASO 2. Fijados p1 y p2 del paso anterior, se define

(s*)?
Ao = ——.
4r,
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Probaremos que existe un oy € (0, p2) tal que

A(x—06)— f(t,z) > 0parat € [0,T], § € (0,00), A> Aoy x € [0,00). (3.8)

Por lo anteriormente expuesto en (3.7)), si se define zg = (r,/s*)/ (8= se tiene
—f(t,z) > 0parat e [0,T], z € (0,x0)

y por (2.2)) se sabe que
/B_a:]'_/B:M7

1-—a=2ypu,
T\ 1/k
o= (3)"

Asimismo, para x > 0 y A > 0, definimos las siguientes funciones

Pz, \) = Ax —s* 2l 7H pop, 172

oz, \) = X —s* at +r,.

De este modo, es facil comprobar que, para t € [0,7], x > 0y A > 0, se tiene

Pl A) =27 o, N) v Az~ ftz) 2 ¢(z, ). (3.9)

y, por definicion, se tiene
P(6,A) > A dsiysoloside |0,z

Asimismo, si p(x,\) > 0 entonces A x — f(t,z) > 0. Ademés, si A > g, entonces p(z, \) > 0,
y por tanto A x — f(¢,z) > 0 se cumple para todo ¢t € [0,T] y = > 0.

Calciilese ahora la derivada parcial respecto a x,

§E¢(x, N =z Nz? —s* (1—p) 2" +r, (1-2p)) (3.10)

Es claro que,

0
%w(:ﬁ,)\)ZOparax>0y)\2)\1

o (%) (1 — p)?

A= .
YT (1= 2p)

Esto significa que, para cualquier A > A1, la funcion ¥(-, \) es creciente en [0,00) y, por lo

visto anteriormente en (3.9)), se tiene que la desigualdad

Az —0) — f(t,z) > 0 se cumple para A > A1, 0 € (0,20), x € [§,00) yt € [0,T].  (3.11)
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Supongase que A\ € (Mg, A1) y recuérdese que

(s*)?
Ao = A
0 47, <
' (52 (1= pp
s* 1—p
A< A = -
=M dr, 1-—-2p
De esto y del hecho de que 0 < pu < %, se sigue que
()2 (1 —2p) <4re X (1—2p) < (s%)% (1 —2p)° (3.12)
En particular, denétese
A= (%) (1 —2u)% =47 A (1 —2u) > 0. (3.13)
Es evidente que
(irw(x’)\) =0siysolosiz=_ obienxz = (o
donde Y
“w
o (1-p)—-VvA
b 2\
y

(s -wrva\""
G2 i= 2\ ‘

Ademaés, es inmediato verificar que 6%1/1(:1:, A) > 0 parax € (0,¢1)U (¢, 00) y que 8%1/1(:1:, A) <
0 para x € ((1,(2). Equivalentemente, x = (; es el punto en el que la funcién ¢ (z, \) alcanza
el maximo local en (0,00) y = (2 es el punto en el que la funcién alcanza el minimo local en

(0,00).
De este modo,

Pz, A) 2 ¥(6,A) 2 A0 para 6 € (0,20) y x € (6,0]

p(z,\) > 1(C2,\) para x € ((1,00).
Por (3.10) y sustituyendo por el minimo local, se obtiene

MG =5t (1—p) G 47 (1—2p) =0, (3.14)

En (3.12), la desigualdad de la izquierda, se reescribe como sigue

(1 =1)% (s)? =4 A e (1= 2p) < i?(s%)?
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y, por (3.13)), se sabe que la parte izquierda de esta desigualdad es mayor que 0. Asi, por todo
esto, se deduce que
r
<2 5— (3.15)

Ahora, empleando (3.14) y (3.15)), se llega a

PN =AG" =" G rr = AG +s" (L= ¢ —re (1=2p) =p (27— 5" §) > 0.

Esto equivale a ¥((2,A) > 0. En particular, para 9 = min{z, %} se satisface

P(z,A\) > X0 parad € (0,00), A € (Ao, A1) y = € [0, 00). (3.16)

Asi, por (3.11)) y (3.16) queda probado (3.8), tal y como se deseaba.

PASO 8. Sean ahora Ao y dp dados por los razonamientos anteriores. Dado un ¢ € (0, d)
arbitrario y A* dado por (3.5)). Supéngase que A* > \g y definase

f(t,0) + X (x—46) para =z <56,
ft,x) =
ft,x) para x > 0.

Considérese el problema auxiliar siguiente

2"t +a2'(t)+ f(t,x) =0, x(0)=a(T), z'(0)=2'(T). (3.17)

Dado que § € (0,00) vy do € (0, p2), es inmediato verificar que las funciones o1 y o9 son sub
y sobre soluciones, respectivamente, del Problema 1} Es facil comprobar que la funcién f
definida anteriormente satisface las hipotesis del Corolario y, por tanto, el problema (3.17))

tiene una solucion z tal que p2 < z(t1) < p; para algin t; € [0,7].

PASO 4. Para finalizar la prueba, se vera que, dada la definicién de f , la desigualdad = > ¢
en [0,7] (ie., f = f) se cumple para cualquier soluciéon x del problema |D Esto implica que
x es una solucion positiva para el problema (2.1).

Sea z una solucién arbitraria del problema (3.17). Sea u(t) = x(t) —6 para t € [0, T]. Entonces

u satisface claramente las condiciones periddicas u(0) = u(T) y «/(0) = «/(T) y, ademés,

() +a ' (t) + N u(t) = X (z(t) —8) — f(t,z(t)) parat € [0,T] y = € R.

De este modo, por ([3.8)), se satisface que

h(t) == \* (x(t) — 6) — f(t,z(t)) > 0 para todo t € [0,T].
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Entonces, por el Lema u > 0en [0,T], es decir, z > 6 en [0,7]. De este modo, queda
probado que el Problema ([2.1)) tiene solucion y, por tanto, el problema ([1.13]) también la tiene.

O

Observacion 3.6. En particular, para e, > 0, el problema (|1.13)) tiene solucién positiva si a es

suficientemente grande o T suficientemente pequena. Cabe destacar que
1%
ex >0 siy solo si p*<ng0:pgh.
t

Es decir, la presiéon forzada p no es demasiado grande en comparacion con la presion hidrostatica

en el fondo del tanque. Esto impide el vaciado del tubo.

Observacion 3.7. Reemplazando las condiciones (2.2 por
c
= —=, s(t):;, OD<a<pf<l,

el Problema ([2.3)), con la funcion f dada por (3.6)), tiene al menos una solucién siempre y cuando

a sea suficientemente grande o T suficientemente pequena (A* > Ag).

Teorema 3.8. Supdngase que a > 0, b > 1, ¢ > 0, e(t) continua y T-periddica y e, > 0. Si se

cumplen las siguientes desigualdades

2 )2 _ (h— e,)? T a?
Y
(b—1)e" <be, (3.19)

entonces el problema tiene al menos una solucion positiva asintoticamente estable.

Demostracion. De nuevo, por el Lema [2.2] basta con ver que, si se cumple que a > 0, 7, > 0,

>0, 0<a<f<l,

x\ (1=8)/(B—a) (1-a)/(B-a) 2 42
« (S Sx T a
Bs (m) — QT (F> < <f) + T (3.20)
y *
ar T
- — < — 21
B s« s* (3 )

entonces el Problema (2.1)) tiene al menos una solucion positiva asintoticamente estable. Notese

que las desigualdades del enunciado del teorema equivalen a las condiciones (2.2]).

Equivalentemente a lo visto en la prueba del Teorema (3.5)), el problema (12.1]) tiene un par

de sub y sobre soluciones inversamente ordenadas. Supdngase que

. (T*>1/(6—a)
o1 = —
Sx



26 3. Existencia de soluciones

Gy = (7;*) 1/(B—a) .

S*

De este modo, para cada 1 > 0 se puede encontrar una sub-solucién estricta oy del problema

(2.1) v una sobre-solucién estricta oo del Problema ([2.1]) tales que

O<O72*77<O'2<072§0~1<0'1<071+77. (3.22)

La desigualdad (3.21)) permite escoger n > 0 y o9 de modo que se cumplan las relaciones

(3-22) ¥
art  or, -
- — < ——7n= —n < o02. 3.23
53 Sy 1= N<o (3.23)
Tomando de nuevo la funcion f(¢,x) definida en (3.6)), se tiene, por (3.7)),

0

p f(t,z) > B s, 2771 —ar* 2271 para todo > 0y todo t € [0, T].
x

Es decir,

ox

o r\ L/ (6=a)
B 54

0
— f(t,x) > 0 para todo t € [0, T] cuando x > (

0, equivalentemente,

9 f(t,x) > 0 para todo x > o3.
Ox

En particular, se satisface la hipotesis del Lema[2.11] de la existencia de una funcién continua

v:[0,T] — [0,00) tal que 7y >0y

;ﬂjf(t,:c) > ~(t) para t €[0,T), x € [o2(t),o1(t)].

Queda por ver la otra condicion del Lema [2.11

Para cada € > 0 se puede encontrar un n > 0 tal que se satisfacen las desigualdades ((3.22)),

B-23) v

B (G2—n)" —ar (@ +n)* T < BT R —ar a1 e
De este modo, para cada t € [0,T], x € [02,01] y n > 0 se tiene

%f{t, r) = B s(t) 21 r(t) 27t < B s* ag_l—a Ty 0?_1 <pBs* (cfg—n)ﬁ_l—a Ty (51—1—77)0‘_1.
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Por la continuidad de las funciones 27~ y 22! en (0, 00), se prueba que, por (3.20) y (3.21)),
se pueden encontrar o1 y o2 de modo que

2

gty < () +% para ctp en [0.7] todo x € [o(t), o1 (1)
o @) < (7 1 bara ctp en [0, y para todo x € [oo(t),o1(t)].

Finalmente, por el Lema se sabe que el Problema ((2.1)) (y, por tanto, el problema (|1.13)))

tiene al menos una solucién positiva asintéticamente estable.
O

Observacion 3.9. Sea e(t) es una constante positiva, es decir, e* = e, > 0. Es obvio que bajo
esta hipotesis la condicion (3.19) se cumple y que si ademéas 1 < b < 3, entonces la condicion
(3.4) del Teorema implica el cumplimiento de la desigualdad (3.18)).

A continuacién, consideraremos la configuracién de un tanque y un tubo sin friccién, es decir,
ro = 0y, por tanto, a = 0. Este modelo fue estudiado por Feng Wang, José Angel Cid y Miroslawa
Zima en [10].

Recordemos que el problema sin considerar la friccién se modelaba como sigue
" 1 !/ 2
1°(t) = 1G] (e(t) =b(I'(¥))") —¢, t€[0,T], (3.24)

10) = U(T), I'(0)=U(T).

Asi, el siguiente resultado nos muestra las condiciones necesarias para la existencia de solu-

ciones y estabilidad.

Teorema 3.10. [I(}, Teorema 4.1] Supongase que b > 1, ¢ > 0, e(t) continua y T-periddica y

ex > 0. Se tienen los siguientes resultados:

1. Ezistencia. Si se satisface la siguiente condicion

A ber—(b—1)e) < (%)2 e,

entonces existe una solucion, I(t), T-periddica de tal que

& < I(t) < e para todo t € [0, 7.
c

Cc

2. Estabilidad. Si se satisfacen las siguientes condiciones

* 2
e _ b(b+2)

e “2(—1) (b+3)
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02 T
e*<<2T)2’
* 4(b—1)(b+3)

<
ex — b(2b43)

o

b (b+2) <e*>5/2—6 (b—1) (b+3) <6*>3/2 <520

Cx €y

entonces eziste una solucion, (t), estable y T-periddica del Problema tal que

& < I(t) < e para todo t € [0, 7.
c

Cc

Por ultimo, si tomamos limites en ¢, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.11. [I(}, Teorema 4.2] Supongase que b > 1, ¢ > 0, e(t) continua y T-periddica y

€ > 0. Entonces, para c suficientemente pequenio, existe, al menos, una solucién T-periddica.



Capitulo 4

Ejemplos

En esta seccién estudiaremos algunos ejemplos concretos de funciones que cumplan las con-

diciones de los resultados vistos en la seccion anterior.

Ejemplo 4.1. El Problema siguiente

)+t = l(lt) (; sin(t) + 6 — (l’(t))2> —c, te0,2n],

10) = 1(2m),  1'(0) = I'(2m),

tiene solucién si

0<c<V3a1,73205.

Demostracion. Definimos

e(t) = ;Sin(t) + 6,

que es una funcién continua y 2mw-periddica.

Como se tiene que el valor minimo del seno se alcanza en t = 37w/2, sabemos que

9
«==>0.
€ 2>

Asi, tomando los siguientes datos en el Teorema [3.5)
a=1, b=2 T =2x,

vemos que el Problema (4.1)) tiene solucion 27-periodica si

0< 2 2o (W)2+a2
“ i1 \\7T ’

29

(4.1)
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y sustituyendo con nuestros datos, se tiene que

0 < V3=~ 1,73205

O
Ejemplo 4.2. Sea ahora el problema
" / 1 1 2 / 2
)+ 0(t) = 1w 2 cos®(t) +2—2(I'(t)* ) — ¢, te]0,2n], (4.2)

1(0) = 1(2m), 1'(0)=1(2n).
Este problema tiene al menos una soluciéon 2mw-periddica asintéticamente estable si

0 <e<0,47818.

Demostracion. En este caso, tenemos la siguiente funcién continua y 27-periodica

Es facil ver que se cumple

(b—1)e" <bey,

donde, para este caso concreto,

e*—§

2
y

ex = 2.

Por otra parte, de la condicion [3.18] sustituyendo por nuestros datos, se deduce

0 <c<0,367647.

De esta forma, se cumplen todas las hip6tesis del Teorema y, por lo tanto, existe al menos

una solucion asintoticamente estable del Problema O
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Ejemplo 4.3. En este ejemplo consideraremos el modelo sin fricciéon, es decir, g = 0 y, por

tanto, a = 0.

Sea entonces el problema siguiente

() = l(lt) <; sin?(t) + 10 — b (z'(t))2> e

1(0) =1(27), 1'(0)=1(2m).

Si se cumplen las siguientes condiciones

1,5 <b< 1,56138

0 < ¢ < 0,790569,

entonces el Problema (4.3) tiene al menos una solucion 27-periddica estable.

Demostracion. La funcién siguiente
1 .2
e(t) = g sin (t) +10

es continua y 2m-periodica. Entonces, sabemos que

e’ =10,2,
ex =10
y *
— =1,02.
Cx
De este modo, vemos que las condiciones del Teorema [3.10] se cumplen para
1,5 <b<1,56138
y

0 < ¢ <0,790569.

Por tanto, el problema considerado tiene solucién 2mw-periddica.

(4.3)

Ahora representemos una solucién del Problema 1) Tomando ¢ = % v b = 1,55, por el

Teorema la Figura representa una solucion 2w-periddica para el Problema (4.3)).

Cabe mencionar que la grafica de la Figura proviene del trabajo [10].
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25.2510
25.2505
25.2500

25.2495

Figura 4.1: Solucién del Problema (4.3]).

Ejemplo 4.4. Daremos ahora un ultimo ejemplo del modelo sin considerar la friccion. En par-

ticular, consideremos el siguiente problema

() = l(lt) (cos(t) + % b)) —c, tel0T), (4.4)

Entonces existe una solucién 27-periédica para un c¢ suficientemente pequeno.

Demostracion. Puesto que en este caso tenemos que
1
e(t) = cos(t) + 3
no podemos aplicar el Teorema ya que

1

Sin embargo, por el Teorema sabemos que (4.4]) tiene solucion 27-periodica.

Consideremos el caso particular para ¢ = 0,133333 y b = 3/2. De este modo, la Figura

representa la solucién 27-peridédica para el problema particular.

Cabe mencionar que las graficas estos dos ultimos ejemplos provienen del trabajo [10].
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3.si
3‘7:
3.6:
3.5:

34[

Figura 4.2: Solucion del Problema (4.4)).
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4. Ejemplos
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