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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Area de Anélisis Matematico.

Titulo: Unicidad de Soluciones de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias.

Breve descripcion del contenido

En este trabajo se recogen diferentes criterios que garantizan la uni-
cidad de solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ademas del ampliamente conocido Teorema de Lipschitz, seran pro-
bados otros criterios, como pueden ser, por citar algunos, los de Peano,
Osgood, Montel — Tonelli, Nagumo, Krasnosel’skii — Krein

o el de Perron.

Se realizara un estudio de estos y otros resultados, con sus correspon-

dientes pruebas, asf como ejemplos en los que son aplicados.

IT1






Indice general

[Resumenl
Introducciénl

1. Ejemplos y resultados previos|

2T e Unicidadl

VII

IX

15
19
23
25
27
33
38
42

47

53






Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar cuando es posible garantizar la unicidad de la
solucién del problema de Cauchy para ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.
Para ello demostramos una serie de criterios que se basan en las propiedades de la funcién

que define el problema.

Empezaremos definiendo un conjunto de conceptos y resultados introductorios a los
que recurriremos constantemente a lo largo del texto, como la definicién de problema de
valor inicial. Posteriormente, como niicleo del texto, recogemos los distintos teoremas que
nos aseguran la unicidad de la solucién, avanzando de forma progresiva desde aquellos
con un orden maés restrictivo, como el conocido Teorema de Lipschitz, hasta aquellos con
uno mas amplio, como el Criterio de Perron que generaliza al anterior. Para demostrar la
unicidad, la ténica general es suponer que existen dos soluciones en un cierto intervalo que
no coinciden en algin punto y, por algtn resultado previo o alguna condicién impuesta,
concluir que esta hip6tesis no es posible. Todos los criterios se acompanan de numerosos
ejemplos donde se ilustra si es factible aplicarlos.

En el ultimo capitulo estudiaremos condiciones en la variable independiente para determi-

nar la unicidad.

Resumo

A finalidade deste traballo é estudar cuando é posibel garantir a unicidade da solucién
do problema de Cauchy para ecuaciéns diferenciais ordinarias de primeira orde. Para iso

probamos unha serie de criterios basados nas propiedades da funcién que define o problema.

Comezaremos definindo un conxunto de conceptos e resultados introdutorios aos que
recorreremos constantemente ao longo do texto, como a definicién de problema de valor

inicial. Posteriormente, como ntcleo do traballo, recollemos os distintos teoremas que nos
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VIII INDICE GENERAL

aseguran a unicidade da solucién, avanzando de forma progresiva dende aqueles cunha orde
mais restritiva, como o cofecido Teorema de Lipschitz, ata aqueles cunha mais amplia,
como o Criterio de Perron que xeneraliza ao anterior. Para demostrar a unicidade, a ténica
xeral é supor que existen diias soluciéns nun certo intervalo que non coinciden nalgin
punto e, por algtin resultado previo ou por algunha condicién imposta, concluir que non
é posibel esta hipdtese. Tddolos criterios principais acompananse de numerosos exemplos
onde ilustrase se é factible aplicalos.

No derradeiro capitulo estudaremos condiciéns na variable independente para determinar

a unicidade.

Abstract

The aim of this proyect consists of studying when is possible to ensure uniqueness of
solution of Cauchy problem in the field of first order differential equations. To achieve
this, we prove a series of criteria based on some properties of the function that defines the

problem.

We begin with a set of key words and introductory results needed to the development
of the text wich will be constantly referred, such as initial value problem. After, as the
main part of the work, we collect different theorems to ensure uniqueness, starting with
those which are more restrictive, like the well-known Lipschitz Theorem, and continuing
with those more general, such as Perron Criterion which generalizes Lipschitz. In order to
guarantee uniqueness, the usual technique is to assume there are two solutions differing on
a point and, thanks to a previous result or a condition in the statement, prove this is not
true. Each main theorem is accompanied with various examples, explaining if is possible
or not to apply them .

In the last chapter we will study conditions on the independent variable to determine

uniqueness.



Introduccion

El problema de Cauchy ha sido uno de los tema més investigados durante los dltimos
cien anos por la comunidad cientifica. Uno de sus focos es el estudio de soluciones, poniendo
especial atencion sus propiedades tanto cualitativas, como se centra este escrito, como
cuantitativas. Lo primero que debemos recoger son una serie de definiciones que vamos a
usar a lo largo de todo el trabajo y a las que nos referiremos continuamente. Para ello, nos
guiaremos en esta seccion por [§].

Comenzamos definiendo el concepto de Ecuacion Diferencial Ordinaria, donde n denota un

natural mayor que cero.
Definicion 0.1. Sea

f:DCRxR" — R"
(x7y) = ($7y17 ""yn) }_> f(w7y) = (f1($7y)7 "'7fn(x7y))'

Llamamos Ecuacién Diferencial Ordinaria, de forma abreviada EDO, de primer orden

en forma normal relativa a la funcion f a

y'(z) = flz,y(2)), (1)

donde
dyl dyn
! / / _
Y = (Yl ¥p) = (dx e > .

Aclarando los términos de la definicion anterior, decimos que es ordinaria al aparecer
solo la derivada respecto de x, de primer orden al tener orden uno la derivada y en forma
normal o explicita E] al aparecer despejada y'(x) .

De la misma forma que dada funcién uno de los objetivo es hallar los valores donde se
anula, nuestra meta en cierto sentido en este tipo de ecuaciones es hallar funciones que la

verifiquen. Veamos que entendemos por solucién de una EDO.

'En forma implicita, una EDO es una expresion de la forma h(x,y,y’) = 0.

IX



X INTRODUCCION

Definicion 0.2. Sea

y: ICR — R"

una funcién definida en I, un intervalo cualquiera. Decimos que y(z) es una solucién de

la ecuacion diferencial si, y solo si, para todo x € I:
a. (z,y(x)) € D,
b. la funcién es derivable en I; y ademés

c. y'(x) = f(z,y(x)).

Expliquemos brevemente el sentido detras de esta idea. La condicién @ nos dice que la
grafica de y(x) estd en D y la igualdad (c|) muestra que la funcién debe cumplir la ecuacién
diferencial. En el caso de que I sea cerrado, en sus puntos extremos entendemos @ como

que exista la derivada lateral correspondiente.

El altimo de los conceptos a definir es el de problema de valor inicial, que esta intima-

mente relacionado con los dos anteriores.

Definiciéon 0.3. Sea y' = f(z,y) una ecuacion diferencial como en la Definicion y sea
(0, o) un punto del conjunto Dﬂ El problema de valor inicial, también conocido como
problema de Cauchy, consiste en encontrar una funciéon y(x) en las condiciones de la
Definicion [0.2] tal que

y'(x) = f(z,y(x)), y(zo) =yo, w€l. (2)

Por lo tanto, la funcién y(z) para ser solucion del problema de Cauchy debe verificar

los requisitos relativos al concepto de solucion y ademas cumplir que y(zo) = yo.

Aclaremos que a lo largo del trabajo los teoremas y ejemplos recogidos son relativos al
caso particular n = 1 en las Definiciones [0.1] y [0.2], pudiendo varios de ellos generalizarse
a mayor dimensién para garantizar la unicidad de sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias, teniendo en cuenta que el rol que desempenan las variables y1,...,y, es idéntico.

Una vez aclarados estos términos preliminares, comentemos brevemente el esquema y
desarrollo del texto. Empezaremos razonando la necesidad de trabajar con funciones conti-

nuas en el problema , ejemplificando la dificultad que tiene el caso discontinuo. Ademas,

2El tinico requisito que debe cumplir el conjunto D en las Definiciones y es que tenga interior

no vacio. Por otro lado, el punto (xo,yo) debe pertenecer a su clausura.



INTRODUCCION XI

probaremos una proposicién que relaciona la regularidad de las funciones y sus soluciones.
A continuacion, como parte principal del proyecto, se enuncian los distintos criterios para
asegurar la unicidad de la solucién. Nétese que la mayorfa de ellos garantizan la existencia
global de una tnica solucién en un intervalo de la forma [z¢ — a, g + a], pudiendo fécil-
mente ser adaptados tanto a un subconjunto de él como al caso local. Junto a la prueba de
los teoremas se recogen numerosos ejemplos, donde mostramos cuando es posible aplicar
los resultados. En particular, pondremos especial atencién en el estudio de las condiciones
de los criterios, ejemplificando que si son suprimidas los teoremas no tienen por qué cum-
plirse, pese a que a veces se tenga la unicidad del problema. Los primeros nombrados son
los Teoremas de Lipschitz y Peano, que piden que la funcién cumpla ciertas condiciones.
Posteriormente, se introducen los criterios de Osgood y Montel-Tonelli, generalizando este
altimo para dar una condicién mas sencilla de aplicar a la resolucién de problemas. Tras
ello, se recogen los resultados de Nagumo y Rogers, que guardan un cierto parecido en
su estructura. Como ultimos criterios, probaremos los Teoremas de Krasnosel’skii-Krein y
Perron. Para finalizar, en el dltimo capitulo estudiaremos condiciones en la variable inde-
pendiente para asegurar la unicidad, relacionando los problemas directo e inverso con sus
soluciones. El trabajo acaba con la Bibliografia, en la que aparecen los documentos que

manejamos para su realizacion.






Capitulo 1

Ejemplos y resultados previos

Antes de enunciar los distintos criterios para asegurar la unicidad de la solucién, des-
tacamos un dltimo apunte sobre los ejemplos y resultados del texto, en los cuales vamos
a trabajar con la hipotesis de que nuestra funcién f(x,y) sea continua en el conjunto
D C R2?, lo que implica que la condicién @ relativa al concepto de solucién se puede
reescribir como:

y'(z) existe y es continua para todo z € I.

Esta propiedad adicional se deduce de la siguiente proposicion, recogida también en [§].

Proposicion 1.1. Sea f(z,y) una funcion continua e y(x) una solucion de y' = f(x,y).
Entonces y(z) € C*(I).

Demostracion. Como la funciéon y es solucién, por la condicién @ es derivable, por tanto
continua, en el intervalo I. Como, por hipétesis, f es continua en D,y = f(z,y) es continua

en I, al ser composicién de funciones continuas. Por lo que y € C!(1). O

El resultado anterior se puede generalizar para el caso de que la funcién sea r veces
continuamente diferenciable, con r € NT, garantizando asi que su soluciéon tenga un grado

més de regularidad.

Proposicién 1.2. Dado el problema de Cauchy ), si la funcion f(z,y) € C"(D), la
solucion y(x) € C"TY(I).

Demostracion. Aplicamos el método de induccion para probar el enunciado.

» Parar = 1. Como f € C!(D), la funcién es continua en D. Por la Proposicién la
solucion y € C1(I). Ahora bien, escribiendo 3’ = f(z,y) vemos que 3 es composicion

de funciones clase 1, por tanto 3’ € C*(I), de donde se deduce que y € C2(I).

1



2 CAPITULO 1. EJEMPLOS Y RESULTADOS PREVIOS

= Como hipétesis de induccién, suponemos cierto el resultado para » — 1, o lo que es
lo mismo:
sifeC D)= yec(I).

» Probamos la proposicion para r, es decir, dada una funciéon f(z,y) € C"(D) demos-
tremos que la solucion y(x) € C"T1(I).
Como la funcién es clase r, f € C"~(D). Por la hipétesis de induccioén, y € C"(I).
Escribiendo y' = f(z,y) vemos que y' es composicion de funciones clase r, por lo

tanto 3 € C"(I) y la funcién y € C™T1(1).

Existencia de solucién

Antes de hablar de soluciones y su unicidad, en este apartado, donde nos apoyamos en
el Capitulo 1 de los libros [I] y [6], justificamos de forma breve el hecho de trabajar con
funciones continuas. Como vimos en las Proposiciones v[1.2] que la funcion tenga cierta
regularidad implica que su solucién también. Sin embargo, en el caso de que la funciéon sea
discontinua, la naturaleza de la misma es de caracter variado. Esta observacién se muestra

en los dos siguientes ejemplos.
Ejemplo 1.3. Consideramos el problema de valor inicial
2y
y ==, y(0)=0.

x
La funcion f(z,y) = 2y/x no esté definida en los puntos de la recta = 0, por lo tanto no
es posible encontrar un entorno centrado en el punto (0,0) donde la funcién sea continua.
Como veremos luego en el Teorema de Cauchy-Peano, no podemos garantizar la existencia
de solucién en este caso.

Sin embargo, separando las variables e integrando a ambos lados se sigue que las funciones

y(z) = ca?,

con ¢ € R, son todas soluciones del problema de Cauchy.
Ejemplo 1.4. El problema de valor inicial
y =— y(O) = Oa

con f(z,y) discontinua, como vimos en el Ejemplo , no tiene ninguna solucién. Supon-
gamos al contrario que si la tiene. Separando las variables e integrando, teniendo en cuenta

que y(zp) = Yo, la soluciéon vendria dada implicitamente por

X
y — yo = log () .
xg



Aplicando la condicién inicial vemos que no existe tal funcion.

El Teorema de Cauchy—Peano[] es el resultado més conocido para garantizar la existencia
de solucioén, local en este caso. Pese a no recoger la prueba por su extensiéon, notamos que
una de las posibles se basa, al igual que la original de Peano, en la construccién de una

sucesién de soluciones aproximadas.

Teorema 1.5 (Teorema de existencia de Cauchy-Peano). Dado (z¢,y0) € R?, considera-

mos el rectdngulo cerrado

S:{(‘T7y)ER2: ’x—fﬂo‘ Sa) |y_y0| Sb}7 CL,b>0, (11)

con f continua en él. Entonces, el problema de valor inicial tiene al menos una solucion

en el intervalo Is = [zo — 0, o + 6], donde
0=min (a L2 M =sup|f(z,y)|
) 7‘ [ Y Sp Y y *

Sin embargo, aunque la existencia de solucion esté asegurada bajo la continuidad de
la funcién, el siguiente ejemplo muestra que para garantizar la unicidad del problema

necesitamos alguna condicién adicional.

Ejemplo 1.6. Consideramos el problema de valor inicial
y =y'%, y(0)=0. (1.2)

La funcién f(x,y) = y'/? es continua en el conjunto [0,00) x [0,00). Por el Teorema de
Cauchy-Peano existe al menos una solucion en el intervalo [0, co).
De manera inmediata se hallan dos: la trivial y(x) = 0 y, tras separar las variables e
integrar, la funcién y(z) = 2%/4.
Noétese que en particular el problema posee infinitas soluciones de la forma
0 st 0<z<a,
y(r) =

Z(:p—a)2 si oz <a,

con a > 0.

Una explicaciéon a no tener la unicidad en el Ejemplo es que estamos ante una
ecuacién diferencial auténoma, aquella donde la funcién no depende de la variable inde-

pendiente.

'Publicado por primera vez por el propio Peano en 1886 con varias incorrecciones en la prueba y

corregido por él 4 aflos mas tarde.






Capitulo 2

Teoremas de Unicidad

En este capitulo recogemos los distintos criterios que garantizan la unicidad de la so-
lucion del problema de Cauchy . A lo largo de él seguiremos como referencia principal
el Capitulo 1 del libro [1], complementédndonos en cada secciéon de otros textos que nom-
braremos en su inicio.

Notese primero que la gran mayoria de teoremas definen una tinica solucién de forma global
en el intervalo [xg — a,z¢ + a], recogiendo en algunos casos un resultado anélogo para los

conjuntos [xg — a,xo] y [xo,xo + a]. Empezamos por el conocido Teorema de Lipschitz.

2.1. Condicién y Teorema de Lipschitz

En esta seccion nos apoyamos de las notas de [5] y del Capitulo 1 de [6], ademéas de lo

mencionado respecto del libro [IJ.

Para asegurar la unicidad de la solucién del problema de Cauchy empezamos pi-

diendo que la variaciéon de la funcién respecto de la variable y esté acotada.

Definicién 2.1. Una funciéon f(z,y) se dice lipschitziana o que satisface la condicion

de Lipschitz en un conjunto D si

|f(x,y) — f(z,9)] < Lly — 7| (2.1)
para todo par (x,y), (z,y) € D. La constante L > 0 se llama constante de Lipschitz.

De la Definicién se observa que el concepto de que una funcién sea lipschitziana
oscila entre la continuidad y la diferenciabilidad de la misma con respecto de la variable y.

La siguiente proposicién recoge este hecho con detalle.

5



6 CAPITULO 2. TEOREMAS DE UNICIDAD
Proposicion 2.2. Toda funcidn lipschitziana es uniformemente continua, por tanto con-

tinua, respecto de y.

Demostracion. Por hipotesis, si f es lipschitziana se cumple la desigualdad (2.1). Sean

€ > 0 y z fijados arbitrariamente. Distinguimos los dos siguientes casos:

» si L =0, se tiene que f(z,y) = f(x,y) para todo (z,y), (z,y) € D. Esto demuestra
que la funcién es constante respecto de la variable y. Por tanto, f es uniformemente

continua respecto .

» si L > 0, tomamos § = ¢/L > 0. Entonces, para todo par (x,y), (z,y) € D tal que
ly — | < 6 se sigue que

[f(z,y) = fz,9)] < Lly — gl <e

Ejemplo 2.3. La funcién f(z,y) = 1 + zy? definida en
D= {(z,y) eR*:x € [3,10], y € [-1,1]}

es lipschitziana. Veamoslo.

Dados (x,y), (z,y) € D se tiene que

f(,y) = f@.9)] = |(L+ay®) — (1+ 2%
= |zlly® = 7*| = |z|l(y — 1) (y + )|
= |zlly —glly + 7.

Como |z| <10, |y —g| <2 e |y + y| < 2 concluimos que

Por tanto, la constante de Lipschitz es en este caso L = 40. Notar que dichas constantes

no son Gnicas, ya que si L es la constante de Lipschitz para f, L > L también lo es.

No obstante, el reciproco no se cumple. Es decir, existen funciones uniformemente

continuas con respecto de y que no son lipschitzianas, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Consideremos la funcién f(z,y) = \/y. Veamos primero que es uniforme-
mente continua en el conjunto D = R X [0, 00).

Fijado € > 0, tomamos § = €2. Por tanto si |y — y| < § se tiene que

VT~ Vi) <WVT—VIIVG+ Vil = 15—yl < & = Vi — Vil <e.



2.1. CONDICION Y TEOREMA DE LIPSCHITZ 7

Sin embargo, no es lipschitziana en D al no existir una constante L en las condiciones
de la Definicion 2.1} Supongamos, al contrario, que si lo es, existiendo L > 0 como en la
desigualdad (2.1} . Entonces
L>V fxyli VY= VY 1
y—7 WY =VOWI+VE) VIV

Por la Definicion [2.1] la desigualdad debe verificarse para todo par (z,y), (z,7) € D. Ahora
bien, fijado un x, tomando § = 0 e y = 1/n? con n € N* se sigue que

> ! = 1 =n

VRV D

lo que implica que el conjunto de los nimeros naturales estd acotado superiormente por

Y,y >0, y#7.

la constante L, lo cual es un sinsentido. Notar que en particular dicha funcién no es

lipschitziana en ningtin subconjunto que contenga a puntos de la forma (z,0).

Ademas, que una funcién no sea diferenciable no implica que no sea lipschitziana.
Por ejemplo, la funcién f(x,y) = |y—1]| no es diferenciable en la recta y = 1y, sin embargo,

es lipschitziana con L = 1, ya que para todo par (x,%), (z,7) € R2,
[z y) = fl@.l=lly-1-|lg-1 <[ly-1) -G -D|=ly—yl|

Si la funcion es derivable respeto de y, la constante de Lipschitz se puede hallar de la

siguiente forma.

Lema 2.5. Sea D un conjunto convea:dl-] y f(x,y) una funcion derivable respecto de y en
todo D. Entonces, una condicion necesaria y suficiente para que se verifique la condicion
de Lipschitz (2.1) es que

sup
(z,y)eD

‘ df (z,y)

< L.
dy ‘_

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que y > y. Como D es convexo y

f(z,y) derivable respecto de la variable y, por el Teorema del Valor Medio, para todo par

(z,y), (x,y) € D se tiene que

df (z, y*)
dy

donde y* € (y,y). Tomando el valor absoluto en la ecuaciéon se sigue el resultado.

Reciprocamente, de forma directa de la Definicion se deduce que

‘df(:vy ‘fwy f(z
dy y—>y -y

O

'Un conjunto D C R™ es convexo si, y solo si, para todo z,y € D se tiene que ax + (1 — a)y € D, con
€ [0,1].




8 CAPITULO 2. TEOREMAS DE UNICIDAD

El siguiente ejemplo muestra que, aplicando el Lema [2.5] ser lipschitziana depende

tanto de la funcién como del conjunto considerado.

Ejemplo 2.6. Sea la funcion diferenciable f(x,y) = cos(x) + 2.

= Cousideramos primero el rectangulo
Dy ={(z,y) eR*:0< <1, [y <1}

Para todo (x,y) € D; tenemos que

‘dfgzy)‘ 2yl <2

Por el Lema [2.5]se tiene que la funcién es lipschitziana en D con L = 2.

» Tomamos ahora la banda
Dy ={(z,y) €eR?*:0<x <1, ycR}L

Pese que la derivada respecto de la variable y existe y es continua, no esté acotada al
tender a oo cuando y — oo. Por el Lema [2.5]se sigue que la funcién no es lipschitziana
€1 DQ.

Otra forma de ver este hecho es por la propia definicién, debido a que para todo

(I,y), (l‘,g) € Dy:

’f(wvy)_f(wag” = |y2_g2’
= |(y—9)(y+9)
= ly+9ylly -yl

Escogiendo L = |y + y| vemos que la constante de Lipschitz se puede hacer arbitra-

riamente grande.

Como observacion, en el Ejemplo otra posible explicacion de por qué la funcién
f(z,y) = \/y no es lipschitziana en R x [0,00) nos la da lema anterior. Calculando su

derivada y tomando el limite cuando y — 07 obtenemos:

df(xz,y) 1 .1

= , lim ——
dy 2\/y y—0+ 2,/y
Por el Lema se concluye que la funciéon no satisface la condicion de Lipschitz ([2.1)).

A continuacioén, enunciamos y demostramos dos lemas necesarios para probar el Teo-
rema de Unicidad de Lipschitz. El primero es una caracterizacién de las soluciones del
problema de Cauchy, relaciondndolas con el campo de las Ecuaciones Integrales.

El segundo nos seré ttil para demostrar que dos posibles soluciones son idénticas.



2.1. CONDICION Y TEOREMA DE LIPSCHITZ 9

Lema 2.7. Sea f(x,y) una funcion continua definida en un conjunto D. Entonces y(x) es

solucion del problema st, y solo si, es solucion de la ecuacion integral
vo)=w+ [ 1tu) d (23)
o

Demostracion. Toda solucion y de ([2)) cumple que y'(x) = f(x,y(z)). Integrando la igual-

dad respecto de x se tiene que
[ v de= [ st it — y@) - yieo) = [ ey dr

Teniendo en cuenta la condicién inicial se sigue el resultado.

Reciprocamente, si y(z) es una solucion de la ecuacion integral , tomando z = xg se
tiene que y(x¢) = yo. Ahora bien, como por hipdtesis f(z,y) es continua, derivando
respecto de x a ambos lados de la igualdad se tiene que y'(z) = f(z,y(x)). O

Lema 2.8. Sean ¢(z) y q(z) dos funciones continuas no negativas en [xo — a,xo + a] de

tal forma que

o@ < | [ atts(o) de| (24)
Entonces ¢(z) = 0 para todo x € [xg — a,zo + a .

Demostracion. Fijado un x € [z, zo + a] arbitrario, definimos la funcion r(z) como

xT

r(z) = / 4(0)6(t) dt,

0

que cumple que 7(zg) =0y r'(z) = q(z)p(x).
Por la desigualdad (2.4 tenemos que

r'(x) < q(z)r(z). (2.5)

Multiplicando a ambos lados de la desigualdad (2.5)) por (— f;; q(t)dt) obtenemos

e (exp (- / :q(s) ds> r(:v)) <0,
o (- [ (s i) r(o)

Como r(zg) = 0, se tiene que r(z) < 0 y entonces ¢(z) < r(z) < 0. Como por hipotesis la

Por tanto la funcién

es decreciente para todo x.

funcion ¢ es no negativa, concluimos que ¢(x) = 0 en [z, o + al.

La prueba en el intervalo [xg — a, 2] es analoga. O
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El siguiente resultado prueba la unicidad de la solucién por el criterio de Lipschitz, el
cual demostramos de dos formas diferentes. En la primera haremos uso de los dos lemas

previos.

Teorema 2.9 (Teorema de Unicidad de Lipschitz). Sea f(x,y) una funcién continua en
S cumpliendo la condicion de Lipschitz ([2.1)). Entonces, el problema de Cauchy tiene a lo

sumo una solucion definida en [xo — a,xo + al.

Demostracion. Supongamos que tenemos dos soluciones del problema del valor inicial ,
y(x) e y(z), en el conjunto [xg — a,z¢ + a]. Por la hipotesis (2.1) y la ecuacion integral

(2.3) se tiene que
(o)~ ) < | [ 1560900 - st o)) @] < 2] [ o) gto) e

Por el Lema [2.8|se sigue que |y(z) — y(x)| = 0, lo que demuestra que ambas soluciones son
idénticas para todo = € [z9 — a, o + al. O

Veamos ahora una sequnda prueba del teorema en el intervalo [xo,zo + a] usando ex-

clusivamente el Teorema del Valor Medio, siendo andloga en [xy — a,xo].

Demostracion. Sean otra vez dos soluciones del problema de Cauchy (), y(z) e y(z),

definidas en el intervalo [xg, ¢ + a]. Por ser soluciones:

y'(x) = fz,y(2)), ¥'(x) = f(,9(z)) e y(zo) = y(x0) = yo.

Consideramos la funcién |y(x)—y(z)|, que es diferenciable y cumple que |y(xo) —g(xo)| = 0.
Supongamos que no es nula en en algin punto del intervalo [zg,zo + a]. Por tanto, existe
un € € [xg,zo + a) tal que |y(z) — y(x)| = 0 en [zo, €] e |y(x) — y(z)| es no nula en algan
punto del intervalo [e, e + ], con [ > 0.

Tomamos un [ suficientemente pequeno tal que [L < 1, donde L es la constante de Lipschitz
de f.

Ahora bien, como la funcién |y(z) — y(x)| es continua y no nula en el intervalo cerrado
[e,€ + ], por el Teorema de Weierstrass alcanza un méximo positivo en € > €. Por el

Teorema del Valor Medio en el conjunto e, €], existe un €* € (¢, €) tal que

€E—¢€
Entonces, dado que [y(€) — g(e)] = 0 por la construccion de la funcion, y e § son solucion

y que f es lipschitziana:
0 < |y(@—g@)=le—elly(e) -7
= (E=9lf("y(€)) = f( 5(eM)]
< ILJy(€") —g(€)| < [y(e) —y(e)].

€l
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Lo cual es una contradiccion, al tener que la imagen de €* es estrictamente mayor que la

de € maximo de la funcién |y(z) — g(x)| en [e, e + 1. O
Ejemplo 2.10. Consideramos el problema de valor inicial
Y =1+y", y(0)=0.

La funcién f(z,y) = 1 4+ y* es continuamente diferenciable en todo R2. Por el Lema
es lipschitziana cualquier rectangulo

S = [~a,a] x [~b,b], a,b>0,
con constante de Lipschitz
L = sup [433| < (1 4 4b).
S

Por el Teorema de Unicidad 2.9] el problema tiene a lo sumo una solucién en el intervalo

[—a,al.

Notar que la condicion de que la funcién sea continua en S en el Teorema es necesaria
para la existencia de la unicidad de la solucién, como indicaba el Teorema de Cauchy-Peano
Pongamos un ejemplo donde pese a ser lipschitziana la funcién, no existe solucién al

problema.
Ejemplo 2.11. Consideramos el problema de Cauchy

1 st x <0,
y = flz,y) = , y(0) =0.
-1 st >0,

Es trivial ver que f satisface la condicién . Veamos que pese a ello no existe solucion
al problema de valor inicial.

La funcién y = —|z| es la unica funcién que satisface la ecuacion diferencial ¢y = f(z,y),
pero no es una posible solucién al no ser derivable en x = 0. Por tanto, concluimos que no

existe solucién.

En el caso particular de que la funcién continua f sea lipschitziana por un cierto lado,
la solucién del problema de Cauchy tiene la caracteristica de que la unicidad se garantiza
en la parte del intervalo [zg — a, zo + a] donde se tenga la propiedad. Esto se prueba en el
siguiente resultado, considerando que la funcién es lipschitziana por la derecha, por tanto
la unicidad se tiene para el conjunto [zg,z + a]. La demostracién es muy similar a la

primera del Teorema [2.9]
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Teorema 2.12. Sea f(x,y) una funcién continua en
Si={(z,y) eR?:zp<a<az0+a, yo—b<y<yo+b},

donde, para todo (x,vy),(z,y) € Sy con y < ¥, se satisface la condicion de Lipschitz

por la derecha

Entonces, el problema de Cauchy tiene a lo sumo una solucion en [xg, ¢ + al.

Demostracion. Suponemos que y(x) e y(z) son dos soluciones de con algun valor dis-
tinto en el intervalo [xg, xg + a.

Sin pérdida de generalidad, suponemos que existe un z; € [zg, zo + a) tal que, por un lado
y(z) < y(z) en (z1, 1 + €| y, por otro, que y(z) = y(x) en [xg, x1]. Por ello, 21 es el infimo
del conjunto

A={z: gla) > y(a)).

La existencia de éste se debe a que A es no vacio y esta acotado inferiormente. Entonces,
para todo x € (x1, 1 + €] tenemos que

T

y(x) —y(x) = /x(f(tvl?(t)) — f(t,y(1))) dt < L/ () —y(t)) dt.

1 1

Aplicando el Lema[2.8a la desigualdad anterior se sigue que y(z) —y(z) = 0 en [z, z1 +€].
Como x1 fue escogido arbitrariamente, esto prueba que ambas soluciones son iguales en
[0, o + al. O

Recapitulando, hemos visto que, bajo continuidad, si cumple la condicion (2.1)) el carac-
ter anico de la solucion esta asegurado. Ahora bien, el siguiente ejemplo prueba que existen

problemas que pese a no estar en las hipotesis del Teorema su solucion es tnica.

Ejemplo 2.13. Consideramos el siguiente problema de valor inicial

vy =3+2/y, y(0) =0.

La funcién f(z,y) es continua en el conjunto convexo D = R x RT. Calculando su derivada

respecto de la variable y obtenemos la expresién

df(v,y) 1

dy _\/y’

que no esta acotada en D ya que su limite cuando y — 0% es igual a co. Por el Lema

la funcion no es lipschitziana en D, en particular, como vimos en el Ejemplo no lo es
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en cualquier subconjunto que contenga puntos de la forma (z,0).

Ahora bien, separando las variables y tomando el cambio y = 22 (y' = 2z2’) obtenemos

2z
34+ 2z

dz =dzx.

Integrando a ambos lados, deshaciendo el cambio considerado y teniendo en cuenta la
condicién inicial impuesta, se halla la tnica solucién del problema, dada implicitamente

como

3 3
VY — ilog (3+21y) + §log(3) = x.

La unicidad de la solucién del Ejemplo se puede deducir del siguiente resultado,

donde se parte de que la funcién tiene las variables perfectamente separadas.

Teorema 2.14. Sea f(x,y) = h(z)g(y) una funcion continua en un conjunto D tal que
g(y) # 0. Entonces, el problema de Cauchy ({2)) tiene una tinica solucion y(z) = G (H(x)),

donde
() = [ b dr g G<y>=/ygfj),
xo Yo

siempre que (z, H(x)) € D.

Demostracion. Como la funcién g(y) no se anula, escribimos la ecuacion diferencial como

h(z) =1'/g(y). Integrando a ambos lados se tiene que

Gly) = /yyg‘z) _ /x:h(t) dt = H(z).

Como, por hipotesis, g(y) # 0 y la funcion es continua, o bien g(y) < 0 o bien g(y) > 0
para todo valor de y. Por tanto, la funciéon G(y) es estrictamente monétona. El Teorema

de la Funciéon Inversa prueba el resultado. O

Volviendo atras, hemos visto en el Ejemplo que el problema de valor inicial, auto6-
nomo en particular, tiene infinitas soluciones. Ademas, la funciéon h(y) = y'/? se anula en

el cero claramente. El siguiente resultado relaciona estos hechos.

Teorema 2.15. Sea g(y) una funcion continua en el intervalo cerrado [yo — b,yo + b].

Supongamos que el problema de valor inicial autdnomo

¥ = g(y), y(zo) = o (2.7)

posee, al menos, dos soluciones en cualquier entorno de xg. Entonces g(yo) = 0.
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Demostracion. Sean y(x) e y(x) dos soluciones del problema definidas en el entorno
U = (z¢ — €, x0 + €). Supongamos que g(yo) # 0, entonces existe un entorno V centrado en
yo tal que g(y) > 0 (el caso g(y) < 0 es analogo). Sea W = [z¢ — €1,z + €1] un conjunto
tal que y(W) Cc Veg(W)cCV.

Fijado x € W, definimos la funcién

Por construccion, si y(z) # y(x) para algan x € W, entonces G(x) # 0. Ademas, para

todo x € W, aplicando la regla de la cadena se tiene que

~—

(r) _ (=

Por lo tanto G(z) es constante en W. Pero, como G(zg) = 0, tenemos que G(z) = 0 para
todo z € W, lo cual es una contradiccién al haber al menos dos soluciones posibles distintas

del problema en todo entorno de zg. O

Como dijimos, el Ejemplo verifica el resultado anterior. Sin embargo, el siguiente

ejemplo muestra que el reciproco no es necesariamente cierto.

Ejemplo 2.16. Consideramos el problema de Cauchy

Y = f(z,y), y(0) = %

con la funcién f(z,y), definida en el rectangulo D = [0,1] x [0, 1], dada de la forma

2 6
—ylog <) st 0<y<1,
3 y

flzy) =
0 St y=0.
En el conjunto (0, 1] x (0, 1]U{(0,y)}, con y € (0, 1], la funcién es continua al ser producto

v composiciéon de funciones elementales donde el denominador no se anula. En los puntos

de la recta y = 0, restringida al conjunto D, se tiene que

2
If = lim Zylog(6
Jm, fley) = lim Sylog(6/y)
2
2 o los(6/y)
3y—ot (1/y)
2 —1/y

= 0.
3 y—1>r(r)l+ —1/y2
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Concluimos por tanto que la funcién es continua en D.

Calculando su derivada respecto de la variable y hallamos la expresion

df (z,y) :210g 6) 2
dy 3 Y 3’

que no esta acotada en D, ya que el limite cuando y — 0T tiende a oo.
Sin embargo, existe una tunica solucién al problema de Cauchy. Al estar separadas las

variables escribimos el problema como

dy 2 6 3
=20 (2 dr=——_qy.
Y= dr 37 Og<y>:> * 7 2ylog(6/y) Y

Integrando a ambos lados obtenemos que

e 0]

donde ¢ engloba ambas constantes de integracién. Teniendo en cuenta la condicién inicial
escribimos la constante ¢ como

c =log(12).
Despejando y se halla la tnica solucién al problema, que es

6
y(z) = Tog(12) *
e 7

2.2. Teorema de Unicidad de Peano

En el apartado anterior hemos visto que el problema de valor inicial puede tener una
unica solucion incluso cuando la funcion f(x,y) no verifique las hipotesis del Teorema de
Unicidad de Lipschitz 2.9 como vimos en el Ejemplo 2.13] En esta seccién demostramos
el Teorema de Unicidad de Peano, que pide condiciones diferentes a la funcién f respecto

de las anteriores anteriores para asegurar la unicidad.

Teorema 2.17 (Teorema de Unicidad de Peano). Sean a,b > 0 y f(z,y) una funcion

continua en el conjunto
§+ = {(xvy) € RQ HES [x07x0 +a}7 ye [yO - bvyO +b]}7

tal que, fijado un x, la funcidn es decreciente respecto de la variable y. Entonces, el problema

de Cauchy tiene a lo sumo una solucion en [xo,xy + al.
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Demostracion. Supongamos que y(z) e g(x) son dos soluciones del problema tales
que existe un punto T € (g, o + a| donde las soluciones no coinciden. Sin pérdida de

generalidad, asumimos que g(z) > y(Z). Sea el conjunto
A={z € (zo,x0+a]: ylx)>y(x)},

que es no vacio, debido a que Z € A, y acotado inferiormente por zy. Denotamos por x1 al

infimo de A. Luego, dado € > 0, se tiene que
y(x) > y(z), x€ (z1,71+¢).

Como f es decreciente por hipotesis, tenemos que f(x,y(x)) > f(z,y(z)), o lo que es lo
mismo:

Y (x) > ¢ (x), x€ (1,721 +e¢).

Visto esto, definimos la funcién
o(z) = y(x) — y(x),

que es decreciente en el abierto (x1,z1 + €). Como ¢(x1) = 0 resulta que ¢(z) < 0 en
(x1,21 + €), es decir,

y(r) <ylz), x¢€ (r1,71+¢€).

Esta contradiccion demuestra que ambas soluciones son iguales en [zg, 2o + a]. O

Noétese que el Teorema es un caso particular del Teorema [2.12] Efectivamente, si
la constante L es igual a 0, la condicion (2.6) sobre la lipschitizianidad de la funciéon se

reduce a las hipotesis del Teorema de Peano [2.17]

Cabria esperar que la hipotesis en el Teorema, de que la funcién sea decreciente
respecto de la variable y pudiera tener un resultado anélogo para el caso creciente en el

mismo intervalo. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra lo contrario.

Ejemplo 2.18. Consideramos el problema de valor inicial auténomo

Y = f(z,y), y(0) =0, (2.8)
donde la funcion f(x,y) esta definida como

—c/—y st y <0,
fla,y) = (2.9)
&Yy sty >0,



2.2. TEOREMA DE UNICIDAD DE PEANO 17

con ¢ > 0. Dicha funcio6n es trivialmente continua en la banda [0, co) x (—o0, 00). Calculando
su derivada respecto de y obtenemos

C

2~y
df (z,y)
- ) (2.10)

2\/y
Notese que no esta definida en y = 0 al no estar acotadas las derivadas laterales.

Del estudio de la expresion (2.10) se tiene que, fijado cualquier z € [0, 00), la funcién es

sty <0,

st y>0.

estrictamente creciente en y .
Sin embargo, es inmediato ver que el problema de Cauchy (2.8) tiene al menos dos posibles

soluciones en el intervalo [0, 00): la trivial e y(z) = z%/4.

Nuestro proximo ejemplo pone de manifiesto que no existe relacién alguna entre el
Teorema de Unicidad y el criterio 2.17}

Ejemplo 2.19. Consideramos el problema de valor inicial

y' = —y2, y(0) = 0.

Por el Ejemplo la funcién no es lipschitziana en cualquier subconjunto con puntos de
la recta y = 0, lo que implica que el Teorema no asegura la unicidad de la solucién.

Sin embargo, estudiando su derivada podemos afirmar que, fijado un z € [0, 00), la funciéon
es estrictamente decreciente en y € [0, 00). Por el Teorema existe una tnica solucion

en [0,00), que es la trivial.

El Teorema puede reformularse de la siguiente manera para asegurar la unicidad
de la solucién en [zg — a, zg] pidiendo que f sea creciente. La prueba es idéntica a la del
Teorema y por ello no se recoge.

Teorema 2.20. Supongamos que la funcion f(x,y) es continua en el conjunto
S_={(x,y) €eR*: z € [x0 — a,m0], y € [yo — b, yo + b]},

tal que, fijado un x, la funcidn es creciente en la variable y. Entonces, el problema de valor

inicial tiene a lo sumo una solucion en [xy — a, xo).
Ejemplo 2.21. Consideramos el problema de Cauchy
y = wze?, y(0) = 0.

La funcién f(x,y) = xe? es trivialmente continua en el rectangulo [—1, 0] x [—1,0].

Fijado un z, f es estrictamente creciente en la variable y. Por tanto, por el Teorema [2.20
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existe una unica solucion al problema de valor inicial definida en el intervalo [—1, 0], que

y(z) = log (—:62_2) |

Juntando los Teoremas y se tiene el siguiente resultado.

viene dada por

Teorema 2.22. Sea f(z,y) una funcién continua en el rectdngulo S tal que
» fijado x € [xg — a, 0], la funcidn es decreciente respecto de y en S_,
s fijado un x € [xo, 20 + a], la funcién es creciente respecto de y en S .
Entonces, el problema de Cauchy tiene a lo sumo una solucion en [xg — a,xo + aj.

El siguiente ejemplo muestra un problema de valor inicial donde se puede garantizar
la unicidad por el criterio de Peano Sin embargo, en la Seccién veremos que el
Teorema de Nagumo [2.41] no asegura este hecho, pese a ser a priori un resultado mas

complejo.
Ejemplo 2.23. Consideramos la funcion f(x,y), definida en la banda

D={(z,y): 2 <1, yeR},

como
0 six <0,
2 si0<z <1, y<o,
f@,y) = 4 222 _ gy (2.11)
= 2 s5i0<x<l1, 0<y <2’
x
—2z si0<a <1, 22 <y.

\

Demostremos que el problema de Cauchy

y = f(z,y), y(0) =0

tiene una tnica solucion definida en el intervalo (—oo, 1].
La funcién es continua en los puntos del segmento de recta z = 0, con y € [0, 2], puesto

que

— 0 cuando z — 0T,

‘23@2—43/‘ 222 + 22
<

x B x
Como el estudio de la continuidad en D en los restantes casos es trivial, se sigue que f es

continua en dicho conjunto.

Ademas, se tiene que la funcion esté acotada por 2. Por el Teorema de Cauchy-Peano [1.5
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existe al menos una solucién local en un entorno del origen.
Ahora bien, fijado un z € (—o0,0], la funcién es constante y, tomando un = € (0,1], es
decreciente con respecto de la variable y, por tanto el Teorema [2.22] asegura la unicidad de

solucion en el intervalo (—oo, 1], que viene dada por

0 six <0,
y(z) = 22
3 si0<x<1.

Para acabar esta seccién, al igual que en el caso de Lipschitz, el Teorema de Unicidad
de Peano nos da una condicién suficiente para asegurar la unicidad, siendo posible
encontrar problemas que no estdn en las hipétesis del criterio y tienen una tnica solucién

posible.

Ejemplo 2.24. El Ejemplo nos vuelve a servir para probar este hecho. La funcién
f(z,y) =3+ 2y1/2 es estrictamente creciente en la variable y fijado cualquier z € [0, 00).
Por tanto, no esta en las condiciones del Teorema [2.17] Sin embargo, ya vimos que existia

una Tnica solucién al problema.

2.3. Generalizaciéon de Lipschitz: criterio de Osgood

Una generalizacion del Teorema de Unicidad de Lipschitz [2.9) viene dada por el crite-
rio de Osgood, al existir una relacién entre sus condiciones. Para probarlo, comenzamos

demostrando el siguiente lema.

Lema 2.25. Sea g(z) una funcién continua y creciente en el intervalo [0,00) tal que

9(0) =0 y g(z) > 0 para todo z > 0. Ademds,

d
lim [ -2

Jim [ = oo (2.12)

Sea ¢(x) una funcion continua no negativa en el intervalo [0,al, con a > 0. Si se cumple

que

x
6@ < [ g@0) & 0<a<a (213)
0
entonces, la funcion ¢(x) = 0 para todo x € [0, al.
Demostracion. Empezamos definiendo la funciéon ®(z) como

P(x) = fél[éﬁ o(1).
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Supongamos que es positiva (en caso de ser nula el resultado es trivial) para todo x € (0, a].
Es obvio que, por construccion, ¢(x) < ®(x) para cualquier z € [0,a] y, fijado uno de
forma arbitraria, existe un z1 < x tal que se tiene la igualdad ¢(x1) = ®(z). Por lo tanto,
aplicando la desigualdad se sigue que

B(x) = p(a1) < /0 " (o) dt < /0 “g(@(t)) dt.

Deducimos entonces que ®(z), creciente por definicion, satisface, al igual que ¢(z), la

desigualdad (2.13).

Sea ahora la funcién

Se tiene que ®(0) = 0, ®(x) < &(z) y ®'(2) = g(®(x)) < g(®(z)). Entonces, para todo
0€(0,a),

a (i)/
/ _(ac) dr<a-—9<a.
5 9(2(2))
Sin embargo, de la condicion (2.12)) tenemos que
a (I)/ a d _ _
/ @) / P () =€, Bla) = a,
s 9(®(@)  Jo 9(z)

tiende a infinito cuando € — 0% (§ — 0).

Esta contradiccién muestra la imposibilidad de que la funcién ® sea positiva, por lo tanto

es nula en el intervalo [0, a] y, en consecuencia, la funciéon ¢(z) también lo es . O]

Ejemplo 2.26. La funcién g(z) = z es continua y creciente en el intervalo [0, 00). Ademas,

cumple que ¢g(0) =0, g(z) > 0 para todo z >0y

lim ﬁ = lim log <1> = 00.
€

e—0t Je g(z) e—0t

Por tanto, concluimos que g(z) esta en las hipotesis del Lema [2.25]

Definiciéon 2.27. Una funciéon f(z,y) se dice que satisface la condicion de Osgood en

un conjunto D si para todo par (z,y), (Z,y) € D se verifica

[f(z,y) = f(@9)| < g(ly - 9]), (2.14)
donde g(z) es una funcién definida como en el Lema [2.25

Ejemplo 2.28. La funciéon f(x,y) = y es trivialmente continua en todo R2.
Si tomamos g(z) = z, por el Ejercicio estd en las condiciones del Lema Ahora
bien, para todo par de puntos (z,y), (z,7) € D se tiene que
[f (@, y) = f@,9)] =y — gl = g(ly — 9])-
Por tanto, la condicion de Osgood (2.14) se verifica.
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El siguiente resultado, conocido como el Teorema de Unicidad de Osgood, generaliza
el criterio de Lipschitz Demostramos el enunciado en el intervalo [z, xo + a], siendo

similar en el conjunto [xg — a, xo).

Teorema 2.29 (Teorema de Unicidad de Osgood). Sea f(x,y) una funcidn continua ve-
rificando la condicion de Osgood [2.14)) en el rectdngulo S. Entonces, el problema de valor

inicial tiene como mucho una solucion definida en [z¢ — a,zo + al.

Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones distintas en el intervalo [zg, zo + a]
del problema de Cauchy (2), y(z) e §(z). Probemos que bajo las hipétesis del teorema esto
no puede suceder.

Por la condicién de Osgood y la ecuacion integral se tiene que

To+x
ly(zo +2) = g(zo +2)| < / [f(&,y(8) — f(&,5(t))] dt

0

IN

To+T
/ a(ly(t) — (o)) dt

0

- [fmm@+xw—y@+xwww.

Fijado un z € [0, a] arbitrario, tomamos la funcion ¢(z) = |y(zo + x) — y(zo + )|, que asi
definida es no negativa y satisface la desigualdad (2.13]). Por el Lema [2.25] ¢(z) = 0 en el

conjunto [0, a], es decir, y(x) = y(z) en [zo, xo + a. O

El siguiente ejemplo, donde nos apoyamos de los Ejemplos y [2.28] muestra la clara
relacion entre las condiciones de Osgood (2.14) y Lipschitz ([2.1)).

Ejemplo 2.30. Consideramos el problema auténomo
y' =y, y(0) =0. (2.15)

Con ayuda de los Ejemplos y[2.28] el Teorema garantiza la unicidad de la solucién,
que es la trivial. Ademads, esto prueba que la condicion de Osgood ([2.14) se reduce a la
condicion de Lipschitz (2.1)), tomando ¢g(z) = kz, con k > 0.

Recogemos un ejemplo donde se muestra un problema que no se verifica las hipotesis
ni del Teorema de Unicidad de Lipschitz[2.9]ni del criterio de Peano pero que gracias

al Teorema de Osgood afirmamos que tiene una tinica solucién.
Ejemplo 2.31. Consideramos el problema de Cauchy auténomo

0 St y =0,
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Comencemos estudiando la funcion. En el conjunto (0,1/(5e)], f es continua al ser
producto de funciones elementales. Calculando el limite en y = 0 tenemos que
1 1 log(5y)
lim —-ylog(b = —— lim
y—0+ 47 g(5y) 4y—0r 1y
1 1
o My _
4 y—0+ 1/y2

0.

Por tanto, la funcién es continua en el intervalo convexo [0,1/(5¢)]. Por el Lema la
funcién no es lipschitziana debido a que

df (x,y)
dy

1 1
= (log(5y) +1), lim 2 (log(5y) + 1) = oo.

y—07+

Se sigue entonces que no podemos aplicar el Teorema de Unicidad de Lipschitz Ademas,
por el calculo de la derivada, la funcion es estrictamente creciente en (0,1/(5¢)], lo que
indica que no estamos en las hipétesis del Teorema de Peano [2.17

Intentemos garantizar la unicidad de la solucién por el Teorema de Osgood

Definimos primero la funcién g en el intervalo [0, 00) como

0 si z =0,

(2) = { —~2log(52) si0<2< -
zZ) = ——2 10 z Sl z -—
g 17 log <=
1 .

—_— S —_—.
{ 20¢ 127 Be

Por construccion, ¢g(z) es una funciéon continua y creciente en [0, 00), cumpliendo que

g(0) =0, g(z) > 0 para todo z > 0 y la condicion (2.12]) debido a que

d —4 1
im [ -2 = lim / dz = —4log (log [ 1im =) ) = co.
e—0t Je g(z) ot J. zlog(hz) e—0t €
Por tanto, g(z) esta en las hipotesis del Lema [2.25] Veamos que también se cumple la
condicién de Osgood ([2.14)).

La expresion de la segunda derivada respecto de y de la funcién viene dada por

Pf(r,y) 1

dy* 4y’
que es negativa en el conjunto (0,1/(5e)]. Esto indica que nuestra funciéon f es concava en

dicho intervalo, lo que implica que

f(.%,y—g)—f(ﬂﬁ,()) > f(wvy)_
y—y N Y-

(z,9)

, 0<y—y<y<y<1/(5e).

L~
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La desigualdad anterior se puede reescribir como

Ly~ D)los(5(y ~ 7)) > — (ylog(50) — 7lox(50).

Visto este razonamiento, estamos en situacién de poder demostrar que se cumple la con-

dicién de Osgood ([2.14):

Fay)~ fp)l = |- jyloa(sy) + [7los(n)

4
1 _ _
< —4ly —yllog(5ly — )
= g(ly =9
Aplicando el Teorema de Unicidad de Osgood [2.29] el problema de valor inicial posee una

unica solucion en el intervalo [0,1/(5e)].

2.4. Criterio de Montel-Tonelli

Una generalizaciéon del Teorema de Osgood viene dada a través del criterio de
Montel-Tonelli. Antes de demostrar este resultado, empecemos dando la condiciéon que
hace posible que la solucién sea tnica en este caso, la cual definimos en un rectangulo

cerrado, aunque se puede definir para un conjunto arbitrario.

Definicién 2.32. Una funcién f(z,y) satisface la condicion de Montel-Tonelli en el

rectdngulo S si para todo par de puntos (z,¥), (z,7) € S se cumple que

[f(@,y) = [z, 9)] < h(@)g(ly — 9l), (2.16)

donde la funcién no negativa h(z) es integrable en [zg — a,z9 + a] y g(2) es una funcién

continua y positiva en (0, 2b] cumpliendo que g(0) = 0 y la condiciéon (2.12]).

Teorema 2.33 (Teorema de Unicidad de Montel-Tonelli). Sea f(z,y) una funcién conti-
nua en S en las hipdtesis de la Definicion . Entonces, el problema de Cauchy tiene

a lo sumo una solucion en el intervalo [zg — a,xo + a).

Demostracion. Sean y(z) e y(z) dos soluciones del problema de valor inicial en el
intervalo [z, zo + a]. Definimos la funcion ¢(x) = y(z) — y(x) y suponemos que existe un
punto z; € (xg,xo + a] tal que ¢(z) > 0 en (z1,21 + € y ¢(z) = 0 en el conjunto [xg, z1].
Entonces, para todo = € [z1, 21 + €], por la condicién de Montel-Tonelli (2.16]) se tiene que

¢'(x) =7 () —y(z) = f(2,9(z)) — f(2,y(2)) < h(2)g($())
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Por tanto, para cualquier T € (z1, 1 + €):

p(zite) g, x1+€
/ — < / h(t) dt. (2.17)
#(Z) 9(2) z

Sin embargo, en la desigualdad (2.17)), la parte derecha se mantiene finita cuando & — 1,
mientras que la parte izquierda, por la hipotesis (2.12]), no esta acotada. Esta contradiccion
demuestra el enunciado.

La prueba en el intervalo [zg — a, o] es andloga. O

De igual forma que en las secciones anteriores, el Teorema puede enunciarse con
condiciones similares para asegurar que la solucién es tnica en los intervalo de la forma

[0, 20 + a] ¥y [0 — a, z], teniendo en cuenta donde definir las funciones g y h.

Ejemplo 2.34. Consideramos el problema de valor inicial

1
—2?ylog(y) siz,ye€ (0, ] ,
e

/

y = , y(0) =0.

0 sizx=0, y=0,

De forma trivial, la funcion f(x,y) es continua en el rectangulo donde esta definida.

Construimos la funcién g en el intervalo [0, 00) de la forma

0 siz=0,
. 1
g(z) =< —zlog(z) si0<z<—
e

1 : 1

- siz > —.

€ e

Claramente, g es continua y creciente en todo punto, cumpliendo que g(0) =0y g(z) > 0
para todo z > 0. Ademas, se verifica la igualdad (2.12)) ya que

) dz , 1
lim [ ———— = lim log { log | — = 00.
e—0t J. —zlog(z)  esot €

Comprobemos que efectivamente se tiene la condicién de Montel-Tonelli (2.16]):

@) = faa)l = |(—a’ylogy) - (~a*Flog®)) |
= 2% — ylog(y) + 7log(y)|

IN

—2*|y — ] log(ly — ¥l)
h(z)g(ly — 9l),
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donde la desigualdad

—(y — ) log(y —y) > —ylog(y) +ylog(y), 0<y—y<

)

se tiene al ser la funciéon concava respecto de la variable y en (0,1/e].

Por dltimo, se sigue que la funcion

h(z) = 2*

es positiva e integrable en el intervalo [0,1/e].
Por lo tanto, por el Teorema de Montel-Tonelli [2.33] existe una tnica solucién al problema

de Cauchy en el intervalo [0,1/e].

2.4.1. Generalizacion del Teorema de Montel-Tonelli

Ante la gran dificultad de aplicar las condiciones del Teorema de Unicidad una
generalizacion del mismo, como se recoge en [2], se basa en que la funciéon g dependa no
solo de la variable y, sino también de x. Recogemos el enunciado para garantizar la solucién

en el conjunto [xg, zo + al.

Teorema 2.35 (Generalizacion Montel-Tonelli). Supongamos que f(x,y) es un funcién

continua en el rectdngulo Sy tal que para todo (z,y), (x,y) € S4 se tiene que

[f(@,y) = f(z,9)] < h(z = x0)g(x — @0, [y — ¥l), = # o, (2.18)

con h : (0,a] — (0,00) una funcion integrable y g : (0,a] x [0,2b] — [0,00) una funcion

continua tal que
» g(z,0) =0 para todo x € (0,al;
= Ja funcidn g es decreciente respecto de la variable x;

» se cumple la igualdad (2.12)) de la forma

/ dz S
0+ g(z,z) '

Entonces, el problema de Cauchy tiene a lo sumo una solucion en [xg, ¢ + al.

El siguiente corolario particulariza al teorema anterior, dando asi una condicién maés

sencilla de aplicar a ciertos ejercicios para garantizar la unicidad.
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Corolario 2.36. El problema de valor inicial tiene a lo sumo una Unica solucion en

[x0, 0 + a] si, dada una constante ¢ > 0, se tiene que

|f(a:,y) - f(x7g)‘ <

(x —x0)j(z — x0

para todo (x,y), (z,y) € Sy, con j : (0,a] — (0,00) una funcién continua y decreciente

/ dx <o / dx C
o+ 2j%(x) 7 o+ rj(x) .

Demostracion. Basta aplicar el Teorema tomando las funciones g y A como

)\y—zﬂ, x # o, (2.19)

cumpliendo que

O

Pese a que podemos definir numerosas funciones en las condiciones de la funcién j, la

eleccion especifica de j(z) = 1 — log(x), con z € (0,e), da el siguiente resultado.

Corolario 2.37. El problema de Cauchy tiene a lo sumo una inica solucion en el

intervalo [xo,zo + a], con a € (0,¢€), si se cumple que

1G9) = 1@ S s g e YT T A (220)

para todo (x,y), (z,7) € S,
Ejemplo 2.38. Estudiemos la unicidad de la solucién del problema de Cauchy

y = ey + Pe2(1—log(@))%, = >0, y(0) = 0; (2.21)

con ¢ > 0, b > 0, constantes arbitrarias.

El caso de que b = 0, descartamos la unicidad al existir al menos dos posibles soluciones:

C.CE2

y(x) =0 y(x) = .

Para estudiar de forma general el problema, escribimos la funciéon como

Vely| +0222(1 — 1log(x))?  si (x,y) € (0,a] x [—b,b]
Velyl siz=0, ye[-bb,

Como la funcién es trivialmente continua en el compacto [0,a] x [—b,b] y sublineal con

f(z,y) =

respecto de la variable y, afirmamos que existe al menos una solucién al problema de
Cauchy en el conjunto [0, al.

Veamos que es unica. Se tiene que para todo = € (0, a]

_ c 1 _
|f(z,y) = f(@,9)] < %m’y —l.

El Corolario garantiza la unicidad de la solucién en el intervalo [0, a].
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2.5. Condicién y Teorema de Nagumo

El criterio para asegurar la unicidad de esta seccion, como se recoge en el articulo [4]
y en el Capitulo 1 de [I], pide que la dependencia de la funcion f(z,y) con respecto de y

permanezca acotada por un cociente, que es lo que se conoce como la condicién de Nagumo.

Definicion 2.39. La funciéon f(z,y) se dice que satisface la condicién de Nagumo en

un conjunto D si

) — fla,g)] < k-4 =Y

, xFxo, 0< k<1 (2.22)
|z — o

para todo (z,y), (x,y) € D.

Para probar el resultado principal de esta seccién es necesario demostrar el siguiente
lema, el cual sera util en su demostracion. Recogemos la prueba en [zg,z¢ + al, siendo

andaloga en [xg — a, xo).

Lema 2.40. Sea ¢(z) una funcion continua no negativa en el intervalo [xo — a,xo + al tal

que

= p(xg) =0,

» [a funcidn es derivable en x = xq, y
u ¢/(ZEO) =0.

Entonces, si se cumple que

#(z) < ‘/j o) |, (2.23)

Ot—l’o

se sigue que ¢(x) =0 en [xg — a,x0 + al.

Demostracion. Para todo x € [xg, z¢ + a], definimos la funcién no negativa

x
t
O(x) = o(t) dt,
2o T — 0
que existe ya que por hipétesis
lim 2@ 9@ _ oy,
T—xQ T — X0

Por tanto, se tiene que

o) O o)

rT—29  T—2x0



28 CAPITULO 2. TEOREMAS DE UNICIDAD

Derivando este ultimo cociente obtenemos

@ ( ®(z) ) _ (@ —20)®¥(z) — 2(z) _

dx \x — x9 (x — x0)? -

lo cual indica que la funcion es decreciente en [xg, zg + al.
Como ®(xp) = 0, tenemos que ®(z) < 0 para cualquier valor de x, y como por definiciéon
®(x) > 0, concluimos que ®(z) = ¢(z) = 0 en [zo, xo + a. O

Recogemos ahora dos demostraciones del Teorema de Unicidad de Nagumo. En la

primera de ellas utilizaremos el Lema y el Teorema del Valor Medio.

Teorema 2.41 (Teorema de Unicidad de Nagumo). Sea f(x,y) una funcién continua
verificando la condicion de Nagumo (2.22) en el conjunto S. Entonces, el problema de

Cauchy tiene a lo sumo una solucion en [xy — a,xo + al.

Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones, y(x) e g(x), del problema de valor
inicial en el intervalo [xg — a,zo + a]. Entonces, por la condicion de Nagumo (2.22)) y

la ecuacion integral (2.3)) tenemos que

v -5l < | [ 1reum) - g al

€T
< ‘/ ly®) = g)l dt‘
\t—$0|

Definimos la funcién, continua y no negativa, ¢(z) = |y(z) — y(z)| en [zo — a, z¢ + a] que
verifica la desigualdad ([2.23).

Entonces, por ser continua y cumplir que ¢(xg) = 0, por el Teorema del Valor Medio:

¢(zo + h) — d(z0) _ lm ly(zo + h) — g(xo + h)|

/ o ,
qb(l’o) o flzli% h h—0 h
i 0 1) y(0)) — o + ) — w0)|
h—0 h
hy' 01h) — hy' O2h
= h’m’ y(x0+ ! ) y(.%'()—i- 2 )‘, O<91,92<1,
h—0 h

= (sgn(h)) hm |y’ (w0 + 61h) — F'(z0 + 62h)] = 0.

Como, por hipotesis, ¢ derivable en xg y ¢/'(z9) = 0, estamos en las condiciones del Le-
ma Por tanto, concluimos que la funcién es nula en todo punto, por lo que ambas

soluciones son iguales en el intervalo [xo — a, zg + al. O

La sequnda prueba se recoge sin hacer uso del Lema usando exclusivamente el

Teorema del Valor Medio en [xo,xo + a], siendo andloga para el intervalo [xo — a, x).
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Demostracion. Al igual que antes, supongamos que tenemos dos soluciones; y(z) e g(x),
definidas en [zg, ¢ + a]. Tomemos z¢y = 0 para simplificar. En primer lugar, definimos la

funcién
ly(z) — g(o)|

€ (0,al,
; ve (0

v(x) =
0 z=0.

Es trivial comprobar que v(z) es continua en todo punto de [0, a]. Por el Teorema del Valor

Medio y del hecho que ambas funciones son soluciéon se tiene que

ly(z) — y(=)| |(y(z) = y(x)) = (y(0) = 5(0))]

con z* € (0, z).

Ahora bien, por la continuidad de f(x,y) en el punto (0,yo):

o 1902) — 5(2)]

x—0 T

= |£(0,30) — f(0,90)| = 0.

Supongamos que existe un punto del intervalo [0, a] donde las soluciones no coinciden. En
este caso, por la construccion de la funcion v(z), ésta tiene un maximo positivo. Denotamos
a dicho punto como z,, € (0,al]. Por tanto, para todo = € (0, z,,):

(@) —g@)| _ |y(@m) — §(@m)]

< . 2.24
. - (2.24)

Sin embargo, aplicando el Teorema del Valor Medio en el conjunto [0, z,,], teniendo en

cuenta que nuestra funcién f cumple la condiciéon de Nagumo se tiene que

) o) =) ) — 9(0) — (1) ~ 50)
: W@ - 7@ = @) - 1)
_ @ - 5@

con Z € (0, zy,).
La altima desigualdad contradice con hecho de que x,, sea méximo, como muestra ({2.24)),

por lo que se llega a una contradiccidon. O

El siguiente ejemplo pone de manifiesto la importancia de que la constante £ sea menor
o igual a uno en las hipotesis del Teorema [2.41]
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Ejemplo 2.42. Sea el problema de Cauchy

0, si0<z<1, y<O,

/ 2y . 2
y=flzy)=¢— si0<a<1 0<y<a?, y(0)=0.

x

2z, si0<zx <1, x2§y,
Consideramos el conjunto

D={(z,y) eR*:2¢€0,1], y € R}.

La continuidad de f en D es trivial salvo en los puntos de la forma (0,y), con 2% < v,
donde tenemos )
‘2—y‘ < 2 =22 —0 cuando z — 0.
T x
Por tanto, la funcién es continua en D.
Veamos que no se cumple la condicién de Nagumo al tener que k = 2.

Estudiamos los siguientes casogt

= Sise tiene que 0 < y, 7 < x2, entonces
_ 2y 2y 2 _
@y - fapl = | =2 = 2y -l

X

Sio<y<2? <y

2y 2 2 2
y — ,7 = 7—2 ‘:— — 2 = — 2— <—7—
F(@y) = F@9) = | 2| = Sy -2 = Z@? —y) < g -]
= En el caso de que y < 0, 22 < §, tenemos
_ 2 5 2, _ _
(2, y) = f(2,9)] =10 = 22| = —|27] < —|g] = — |5~ |

= Por tltimo, si y <0 < 7 < 22, se sigue que
Fw) — Fa ) = |0 2| = 2l < 2y — vl
[L‘7 _ {L‘7 _= _— = - ~ — _ .
Yy Yy T xy xy Yy

Queda probado que no podemos garantizar la unicidad de la solucion en el intervalo [0, 1]
por el Teorema de Nagumo Ademés, en este caso, el problema de Cauchy tiene

infinitas soluciones de la forma

y(z) = ca?,

con ¢ € (0,1).

20Obviamos en todo el trabajo los casos donde y e 7 pertenecen a un cierto conjunto que solo depende

de z, al ser trivial.
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Destacamos ahora que la condicién de que la funcién sea continua en el conjunto .S en
las hip6tesis del Teorema [2.41] es necesaria para garantizar la unicidad, como muestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.43. Consideramos el problema de valor inicial

y/ = f(xvy)v y(O) =0,

con f(x,y), definida en el intervalo x € [0, a] con a > 0, de la siguiente forma:
1
_JYy
f(xay)* - 510<y§$7
x
0

En este caso la funcion f no es continua en el punto (0,0) ya que

lim r,y) =1 siy>ux,
(;E,y)ﬁ(o,mf( Y) y

que no coincide con el valor de la funcion en el origen.
Sin embargo si se verifica la condicion de Nagumo (2.22)) con k& = 1. Para probarlo, fijado

un z € [0, al, consideramos los siguientes casos:

Si0<y,y <z se tiene que

Fy)~ fepl == 2| =2ty g1

Siy <0<y < x obtenemos

Fey) ~ fap)l = o~ 2| = Jgl < Zlg vl

En el caso de que y <0, z < g,

7@ y) ~ F ) =10 -1 = el < Iy <

Por altimo, si 0 < y < x < § tenemos que
_ Y 1 1 1
[f(@,y) = f(z,9)] = )* - 1’ =—ly—al=—(@—-y) <-lg—yl
x x x x

En este problema, las funciones y(x) = 0 e y(x) = = son dos posibles soluciones, por lo

tanto queda descartada la unicidad.
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Como a lo largo de las secciones previas, el Teorema de Nagumo tampoco nos da
una condicién necesaria para asegurar la unicidad de la solucién, siendo posible encontrar
ejemplos donde, aunque no se cumpla el criterio, la solucién es tnica. El siguiente ejemplo

muestra este hecho.

Ejemplo 2.44. Consideramos el problema de Cauchy

y' = f(z,y), y(0) =0,

donde f esta definida como la funcion (2.11]) del Ejemplo [2.23] que como vimos en él, es
continua en todo punto de la banda D.
Para ver si verifica la condicion (2.22), fijado un = € (—oo, 1], estudiamos los siguientes

Casos:

= Supongamos que ¥,y € [0, z%]; entonces
_ 4y 4y dy Ay 4
o) = fapl =] (20- ) = (20- L) | == 2+ 2| =Dy
x T x x x
» Consideramos el caso donde y < 0 e § € [0, z2]. Por tanto
_ 4y 4 - 4
) = Sl = 2o = (22 2 )| = 2 < 2lg -
x x x
= Ahora bien, si y < 0, § € (22, 00), se tiene que
i 4 4 4
(@) = f(2,9)] = [22 — (=22)| = 4|z = —[2?| < —|g] < |7 —yl
x T T
» Por altimo, tomando 0 <y < 22 < 7,

) = Sl = o= (2= 2) | = 262 - < 2ol

Por tanto k = 4 > 1 y no estamos en las condiciones del Teorema [2.41 por lo que no
podemos aplicarlo para asegurar la unicidad de la solucién. Sin embargo, como vimos en
el Ejemplo por el Teorema de Peano existe una solucién Gnica al problema.

Como 1ltimo ejemplo recogemos un problema de valor inicial donde la solucién es tnica

y si podemos asegurarlo por el criterio de Nagumo [2.41]

Ejemplo 2.45. Consideramos el problema de valor inicial

0 siz =0,

1
o si0<zxz <1, y<0,
T
si0<z<1, ogyng,
2x
1 . 9
- si0<z<1, z2 <y,
\ 2z
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Por la similitud de f con la funcion (2.11)) de los Ejemplos v[2.44] la funcion es continua
en la banda

D={(z,y) eR*:2€(0,1], y € R}.

Ademas, por los calculos del Ejemplo se cumple la condicion de Nagumo (2.22)), al ser
la constante &k = 1. Por tanto, por el Teorema de Nagumo [2.41] la solucion del problema

es Uinica y viene dada por

y(z) ==, =x€l0,1].

Para acabar esta seccién enunciamos una version del Teorema de Nagumo para asegurar

la unicidad en el intervalo [zg, zo + al, teniendo un resultado analogo para [z¢ — a, zg].

Teorema 2.46. Sea f(z,y) una funcion continua en el conjunto S tal que, para todo par

(z,y), (x,9) € Sy con § >y, se verifica la condicion de Nagumo por la derecha

F@,9) — flay) <k2L—Y o tag, 0<k<1.
r — X

Entonces, el problema de valor inicial tiene a lo sumo una solucion en [xg, o + a.

2.6. Criterio de Rogers

La condicion de Nagumo (2.22)) nos ayuda a garantizar la unicidad de solucion a través

del Teorema [2.41] Tomando k =1y x > zo = 0 podemos reescribirla como

Fe9) = F@9)] < <y~ gl 2 £0. (2.25)

En este apartado, apoyandonos en el documento [9], recogemos un criterio para asegurar
la unicidad de la solucién del problema cuando en la desigualdad (2.25)) reemplazamos

en el denominador x por 22, que es lo que se conoce como condicién de Rogers.

Comenzamos demostrando el siguiente lema, donde se recoge la prueba en el intervalo

[0, 1], siendo facilmente generalizable al conjunto [0, al], con a > 0.

Lema 2.47. Sea f(x) una funcion continua y no negativa en el intervalo [0,1] tal que

fla) < [ 5100) ds (226)
lim f(z) = o(e~(/?). (2.27)

Entonces, f(x) =0 en todo [0, 1].
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Demostracion. Empecemos definiendo la funcién F como

Fo) = [ 516 ds.

o S

Derivando y aplicando la desigualdad (2.26) obtenemos que

R R C)
Pa) -0 <,
d

%(el/xF(xD < 0.

Por tanto, la funcién e'/*F(z) es decreciente. Fijado un e > 0, por la condiciéon ([2.27),

para un cierto x suficientemente pequeno, se tiene que

€T 1 x
VTR (x) = el/x/o s—2f(s) ds < el/m/o 8—626_(1/5) ds =e.
Entonces

lim e'/*F(x) =0,

z—07t
lo que implica que la funcién e/ F(z) < 0 para todo = € (0,1]. El resultado se sigue del

caracter continuo y no negativo de la funcién f y de la definicion de F(x). O
Visto esto, supongamos que la funcion f(z,y) es continua en la banda
P={(z,y) eR?:2€[0,1], y € R},
verificando la condicién de Rogers:
Flo) = Fwp) < ly =3l w0 (2.29)
Entonces, si dos funciones, y e g, son solucion del problema de valor inicial
y' = f(z,y), y(0) =0, (2.29)
por la condicién y la ecuacion integral se tiene que
1
() = 3()| < | 5luls) ~ 3] ds.
Por el Lema se tiene que si las soluciones del problema de Cauchy cumplen que

lim (y(z) — y(x)) = o(e” /D),

x—0

el caracter de la solucién es tinico. Este razonamiento se recoge en el siguiente teorema,

pudiendo también generalizarse al intervalo [0, a].
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Teorema 2.48 (Teorema de Unicidad de Rogers). Sea f(x,y) una funcion continua en
las condiciones de Rogers (2.28)) en la banda P, cumpliendo que

22

6_(1/1')
lim f(z,y) = 0 ( ) (2.30)

uniformemente para todo y € [0,6], con 6 > 0. Entonces, el problema de Cauchy (2.29)

tiene a lo sumo una solucidn, definida en el intervalo [0, 1].

Demostracion. Supongamos que las funciones y e 4 son dos soluciones del problema de
valor inicial (2.29)). Por la desigualdad (2.28) y la ecuacion integral (2.3 se sigue que

X
_ 1 _
i) = 3(a)| < | 5luts) =) ds.
Fijado un e > 0 arbitrario, por la igualdad (2.30)), para un cierto x suficientemente pequeno,

ly(t) —y(@)| < /Ox £ (s,y(s)) = f(s,5(s))| ds

(1/s)
< 6/ 5 ds = ee(1/7),
0 S
Por el Lema [2.47] y(x) = y(z) para todo valor de x € [0, 1]. O

A continuacién recogemos un problema donde se asegura la unicidad de la solucién por
el criterio de Rogers [2.48

Ejemplo 2.49. Consideramos el problema de valor inicial

—(1/x)
e~ (M/2) 4 € si0<z<1, ze W) < v,
T
y = f(z,y) = % + e~ (1/®) si0<z<1, 0<y<xze /7 40)=0.
T
e~ (1/2) sio<zx<1, y<0,

Comenzamos estudiando la continuidad de la funcién en la banda P. El Ginico caso no

trivial es en los puntos de la recta z = 0, donde tenemos los siguientes casos:
= Siy <0 se tiene que

lim T,y) = lim e /%) = .
(Ivy)—>(0+7y)f( v) (z,y)—=(0F,y)

» En el caso de que ze~(1/%) <y,

lim f(xa y) = lim l67(1/5’3) + 67(1/3:) —0.
(@4)=(0%9) (2.)—(0% ) @
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» Por altimo, si y € (0, ze~(1/%)) tenemos

—(1/z)
fm  fayl= dm W pemo g T umg
(z,y)—=(0F,y) (z,y)—(0t,y) T (x,y)—=(0+y)

Por tanto, como el valor de f en la recta es también cero, se sigue que la funcién es continua
en todo P.
Ahora comprobemos que se cumple la condicién de Rogers (2.28). Fijado un z € [0, 1],

estudiamos los siguientes casos:

= Primero, si 0 < y,7 < ze~ (/%) tenemos que
_ y _ 1
f(z,y) = f(z.9)] = ’ ( +e (1/”&)) ~ (ﬁﬂf (1/9”)) ‘ =17 -yl
" Siy<0<y<aze /)

U@w%—ﬂmgﬂzk4ﬂﬂ_(%+€4mﬂ‘:

X

= Ahora bien, si y <0, ze~(1/%) < g,

) e e e (/) 1 i 1 i
Fey) — f@)| = e“”‘<ew>+$ | = 170 = e
1, _ 1,
< Sll< Sl-yl

= Por tltimo, si 0 < y < ze~(1/7) < i se sigue que

|f(x,y) = flz,9)] = ‘ (j 1/93 ( (1/r)> ’
e
2

= Ly ze ) =
.CU

< —ly—uv.
< ley yl

Por tanto si se verifica la condicién de Rogers ([2.28]).
Para finalizar y poder aplicar el Teorema|2.48] estudiamos si se satisface la condicion (2.30)).

Escribimos la funcién como

x + 2 si0<z<1, pe- /D) <y
332f($,y) Yy .
e—(1/z) = o—(1/2) + 2 s O<ax<l,0<y< we_(l/x)’

22 si0<z <1, y<O0.
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Estudiemos si )
i & ()
im ——2~

Jim == =0

en todos los casos. El tnico no trivial es cuando y € (0, xe_(l/w)), donde se tiene que

. Y 2 _
I i T2 =0

Concluimos que se cumple la condicion (2.30)) y, por el Teorema de Rogers[2.48] el problema

tiene una dnica solucién.

Para finalizar esta seccion mostremos que la condicién (2.30)) es necesaria para garan-
tizar la unicidad a través del Teorema [2.48] ya que en caso de que no cumplirse, como en

el siguiente ejemplo, el criterio no es aplicable.

Ejemplo 2.50. Consideramos el problema de valor inicial

0 si0<x<1, y<0,
Y ; —(1/x)
y' = flz,y) =} 22 si0szs1 O<y<e™™ o) =o.
—(1/=)
€ 3 si0o<z <1, e~ (1/2) <y,
x

La continuidad de la funcién en la banda P es trivial salvo en la recta x = 0. El caso de

los puntos de la forma (0,y), con y < 0, es directo. Ademas, se tiene que

—(1/=) —y 1 |
lim “—— = lim S~ =— lim “— == lim ¥ =0,
z—0t T y—+too y 2y—too y 2 y—too

por lo que f es continua en la los puntos (0,y), con y € [e~(1/*), c0). Por 1ltimo, como
e—(1/x)
2

— 0 cuando x — 0T,

2| <|
— | <
‘ z?
con y € (0,e~ (/%)) se tiene también la continuidad en estos puntos. Por tanto, concluimos

que f es continua en P.

Comprobemos ahora que se cumple la condicién de Rogers (2.28)). Consideramos los si-

guientes casos:

» Si0<y,7<e (/) tenemos
_ y ¥ 1 _
Fay) = @)l = |5 - 5| = Syl
» Sitomamos y <0< g <e (/7)) ge sigue que

_ y S
@y = fad)l=[0- 5| = Sl < 57—yl
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» Tomando y < 0, e~ (/%) < 7 se sigue que

_ 6_(1/1:) 1 - = 1 _ 1 _
@) = Fl,g)| = [0 = ——| = eV < gl < Slg -l
= Por tltimo, si 0 < y < e~ (1/2) < g,
—(1/x) 1
_ y e (/e
|f(z,y) = f(z,9)] = 2 g2 :ﬁw—@ (1/)\
1 i 1.
= Sy <Slg-yl

Para acabar, veamos que la condicién (2.30)) no se verifica. Fijado un y € [e_(l/x), 00), se

tiene que

2 f(x,y)
i e 170

Esto imposibilita aplicar el Teorema de Unicidad de Rogers

En particular, el problema tiene infinitas, que vienen dadas de la forma

y(z) = ce” M7,

con ¢ € [0, 1].

2.7. Teorema de Unicidad de Krasnosel’skii-Krein

Una restriccién del Teorema de Unicidad de Nagumo [2.41] era que la constante positiva
k debia de ser menor o igual uno. En esta seccién enunciamos el criterio de Krasnosel’skii-

Krein, que elimina esta hip6tesis, como se recoge en el Capitulo 1 de [1].
Definicién 2.51. Una funcion f(z,y) se dice que verifica la condicion de Krasnosel’skii
-Krein en un conjunto D si para todo par (x,y), (x,7) € D se verifica que

ly — 7
|x — x|

[f(z,y) = f(@,9)| <k , « # x0, k> 0. (2.31)

Ademas, se dice que f satisface la condicion de Hélder, con k la misma constante de la

desigualdad ([2.31)), si
lf(x,y) — flz,9)| <cy—9|* ¢>0,0<a<l, k(1—a)<1. (2.32)

Obviamente, si k € (0, 1] como en la condiciéon de Nagumo , la condicién de que
k(1—a) < 1 es superflua. Notese que la condicion de Krasnosel’skii-Krein generaliza
de forma obvia a la de Nagumo (2.22).

Enunciamos el teorema principal de este apartado, recogiendo la prueba en el intervalo

[0, 2o + a], siendo andloga para el conjunto [xg — a, z].
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Teorema 2.52 (Teorema de Unicidad de Krasnosel’skii-Krein). Sea f(z,y) una funcion
continua en el rectingulo S verificando las condiciones [2.31) y ([2.32). Entonces, el pro-

blema de Cauchy tiene a lo sumo una solucion en [xo — a, o + aj.

Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones, y(x) e y(z), del problema de valor
inicial (2)) en el intervalo I = [zg, ¢ + a]. Definimos la funcion ¢(z) = |y(z) — y(x)|, que es
claramente no negativa y continua. Por la condicion de Holder (2.32)) y la ecuacion (2.3

se tiene que

oz) = ly@)— ()] < /xf(t,y@))—f(t,@?(t))\dt

IN

[ oo - g0l de= [ eto o) ae.

0 Zo
Definimos la funcién

R@@) = [ c(o7(0) an,

zo

que cumple que R(xzg) =0y
R(z) = c(¢%(2)) < c(R*(2)), (2.33)

lo que implica que R'(x) — ¢(R%(z)) < 0.
Como R(z) > 0 para todo > x(, multiplicando la desigualdad (2.33)) por (1—a)(R™%(z))

obtenemos que
(R7™(x)) <ec(l —a) <e,

de donde se deduce que R'™(z) < ¢(x — ).

1
Por tanto, se tiene que ¢(x) < (¢(x — zp)) == y se cumple las siguientes desigualdades:

Ahora, definimos la funcién v como

o) = A

x — 1)

Como, por la condicion de Holder (2.32), k(1 — «) < 1, se sigue que

lim ~(z) =0.
z—ad

Veamos que v(x) = 0 en todo el conjunto I. Supongamos al contrario que la funciéon v es

no nula en algtin punto. En ese caso, existe un x; > x¢ tal que

0 <m=y(z1) =mixvy(x).
zel
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Por la condicion de Krasnosel’skii-Krein (2.31)) tenemos que
¢(z1) < k 0 9(t)

xr — xO)k

m = (x1) = (

< m/mkdt—m
(1 = @0)F Juy (t—o)t=2

0

Por la contradiccion anterior, concluimos que vy(z) = ¢(x) = 0 en I y ambas soluciones

son iguales. O

Ejemplo 2.53. Consideramos el problema de Cauchy

/

0 si0<z<1, 2?<y,
-y
Y = f(z,y) = si0<z<1,0<y<a? | y0)=0.
x
x si0<z <1, y<O.

\

Veamos primero si la funcién es continua en la banda
D={(z,y) eR*:z2€0,1], y € R}.

Es evidente que f es continua en todo (x,y) € D tal que = # 0. Estudiemos los puntos

restantes a través del calculo de los siguientes limites:

lfm ’ x, = lfm 0 = 0 Si ZEQ <.
z—0t ( y) z—0+ Y
lim f(x, = Ilim z=0 siy<DO.

z—0t f( y) z—0t y

En el caso restante se tiene que

T < L o<y <at

T T
Como los limites coinciden con el valor de la funcion, f es continua en la recta z = 0,

por tanto, en el conjunto D.

Veamos ahora si se cumple la condicién de Krasnosel’skii-Krein . Consideramos los

siguientes casos.

» Si0<y,y < 2? tenemos que

e = sl = | () - (S22) | = H-ol

xT x
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" Siy<0<y<a?

a:2—g

e = sl = o= (S0) | = il < o -l

x
» En el caso de que y < 0, 22 < ¢, se tiene que
_ 1 1 1
[f(z,y) = f(z.9)] = o — 0] = ~|a?| < —|g] < —|7 —yl.
x x x

= Por tltimo, si 0 <y < 22 < § se sigue que

z2—y

_ 1 1, _
e - Sl = [ (“52) <0 = =0 < Tl -l
Para finalizar y ayudandonos de los calculos anteriores para ver si se cumplia (2.31)), estu-

diamos si se verifica en todos los casos la condiciéon de Holder (2.32)).

» Si0<y,y<z?tenemos que

Y2y — g2 <

(lyl + [g)) "%y — g[*/?

8|~

1 1
fay) @)l = Lly—il=ly—1l

V2 - _
- "% = v2ly — g%

IN

= Siy <0<y <2?sesigue que
Fy) = £, = gl < 1512 < V2l — ol
» En el caso de que y < 0, 22 < ¢,
f(@,y) — fl@,9)| = |z| < 5" < |5 —y['/* < V2ly —y|2

= Por tltimo, si 0 <y < 22 < ¢ se tiene que

$2

Fay) = fap) = [ < o =y < G- 9)"* < V2l - y)2

Por tanto, el Teorema de Krasnosell’skii-Krein garantiza que el problema tiene una

tnica solucion en el intervalo [0, 1], que viene dada por
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2.8. Criterio de Unicidad de Perron

Apoyandonos principalmente en el Capitulo 1 de [7], complementado como a lo largo
del texto con el Capitulo 1 de [I]], recogemos en esta tltima seccion del capitulo principal el
Teorema de Unicidad de Perron, que guarda cierta relacién con alguno de los ya vistos, como
el de Lipschitz [2.9] Empezamos definiendo dos conceptos previos relativos a la soluciéon de

un problema de valor inicial.

Definicion 2.54. Dado el problema de Cauchy , una solucion ¢(x), definida en un
intervalo I, se dice maximal si, dada otra solucion cualquiera y(x) definida también en I,
se tiene que

y(z) < q(x) paratodo x € I.

De forma analoga, una solucion s(z) se dice minimal si dada otra solucion gy(x) del mismo

problema, definidas ambas en I, se tiene que
s(z) < y(x) paratodo x € I.

De la propia definicién se deduce que, de existir, ambas soluciones son tnicas.
En nuestro caso, al trabajar con funciones con una cierta continuidad, la existencia de
solucion estd garantizada por el Teorema de Cauchy-Peano [I.5] El siguiente resultado

muestra que, bajo estas hipotesis, existen siempre ambas soluciones.

Teorema 2.55. Si f(z,y) es una funcidn continua en el conjunto Sy, enlonces ewiste
tanto una solucion mazimal como una minimal del problema de Cauchy , definidas en

el intervalo [zo, xo + o), con a > 0.

Otro término a definir antes de probar el criterio de Perron es el de derivada en el
sentido de Dini, que generaliza la idea de la derivada usual para funciones continuas no

necesariamente diferenciables.

Definicién 2.56. Sea f(x) una funcién continua en un intervalo I. Llamamos derivada
superior derecha, inferior derecha, superior izquierda e inferior izquierda en el sentido de

Dini de la funcion f a

D*f(x) = limsup (W +h) = y(z)) |

h—0t

— timing (V@R —y(2)
Dif(z) = lzni(l)rif W );

D f(z) = limsup <y<w+hg _y@))’

D_f(z) = h’minf(<



2.8. CRITERIO DE UNICIDAD DE PERRON 43

La relacion entre la derivada usual y la de Dini es clara: si D™ f(z) = D_ f(z), existe
la derivada lateral izquierda de la funcion continua f(x), denotada como f’(x~). De forma
analoga se tiene este concepto para f/(z71).

Como ejemplo, si consideramos la funcion f(z) = —|z| en el punto xzy = 0, se tiene que

DT f(0) =D f(0) = -1 = f'(07), D7 f(0)=D_f(0)=1=f(07).

Las siguientes definiciones y resultados, relativos al campo de las Desigualdades Diferen-

ciales, muestran relaciones entre las las derivadas de Dini y ciertas funciones.

Definicion 2.57. Consideremos el problema de Cauchy con f(z,y) una funcion conti-
nua. Sea y(x) una funcion continua tal que se cumplen las condiciones @ y @ de solucioén.

Si y satisface la desigualdad diferencial
y'(x7) < f(z,y(x), = € [0, 70+ a),

se dice que es una sub-solucion del problema de valor inicial . En las mismas hipétesis,
si y(z) cumple que
y'(27) > fz,y(2), = € [zo,20+ a),

decimos que es una sobre-solucion del problema de Cauchy .

Teorema 2.58. Consideremos el problema de wvalor inicial con f continua en el

conjunto Sy. Sean y e § dos funciones continuas en el intervalo [xo,zo + a) tales que
(z,y(x)), (z,9(z)) € D y
y(xo) < y(zo)

para un cierto xg. Ademds, se tiene que
D_y(z) < f(z,y(x)), D-y(x) > f(z,y(z)) (2.34)
para todo x € [xg, o + a). Entonces
y(x) < y(z), € [xo,z0+ a).
Demostracion. Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces el conjunto
A={z € [zxo,z0+a): ylx) <y(x)}

es no vacio y estd acotado inferiormente. Sea 1 > xg el infimo de A, que cumple que
y(z) <y(x) en [zo,x1) e y(z1) = y(a1).
Por todo ello, para un h < 0 suficientemente pequefio se tiene que

y(x1 4+ h) —y(z1) - y(r1 + h) — g(x1)
h h ’
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donde la tltima desigualdad implica que
D_y(x1) = D_y(z1). (2.35)

Por las desigualdades (2.34) y (2.35) junto al hecho que las funciones son iguales en x4

llegamos a la contradiccion

f(z1,9(21)) < fz1,y(21)).
En consecuencia, el conjunto A es vacio y se sigue el resultado. O

Un resultado analogo se tiene en caso de considerar las restantes derivadas de Dini.
Notar que en la demostracion del resultado no utilizamos la condicién de que las desigual-
dades se cumplan en todo = € (zg,x0 + a). Esto se debe a que el resultado sigue
siendo cierto si la condicidén se cumple para todo x perteneciente al conjunto

A={x € (xg,z0+0a): ylx) =y(z)}.

Como corolario de este iltimo teorema, enunciamos un resultado que necesitaremos para

probar el criterio de Perron.

Corolario 2.59. Sea f(x,y) una funcion continua en un conjunto D, siendo q(x) la so-
lucion mazimal del problema de Cauchy en el intervalo I = [xg,xo + a). Sea y(x) una

solucion de la siguiente desigualdad:
DYy(z) < f(z,y(x), zel
Entonces, si y(xo) < yo se tiene que y(z) < q(x) para todo x € I.

Un resultado analogo del Corolario se tiene si consideramos s(x) soluciéon minimal

en el intervalo (xg — a, zg], con y(x) soluciéon de

D_y(z) < f(z,y(x)), =€,
tal que yo < y(xp), implicando que s(x) < y(x) en I.

Una vez visto esto, estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema principal

de esta seccion.
Teorema 2.60 (Teorema de Unicidad de Perron). Si se cumple que:

a. La funcion g(z,z) es continua y no negativa en el rectingulo [xo, xo + a] x [0, 2b] tal
que, para todo T € (xo,x0 + a), la funcion z(x) = 0 es la tnica funcion diferenciable

en el intervalo [xg,T) cumpliendo que

Z(z) = g(z, 2(2)), = € [x0,%); 2z(xp) = 0.
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b. La funcion f(x,y) es continua en el conjunto S, wverificando la llamada condicién

de Perron, que dice que para todo (x,y), (x,7) € Sy se tiene que
[f(zy) = f2,9)] < gz, |y — 7)) (2.36)
Entonces, el problema de Cauchy tiene a lo sumo una solucion en [xg,xo + al.

Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones, y(x) e y(z), del problema de valor

inicial en el intervalo I = [zg, xo + a]. Definimos en I la funcién

Por ser soluciones, ¢(xg) = 0. Ahora , por la condicion de Perron (2.36)), se tiene que

D¥¢(x)

IN

' (2) = ¢/ (2)] = | f (2, y(2)) — f(2,5(2))]
9(z[y(z) = y(2)|) = g(z, ¢(x)).

IN

Tomando un z € (zg,zg + a), por el Corolario tenemos que
¢(x) < q(x), paratodo x € [xg,T),

donde ¢(x) es la soluciéon maximal del problema. Como por hipotesis ¢(z) = 0, se deduce
que la funcion ¢(x) es nula en [zg,z). Como Z fue escogido de forma arbitraria, ambas

soluciones son iguales en el intervalo 1. O

Corolario 2.61. La condicién de Lipschitz (2.1) es un caso particular de la condicion de
Perron (2.36), tomando g(z,z) = kz, con k > 0.

Ejemplo 2.62. Veamos que la funcién f, definida como
e~/ 41 sio<z<1, y<o,

fla,y) = %H%I/I)H 5i0<z<1, 0<y<aze (/7

<1 + 1) e~/ 11 &0 <z<l1, xe~(1/7) < Y,
T

cumple la condiciéon de Perron (2.36)) en el conjunto
D= {(x,y) € R?:z €[0,1], y € R}.

De forma anéloga al Ejemplo se sigue que f es continua en la banda D.

Tomamos la funcién g como
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Estudiemos los siguientes casos:

= Supongamos que 0 < y,y < ze~ (/%) entonces

f(z,y) = f(z.9)] = ‘ (x% +e (/o) 4 1) - (% e~ (/o) 4 1) ‘

1 i
= ﬁly -9yl =gz, |y —9]).

» Si0 <y < ze (/%) < 7 se sigue que

e = fapl = |(G+e® 1) = (147 )@ 1)

6_(1/96) ]_ _ T 1 _
g = —we™ /) —y) < g -y

T x2

z2 x
= gz |y —yl)

= En el caso de que y < 0, ze~(1/%) < 7 tenemos que

F@y) - Flo ) = \(e—ﬂ/xm)—((w;) e—wxm)]

1 1. 1. _
= ;Ie (l/x)léﬁ\ylSﬁly—m:g(:ﬂ,ly—yl)-

» Por altimo, si y < 0 < 7 < ze~(1/?) se tiene que

ey =@l = |(eW+1) = (L+e 0 41)]

1. 1. )
= ﬁlyléﬁly—m:g(fv,ly—yl)-

Por tanto se cumple la condicién de Perron . Sin embargo, la funcién no esté en las
hipétesis de @ al no estar definida g(z, z) en los puntos de la recta = 0. Por tanto no
se puede garantizar la unicidad por el Teorema de Perron [2.60]
Notese que tampoco podemos aplicar el Teorema de Rogers pese a cumplirse la con-
dicién de Rogers , debido a que

2*f(@,y) ?

lim = — 2 4ot

:I: JR—
o T e=(/a) o—(/z) %

Esto implica que no se verifica la hipotesis ([2.30)).



Capitulo 3

Unicidad a través de la variable

independiente

En este ultimo capitulo, utilizando como fuente el articulo [3], nuestro objetivo es
demostrar la unicidad del problema de Cauchy a través del estudio de la variable
independiente. Para ello relacionamos el problema de partida, cominmente llamado directo,
con el que define su funcion inversa, conocido como problema inverso, viendo las conexiones

entre sus respectivas soluciones.

Consideramos el problema directo

y'(x) = f(z,y(x), > z0, y(z0) = y0; (3.1)
con f : [zo,x0 + a] X [yo,yo + b] — R una funcién continua.

Definicion 3.1. Una solucion del problema (3.1) es una funcion y : [z9,Z] — R, con
2o < T < z0+ a, tal que

= y([zo,7]) C [yo,yo + b],
» y/(x) = f(z,y(x)) para todo = € [z, Z|, y ademés
= y(x0) = Yo-

Noétese que nos centraremos en aquellas soluciones definidas en un intervalo a la derecha
del punto zg, ya que al ser f continua las condiciones de existencia son iguales a ambos

lados y con un simple cambio de variable tenemos el caso restante.

47
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Sea f : [xo,zo + a] X [yo, Y0 + b] — R. Definimos la funciéon inversaﬂ I [yo,yo + b] x

[0, zo + a] = R como

1
si f(t,r) #0,
fT(T, t) —_ f(t7 T)
0 si f(t,r)=0.
Consideremos el problema inverso
t/(T‘) = f(’/‘,t(?")), r 2 Yo, t(y[)) = To- (32)

Intentemos establecer una relacion entre los problemas (3.1) v (3.2). Empezamos enuncian-
do dos proposiciones que seran ttiles para demostrar el resultado principal de este capitulo.

La primera dice lo siguiente.

Proposicion 3.2. Dados I y J dos intervalos no degenerados, consideramos la funcion

1

y: I — J continua y biyectiva en I. Entonces, su inversa y~~ : J — I es continua en J

si, y solo si, y'(x) # 0 para todo x € I.

1

Es mds, st y~ es continua en el intervalo J, se tiene que para todo r € J:

1
) = s
y'(y=t(r))
La segunda es un resultado del campo de la Teoria de la Medida que garantiza que

cierto conjunto es medible.

Proposicion 3.3. Sea g : I — J una funcion continua en I. Consideramos el conjunto
N C J de medida nula. Entonces, si g'(x) # 0 para todo x € I, el conjunto g~ (N) es de

medida cero.
Como corolario de esta ultima proposicidon se tiene el siguiente enunciado.

Corolario 3.4. Sea g : I — J una funcion continua en I tal que ¢'(x) # 0 para todo
x € I. Consideramos las funciones hy,hy : J\N — R, con N un conjunto de medida nula.

Entonces, si h1(y) = ha(y) para todo y € J, se tiene que
hi(g(x)) = ha(g(x)) para todo x € I.

Aplicando los anteriores resultados demostramos el teorema que relaciona las soluciones

de los problemas (3.1)) y (3.2).

Teorema 3.5. Si la funcién t : [yo,y] — R, con yo < § < yo + b, es una solucion
del problema (3.2) cumpliendo que t'(r) > 0 para todo v € [yo, 7|, entonces la funcion
t=1: [x0,t(7)] — R es una solucidn del problema (3.1)).

1Se tiene que fof=fof=1.



Demostracion. De la Proposicion para todo x € [xo,t(7)] se tiene que

iy ]
@) = gy > O

Ademas, para todo r € [yo, 7],

, = 1
0<t'(r)=f(rt(r)) = oK
Aplicando el Corolario [3.4] teniendo en cuenta que
=t hy=— - yg=t",
fQ(), )
tenemos que para todo x € [zg, t()]:
1 1

0<07 @) = Fr @) @)~ Tt @)

que, junto a (3.3]), muestra que la funcion ¢t~ es soluciéon del problema (3.1)) en [z, t(7)]-

Destacamos algunas de las aplicaciones que tiene el Teorema |3.5]
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= Calculo de la inversa: es posible hallar la expresién explicita de la inversa en de-

terminados casos si la ecuacion (3.2]) es lo suficientemente buena, como muestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6. Consideramos el problema (3.1]) con la condicion inicial y(0) =0y la

funciéon )

T4y
0 si (z,y) = (0,0).

si (z,y) # (0,0),
f(l',y) =

En este caso, el problema (3.2)) es lineal y la funcion

tiry=€e"—r—1, re|0,00),

define su tnica solucion posible. Ademas, como ¢'(r) = e" — 1 > 0 para todo valor
de r € (0,00), por el Teorema se sigue que ¢! : [0,00) — [0,00) es solucion del
problema, .

Noétese que en numerosas situaciones el calculo de la inversa t~! es complicado o

incluso imposible.

Un criterio de existencia para problemas con singularidades donde f es continua:

Como corolario del Teorema de Cauchy-Peano tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.7. Sea B una bola centrada en el punto (xq,yo) € R%. Si la funcion f es
continua en B y positiva en los puntos de B\{(zo,v0)}, entonces el problema (3.1

tiene al menos una solucion continua.

Notese que la hipotesis de que la funciéon f sea positiva en la bola abierta perforada
B\{(z0,y0)} se puede cambiar suponiendo que es negativa en toda ella. Ademés, no

hemos supuesto que la funcién esté acotada, al contrario que en el Teorema [1.5]

Una version alternativa de los criterios de unicidad, como el de Lipschitz.
Si f es continua en un entorno del punto (z,yp), el Teorema garantiza la exis-
tencia de al menos una solucion, y(x), tal que y'(z) = f(z,y(x)) e y(xo) = yo-

El siguiente paso seria estudiar si dicha solucién es tinica por algin criterio, como el
de Lipschitz Sin embargo, esto no se tiene asegurado siempre como vimos en el

Ejemplo Recogemos una situacién donde es posible solventar este problema.

Ejemplo 3.8. Consideremos el problema de Cauchy

y = f(@.y) = VIyl + cos(z), y(0) = 0. (3-4)

La funcién f(z,y) es continua al ser suma de funciones elementales. Como vimos a
lo largo de la Seccién f no es lipschitziana respecto de la variable y.
Sin embargo, como f(0,0) = 1 > 0y f es lipschitziana respecto de = en cualquier

entorno del origen, se tiene que

= 1
)= e

es lipschitziana respecto de ¢ en un entorno del punto (0,0). Por tanto, el correspon-
diente problema tiene una tnica solucion.

Ademas, al ser f una funcion positiva en un entorno de (0, 0), toda solucion de
define una solucién local del problema inverso , por lo que tiene una dnica

solucién posible.

Como consecuencia del anterior ejemplo, deducimos el siguiente resultado que garan-

tiza una solucién local del problema de Cauchy .

Teorema 3.9 (Version del Teorema de Lipschitz). Sea f(z,y) una funcidn continua
en un entorno de (x,v0) € R? tal que f(xo,y0) # 0. Entonces, el problema de valor
imnicial tiene una solucion unica si es f es lipschitziana en un entorno de (g, yo)

respecto de x y/o respecto de y.
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Para finalizar, estudiemos brevemente la condicion de que f(xo,yo) # 0 en el Teorema
de Lipschitz a través de dos ejemplos.

El problema de valor inicial auténomo

v =]y, x>0, y(0)=0,

muestra que la condicién de que la funcion sea distinta a cero en el punto (zg,yo) es
necesaria para garantizar la unicidad por el Teorema Como habiamos visto en el
Ejemplo [2.18] dos posibles soluciones a este problema son la trivial e y(x) = 22 /4.

Ahora consideremos el problema de Cauchy

Notese que pese a cumplirse que f(0,0) # 0, la funcion no es lipschitziana en ningin
entorno del origen respecto de alguna variable, por tanto no se puede aplicar el
Teorema Ademaés, las funciones

ylo) =z e ylz) =

son dos soluciones al problema.

Noétese que también es posible estudiar la unicidad a través de condiciones en la variable
independiente con otros criterios distintos al de Lipschitz, como los vistos en el Capitulo
Por ejemplo, en el caso de Peano bastaria pedir que la funcion f sea continua y decreciente

respecto de alguna variable en un entorno de dicho punto y ademés que no se anule en el

punto (zo, yo).
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