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Resumen

La importancia de las Álgebras de Hopf ha experimentado un crecimiento considerable

a partir de �nales de la década de los 80 tras convertirse en el contexto adecuado para

el estudio de las soluciones de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter, aspecto en el que

destacan las contribuciones de V. G. Drinfeld y M. Jimbo.

Establecer la conexión que existe entre las Álgebras de Hopf y la Ecuación Cuántica

de Yang-Baxter es el objetivo fundamental de este trabajo.

En la memoria se hace un estudio de las Álgebras de Hopf desde una visión general,

partiendo de las estructuras subyacentes de álgebra, coálgebra y biálgebra. Se demuestra

que los módulos sobre Álgebras de Hopf trenzadas generan soluciones de la Ecuación

Cuántica de Yang-Baxter, y por ello este tipo particular de álgebras pasan a ser el tema

central de estudio. Se �naliza estudiando el Doble de Drinfeld que proporciona un método

para construir Álgebras de Hopf trenzadas a partir de un Álgebra de Hopf de dimensión

�nita.

Abstract

The importance of Hopf Algebras has grown considerably since the late 80s after beco-

ming the appropiate context for the study of Quantum Yang-Baxter Equation solutions.

In this study, the contributions of V. G. Drinfeld and M. Jimbo stand out.

The main objective of this project consists on establishing the connection between Hopf

Algebras and the Quantum Yang-Baxter Equation.

In this paper, Hopf Algebras are studied from a general point of view, starting from

the underlying structures of algebra, coalgebra and bialgebra. It is shown that the modules

on braided Hopf Algebras generate solutions to the Quantum Yang-Baxter Equation and,

therefore, this particular type of algebras become the central topic of study. It ends by

studying the Drinfeld Double, which provides a method to construct braided Hopf Algebras

from a �nite dimensional Hopf Algebra.
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Introducción

Las Álgebras de Hopf, que pueden verse como una generalización de la estructura de

grupo, nacen en el campo de la Topología Algebraica entre los años 40 y 50 del siglo

pasado. Aparecen en los trabajos de Heinz Hopf dedicados al estudio de la cohomología de

Grupos de Lie compactos y sus espacios homogéneos asociados. A pesar de todo, quién las

bautizó bajo el nombre de �Álgebras de Hopf� fue Armand Borel en el año 1953, en honor a

las fundamentales aportaciones de Hopf en años anteriores. Paralelamente, Pierre Cartier

hacía referencia a tales estructuras bajo el nombre de �hyper-álgebras� en sus trabajos

sobre Teoría de Representaciones y Física-Matemática, inspirado en los estudios de Jean

Dieudonné en Teoría de Grupos Algebraicos de característica positiva.

La de�nición de Álgebra de Hopf tal y como se empleaba en aquella época ha sufrido

cierta evolución hasta llegar a la de�nición actual, que es la que se utiliza en este trabajo.

Con la publicación de Sweedler en el año 1969 [13], las Álgebras de Hopf pasaron a ser

objeto de estudio del Álgebra Abstracta y continuaron su desarrollo de tal manera que apa-

recen en prácticamente todos los campos de las Matemáticas: Teoría de Números (grupos

formales), Geometría Algebraica, Teoría de Lie, Teoría de Galois y extensiones separables

de cuerpos, Teoría de Anillos Graduados, Teoría de Grupos localmente compactos, Teoría

de Distribución, Combinatoria, Teoría de Representación y Mecánica Cuántica. Además,

las Álgebras de Hopf se han encontrado ligadas de modo natural al estudio de las simetrías

de distintos objetos matemáticos. A título de ejemplo se pueden mencionar los siguientes:

en Topología, ligadas a la construcción de invariantes de nudos y 3-variedades, o desde el

punto de vista de la Física-Matemática, donde las Álgebras de Hopf trenzadas aparecen co-

mo los instrumentos adecuados para construir sistemáticamente soluciones de la Ecuación

Cuántica de Yang-Baxter, en cuyo estudio se centra este trabajo.

La Ecuación Cuántica de Yang-Baxter (QYBE) nace en la Física Teórica, apareciendo

por vez primera en un artículo de C.N. Yang en Mecánica Cuántica y, más tarde, de R.J.

Baxter, en el ámbito de la Mecánica Estadística.

Por un lado, el artículo de Yang [15], publicado en 1967, se centra en el estudio de

los sistemas de partículas microscópicas interactuando entre sí, tratando de describir el

ix



x INTRODUCCIÓN

movimiento y dirección de éstas. Cada sistema de partículas tiene asociada una función

de onda que describe la distribución de probabilidad de los resultados de cada medición1.

En esencia, conocer la función de onda junto con la evolución del sistema a lo largo del

tiempo nos permite predecir el comportamiento del mismo. En sus investigaciones, Yang

emplea el �ansatz de Bethe�2 para construir la función de onda asociada a un sistema

cuántico unidimensional con interacción repulsiva, obteniendo así una serie de propiedades

que satisface la función de onda obtenida entre las cuales se encuentra la QYBE. Por tanto,

encontrar una solución de QYBE permite obtener, de cierta manera, una función de onda

asociada a un sistema de partículas, que a su vez proporciona una descripción del mismo.

Por otro lado, Baxter en un artículo publicado en el año 1972 [3], expuso sus investiga-

ciones en la búsqueda de la función de partición asociada al modelo de los ocho vértices3,

dentro del ámbito de la Mecánica Estadística. Una función de partición se trata de un fun-

cional asociado a un sistema en equilibrio termodinámico a partir del cual podemos derivar

las funciones de estado como la energía libre de Gibbs, la energía interna, la entropía o

la entalpía. Para ello, introdujo las llamadas �matrices de transferencia conmutativa�4, las

cuales debían de veri�car una serie de propiedades para conmutar. Entre estas propiedades

se encuentra la identidad de Yang-Baxter.

La Ecuación Cuántica de Yang-Baxter es una ecuación fundamental desde el punto de

vista de la Física-Matemática, ya que la búsqueda de sus soluciones contribuyó al estudio

de la Teoría de los Grupos Cuánticos, que constituyen una subclase de Álgebras de Hopf.

Los primeros ejemplos de estas estructuras aparecen en trabajos de físicos-matemáticos

de la Escuela de Fadeev, en Leningrado. El término �Grupo Cuántico� fue acuñado por

Drinfeld y Jimbo y se popularizó tras el Congreso Internacional de Matemáticos celebrado

en Berkeley en el año 1986, donde Drinfeld expuso en una conferencia plenaria [6] las

contribuciones que había obtenido en este campo junto con Michio Jimbo. Actualmente, la

Ecuación Cuántica de Yang-Baxter es utilizada en muchos campos, tanto desde el punto

de vista físico, por ejemplo en la obtención de puertas cuánticas, como desde el punto

1En Mecánica Cuántica, una medición es una manipulación del sistema de partículas que proporciona

un resultado numérico.
2Un ansatz es una suposición. Por ejemplo, si se poseen una serie de datos que se encuentran en torno

a una línea, se podría hacer un ansatz de linealidad. El ansatz de Bethe es un método de suposición que

fue introducido por Hanse Bethe en 1931 y que se emplea para obtener la función de onda asociada a un

sistema cuántico unidimensional.
3En Mecánica Estadística, los modelos de vértices hacen referencia a modelos de celosía. En ellos, los

microestados se representan poniendo una �echa en cada arista de la celosía, indicando un estado u otro

en función del sentido de ésta.
4En Mecánica Estadística, el método de la matriz de transferencia es una técnica matemática que se

emplea para escribir la función de partición asociada a un determinado sistema de una manera más sencilla.
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de vista matemático, por ejemplo en la representación de grupos de trenzas. Por ello, es

importante el estudio y clasi�cación de sus soluciones. ¾Es posible obtener todas ellas?

¾Podemos generar soluciones de forma sencilla?

Con respecto a la primera de las preguntas, la obtención y clasi�cación de todas las

soluciones de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter aún es un problema abierto en la

actualidad. Fue el propio Drinfeld quien consiguió dar respuesta a la segunda de ellas en

[5], donde obtiene que los módulos sobre Álgebras de Hopf trenzadas generan soluciones de

la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter. Inicialmente, los ejemplos de este tipo de estructuras

no eran sencillos ni abundantes, y es por ello que surge la necesidad de construir Álgebras

de Hopf trenzadas. En este aspecto fue de nuevo de gran importancia la aportación de

Drinfeld, quién descubrió una manera universal de obtenerlas a través del llamado �Doble

de Drinfeld�, el cual se construye a partir de un Álgebra de Hopf de dimensión �nita. Fue

así como, a partir de los años 80, las Álgebras de Hopf adquirieron una gran consideración.

Este trabajo de �n de grado está centrado en el estudio de los Grupos Cuánticos5 y en

la búsqueda de soluciones de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter. La memoria se divide

en cuatro capítulos, tratando en los dos primeros conceptos más generales para luego entrar

en el estudio de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter en los posteriores.

El Capítulo 1 está dedicado al estudio de los conceptos básicos que se utilizarán a

lo largo de la memoria. Se introducen las nociones de módulo y álgebra y se describe la

construcción del producto tensorial de estos objetos, así como sus propiedades principales.

En el Capítulo 2 se de�ne el concepto de Álgebra de Hopf, describiendo previamente las

estructuras subyacentes: álgebra, coálgebra y biálgebra. A continuación, se relacionan la

estructura de coálgebra de un espacio vectorial con la estructura de álgebra de su espacio

vectorial dual. Se introduce el concepto de biálgebra como una álgebra y coálgebra que

satisface una cierta condición de compatibilidad. Se �naliza el capítulo estudiando las

propiedades de las Álgebras de Hopf (biálgebras con una aplicación adicional denominada

antípodo) y describiendo ejemplos de estas álgebras.

Se prosigue con el Capítulo 3, donde se tratan los aspectos fundamentales de la Ecuación

Cuántica de Yang-Baxter. Se empieza de�niendo la ecuación, poniendo de mani�esto la

sencillez de su formulación, y se hacen una serie de observaciones iniciales acerca de sus

soluciones. A continuación, se introducen un tipo de Álgebras de Hopf particulares como

son las Álgebras de Hopf cuasi-coconmutativas y posteriormente las Álgebras de Hopf

trenzadas, estudiando sus propiedades más signi�cativas. Éstas últimas álgebras tienen

5�Grupo Cuántico� es la terminología empleada por Drinfeld para hacer referencia a lo que se denominará

Álgebra de Hopf trenzada en la memoria. Dependiendo de la referencia empleada, éstas también pueden

recibir el nombre de Álgebras de Hopf cuasitriangulares.
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gran relevancia en lo que resta de capítulo ya que se prueba que los módulos sobre Álgebras

de Hopf trenzadas generan soluciones de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter.

Se �naliza la memoria con un capítulo dedicado a la construcción del Doble de Drin-

feld de un Álgebra de Hopf de dimensión �nita y se demuestra que este nuevo objeto es

un Álgebra de Hopf trenzada. Se obtiene así un contexto adecuado que permite obtener

soluciones de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter.



Capítulo 1

Producto tensorial

En este capítulo inicial se expondrán una serie de de�niciones y resultados sobre el

producto tensorial de módulos y álgebras, que se utilizarán en el desarrollo del trabajo.

Se establece la siguiente notación:

1. A denotará un anillo conmutativo con unidad.

2. K denotará un cuerpo.

1.1. Producto tensorial de módulos

De�nición 1.1.1. Un A-móduloM es un grupo abeliano (M,+) junto con una aplicación

externa:

A×M −→M

(a, x) 7−→ ax

veri�cando las siguientes propiedades:

a(x+ y) = ax+ ay

(a+ b)x = ax+ bx

(ab)x = a(bx)

1Ax = x

∀a, b ∈ A, ∀x, y ∈M .

Observación 1.1.2. Nótese que si en vez de considerar un A-módulo se considera un K-
módulo, entonces se trata de un K-espacio vectorial, por lo que el concepto de A-módulo

generaliza la estructura de K-espacio vectorial.

1



2 CAPÍTULO 1. PRODUCTO TENSORIAL

De�nición 1.1.3. Sean M , N A-módulos. Un homomor�smo de A-módulos es una

aplicación f : M −→ N que veri�ca:

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(ax) = af(x)

∀x, y ∈M , ∀a ∈ A.

De�nición 1.1.4. Sean M ,N y P A-módulos. Una aplicación

f : M ×N −→ P

(x, y) 7−→ f(x, y)

se dice A-bilineal si para cada x ∈M la aplicación

fx : N −→ P

y 7−→ fx(y) := f(x, y)

es A-lineal, y si para cada y ∈ N la aplicación

fy : M −→ P

x 7−→ fy(x) := f(x, y)

es A-lineal.

Construcción 1.1.5. Si M y N son A-módulos, se considera el A-módulo libre A(M×N)

cuyos elementos son combinaciones lineales de elementos de M ×N con coe�cientes en A,
es decir, son expresiones de la forma:

n∑
i=1

ai(xi, yi)

con ai ∈ A, xi ∈M , yi ∈ N .

Si D es el submódulo de A(M×N) generado por los elementos de los siguientes tipos:

(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y)

(x, y + y′)− (x, y)− (x, y′)

(ax, y)− a(x, y)

(x, ay)− a(x, y)

con a ∈ A, x, x′ ∈ M , y, y′ ∈ N , se denominará producto tensorial de los A-módulos

M y N al A-módulo A(M×N)/D, el cuál se denotará por M ⊗AN . Sus elementos, [(x, y)],

se denotarán por x⊗ y, ∀x ∈M, ∀y ∈ N .
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Observación 1.1.6. Nótese que si {xi}i∈I e {yj}j∈J son conjuntos de generadores de los

A-módulos M y N respectivamente, entonces {xi ⊗ yj}(i,j)∈I×J es un conjunto de genera-

dores de M ⊗A N .

Este producto se puede caracterizar mediante la siguiente proposición.

Proposición 1.1.7. SiM,N,P son A-módulos, entonces existe un isomor�smo de A-módulos

Ψ: HomA(M ⊗A N,P ) −→ BilA(M ×N,P ).

Demostración. Si

ϕ : M ×N −→M ⊗A N

(x, y) 7−→ [(x, y)] := x⊗ y

es la aplicación bilineal canónica, la aplicación:

Ψ: HomA(M ⊗A N,P ) −→ BilA(M ×N,P )

f 7−→ Ψ(f) : M ×N −→ P

es un isomor�smo, en donde:

Ψ(f) : M ×N −→ P

(x, y) 7−→ f(ϕ(x, y)) = f(x⊗ y).

En efecto:

Bien de�nida: Ψ(f) es A-bilineal ∀f ∈ HomA(M ⊗A N,P ).

Ψ(f)(αx+ x′, y) = (f ◦ ϕ)(αx+ x′, y) = f((αx+ x′)⊗ y)

= f(α(x⊗ y) + (x′ ⊗ y)) = αf(x⊗ y) + f(x′ ⊗ y)

= αΨ(f)(x, y) + Ψ(f)(x′, y)

∀α ∈ A, ∀x, x′ ∈ M , ∀y ∈ N . Análogamente se prueba que es A-lineal con respecto

a la segunda de las variables.

Linealidad:

Ψ(f + g)(x, y) = ((f + g) ◦ ϕ)(x, y) = (f ◦ ϕ)(x, y) + (g ◦ ϕ)(x, y)

= Ψ(f + g)(x, y) = Ψ(f)(x, y) + Ψ(g)(x, y),

Ψ(αf)(x, y) = (αf ◦ ϕ)(x, y) = (αf)(x⊗ y) = αf(x⊗ y) = αΨ(f)(x, y)

∀(x, y) ∈M ×N . Por lo tanto:

Ψ(αf + g) = αΨ(f) + Ψ(g) ∀α ∈ A, ∀f, g ∈ HomA(M ⊗A N,P ).
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Inyectividad: Sean f, f ′ ∈ HomA(M ⊗AN,P ) arbitrarias y sea {x⊗y} un conjunto

de generadores de M ⊗A N :

Si Ψ(f) = Ψ(f ′)⇒ f(x⊗ y) = f ′(x⊗ y) ∀x⊗ y ∈M ⊗A N ⇒ f = f ′.

Sobreyectividad: Sea g : M × N −→ P una aplicación A-bilineal. La aplicación

g′ : A(M×N) −→ P , que resulta de extender g por linealidad, se anula en todos los

generadores de D por ser A-bilineal. Por lo tanto, D ⊂ ker g′, induciendo un homo-

mor�smo de A-módulos h : M ⊗A N := A(M×N)/D −→ P tal que Ψ(h) = h ◦ ϕ = g.

Observación 1.1.8. El resultado anterior se puede ver como una propiedad universal.

Es decir, dadosM,N,P A-módulos y f : M ×N −→ P una aplicación A-bilineal, entonces
∃! g : M ⊗A N −→ P que hace conmutativo el siguiente diagrama:

M ×N f //

ϕ

��

P

M ⊗A N.

∃!g
66 (1.1)

Observación 1.1.9. Si en vez de considerar aplicaciones bilineales se considerasen apli-

caciones multilineales f : M1 × ...×Mr −→ P , siendo M1, ...,Mr, P A-módulos, siguiendo

la misma construcción se obtendría el producto multi-tensorial, M1 ⊗A ...⊗A Mr.

Notación 1.1.10. De ahora en adelante, excepto que exista ambigüedad en el anillo A,
se denotará M ⊗N := M ⊗A N .

Proposición 1.1.11. Si M,N,P son A-módulos, se tienen los siguientes isomor�smos

canónicos de A-módulos:

1. M ⊗N−̃→N ⊗M
x⊗ y 7−→ y ⊗ x,

2. A⊗M−̃→M
a⊗ x 7−→ ax,

3. (M ⊗N)⊗ P −̃→M ⊗N ⊗ P
(x⊗ y)⊗ z 7−→ x⊗ y ⊗ z,
M ⊗ (N ⊗ P )−̃→M ⊗N ⊗ P
x⊗ (y ⊗ z) 7−→ x⊗ y ⊗ z

∀a ∈ A, ∀x ∈M, ∀y ∈ N, ∀z ∈ P .
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Demostración.

1. La aplicación f̂ : M ⊗N −→ N ⊗M obtenida a partir de la aplicación A-bilineal

f : M ×N −→ N ⊗M

(x, y) 7−→ y ⊗ x

es un isomor�smo de A-módulos cuyo inverso viene dado por

f̄ : N ⊗M −→M ⊗N

y ⊗ x 7−→ x⊗ y.

2. Se considera la aplicación A-bilineal dada por:

h : A×M −→M

(a, x) 7−→ ax.

La propiedad universal induce un isomor�smo de A-módulos

ĥ : A⊗M −→M

a⊗ x 7−→ ax

con inverso

h̄ : M −→ A⊗M

x 7−→ 1A ⊗ x.

3. Para cada z ∈ P , se de�ne la aplicación:

fz : M ×N −→M ⊗N ⊗ P

(x, y) 7−→ fz(x, y) = x⊗ y ⊗ z.

Por las propiedades del producto tensorial, la aplicación fz es A-bilineal. Entonces,
por la propiedad universal, ∃! f̂z : x⊗ y ∈M ⊗N −→ f̂z(x⊗ y) = x⊗ y⊗ z que hace
conmutativo el diagrama (1.1).

Si se considera la aplicación A-bilineal dada por:

g : (M ⊗N)× P −→M ⊗N ⊗ P

(t, z) 7−→ g(t, z) = fz(t) = t⊗ z,
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entonces la propiedad universal induce el isomor�smo

ĝ : (M ⊗N)⊗ P −→M ⊗N ⊗ P

(x⊗ y)⊗ z 7−→ ĝ((x⊗ y)⊗ z) = x⊗ y ⊗ z

con inverso

ḡ : M ⊗N ⊗ P −→ (M ⊗N)⊗ P

x⊗ y ⊗ z 7−→ (x⊗ y)⊗ z.

Similarmente se prueba que M ⊗ (N ⊗ P ) 'M ⊗N ⊗ P .

Proposición 1.1.12. Si M,N,P son A-módulos, entonces existe un isomor�smo de

A-módulos entre

HomA(M ⊗N,P ) ' HomA(M,HomA(N,P )).

Demostración. Existe una correspondencia biyectiva entre

BilA(M ×N,P ) ' HomA(M,HomA(N,P ))

dada por:

Si f : M × N −→ P es una aplicación A-bilineal, entonces induce una aplicación

A-lineal:

M −→ HomA(N,P )

x 7−→ fx : N −→ P,

donde fx(y) = f(x, y) ∀y ∈ N .

Recíprocamente, dado un A-homomor�smo

φ : M −→ HomA(N,P )

de�ne una aplicación A-bilineal:

M ×N −→ P

(x, y) 7−→ (φ(x))(y).

Como consecuencia de la propiedad universal del producto tensorial,

HomA(M ⊗N,P ) ' BilA(M ×N,P ).

Por lo tanto:

HomA(M ⊗N,P ) ' HomA(M,HomA(N,P )).
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1.2. Producto tensorial de homomor�smos

De�nición 1.2.1. Sean f : M −→ M ′ y g : N −→ N ′ homomor�smos de A-módulos. Se

de�ne el producto tensorial de f y g como:

f ⊗ g : M ⊗N −→M ′ ⊗N ′

x⊗ y 7−→ (f ⊗ g)(x⊗ y) := f(x)⊗ g(y).

Proposición 1.2.2. Si f : M −→ M ′ y g : N −→ N ′ son homomor�smos de A-módulos,

entonces el producto tensorial de f y g es un homomor�smo de A-módulos.

Demostración. Se considera la aplicación:

f × g : M ×N −→M ′ ×N ′

(x, y) 7−→ (f(x), g(y))

y se de�ne la aplicación A-bilineal ϕ′ ◦ (f ×g). En virtud de la propiedad universal se tiene

que:

M ×N
ϕ′◦(f×g)

))

f×g //

ϕ

��

M ′ ×N ′

ϕ′

��
M ⊗N ∃!f⊗g //M ′ ⊗N ′

de donde se sigue que el producto tensorial de homomor�smos de A-módulos es un homo-

mor�smo de A-módulos.

Proposición 1.2.3. Si M
f //M ′

f ′ //M ′′ , N
g // N ′

g′ // N ′′ son homomor�smos

de A-módulos, entonces:

(f ′ ◦ f)⊗ (g′ ◦ g) = (f ′ ⊗ g′) ◦ (f ⊗ g).

Demostración. Se tiene que:

M ⊗N
(f ′◦f)⊗(g′◦g) //M ′′ ⊗N ′′

M ⊗N f⊗g //M ′ ⊗N ′ f
′⊗g′ //M ′′ ⊗N ′′ .

Si {xi}i∈I , {yj}j∈J son conjuntos de generadores para los A-módulos M y N , respectiva-

mente, entonces:

((f ′ ⊗ g′) ◦ (f ⊗ g))(xi ⊗ yj) = (f ′ ⊗ g′)(f(xi)⊗ g(yj)) = f ′(f(xi))⊗ g′(g(yj))

= ((f ′ ◦ f)⊗ (g′ ◦ g))(xi ⊗ yj).

Por lo tanto, (f ′ ◦f)⊗ (g′ ◦g) = (f ′⊗g′)◦ (f ⊗g) ya que coinciden sobre {xi⊗yj}(i,j)∈I×J ,
conjunto de generadores de M ⊗N .
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1.3. Producto tensorial de álgebras

De�nición 1.3.1. Sea K un cuerpo. Una K-álgebra es una terna (A, η, µ) donde:

A es un anillo,

η : K −→ A es un homomor�smo de anillos,

La multiplicación de A como anillo, µ : A×A −→ A es una aplicación bilineal.

Observación 1.3.2. Obsérvese que la aplicación η dota a A de una estructura de

K-espacio vectorial, ya que podemos de�nir el producto por escalares como sigue:

K×A −→ A

(k, a) 7−→ µ(η(k), a).

De�nición 1.3.3. Sean A, B K-álgebras. Un mor�smo de K-álgebras es un homomor-

�smo de anillos f : A −→ B que veri�ca f ◦ ηA = ηB.

Como consecuencia inmediata, si f es un mor�smo de K-álgebras, entonces f(1A) = 1B.

Proposición 1.3.4. Si B,C son K-álgebras, entonces D := B ⊗K C es una K-álgebra.

Demostración. Nótese que tanto B como C sonK-espacios vectoriales, es decir,K-módulos,

por lo tanto, D es un K-módulo.

La aplicación

g : B × C ×B × C −→ B ⊗ C

(b, c, b′, c′) 7−→ bb′ ⊗ cc′

es K-multilineal, por lo que, por la propiedad universal del producto tensorial se tiene que

existe un homomor�smo de K-módulos

ĝ : B ⊗ C ⊗B ⊗ C −→ B ⊗ C

b⊗ c⊗ b′ ⊗ c′ 7−→ bb′ ⊗ cc′.

Así, por la Proposición 1.1.7, existe una aplicación K-bilineal

µ : D ×D −→ D

(b⊗ c, b′ ⊗ c′) 7−→ µ(b⊗ c, b′ ⊗ c′) = bb′ ⊗ cc′.

Entonces, la terna (D,µ, η) es una K-álgebra siendo

η : K −→ D

1K 7−→ η(1K) := ηB(1K)⊗ ηC(1K).



Capítulo 2

Álgebras de Hopf

En este capítulo se analizan los conceptos fundamentales de coálgebra y biálgebra y se

introduce el concepto de álgebra de Hopf como una biálgebra con una aplicación adicional

llamada antípodo. Se estudian además las características básicas de estas álgebras, que

serán necesarias para obtener soluciones de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter.

2.1. Concepto dual de un Álgebra

Es sencillo probar que el concepto de K-álgebra de la De�nición 1.3.1 es equivalen-

te a considerar ternas (V, µ, η) siendo V un K-espacio vectorial junto con los siguientes

mor�smos:

µ : V ⊗ V −→ V es una aplicación lineal que se denominará multiplicación,

η : K −→ V es una aplicación lineal que se denominará unidad,

que hacen conmutativos los siguientes diagramas:

V ⊗ V ⊗ V µ⊗idV //

idV ⊗µ
��

V ⊗ V
µ

��
V ⊗ V µ // V

Diagrama 2.1: Asociatividad (As).

K⊗ V η⊗idV //

'

((

V ⊗ V
µ

��

V ⊗KidV ⊗ηoo

'

vv
V

Diagrama 2.2: Existencia de unidad (Un).

Se dirá que la K-álgebra es además conmutativa cuando se veri�que la conmutatividad

del siguiente diagrama:

9
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V ⊗ V
τV,V

yy

µ

##
V ⊗ V µ // V

Diagrama 2.3: Conmutatividad (Conm)

siendo el isomor�smo de K-álgebras:

τV,V : V ⊗ V −→ V ⊗ V

v ⊗ w 7−→ w ⊗ v.

Notación 2.1.1. Sea (V, µ, η) una K-álgebra, se denotará por µop := µ ◦ τV,V . Entonces,
se dirá que una K-álgebra es conmutativa si µ = µop.

De�nición 2.1.2. Sean (V, µ, η), (V ′, µ′, η′) K-álgebras. Una aplicación lineal f : V −→ V ′

se dice que es un mor�smo de K-álgebras si veri�ca:

µ′ ◦ (f ⊗ f) = f ◦ µ,

f ◦ η = η′,

equivalentemente, si son conmutativos los siguientes diagramas:

V ⊗ V f⊗f //

µ

��

V ′ ⊗ V ′

µ′

��
V

f // V ′

K η //

η′

''

V

f
��

V ′.

Ejemplo 2.1.3.

1. El propio cuerpo K presenta una estructura natural de K-álgebra con las siguientes

multiplicación y unidad:

µK : K⊗K −→ K

k1 ⊗ k2 7−→ k1k2

ηK ≡ idK : K −→ K

k 7−→ η(k) := k.

2. Sea K un cuerpo. El anillo de polinomios K[x] tiene estructura de K-álgebra con µ la

multiplicación usual de polinomios y η la inclusión de los escalares como polinomios

constantes en K[x].
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3. Si se consideran (V1, µ1, η1) y (V2, µ2, η2) K-álgebras, entonces V1⊗V2 admite estruc-

tura de K-álgebra con las siguientes multiplicación y unidad:

µV1⊗V2 : (V1 ⊗ V2)⊗ (V1 ⊗ V2) −→ (V1 ⊗ V2)

(v1 ⊗ v2)⊗ (v′1 ⊗ v′2) 7−→ [(µ1 ⊗ µ2) ◦ (idV1 ◦ τV1,V2 ◦ idV2)]((v1 ⊗ v2)⊗ (v′1 ⊗ v′2))

ηV1⊗V2 : K −→ V1 ⊗ V2

1K 7−→ η1(1K)⊗ η2(1K).

Se introduce a continuación el concepto de coálgebra que es esencialmente la noción

dual de álgebra.

De�nición 2.1.4. Sea K un cuerpo. Una K-coálgebra es una terna (W,∆, ε) donde:

W es un K-espacio vectorial,

∆: W −→W ⊗W , una aplicación lineal que se denominará comultiplicación,

ε : W −→ K, una aplicación lineal que se denominará counidad,

que hacen conmutativos los siguientes diagramas:

W
∆ //

∆
��

W ⊗W
idW⊗∆
��

W ⊗W ∆⊗idW //W ⊗W ⊗W

Diagrama 2.4: Coasociatividad (Coas).

K⊗W W ⊗W idW⊗ε //ε⊗idWoo W ⊗K

W

∆

OO
'

55
'

ii

Diagrama 2.5: Existencia de counidad (Coun).

Se dirá que la coálgebra es coconmutativa cuando τW,W ◦∆ = ∆, es decir:

W
∆ //

∆

$$

W ⊗W
τW,W

xx
W ⊗W

Diagrama 2.6: Coconmutatividad (Coconm).

Notación 2.1.5. Sea (W,∆, ε) una K-coálgebra, se denotará por ∆cop := τW,W ◦ ∆.

Entonces, se dirá que una K-coálgebra es coconmutativa si ∆ = ∆cop.
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De�nición 2.1.6. Sean (W,∆, ε), (W ′,∆′, ε′) K-coálgebras. Una aplicación lineal

f : W −→W ′ se dice mor�smo de K-coálgebras si se veri�can las dos siguientes condi-

ciones:

(f ⊗ f) ◦∆ = ∆′ ◦ f ,

ε = ε′ ◦ f ,

es decir, f es un mor�smo de K-coálgebras si son conmutativos los siguientes diagramas:

W
∆ //

f

��

W ⊗W
f⊗f
��

W ′
∆′ //W ′ ⊗W ′

W
f //

ε

''

W ′

ε′

��
K.

Notación 2.1.7. En lo que sigue, se empleará la llamada Notación de Sweedler para

expresar la comultiplicación. Si (W,∆, ε) es unaK-coálgebra y x ∈W , entonces se escribirá:

∆(x) =
∑
(x)

x′ ⊗ x′′.

Así, las condiciones de coasociatividad, counidad y coconmutatividad re�ejadas en los

Diagramas 2.4, 2.5 y 2.6 se pueden reescribir como sigue:

Coasociatividad:

∑
(x)

∑
(x′)

(x′)′ ⊗ (x′)′′

⊗ x′′ = ∑
(x)

x′ ⊗

∑
(x′′)

(x′′)′ ⊗ (x′′)′′


lo que, por convención, se escribirá:∑

(x)

x′ ⊗ x′′ ⊗ x′′′.

Counidad: ∑
(x)

ε(x′)x′′ = x =
∑
(x)

x′ε(x′′).

Coconmutatividad: ∑
(x)

x′ ⊗ x′′ =
∑
(x)

x′′ ⊗ x′.
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Ejemplo 2.1.8.

1. El propio cuerpo base K, como K-espacio vectorial, presenta una estructura natural

de K-coálgebra considerando:

∆K : K −→ K⊗K

a 7−→ ∆(a) := a⊗ 1K

εK ≡ idK : K −→ K

k 7−→ ε(k) := k.

Esta coálgebra se conoce como coálgebra trivial.

2. Sea X un conjunto, se denota por K[X] el K-espacio vectorial que tiene a X como

base. K[X] presenta una estructura de K-coálgebra. Basta de�nir como actúan ∆ y

ε sobre los elementos de X para luego extender ambas por linealidad a todo K[X].

Sea x ∈ X:

∆: K[X] 7−→ K[X]⊗K[X]

x 7−→ x⊗ x

ε : K[X] −→ K

x 7−→ 1K.

Esta coálgebra recibe el nombre de coálgebra de grupo.

3. Se pretende con el siguiente ejemplo hacer notar que un espacio vectorial no tiene

porque presentar una única estructura de coálgebra.

Sea K un cuerpo y K[x] el K-espacio vectorial de los polinomios con coe�cientes en

K. Este espacio vectorial tiene como base a {1K, x, x2, x3, . . . }, entonces bastará con

de�nir las aplicaciones ∆ y ε sobre los elementos de la base.

3.1. Se de�nen:

∆1 : K[x] −→ K[x]⊗K[x]

xm 7−→ ∆1(xm) := xm ⊗ xm

ε1 : K[x] −→ K

xm 7−→ ε1(xm) := 1K

que dotan a K[x] de estructura de K-coálgebra.
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3.2. Se consideran:

∆2 : K[x] −→ K[x]⊗K[x]

xm 7−→ ∆2(xm) :=
m∑
i=0

(
m

i

)
xi ⊗ xm−i

ε2 : K[x] −→ K

xm 7−→ ε2(xm) :=

{
0 si m 6= 0

1K si m = 0.

Con esta comultiplicación y counidad, K[x] tiene estructura de coálgebra. En efecto,

se comprobará que se veri�ca la conmutatividad de los Diagramas 2.4 y 2.5.

Coasociatividad:

((idK[x] ⊗∆2) ◦∆2)(xm) = (idK[x] ⊗∆2)

(
m∑
i=0

(
m

i

)
xi ⊗ xm−i

)

=
m∑
i=0

(
m

i

)
xi ⊗∆2(xm−i)

=

m∑
i=0

m−i∑
j=0

(
m

i

)(
m− i
j

)
xi ⊗ xj ⊗ xm−i−j

que mediante el cambio de variable k = i+ j se tiene que:

((idK[x] ⊗∆2) ◦∆2)(xm) =
m∑
i=0

m∑
k=i

(
m

i

)(
m− i
k − i

)
xi ⊗ xk−i ⊗ xm−k.

Reasignando los nombres de las variables: k 7→ i, i 7→ j se obtiene:

((idK[x] ⊗∆2) ◦∆2)(xm) =
m∑
j=0

m∑
i=j

(
m

j

)(
m− j
i− j

)
xj ⊗ xi−j ⊗ xm−i

=
m∑
i=0

i∑
j=0

(
m

i

)(
i

j

)
xj ⊗ xi−j ⊗ xm−i

=
m∑
i=0

(
m

i

)
∆2(xi)⊗ xm−i

= (∆2 ⊗ idK[x])

(
m∑
i=0

(
m

i

)
xi ⊗ xm−i

)
= ((∆2 ⊗ idK[x]) ◦∆2)(xm).
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Counidad:

((ε2 ⊗ idK[x]) ◦∆2)(xm) = (ε2 ⊗ idK[x])

(
m∑
i=0

(
m

i

)
xi ⊗ xm−i

)

=
m∑
i=0

(
m

i

)
ε2(xi)⊗ xm−i =

(
m

0

)
1K ⊗ xm = xm.

Por otro lado:

((idK[x] ⊗ ε2) ◦∆2)(xm) = (idK[x] ⊗ ε2)

(
m∑
i=0

(
m

i

)
xi ⊗ xm−i

)

=

m∑
i=0

(
m

i

)
xi ⊗ ε2(xm−i) =

(
m

m

)
xm ⊗ 1K = xm.

Esta coálgebra recibe el nombre de Coálgebra de potencias divididas.

4. Por último, si (W1,∆1, ε1), (W2,∆2, ε2) son K-coálgebras, entonces W1 ⊗W2 tiene

estructura de K-coálgebra con la siguiente comultiplicación y counidad:

∆W1⊗W2 : W1 ⊗W2 −→ (W1 ⊗W2)⊗ (W1 ⊗W2)

x1 ⊗ x2 7−→ ∆W1⊗W2(x1 ⊗ x2) := [(idW1 ◦ τW1,W2 ◦ idW2) ◦ (∆1 ⊗∆2)](x1 ⊗ x2)

εW1⊗W2 : W1 ⊗W2 −→ K

x1 ⊗ x2 7−→ εW1⊗W2(x1 ⊗ x2) := (µK ◦ ε1 ⊗ ε2)(x1 ⊗ x2) = ε1(x1)ε2(x2).

Notación 2.1.9. Si U es un K-espacio vectorial, U∗ denotará el K-espacio vectorial

HomK(U,K).

Ahora, se enunciarán una serie de resultados que relacionan álgebras y coálgebras. Para

la demostración de estos será necesario el siguiente Lema.

Lema 2.1.10. Si U y V son dos K-espacios vectoriales de dimensión �nita, entonces:

U∗ ⊗ V ∗ ' (V ⊗ U)∗.

Demostración. Si U,U ′, V, V ′ son K-espacios vectoriales de dimensión �nita, entonces la

aplicación

λ : Hom(U,U ′)⊗Hom(V, V ′) −→ Hom(V ⊗ U,U ′ ⊗ V ′)

f ⊗ g 7−→ λ(f ⊗ g) : V ⊗ U −→ U ′ ⊗ V ′,

donde λ(f ⊗ g)(v ⊗ u) = f(u)⊗ g(v), es un isomor�smo de K-espacios vectoriales.
En particular, considerando U ′ = V ′ = K se tiene que U∗ ⊗ V ∗ ' (V ⊗ U)∗.
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Proposición 2.1.11. Si (W,∆, ε) es una K-coálgebra, entonces W ∗ admite una estructura

de K-álgebra.

Demostración. Se de�nen la multiplicación y unidad para W ∗ siguientes:

µ : W ∗ ⊗W ∗ −→W ∗

f ⊗ g 7−→ µ(f ⊗ g) := (∆∗ ◦ λ ◦ τW ∗,W ∗)(f ⊗ g)

η : K ' K∗ −→W ∗

k 7−→ η(k) := ε∗(k) : W −→ K

donde λ es el homomor�smo de K-espacios vectoriales de�nido en el Lema 2.1.10 y además,

ε∗(k)(w) := kε(w).

Para concluír que (W ∗, µ, ε) es un álgebra, se probará que son conmutativos los Dia-

gramas 2.1 y 2.2.

Asociatividad: Sean f, g, h ∈W ∗, w ∈W .

µ(µ⊗ idW ∗)(f ⊗ g ⊗ h)(w) = (λ(h⊗ (λ(g ⊗ f) ◦∆)) ◦∆)(w)

=
∑
(w)

h(w′′)⊗ (λ(g ⊗ f) ◦∆)(w′)

=
∑
(w)

∑
(w′)

h(w′′)⊗ g((w′)′′)⊗ f((w′)′)

=
∑
(w)

∑
(w′)

(h⊗ g ⊗ f)(w′′ ⊗ (w′)′′ ⊗ (w′)′)

= (h⊗ g ⊗ f)

∑
(w)

∑
(w′)

w′′ ⊗ (w′)′′ ⊗ (w′)′

 .

µ(idW ∗ ⊗ µ)(f ⊗ g ⊗ h)(w) = (λ((λ(h⊗ g) ◦∆)⊗ f) ◦∆)(w)

=
∑
(w)

(λ(h⊗ g) ◦∆)(w′′)⊗ f(w′)

=
∑
(w)

∑
(w′′)

h((w′′)′′)⊗ g((w′′)′)⊗ f(w′)

=
∑
(w)

∑
(w′′)

(h⊗ g ⊗ f)((w′′)′′ ⊗ (w′′)′ ⊗ w′)

= (h⊗ g ⊗ f)

∑
(w)

∑
(w′′)

(w′′)′′ ⊗ (w′′)′ ⊗ w′
 .

La asociatividad se concluye por ser ∆ coasociativa, lo que implica que:∑
(w)

∑
(w′)

w′′ ⊗ (w′)′′ ⊗ (w′)′ =
∑
(w)

∑
(w′′)

(w′′)′′ ⊗ (w′′)′ ⊗ w′.
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Unidad: Sean f ∈W ∗, a ∈ K.

µ(η(a)⊗ f)(w) = (λ(f ⊗ η(a)) ◦∆)(w) =
∑
(w)

f(w′′)⊗ η(a)(w′)

=
∑
(w)

f(w′′)⊗ aε(w′) =
∑
(w)

f(w′′)aε(w′)

= a
∑
(w)

f(ε(w′)w′′) = af

∑
(w)

ε(w′)w′′

 .

µ(f ⊗ η(a))(w) = (λ(η(a)⊗ f) ◦∆)(w) =
∑
(w)

η(a)(w′′)⊗ f(w′)

=
∑
(w)

aε(w′′)⊗ f(w′) =
∑
(w)

aε(w′′)f(w′)

= a
∑
(w)

f(w′ε(w′′)) = af

∑
(w)

w′ε(w′′)

 .

La conmutatividad del Diagrama 2.2 se tiene como consecuencia de ser W una coál-

gebra, entonces se tiene que:∑
(w)

ε(w′)w′′ =
∑
(w)

w′ε(w′′).

A continuación se enunciará una especie de recíproco para el resultado anterior, aunque

para ello se necesita la hipótesis de dimensión �nita.

Proposición 2.1.12. Sea (V, µ, η) una K-álgebra con V un K-espacio vectorial de dimen-

sión �nita, entonces V ∗ admite una estructura de K-coálgebra.

Demostración. Como V es un K-espacio vectorial de dimensión �nita, por el Lema 2.1.10,

la aplicación

λ : V ∗ ⊗ V ∗ −→ (V ⊗ V )∗

es un isomor�smo de K-espacios vectoriales, por lo que ∃λ−1.

Se de�ne la siguiente comultiplicación y counidad para V ∗:

∆: V ∗ −→ V ∗ ⊗ V ∗

f 7−→ ∆(f) := (λ−1 ◦ µ∗)(f)

ε : V ∗ −→ K∗ ' K

f 7−→ ε(f) := η∗(f)
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donde ∆(f) = (λ−1 ◦ µ∗)(f) =
∑

(f) f1 ⊗ f2 tal que f(xy) =
∑

(f) f1(x)f2(y).

Se probará que son conmutativos los Diagramas 2.4 y 2.5:

Coasociatividad. Sean f ∈ V ∗, x, y, z ∈ V .

((∆⊗ idW ∗) ◦∆)(f)(x⊗ y ⊗ z) =
∑

(f)(f1)

(f1)1(x)⊗ (f1)2(y)⊗ f2(z)

=
∑

(f)(f1)

(f1)1(x)(f1)2(y)f2(z)

=
∑
(f)

f1(xy)f2(z) = f(xyz).

((idW ∗ ⊗∆) ◦∆)(f)(x⊗ y ⊗ z) =
∑

(f)(f2)

f1(x)⊗ (f2)1(y)⊗ (f2)2(z)

=
∑

(f)(f2)

f1(x)(f2)1(y)(f2)2(z)

=
∑
(f)

f1(x)f2(yz) = f(xyz).

Por lo tanto:

(∆⊗ idW ∗) ◦∆ = (idW ∗ ⊗∆) ◦∆.

Counidad. Sean f ∈ V ∗, x, y ∈ V .

((ε⊗ idW ∗) ◦∆)(f)(x⊗ y) =
∑
(f)

ε(f1)(x)⊗ f2(y) =
∑
(f)

f1(η(x))⊗ f2(y)

=
∑
(f)

f1(η(x))f2(y) = f(η(x)y).

((idW ∗ ⊗ ε) ◦∆)(f)(x⊗ y) =
∑
(f)

f1(x)⊗ ε(f2)(y) =
∑
(f)

f1(x)⊗ f2(η(y))

=
∑
(f)

f1(x)f2(η(y)) = f(xη(y)).

Por ser V una K-álgebra se veri�ca la conmutatividad del Diagrama 2.2, así se tiene

que η(x)y = xη(y), y por lo tanto:

(ε⊗ idW ∗) ◦∆ = (idW ∗ ⊗ ε) ◦∆.
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Observación 2.1.13. Nótese la importancia en la Proposición 2.1.12 de que la K-álgebra
sea de dimensión �nita.

En general, la aplicación:

λ : V ∗ ⊗ V ∗ −→ (V ⊗ V )∗

es inyectiva, independientemente de la dimensión.

Para obtener un coproducto ∆V ∗ en V ∗, se necesita que ∆V ∗ : V ∗ −→ V ∗ ⊗ V ∗. Sin
embargo, la aplicación dual de µ, µ∗ : V ∗ −→ (V ⊗ V )∗. Por lo tanto, en general, se tiene:

V ∗
µ∗ // (V ⊗ V )∗

V ∗

idV ∗

OO

∆V ∗ // V ∗ ⊗ V ∗
?�
λ

OO

lo que impide de�nir directamente ∆V ∗ = µ∗.

Ejemplo 2.1.14. V = Mn(K), el K-espacio vectorial de las matrices n×n con coe�cientes

en el cuerpo K, tiene estructura de K-álgebra con las siguientes multiplicación y unidad:

µ : V ⊗ V −→ V

(aij)⊗ (bij) 7−→
n∑
k=1

aikbkj (Multiplicación usual de matrices)

η : K −→ V

1K 7−→ η(1K) :=
n∑
k=1

Ekk

V es un K-espacio vectorial con base {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n}, donde Eij = δij , por lo tanto

dimK V = n2, entonces se veri�can las hipótesis de la Proposición 2.1.12.

Se concluye entonces que V ∗ presenta una estructura de coálgebra con las siguientes

comultiplicación y counidad, las cuales bastará con de�nir sobre los elementos de la base

dual de {Eij}ni,j=1, que se denotarán por {xij}ni,j=1.
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Comultiplicación.

∆(xij)(Ekl ⊗ Emn) = (λ−1 ◦ µ∗)(xij)(Ekl ⊗ Emn)

= (λ−1 ◦ xij ◦ µ)(Ekl ⊗ Emn)

= λ−1(xij (δlmEkn)) = λ−1(δlmδikδjn)

= λ−1

(∑
p

δikδlpδpmδjn

)

= λ−1

(∑
p

xip(Ekl)xpj(Emn)

)

= (λ−1 ◦ λ)

(∑
p

xip ⊗ xpj

)
(Ekl ⊗ Emn)

=

(∑
p

xip ⊗ xpj

)
(Ekl ⊗ Emn).

Counidad.

ε(xij)(1K) = η∗(xij)(1K) = (xij ◦ η)(1K) = xij

(
n∑
k=1

Ekk

)
=

n∑
k=1

δikδkj = δij .

Cuando se trabaja con un anillo (A,+, ·), se habla de los ideales del anillo, al igual que,
si (G, ·) es un grupo, se habla de sus subgrupos normales. En ambos casos, si J es un ideal

de A o N es un subgrupo normal de G, se puede dotar a A/J o a G/N de estructura de

anillo cociente o grupo cociente, respectivamente.

El papel de los ideales en el caso de la teoría de anillos, así como el papel de los

subgrupos normales en el caso de la teoría de grupos, es el que juegan los coideales para

las coálgebras.

A continuación se de�nirá el concepto de coideal y se enunciará el resultado que permite

construir la estructura de coálgebra cociente.

De�nición 2.1.15. Si (W,∆, ε) es una K-coálgebra, se dice que un subespacio I ⊂ W es

un coideal de W si:

∆(I) ⊂ I ⊗W +W ⊗ I y ε(I) = 0.

Proposición 2.1.16. Si (W,∆, ε) es una K-coálgebra e I es un coideal de W , entonces

W/I es una K-coálgebra.

Demostración. Se considera la composición p ◦∆: W −→ (W ⊗W )/(I ⊗W +W ⊗ I) en
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donde p es el epimor�smo canónico:

p : W ⊗W −→ (W ⊗W )/(I ⊗W +W ⊗ I)

w1 ⊗ w2 7−→ (w1 ⊗ w2) + (I ⊗W +W ⊗ I).

Por hipótesis, como I es un coideal, entonces ∆(I) ⊂ I ⊗W +W ⊗ I. Así, I ⊂ ker(p ◦∆).

Entonces, por la propiedad universal del cociente, el siguiente diagrama es conmutativo,

induciendo la aplicación p ◦∆:

W
p◦∆ //

π

��

(W ⊗W )/(I ⊗W +W ⊗ I)

W/I

∃!p◦∆
33

p ◦∆: W/I −→ (W ⊗W )/(I ⊗W +W ⊗ I)

w + I 7−→ ∆(w) + (I ⊗W +W ⊗ I)

Por otro lado, se considera el isomor�smo:

α : (W ⊗W )/(I ⊗W +W ⊗ I) −→W/I ⊗W/I

(w1 ⊗ w2) + (I ⊗W +W ⊗ I) 7−→ (w1 + I)⊗ (w2 + I)

y se de�ne la comultiplicación en W/I como:

∆: W/I −→W/I ⊗W/I

w + I 7−→ ∆(w + I) := (α ◦ p ◦∆) =
∑
(w)

(w′ + I)⊗ (w′′ + I)

que está bien de�nida en base a la discusión anterior.

Ahora falta por de�nir la counidad. De nuevo, por ser I un coideal de W , ε(I) = 0,

por lo tanto, por la propiedad universal del cociente, el siguiente diagrama es conmutativo

e induce la aplicación ε:

W
ε //

π

��

K

W/I.

∃!ε
77

Por lo tanto, se de�ne la counidad en W/I de la siguiente manera:

ε : W/I −→ K

w + I 7−→ ε(w).

A continuación, se comprobará que, así de�nidas, se veri�ca la conmutatividad de los

Diagramas 2.4 y 2.5:
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Coasociatividad.

((idW/I ⊗∆) ◦∆)(w + I) = (idW/I ⊗∆)

∑
(w)

(w′ + I)⊗ (w′′ + I)


=

∑
(w)(w′′)

(w′ + I)⊗ ((w′′)′ + I)⊗ ((w′′)′′ + I)

= (π ⊗ π ⊗ π)

 ∑
(w)(w′′)

w′ ⊗ (w′′)′ ⊗ (w′′)′′

 .

((∆⊗ idW/I) ◦∆)(w + I) = (∆⊗ idW/I)

∑
(w)

(w′ + I)⊗ (w′′ + I)


=

∑
(w)(w′)

((w′)′ + I)⊗ ((w′)′′ + I)⊗ (w′′ + I)

= (π ⊗ π ⊗ π)

 ∑
(w)(w′)

(w′)′ ⊗ (w′)′′ ⊗ w′′
 .

Por ser ∆ coasociativa,
∑

(w)(w′′)w
′⊗ (w′′)′⊗ (w′′)′′ =

∑
(w)(w′)(w

′)′⊗ (w′)′′⊗w′′, lo
que concluye la demostración de la coasociatividad de ∆.

Counidad.

((ε⊗ idC/I) ◦∆)(w + I) = (ε⊗ idC/I)

∑
(w)

(w′ + I)⊗ (w′′ + I)


=
∑
(w)

ε(w′)⊗ (w′′ + I) =
∑
(w)

(ε(w′)w′′) + I

= π

∑
(w)

ε(w′)w′′

 .

((idC/I ⊗ ε) ◦∆)(w + I) = (idC/I ⊗ ε)

∑
(w)

(w′ + I)⊗ (w′′ + I)


=
∑
(w)

(w′ + I)⊗ ε(w′′) =
∑
(w)

(w′ε(w′′)) + I

= π

∑
(w)

w′ε(w′′)

 .

Como ε veri�ca la propiedad de counidad,
∑

(w) ε(w
′)w′′ =

∑
(w)w

′ε(w′′), y por tanto

ε veri�ca la propiedad de counidad.
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2.2. Biálgebras y Producto Convolución

Las biálgebras son espacios vectoriales que presentan, simultáneamente, estructura de

álgebra y de coálgebra, satisfaciendo una condición de compatibilidad entre ellas. Su estudio

es el paso previo para estudiar las Álgebras de Hopf que dan nombre a este capítulo.

Lema 2.2.1. Si (V, µ, η) es una K-álgebra y (V,∆, ε) es una K-coálgebra, entonces son

equivalentes:

µ y η son mor�smos de K-coálgebras⇐⇒ ∆ y ε son mor�smos de K-álgebras.

Demostración. Por ser µ y η son mor�smos de K-coálgebras se veri�ca que:

(µ⊗ µ) ◦ [(idV ⊗ τV,V ⊗ idV ) ◦ (∆⊗∆)]︸ ︷︷ ︸
∆V⊗V

= ∆ ◦ µ (2.1)

µK ◦ (ε⊗ ε)︸ ︷︷ ︸
εV⊗V

= ε ◦ µ (2.2)

(η ⊗ η) ◦∆K = ∆ ◦ η (2.3)

εK = idK = ε ◦ η (2.4)

siendo las condiciones (2.1) y (2.2) consecuencia de ser µ mor�smo de K-coálgebras y, (2.3)
y (2.4) por ser η mor�smo de K-coálgebras. Nótese además que ∆K y εK se corresponden

con la comultiplicación y counidad del Ejemplo 1 de 2.1.8.

De (2.1) y (2.3) se tiene que:

∆ ◦ µ = (µ⊗ µ) ◦ [(idV ⊗ τV,V ⊗ idV ) ◦ (∆⊗∆)] = [(µ⊗ µ) ◦ (idV ⊗ τV,V ⊗ idV )]︸ ︷︷ ︸
µV⊗V

◦(∆⊗∆)

∆ ◦ η = (η ⊗ η) ◦∆K︸ ︷︷ ︸
ηV⊗V

lo que implica que ∆ es mor�smo de K-álgebras.
De (2.2) y (2.4) se deduce:

ε ◦ µ = µK ◦ (ε⊗ ε)

ε ◦ η = idK = ηK

y, por tanto, ε es mor�smo de K-álgebras.
Análogamente se prueba el recíproco.

De�nición 2.2.2. Sea K un cuerpo. Una K-biálgebra es una quíntupla (V, µ, η,∆, ε)

donde:
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(V, µ, η) es una K-álgebra,

(V,∆, ε) es una K-cóalgebra,

satisfaciendo una de las dos condiciones equivalentes del Lema 2.2.1 anterior.

Observación 2.2.3. En general, cuando se enuncien resultados para biálgebras, se usará

la condición de compatibilidad de que ∆, ε son mor�smos de K-álgebras, excepto que se

especi�que lo contrario.

Empleando la notación de Sweedler, esta condición signi�ca que:∑
(v1v2)

(v1v2)′ ⊗ (v1v2)′′ =
∑
(v1)

∑
(v2)

v′1v
′
2 ⊗ v′′1v′′2 (2.5)

ε(v1v2) = ε(v1)ε(v2) (2.6)

∀v1, v2 ∈ V .

Lema 2.2.4. Si (V, µ, η,∆, ε) es una K-biálgebra, entonces son K-biálgebras:

1. V op := (V, µop, η,∆, ε),

2. V cop := (V, µ, η,∆cop, ε),

3. V op cop := (V, µop, η,∆cop, ε).

De�nición 2.2.5. Sean (V, µ, η,∆, ε) y (V ′, µ′, η′,∆′, ε′) K-biálgebras. Una aplicación

f : V −→ V ′ es un mor�smo de K-biálgebras si es un mor�smo de K-álgebras y de

K-coálgebras.

Ejemplo 2.2.6.

1. Si V es un K-espacio vectorial de dimensión �nita dotado de estructura de K-
biálgebra, entonces V ∗ también es una K-biálgebra como consecuencia de las Propo-

siciones 2.1.11 y 2.1.12.

2. Sea (X,µ) un monoide, es decir, un par donde:

X es un conjunto,

µ : X ⊗ X −→ X es una operación interna, asociativa y con elemento neutro

que se denotará por e.

El K-espacio vectorial K[X] tiene estructura de coálgebra con la comultiplicación

y counidad de�nidas en el Ejemplo 2 de 2.1.8. Además, si se considera en K[X] la
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multiplicación µK[X] obtenida al extender µ por linealidad a todo K[X] y la unidad

dada por:

ηK[X] : K −→ K[X]

1K 7−→ e,

entonces (K[X], µK[X], ηK[X],∆K[X], εK[X]) es una K-biálgebra.

A continuación se introduce el concepto de convolución, que permite dotar a Hom(W,V )

de estructura de monoide, siendo V una K-álgebra y W una K-coálgebra.

De�nición 2.2.7. Sean (V, µ, η) una K-álgebra, (W,∆, ε) una K-coálgebra y

f, g ∈ Hom(W,V ). La convolución de f y g, que se denotará por f ∗ g, viene dada por la
siguiente composición:

W
∆ //W ⊗W f⊗g // V ⊗ V µ // V.

Es decir, la convolución es una aplicación:

∗ : Hom(W,V )⊗Hom(W,V ) −→ Hom(W,V )

f ⊗ g 7−→ f ∗ g := µ ◦ (f ⊗ g) ◦∆.
(2.7)

Observación 2.2.8. Con la notación de Sweedler, (2.7) signi�ca:

(f ∗ g)(w) = (µ ◦ (f ⊗ g) ◦∆)(w) = (µ ◦ (f ⊗ g))

∑
(w)

w′ ⊗ w′′


= µ

∑
(w)

f(w′)⊗ g(w′′)

 =
∑
(w)

f(w′)g(w′′).

Proposición 2.2.9. Si (V, µ, η) es una K-álgebra y (W,∆, ε) es una K-coálgebra, entonces
(Hom(W,V ), ∗) es un monoide con elemento neutro η ◦ ε.

Demostración. La operación interna ∗ es asociativa. En efecto:

Hom(W,V )⊗Hom(W,V )⊗Hom(W,V )
∗⊗id //

id⊗∗
��

Hom(W,V )⊗Hom(W,V )

∗
��

Hom(W,V )⊗Hom(W,V )
∗ // Hom(W,V )

(∗ ◦ (∗ ⊗ id))(f ⊗ g ⊗ h)(w) = ((f ∗ g) ∗ h)(w) =
∑
(w)

(f ∗ g)(w′)h(w′′)

=
∑
(w)

∑
(w′)

f((w′)′)g((w′)′′)h(w′′) =
∑
(w)

f(w′)g(w′′)h(w′′′).
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(∗ ◦ (id⊗ ∗))(f ∗ g ∗ h)(w) = (f ∗ (g ∗ h))(w) =
∑
(w)

f(w′)(g ∗ h)(w′′)

=
∑
(w)

∑
(w′′)

f(w′)g((w′′)′)h((w′′)′′) =
∑
(w)

f(w′)g(w′′)h(w′′′).

Por último, se veri�ca que η ◦ ε es el neutro para ∗, es decir, f ∗ (η ◦ ε) = (η ◦ ε) ∗ f = f

∀f ∈ Hom(W,V ).

(f ∗ (η ◦ ε))(w) =
∑
(w)

µ(f(w′)⊗ (η ◦ ε)(w′′)) =
∑
(w)

f(w′)ε(w′′)

=
∑
(w)

f(w′ε(w′′)) = f

∑
(w)

w′ε(w′′)

 =
Counidad

f(w).

((η ◦ ε) ∗ f)(w) =
∑
(w)

µ((η ◦ ε)(w′)⊗ f(w′′)) =
∑
(w)

ε(w′)f(w′′)

=
∑
(w)

f(ε(w′)w′′) = f

∑
(w)

ε(w′)w′′)

 =
Counidad

f(w).

Observación 2.2.10. Nótese que por la Proposición 2.2.9, si (V, µ, η,∆, ε) es una K-
biálgebra, entonces (End(V ), ∗) es un monoide.

2.3. Álgebras de Hopf

En esta última sección se estudia la noción de K-Álgebra de Hopf, así como sus propie-

dades fundamentales. Una K-Álgebra de Hopf es una K-biálgebra V junto con un elemento

de End(V ) llamado el antípodo, que satisface una cierta propiedad.

Su nombre surge en honor a los estudios realizados por Heinz Hopf en la década de los

40, aunque la de�nición formal de Álgebra de Hopf no aparece hasta los años 60 en los

trabajos de, por un lado, Pierre Cartier, en teoría de grupos algebraicos de característica

positiva, y por otro lado, de Armand Borel, en topología algebraica.

Dentro del contexto que proporcionan las Álgebras de Hopf se estudiarán, en los capí-

tulos posteriores, las soluciones de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter.

De�nición 2.3.1. Si (V, µ, η,∆, ε) es una K-biálgebra, el antípodo es un endomor�smo

S ∈ End(V ) que veri�ca:

S ∗ idV = idV ∗ S = η ◦ ε. (2.8)
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V ⊗ V S⊗idV // V ⊗ V
µ

##
V

∆
;;

∆

##

ε // K η // V

V ⊗ V idV ⊗S // V ⊗ V.

µ
;;

Observación 2.3.2. Empleando la notación de Sweedler, la condición del antípodo (2.8)

se puede escribir como sigue:∑
(v)

S(v′)v′′ = (η ◦ ε)(v) =
∑
(v)

v′S(v′′).

Lema 2.3.3. Sea (V, µ, η,∆, ε) una K-biálgebra. En caso de existir antípodo

S ∈ End(V ), éste es único.

Demostración. Supongamos que existen S1, S2 ∈ End(V ) tal que:

S1 ∗ idV = idV ∗ S1 = η ◦ ε (2.9)

S2 ∗ idV = idV ∗ S2 = η ◦ ε. (2.10)

Entonces:

S1 =
η◦ε neutro ∗

S1 ∗ (η ◦ ε) =
(2.10)

S1 ∗ (idV ∗ S2)

=
∗ asociativa

(S1 ∗ idV ) ∗ S2 =
(2.9)

(η ◦ ε) ∗ S2 =
η◦ε neutro ∗

S2.

De�nición 2.3.4. Un Álgebra de Hopf es una quíntupla (V, µ, η,∆, ε, S) donde:

(V, µ, η,∆, ε) es una K-biálgebra,

S ∈ End(V ) es el antípodo.

De�nición 2.3.5. Sean (V1, µ1, η1,∆1, ε1, S1) y (V2, µ2, η2,∆2, ε2, S2) K-Álgebras de Hopf.
Un mor�smo de Álgebras de Hopf f : V1 −→ V2 es un mor�smo de biálgebras que

veri�ca la propiedad siguiente:

S2 ◦ f = f ◦ S1.

Lema 2.3.6. Si (V, µ, η,∆, ε, S) es una K-Álgebra de Hopf de dimensión �nita, entonces

V ∗ admite estructura de K-Álgebra de Hopf con antípodo S∗.
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Demostración. Ya se ha visto en Ejemplo 1 de 2.2.6 que si (V, µ, η,∆, ε) es una K-biálgebra
de dimensión �nita, entonces V ∗ tiene estructura de K-biálgebra.

Basta con probar que S∗ veri�ca la propiedad del antípodo (2.8). En efecto:

(S∗ ∗ idV ∗)(f)(x) =

∑
(f)

S∗(f ′)f ′′

 (x) =
∑
(f)

∑
(x)

f ′(S(x′))f ′′(x′′)

= f

∑
(x)

S(x′)x′′

 =
(2.8)

f((η ◦ ε)(x)) = (ε∗ ◦ η∗)(f)(x).

(idV ∗ ∗ S∗)(f)(x) =

∑
(f)

f ′S∗(f ′′)

 (x) =
∑
(f)

∑
(x)

f ′(x′)f ′′(S(x′′))

= f

∑
(x)

x′S(x′′)

 =
(2.8)

f((η ◦ ε)(x)) = (ε∗ ◦ η∗)(f)(x).

Ejemplo 2.3.7. Ya se vio en el Ejemplo 2 de 2.2.6 que dado un monoide (X,µ), entonces

K[X] presenta estructura de K-biálgebra.
Si se considera (G, ·) un grupo multiplicativo, en particular, es un monoide con la

condición adicional de que, para cada x ∈ G, ∃! y ∈ G/x ·y = y ·x = e, siendo e el elemento

neutro para la operación �·�. En este caso, K[G] es un Álgebra de Hopf cuyo antípodo se

obtiene a continuación.

(S ∗ idG)(x) = (· ◦ (S ⊗ idG) ◦∆K[G])(x) = (· ◦ (S ⊗ idG))(x⊗ x) = S(x) · x,

(η ◦ ε)(x) = η(1K) = e,

(idG ∗ S)(x) = x · S(x).

Por lo tanto:

S(x) · x = e = x · S(x) =⇒ S(x) = x−1 ∀x ∈ G.

Observación 2.3.8. Nótese que, si (V, µ, η,∆, ε, S) es una Álgebra de Hopf, en general

V op, V cop y V op cop no son Álgebras de Hopf.

En la proposición siguiente se enuncian las propiedades fundamentales del antípodo.

Proposición 2.3.9. Si (V, µ, η,∆, ε, S) es una K-Álgebra de Hopf, entonces:

S : V −→ V op cop

es un mor�smo de biálgebras. Es decir, se veri�ca que:
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1. S(xy) = S(y)S(x) ∀x, y ∈ V (el antípodo es antimultiplicativo).

2. S(1V ) = 1V .

3. (S ⊗ S) ◦∆ = ∆cop ◦ S.

4. ε ◦ S = ε.

Demostración. En primer lugar se demostrará que S es un mor�smo de álgebras, es decir,

se probará que S ◦ η = η y que S ◦ µ = µop ◦ (S ⊗ S).

Se tiene que:

S ◦ η = η ⇐⇒ S(1V ) = 1V .

Por la Propiedad 2.8 del antípodo, se veri�ca que S ∗ id = η ◦ ε. Evaluando en x = 1V se

obtiene:

(S ∗ id)(1V ) = (µ ◦ (S ⊗ id) ◦∆)(1V ) = (µ ◦ (S ⊗ id))(1V ⊗ 1V ) = µ(S(1V )⊗ 1V ) = S(1V )

(η ◦ ε)(1V ) = η(1K) = 1V

por lo tanto S(1V ) = 1V .

Para probar que S es antimultiplicativa se consideran las aplicaciones ρ, ν ∈ Hom(V ⊗ V, V ):

ν : V ⊗ V −→ V

x⊗ y 7−→ ν(x⊗ y) := (µop ◦ (S ⊗ S))(x⊗ y) = S(y)S(x)

ρ : V ⊗ V −→ V

x⊗ y 7−→ ρ(x⊗ y) := (S ◦ µ)(x⊗ y) = S(xy).

Se veri�ca que µ ∗ ν = η ◦ εV⊗V = ρ ∗ µ. En efecto:

(µ ∗ ν)(x⊗ y) = (µ ◦ (µ⊗ ν) ◦∆V⊗V )(x⊗ y) = (µ ◦ (µ⊗ ν))

∑
(x)(y)

x′ ⊗ y′ ⊗ x′′ ⊗ y′′


= µ

∑
(x)(y)

µ(x′ ⊗ y′)⊗ ν(x′′ ⊗ y′′)

 = µ

∑
(x)(y)

x′y′ ⊗ S(y′′)S(x′′)


=
∑

(x)(y)

x′y′S(y′′)S(x′′) =
∑
(x)

x′

∑
(y)

y′S(y′′)

S(x′′) =
(2.8)

∑
(x)

x′(η ◦ ε)(y)S(x′′)

=
Propiedad de unidad 2.2

∑
(x)

x′S(x′′)(η ◦ ε)(y) =
(2.8)

(η ◦ ε)(x)(η ◦ ε)(y)

= η(ε(x))ε(y)η(1K) = η(ε(x)ε(y))1V = η(εV⊗V (x⊗ y)) = (η ◦ εV⊗V )(x⊗ y).
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(ρ ∗ µ)(x⊗ y) = (µ ◦ (ρ⊗ µ) ◦∆V⊗V )(x⊗ y) = (µ ◦ (ρ⊗ µ))

∑
(x)(y)

x′ ⊗ y′ ⊗ x′′ ⊗ y′′


= µ

∑
(x)(y)

ρ(x′ ⊗ y′)⊗ µ(x′′ ⊗ y′′)

 = µ

∑
(x)(y)

S(x′y′)⊗ x′′y′′


=
∑

(x)(y)

S(x′y′)x′′y′′ =
∆ mor�smo de álgebras

∑
(xy)

S((xy)′)(xy)′′ =
(2.8)

η(ε(xy))

=
ε mor�smo de álgebras

η(ε(x)ε(y)) = (η ◦ εV⊗V )(x⊗ y).

Por lo tanto, dado que Hom(V ⊗ V, V ) es un monoide con unidad η ◦ εV⊗V , se tiene que
ν = ρ.

Además, S es mor�smo de coálgebras, es decir, (S ⊗ S) ◦∆ = ∆cop ◦ S y ε ◦ S = ε.

Probar que (S⊗S)◦∆ = ∆cop◦S es equivalente a demostrar que (S⊗S)◦∆cop = ∆◦S.
Se consideran α, β ∈ Hom(V, V ⊗ V ):

α : V −→ V ⊗ V

x 7−→ α(x) := (∆ ◦ S)(x)

β : V −→ V ⊗ V

x 7−→ β(x) := ((S ⊗ S) ◦∆cop)(x).

Entonces, de nuevo, como Hom(V, V ⊗ V ) es un monoide con unidad ηV⊗V ◦ ε, si se
demuestra que

α ∗∆ = ηV⊗V ◦ ε = ∆ ∗ β

se tiene que α = β. En efecto:

(α ∗∆)(x) = (µV⊗V ◦ (α⊗∆) ◦∆)(x) =
∑
(x)

(µV⊗V ◦ (∆⊗∆) ◦ (S ⊗ id))(x′ ⊗ x′′)

=
∑
(x)

(µV⊗V ◦ (∆⊗∆))(S(x′)⊗ x′′) =
∆ mor�smo de álgebras

∑
(x)

(∆ ◦ µ)(S(x′)⊗ x′′)

= ∆

∑
(x)

S(x′)x′′

 =
(2.8)

∆((η ◦ ε)(x)) =
∆ mor�smo de álgebras

((η ⊗ η) ◦∆K)(ε(x))

= (η ⊗ η)(ε(x)1K ⊗ 1K) = ε(x)η(1K)⊗ η(1K) = ηV⊗V (ε(x)).
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(∆ ∗ β)(x) = (µV⊗V ◦ (∆⊗ β) ◦∆)(x) =
∑
(x)

µV⊗V (∆(x′)⊗ [(S ⊗ S) ◦∆cop](x′′))

=
∑
(x)

µV⊗V (x′ ⊗ x′′ ⊗ S(x′′′′)⊗ S(x′′′)) =
∑
(x)

x′S(x′′′′)⊗ x′′S(x′′′)

=
(2.8)

∑
(x)

x′S(x′′′)⊗ ε(x′′)η(1K) =
∑
(x)

x′ε(x′′)S(x′′′)⊗ η(1K)

=
Counidad (2.5)

∑
(x)

x′S(x′′)⊗ η(1K) = ε(x)η(1K)⊗ η(1K) = ηV⊗V (ε(x)).

de donde se concluye que α = β.

Finalmente, se demuestra que ε ◦ S = ε. En efecto:

ε(S(x)) =
Counidad

ε

S
∑

(x)

ε(x′)x′′

 = ε

∑
(x)

ε(x′)S(x′′)

 =
∑
(x)

ε(x′)ε(S(x′′))

=
ε mor�smo de álgebras

ε

∑
(x)

x′S(x′′)

 =
(2.8)

ε((η ◦ ε)(x)) = (ε ◦ η)(ε(x)) =
ε◦η=idK

ε(x).

Corolario 2.3.10. Si (V, µ, η,∆, ε, S) es una K-Álgebra de Hopf, entonces se tiene que

V op cop := (V, µop, η,∆cop, η, S) es una K-Álgebra de Hopf.

Si además S ∈ Aut(V ), es decir, S es isomor�smo, entonces V op := (V, µop, η,∆, η, S−1)

y V cop := (V, µ, η,∆cop, η, S−1) son K-Álgebras de Hopf.

Proposición 2.3.11. Si (V, µ, η,∆, ε, S) es una K-álgebra de Hopf, entonces:

a) Son equivalentes:

i. S ◦ S = idV ⇔ ii.
∑

(x) S(x′′)x′ = (η ◦ ε)(x) ⇔ iii.
∑

(x) x
′′S(x′) = (η ◦ ε)(x).

b) Si V es conmutativa (Diagrama 2.3) o coconmutativa (Diagrama 2.6), entonces se

tiene que S ◦ S = idV .

Demostración.

a)
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i.⇒ ii.

∑
(x)

S(x′′)x′ =
S2=idV

S2

∑
(x)

S(x′′)x′

 = S

∑
(x)

S(S(x′′)x′)


=

S antimultiplicativa
S

∑
(x)

S(x′)S2(x′′)

 =
S2=idV

S

∑
(x)

S(x′)x′′


=

(2.8)
S((η ◦ ε)(x)) =

S◦η=η
(η ◦ ε)(x).

ii.⇒ i.

Por la unicidad de la inversa para la convolución, basta con probar que

S ∗ S2 = η ◦ ε⇒ S2 = id.

(S ∗ S2)(x) =
∑
(x)

S(x′)S2(x′′) =
S antimultiplicativa

∑
(x)

S(S(x′′)x′)

= S

∑
(x)

S(x′′)x′

 =
(Hip)

S((η ◦ ε)(x)) =
S◦η=η

(η ◦ ε)(x).

Análogamente, se puede demostrar i.⇔ iii.

b) Si V es conmutativa, es decir, µ = µ ◦ τV,V = µop, entonces:∑
(x)

S(x′′)x′ = (µop ◦ (idV ⊗ S) ◦∆)(x)

=
µ=µop

(µ ◦ (idV ⊗ S) ◦∆)(x) =
∑
(x)

x′S(x′′) =
(2.8)

(η ◦ ε)(x).

Por lo tanto, se veri�can las hipótesis del apartado ii. de a). Por otro lado, si V es

coconmutativa, es decir, si ∆ = τV,V ◦∆ = ∆cop, entonces:∑
(x)

S(x′′)x′ = (µ ◦ (S ⊗ idV ) ◦∆cop)(x)

=
∆=∆cop

(µ ◦ (S ⊗ idV ) ◦∆)(x) =
∑
(x)

S(x′)x′′ =
(2.8)

(η ◦ ε)(x).

De nuevo, se veri�can las hipótesis del apartado ii. de a).



Capítulo 3

Ecuación Cuántica de Yang-Baxter

De ahora en adelante el trabajo se centrará en el estudio de la Ecuación Cuántica

de Yang-Baxter, tratando de analizar sus soluciones. Aún actualmente, la clasi�cación

completa de sus soluciones sigue siendo un problema abierto y sin resolver, a pesar de la

sencillez de ésta.

En primer lugar, se comenzará de�niendo la ecuación. Luego se estudiarán las Álgebras

de Hopf Trenzadas para, �nalmente, alcanzar el resultado fundamental de este capítulo,

donde se probará que los módulos sobre Álgebras de Hopf Trenzadas proporcionan solu-

ciones de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter.

3.1. La Ecuación Cuántica de Yang-Baxter

De�nición 3.1.1. Sea V un K-espacio vectorial y c ∈ Aut(V ⊗ V ), c se dice R-matriz

cuando c es solución de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter, es decir, cuando se cumple

que:

(c⊗ idV ) ◦ (idV ⊗ c) ◦ (c⊗ idV ) = (idV ⊗ c) ◦ (c⊗ idV ) ◦ (idV ⊗ c). (3.1)

Notación 3.1.2. En lo que sigue, para simpli�car, se hará referencia a la Ecuación Cuán-

tica de Yang-Baxter con la abreviatura QYBE, que son las siglas de su nombre en inglés,

Quantum Yang-Baxter Equation.

Observación 3.1.3. Como se puede observar en (3.1), se trata de una igualdad de apli-

caciones de V ⊗ V ⊗ V en V ⊗ V ⊗ V . Es una ecuación sencilla que, de forma grá�ca, se

puede representar como sigue:

33
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c

c

idV

idV

V V V

V V V

V V V

V ⊗ V ⊗ V

V ⊗ V ⊗ V

=
c R-matriz

(c
⊗

id
V

)(id
V
⊗

c
)(c
⊗

id
V

)

V ⊗ V ⊗ V

V ⊗ V ⊗ V

(id
V
⊗

c
)(c
⊗

id
V

)(id
V
⊗

c
)

c

c

idV

idV

V V V

V V V

V V V

V V V V V V

c idV idV c

Lema 3.1.4. Si c ∈ Aut(V ⊗ V ) es R-matriz, es decir, una solución de QYBE, entonces,

son R-matriz:

i. λc ∀λ ∈ K.

ii. c−1.

iii. τV,V ◦ c ◦ τV,V .

Demostración. El apartado i. es trivial, mientras que, para los siguientes, basta tener en

cuenta las siguientes igualdades:

1. c−1 ⊗ idV = (idV ⊗ c)−1

2. idV ⊗ c−1 = (c⊗ idV )−1

3. (τV,V ◦ c ◦ τV,V )⊗ idV = σ ◦ (idV ⊗ c) ◦ σ−1

4. idV ⊗ (τV,V ◦ c ◦ τV,V ) = σ ◦ (c⊗ idV ) ◦ σ−1

donde:

σ : V ⊗ V ⊗ V −→ V ⊗ V ⊗ V

v1 ⊗ v2 ⊗ v3 7−→ v3 ⊗ v2 ⊗ v1.
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3.2. Biálgebras Trenzadas

En primer lugar, se de�ne un concepto previo a las Biálgebras Trenzadas, las Biálgebras

Cuasi-Coconmutativas.

De�nición 3.2.1. Sea (V, µ, η,∆, ε) una K-biálgebra. V es una K-biálgebra cuasi-

coconmutativa si ∃R ∈ V ⊗ V invertible veri�cando:

∆cop(x) = R∆(x)R−1 ∀x ∈ V. (3.2)

R se denomina R-matriz universal.

Observación 3.2.2.

1. Si (V, µ, η,∆, ε) es unaK-biálgebra coconmutativa, entonces V es cuasi-coconmutativa

con R-matriz universal R = 1V ⊗ 1V . En efecto:

R∆(x)R−1 =
R=R−1=1V ⊗1V

∑
(x)

x′ ⊗ x′′ =
V coconmutativa

∑
(x)

x′′ ⊗ x′ = ∆cop(x).

2. Con la notación de Sweedler, se puede desarrollar la expresión (3.2) como sigue a

continuación. Sea R =
∑

i si ⊗ ti entonces:

∆cop(x) = R∆(x)R−1 ∀x ∈ V ⇔ ∆cop(x)R = R∆(x) ∀x ∈ V.

Por lo tanto: ∑
i,(x)

x′′si ⊗ x′ti =
∑
i,(x)

six
′ ⊗ tix′′. (3.3)

De�nición 3.2.3. Sea (V, µ, η,∆, ε, S) una K-álgebra de Hopf. V es cuasi-coconmutativa

si la biálgebra subyacente es cuasi-coconmutativa.

Notación 3.2.4. Sea x ∈ V ⊗
p)
· · · ⊗ V p > 1, entonces x será un elemento de la forma

x =
∑

i x
(1)
i ⊗ · · · ⊗ x

(p)
i . Dada una p-tupla (k1, . . . , kp) de elementos de {1, . . . , n} con

p ≤ n, de�nimos el elemento xk1...kp ∈ V ⊗
n)
· · · ⊗ V como:

xk1...kp =
∑
i

y
(1)
i ⊗ · · · ⊗ y

(n)
i

donde:

y
(k)
i =

{
x

(j)
i si kj = k

1V en otro caso
∀ k = 1, . . . , n; ∀ j = 1, . . . , p.

Por ejemplo, si se considera una biálgebra cuasi-coconmutativa con R-matriz universal

R =
∑

i si ⊗ ti, entonces:
R32 =

∑
i

1V ⊗ ti ⊗ si.



36 CAPÍTULO 3. ECUACIÓN CUÁNTICA DE YANG-BAXTER

De�nición 3.2.5. Sea (V, µ, η,∆, ε, R) una K-biálgebra cuasi-coconmutativa, se dirá que

V es trenzada si la R-matriz universal R satisface las siguientes condiciones:

(∆⊗ idV )(R) = R13R23 (3.4)

(idV ⊗∆)(R) = R13R12. (3.5)

Observación 3.2.6. Con la notación de Sweedler, si R =
∑

i si⊗ ti, las condiciones (3.4)
y (3.5) se pueden escribir como sigue:

∑
i,(si)

(si)
′ ⊗ (si)

′′ ⊗ ti =

(∑
i

si ⊗ 1V ⊗ ti

)∑
j

1V ⊗ sj ⊗ tj

 =
∑
i,j

si ⊗ sj ⊗ titj . (3.6)

∑
i,(ti)

si ⊗ (ti)
′ ⊗ (ti)

′′ =

(∑
i

si ⊗ 1V ⊗ ti

)∑
j

sj ⊗ tj ⊗ 1V

 =
∑
i,j

sisj ⊗ tj ⊗ ti. (3.7)

De�nición 3.2.7. Sea (V, µ, η,∆, ε, S, S−1, R) unaK-álgebra de Hopf cuasi-coconmutativa
con antípodo invertible S ∈ Aut(H), se dirá que V es trenzada si la biálgebra subyacente

es trenzada.

Lema 3.2.8.

1. Si (V, µ, η,∆, ε, S, S−1, R) es una K-álgebra de Hopf cuasi-coconmutativa con antí-

podo invertible S ∈ Aut(H), entonces son K-álgebras de Hopf cuasi-coconmutativas:

V op = (V, µop, η,∆, ε, S−1, S,R−1),

V cop = (V, µ, η,∆cop, ε, S−1, S,R−1),

V
cop

= (V, µ, η,∆cop, ε, S−1, S, τV,V (R)).

2. Si (V, µ, η,∆, ε, S, S−1, R) es una K-álgebra de Hopf trenzada con antípodo invertible

S ∈ Aut(H), entonces, V
cop

es una K-álgebra de Hopf trenzada.

Demostración.

1.

En primer lugar nótese que por el Corolario 2.3.10 y por ser S invertible, entonces V op,

V cop y V
cop

son K-álgebras de Hopf.
Además,

∆cop(x) =
Hip

µ(R⊗µ(∆(x)⊗R−1)) = µop(µ(∆(x)⊗R−1)⊗R) = µop(µop(R−1⊗∆(x))⊗R)
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ya que, por hipótesis,

∆cop(x) = R∆(x)R−1 = µ(µ(R⊗∆(x))⊗R−1) = µ(R⊗ µ(∆(x)⊗R−1))

y, por lo tanto, V op es una K-álgebra de Hopf cuasi-coconmutativa.

Análogamente, se demuestra que también lo son V cop y V
cop

.

2.

Como V es unK-álgebra de Hopf trenzada, entonces se tienen las igualdades (∆⊗ idV )(R) = R13R23

y (idV ⊗∆)(R) = R13R12. Así, se obtiene:

(∆⊗ idV )(R) = R13R23
(1 2)⇔ (∆cop ⊗ idV )(R) = R23R13

(1 2 3)⇔ (idV ⊗∆cop)(R) = (τV,V (R))13(τV,V (R))12.

(idV ⊗∆)(R) = R13R12
(2 3)⇔ (idV ⊗∆cop)(R) = R12R13

(3 2 1)⇔ (∆cop ⊗ idV )(R) = (τV,V (R))13(τV,V (R))23.

Por lo tanto, V
cop

es una K-álgebra de Hopf trenzada.

A continuación se demostrará uno de los teoremas relevantes de la presente sección,

donde se enunciarán las propiedades fundamentales de las biálgebras trenzadas.

Teorema 3.2.9. Sea (V, µ, η,∆, ε, R) una K-biálgebra trenzada. Se veri�can:

a) La R-matriz universal R satisface:

R12R13R23 = R23R13R12. (3.8)

b)

(ε⊗ idV )(R) = 1V = (idV ⊗ ε)(R). (3.9)

c) Si además V es una K-álgebra de Hopf con antípodo S ∈ Aut(V ), entonces:

�

(S ⊗ idV )(R) = R−1 = (idV ⊗ S−1)(R). (3.10)

�

(S ⊗ S)(R) = R. (3.11)
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Demostración.

a)

R12R13R23 =
(3.4)

R12(∆⊗ idV )(R) = (∆cop ⊗ idV )(R)R12

= ((τV,V ◦∆)⊗ idV )(R)R12 = ((τV,V ⊗ idV ) ◦ (∆⊗ idV ))(R)R12

=
(3.4)

(τV,V ⊗ idV )(R13R23)R12 = R23R13R12.

b)

R =
ε⊗idV ◦∆=idV

(((ε⊗ idV ) ◦∆)⊗ idV )(R) = ((ε⊗ idV ⊗ idV ) ◦ (∆⊗ idV ))(R)

=
(3.4)

(ε⊗ idV ⊗ idV )(R13R23) = (ε⊗ idV )(R)R.

Por ser R invertible, se concluye entonces que RR−1 = (ε⊗ idV )(R) = 1V . De forma

análoga:

R =
idV ⊗ε◦∆=idV

(idV ⊗ ((idV ⊗ ε) ◦∆))(R) = ((idV ⊗ idV ⊗ ε) ◦ (idV ⊗∆))(R)

=
(3.5)

(idV ⊗ idV ⊗ ε)(R13R12) = (idV ⊗ ε)(R)R

y por lo tanto, RR−1 = (idV ⊗ ε)(R) = 1V .

c)

� Sea V una K-álgebra de Hopf con antípodo S, entonces, por (2.8), se tiene que:

(S ∗ idV )(x) = (µ ◦ (S ⊗ idV ) ◦∆)(x) = (η ◦ ε)(x) ∀x ∈ V

⇒ ((µ⊗ idV ) ◦ (S ⊗ idV ⊗ idV ) ◦ (∆⊗ idV ))(R) = ((η ◦ ε)⊗ idV )(R)

⇔
(3.4)

((µ⊗ idV ) ◦ (S ⊗ idV ⊗ idV ))(R13R23) =
(η◦ε)(x)=ε(x)1V

(ε⊗ idV )(R) =
b)

1V

⇔ (S ⊗ idV )(R)R = 1V

y así (S ⊗ idV )(R) = R−1.

Por el Lema 3.2.8,

(V, µ, η,∆, ε, S, S−1, R) trenzada⇒ (V, µ, η,∆cop, ε, S−1, S, τV,V (R)) trenzada.

Entonces, particularizando el resultado previo para este álgebra de Hopf:

(S−1 ⊗ idV )(τV,V (R)) = (τV,V (R))−1 ⇔ (idV ⊗ S−1)(R) = R−1.
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�

(S ⊗ S)(R) = ((idV ⊗ S) ◦ (S ⊗ idV ))(R) =
(3.4)

(idV ⊗ S)(R−1)

= ((idV ⊗ S) ◦ (idV ⊗ S−1))(R) = (idV ⊗ (S ◦ S−1))(R)

= (idV ⊗ idV )(R) = R.

Observación 3.2.10. Con la notación de Sweedler, si R =
∑

i si⊗ ti, las igualdades (3.8),
(3.9), (3.10) y (3.11) se pueden expresar como sigue:

R12R13R23 = R23R13R12 ⇔
∑
i,j,k

sisj ⊗ tisk ⊗ tjtk =
∑
i,j,k

sjsk ⊗ sitk ⊗ titj .

(ε⊗ idV )(R) = 1V = (idV ⊗ ε)(R)⇔
∑
i

ε(si)ti = 1V =
∑
i

siε(ti).

(S ⊗ idV )(R) = R−1 = (idV ⊗ S−1)(R)⇔
∑
i

S(si)⊗ ti = R−1 =
∑
i

si ⊗ S−1(ti).

(S ⊗ S)(R) = R⇔
∑
i

S(si)⊗ S(ti) =
∑
i

si ⊗ ti.

3.3. Álgebras de Hopf Trenzadas y R-matrices

En esta última sección del capítulo se analizará como los módulos sobre una K-álgebra
de Hopf trenzada (H,µ, η,∆, ε, S, S−1, R) generan soluciones de QYBE.

3.3.1. Módulos sobre una Biálgebra

Sean (A,µ, η) una K-álgebra y U, V A-módulos. U ⊗ V admite estructura de A ⊗ A-
módulo con la siguiente operación:

ϕ : (A⊗A)× (U ⊗ V ) −→ U ⊗ V

((a⊗ a′), (u⊗ v)) 7−→ ϕU (a, u)⊗ ϕV (a′, v)

en donde ϕU y ϕV son las operaciones de U y V como A-módulos, respectivamente.

La estructura de biálgebra, que compatibiliza un álgebra con una coálgebra, permite que

el producto tensorial de dos módulos sobre una biálgebra adquiera estructura de módulo

sobre ella misma. Esto es posible gracias a la comultiplicación de la biálgebra como se verá

a continuación.
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Sea (B,µ, η,∆, ε) una K-biálgebra y (U,ϕU ), (V, ϕV ) B-módulos. U ⊗ V admite es-

tructura de B-módulo con la siguiente operación:

ϕU⊗V : B × (U ⊗ V ) −→ U ⊗ V

(b, u⊗ v) 7−→ ϕ(∆(b), u⊗ v) =
∑
(b)

b′u⊗ b′′v.

Este no sería posible sin la estructura de coálgebra, que permite, a través de la comul-

tiplicación, duplicar un elemento.

3.3.2. Soluciones de QYBE. R-matrices

Si (H,µ, η,∆, ε, S, S−1, R) es una K-álgebra de Hopf trenzada con antípodo invertible

S ∈ Aut(H) y V ,W sonH-módulos, entonces la R-matriz universal R =
∑

i si⊗ti ∈ H⊗H
permite de�nir el siguiente isomor�smo natural de H-módulos:

cRV,W : V ⊗W −→W ⊗ V

v ⊗ w 7−→ cRV,W (v ⊗ w) := τV,W (R(v ⊗ w)) =
∑
i

tiw ⊗ siv

siendo su inverso:

(cRV,W )−1 : W ⊗ V −→ V ⊗W

w ⊗ v 7−→ (cRV,W )−1(w ⊗ v) := R−1τW,V (w ⊗ v).

Empleando la notación de Sweedler, se escribirá:

(cRV,W )−1(w ⊗ v) := R−1τW,V (w ⊗ v) =
(3.10)

(S ⊗ idV )(R)(v ⊗ w) =
∑
i

S(si)v ⊗ tiw.

Proposición 3.3.1. En la hipótesis anteriores, se veri�ca:

a) cRV,W es un isomor�smo de H-módulos.

b) Si U, V,W son H-módulos, entonces se veri�can las siguientes identidades:

� cRU⊗V,W = (cRU,W ⊗ idV ) ◦ (idU ⊗ cRV,W ),

� cRU,V⊗W = (idV ⊗ cRU,W ) ◦ (cRU,V ⊗ idW ),

� (cRV,W ⊗ idU ) ◦ (idV ⊗ cRU,W ) ◦ (cRU,V ⊗ idW ) = (idW ⊗ cRU,V ) ◦ (cRU,W ⊗ idV ) ◦ (idU ⊗ cRV,W ).

Demostración. Sólo se desarrollará la prueba del último punto del apartado b), por su

relevancia en las soluciones de la QYBE. Se denotará por f1 al lado izquierdo de la igualdad,

mientras que f2 será el lado derecho.
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Sea un elemento x⊗ y ⊗ z ∈ U ⊗ V ⊗W arbitrario, se tiene:

f1(x⊗ y ⊗ z) = ((cRV,W ⊗ idU ) ◦ (idV ⊗ cRU,W ))

(∑
i

tiy ⊗ six⊗ z

)

= (cRV,W ⊗ idU )

∑
i,j

tiy ⊗ tjz ⊗ sjsix

 =
∑
i,j,k

tktjz ⊗ sktiy ⊗ sjsix

f2(x⊗ y ⊗ z) = ((idW ⊗ cRU,V ) ◦ (cRU,W ⊗ idV ))

(∑
i

x⊗ tiz ⊗ siy

)

= (idW ⊗ cRU,V )

∑
i,j

tjtiz ⊗ sjx⊗ siy

 =
∑
i,j,k

tjtiz ⊗ tksiy ⊗ sksjx,

de donde, como consecuencia de la expresión (3.8), se concluye que f1 = f2.

Corolario 3.3.2. Si (H,µ, η,∆, ε, S, S−1, R) es una K-álgebra de Hopf trenzada con antí-

podo invertible S ∈ Aut(H) y V es un H-módulo, entonces cRV,V es una R-matriz, es decir,

una solución de la QYBE.

Demostración. Consecuencia de última propiedad de la Proposición 3.3.1, particularizando

al caso U = V = W .

Ejemplo 3.3.3 (Caso particular). Si (H,µ, η,∆, ε, S, S−1, R) es una K-álgebra de Hopf

trenzada con antípodo invertible S ∈ Aut(H) coconmutativa, es decir, τV,V ◦ ∆ = ∆,

entonces R = 1H ⊗ 1H es R-matriz universal y, por lo tanto:

cRV,V : V ⊗ V −→ V ⊗ V

v ⊗ v′ 7−→ τV,V (R(v ⊗ v′)) =
R=1H⊗1H

τV,V (v ⊗ v′) = v′ ⊗ v.

En este caso, cRV,V = τV,V .



42 CAPÍTULO 3. ECUACIÓN CUÁNTICA DE YANG-BAXTER



Capítulo 4

Doble de Drinfeld

En el capítulo anterior se demostró que si H es una K-álgebra de Hopf trenzada, los

H-módulos proporcionan soluciones de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter.

La cuestión es ahora encontrar tales estructuras ya que no se trata de una tarea fácil

encontrar ejemplos ilustrativos de Álgebras de Hopf trenzadas. Drinfeld, en el año 1986,

ideó un ingenioso método para su obtención, el Doble de Drinfeld, que tomada un Álgebra

de Hopf de dimensión �nita construye, a partir de ella, un Álgebra de Hopf trenzada.

En este capítulo se tratará de detallar dicha construcción, concluyendo que dada un

Álgebra de Hopf de dimensión �nita, su Doble de Drinfeld es trenzada y, por lo tanto,

genera una solución de QYBE, es decir, genera una R-matriz.

4.1. Producto bicruzado de grupos

La construcción del Doble de Drinfeld es en esencia una generalización de la construc-

ción del producto bicruzado de grupos. Por ello, se empezará describiendo éste.

De�nición 4.1.1. Sea (G,�) un grupo con elemento neutro e y X un conjunto, una

aplicación α : G×X −→ X es una acción por la izquierda del grupo G sobre el conjunto

X si:

1. α(e, x) = x ∀x ∈ X.

2. α(g � g′, x) = α(g, α(g′, x)) ∀g, g′ ∈ G, ∀x ∈ X.

Análogamente, β : X ×G −→ X es una acción por la derecha del grupo G sobre el

conjunto X si:

1. β(x, e) = x ∀x ∈ X.

43
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2. β(x, g � g′) = β(β(x, g), g′) ∀g, g′ ∈ G, ∀x ∈ X.

Notación 4.1.2. En lo que sigue, se denotará:

α(g, x) = g · x ∀x ∈ X, ∀g ∈ G.

β(x, g) = xg ∀x ∈ X, ∀g ∈ G.

De�nición 4.1.3. Sean H, K grupos, (H,K) son grupos emparejados si existe

α : K × H −→ H acción por la izquierda de K en H, y β : K × H −→ K acción por la

derecha de H en K, veri�cando:

(kk′)h = kk
′·hk′h (4.1)

k · (hh′) = (k · h)(kh · h′) (4.2)

k · 1H = 1H (4.3)

1hK = 1K (4.4)

∀k, k′ ∈ K, ∀h, h′ ∈ H.

Proposición 4.1.4. Si (H,K) son grupos emparejados, entonces existe una única estruc-

tura de grupo en H ×K con neutro (1H , 1K) para la siguiente operación

(h, k)(h′, k′) := (h(k · h′), kh′k′)

∀h, h′ ∈ H, ∀k, k′ ∈ K.

Esta estructura de grupo se denomina producto bicruzado de los grupos H y K,

que se denotará por H ./ K.

La demostración de la proposición se puede encontrar en [12], en el capítulo IX, página

201.

4.2. Producto bicruzado de biálgebras

De�nición 4.2.1. Sea B una K-biálgebra y C una K-coálgebra, C es un módulo-

coálgebra por la izquierda [resp. por la derecha] sobre B si existe un mor�smo de K-
coálgebras f : B⊗C −→ C [resp. f : C⊗B −→ C] dotando a C de estructura de B-módulo

por la izquierda [resp. por la derecha].
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Observación 4.2.2. La de�nición anterior puede enunciarse de la siguiente forma equi-

valente.

Si B una K-biálgebra y C una K-coálgebra tal que C y C ⊗ C son B-módulos junto

con las operaciones externas de�nidas en la Sección 3.3.1, entonces se dice que C es un

B-módulo-coálgebra si ∆C es un mor�smo de B-módulos, es decir:

∆C(ϕC(b⊗ c)) = ϕC⊗C(b⊗∆C(c))

y además:

εC(ϕC(b⊗ c)) = εB(b)εC(c).

De�nición 4.2.3. Sean (B1, µ1, η1,∆1, ε1) y (B2, µ2, η2,∆2, ε2) K-biálgebras, (B1, B2) son

biálgebras emparejadas si existen aplicaciones lineales

α : B2 ⊗B1 −→ B1

a⊗ x 7−→ a · x

β : B2 ⊗B1 −→ B2

a⊗ x 7−→ ax

haciendo que B1 sea un módulo-coálgebra por la izquierda sobre B2, B2 un módulo-

coálgebra por la derecha sobre B1 y, además, se veri�quen las siguientes condiciones:

a · (xy) =
∑

(a)(x)

(a′ · x′)(a′′x′′ · y) (4.5)

a · 1B1 = ε2(a)1B1 (4.6)

(ab)x =
∑

(b)(x)

ab
′·x′b′′x

′′
(4.7)

1xB2
= ε1(x)1B2 (4.8)∑

(a)(x)

a′x
′ ⊗ a′′ · x′′ =

∑
(a)(x)

a′′x
′′ ⊗ a′ · x′ (4.9)

∀x, y ∈ B1, ∀a, b ∈ B2.

Observación 4.2.4.
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1. Nótese que, si B1 y B2 son coconmutativas, es decir, τBi,Bi ◦ ∆i = ∆i ∀i = 1, 2,

entonces (4.9) se veri�ca trivialmente. En efecto:∑
(a)(x)

a′x
′ ⊗ a′′ · x′′ = [(β ⊗ α) ◦ (idB2 ⊗ τB2,B1 ⊗ idB1) ◦ (∆2 ⊗∆1)](a⊗ x)

= [(β ⊗ α) ◦ (idB2 ⊗ τB2,B1 ⊗ idB1)]

∑
(a)(x)

a′ ⊗ a′′ ⊗ x′ ⊗ x′′


=
Coconmutatividad

[(β ⊗ α) ◦ (idB2 ⊗ τB2,B1 ⊗ idB1)]

∑
(a)(x)

a′′ ⊗ a′ ⊗ x′′ ⊗ x′


= (β ⊗ α)

∑
(a)(x)

a′′ ⊗ x′′ ⊗ a′ ⊗ x′
 =

∑
(a)(x)

a′′x
′′ ⊗ a′ · x′.

2. Además, dado que α y β son mor�smos de K-coálgebras se veri�ca que:

∆1(a · x) = [α⊗ α ◦∆B2⊗B1 ](a⊗ x)

= (α⊗ α)

∑
(a)(x)

a′ ⊗ x′ ⊗ a′′ ⊗ x′′
 =

∑
(a)(x)

a′ · x′ ⊗ a′′ · x′′ (4.10)

ε1(a · x) = εB2⊗B1(a⊗ x) = ε2(a)ε1(x) (4.11)

∆2(ax) = [β ⊗ β ◦∆B2⊗B1 ](a⊗ x)

= (β ⊗ β)

∑
(a)(x)

a′ ⊗ x′ ⊗ a′′ ⊗ x′′
 =

∑
(a)(x)

a′x
′ ⊗ a′′x′′ (4.12)

ε2(ax) = εB2⊗B1(a⊗ x) = ε2(a)ε1(x) (4.13)

siendo (4.10) y (4.11) consecuencia de ser α mor�smo de coálgebras y (4.12) y (4.13)

consecuencia de ser β mor�smo de coálgebras.

El siguiente teorema se trata de la extensión para biálgebras de la Proposición 4.1.4.

Teorema 4.2.5. Sean (B1, µ1, η1,∆1, ε1) y (B2, µ2, η2,∆2, ε2) K-biálgebras. Si (B1, B2)

son biálgebras emparejadas, entonces existe una única estructura de biálgebra sobre B1⊗B2

con unidad 1B1 ⊗ 1B2 y con las siguientes operaciones:

µ((x⊗ a)⊗ (y ⊗ b)) = (x⊗ a)(y ⊗ b) :=
∑

(a)(y)

x(a′ · y′)⊗ a′′y′′b
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∆(x⊗ a) :=
∑

(x)(a)

(x′ ⊗ a′)⊗ (x′′ ⊗ a′′)

ε(x⊗ a) := ε1(x)ε2(a)

∀x, y ∈ B1, ∀a, b ∈ B2.

Esta estructura de biálgebra se denomina producto bicruzado de las biálgebras B1

y B2 y se denota por B1 ./ B2.

Si además, B1 y B2 son K-álgebras de Hopf con antípodos S1 y S2, respectivamente,

entonces B1 ./ B2 es una K-álgebra de Hopf con antípodo:

S(x⊗ a) =
∑

(x)(a)

S2(a′′) · S1(x′′)⊗ S2(a′)S1(x′).

Demostración. En primer lugar, nótese que se está dotando a B1 ./ B2 con la misma

estructura de coálgebra que la de B1 ⊗B2. Entonces será su�ciente con demostrar que:

1. (B1 ./ B2, µ) es una K-álgebra con unidad 1B1 ⊗ 1B2 ,

2. ∆ y ε son mor�smos de K-álgebras, y por tanto B1 ./ B2 es una K-biálgebra.

En efecto:

1. Utilizando las propiedades (4.5) y (4.7), junto con el hecho de que α y β son mor�smos

de K-coálgebras, se puede comprobar que µ es asociativa, obteniendo:

[(x⊗ a)(y ⊗ b)](z ⊗ c) =
∑

(a)(y)(b)(z)

x(a′ · y′)((a′′y′′b′) · z′)⊗ a′′′y′′′(b′′·z′′)b′′′z′′′c

= (x⊗ a)[(y ⊗ b)(z ⊗ c)].

Ahora, se probará que 1B1 ⊗ 1B2 es unidad para la multiplicación µ. En efecto:

(x⊗ a)(1B1 ⊗ 1B2) =
∑
(a)

x(a′ · 1B1)⊗ a′′1B11B2 =
(4.6)

∑
(a)

xε2(a′)⊗ a′′

=
∑
(a)

x⊗ ε2(a′)a′′ =
Counidad

x⊗ a.

(1B1 ⊗ 1B2)(x⊗ a) =
∑
(x)

1B1(1B2 · x′)⊗ 1x
′′
B2
a =

(4.8)

∑
(x)

x′ ⊗ ε1(x′′)a

=
∑
(x)

x′ε1(x′′)⊗ a =
Counidad

x⊗ a.
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2.

∆ es mor�smo de K-álgebras:

∆((x⊗ a)(y ⊗ b)) = ∆

∑
(a)(y)

x(a′ · y′)⊗ a′′y′′b


=

∑
(a)(y)(b)(x)

x′(a′ · y′)⊗ a′′′y′′′b′ ⊗ x′′(a′′ · y′′)⊗ a′′′′y′′′′b′′.

Por otro lado:

∆(x⊗ a)∆(y ⊗ b) =

∑
(a)(x)

x′ ⊗ a′ ⊗ x′′ ⊗ a′′
∑

(b)(y)

y′ ⊗ b′ ⊗ y′′ ⊗ b′′


=
∑

(a)(y)(b)(z)

(x′ ⊗ a′)(y′ ⊗ b′)⊗ (x′′ ⊗ a′′)(y′′ ⊗ b′′)

=
∑

(a)(y)(b)(z)

x′(a′ · y′)⊗ a′′y′′b′ ⊗ x′′(a′′′ · y′′′)⊗ a′′′′y′′′′b′′.

Entonces por (4.9), se concluye la igualdad.

ε es un mor�smo de K-álgebras:

ε((x⊗ a)(y ⊗ b)) = ε

∑
(a)(y)

x(a′ · y′)⊗ a′′y′′b

 =
∑

(a)(y)

ε1(x(a′ · y′))ε2(a′′y
′′
b)

=
εi(xy)=εi(x)εi(y)

∑
(a)(y)

ε1(x)ε1(a′ · y′)ε2(a′′y
′′
)ε2(b)

=
εi mor�smo de coálgebras

ε1(x)ε2(b)

∑
(a)(y)

ε2(a′)ε1(y′)ε2(a′′)ε1(y′′)


=

Counidad
ε1(x)ε2(b)ε2(a)ε1(y) = ε(x⊗ a)ε(y ⊗ b).

De esta manera, B1 ./ B2 adquiere estrutura de K-biálgebra, ya que veri�ca la

condición de compatibilidad del Lema 2.2.1.

Ahora se demostrará la segunda parte del Teorema. Sean S1, S2 antípodos para B1,

B2, respectivamente, se probará que el endomor�smo S ∈ End(B1 ⊗B2) dado por:

S(x⊗ a) =
∑

(x)(a)

S2(a′′) · S1(x′′)⊗ S2(a′)S1(x′)

veri�ca la condición (2.8). En efecto, se puede comprobar que:∑
(a)(x)

S(x′ ⊗ a′)(x′′ ⊗ a′′) =
1)
ε1(x)ε2(a)1B1 ⊗ 1B2

=
2)
ε(x⊗ a)1B1 ⊗ 1B2 =

3)

∑
(a)(x)

(x′ ⊗ a′)S(x′′ ⊗ a′′)
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donde las igualdades 1) y 3) son consecuencia de que (B1, B2) son biálgebras empa-

rejas, es decir, de las identidades (4.5)-(4.8), y de que S1 y S2 veri�can la propiedad

del antípodo (2.8), mientras que 2) es por la de�nición de ε.

Ejemplo 4.2.6.

1. Si (H,K) son grupos emparejados, entonces (K[H],K[K]) son biálgebras empareja-

das. En efecto, se sigue del siguiente procedimiento:

α : K×H −→ H y β : K×H −→ K se extienden por linealidad a todo K[K×H]

obteniendo aplicaciones α̃ : K[K ×H] −→ K[H] y β̃ : K[K ×H] −→ K[K].

Componiendo α̃ y β̃ con el isomor�smo natural K[K ×H] ' K[K] ⊗ K[H], se

obtienen α : K[K] ⊗ K[H] −→ K[H] y β : K[K] ⊗ K[H] −→ K[K] que dotan a

K[H] de estructura de módulo-coálgebra por la izquierda sobre K[K] y a K[K]

de estructura de módulo-coálgebra por la derecha sobre K[H], respectivamente.

Por lo tanto, en base al Teorema 4.2.5, se construye el producto bicruzado de las

K-biálgebras K[H] y K[K], K[H] ./ K[K].

2. El producto tensorial de biálgebras B1 ⊗ B2 se trata de un caso particular de la

construcción del producto bicruzado. Basta para ello considerar α y β de�nidas como

sigue:

α(a⊗ x) = a · x = ε2(a)x.

β(a⊗ x) = ax = ε1(x)a.

4.3. El Doble de Drinfeld de un Álgebra de Hopf

Una vez que ya se ha introducido la noción de producto bicruzado de biálgebras, se

procede a de�nir el Doble de Drinfeld asociado a un Álgebra de Hopf de dimensión �nita

H, como el producto bicruzado (Hop)∗ ./ H.

Para poder concluir que el Doble de Drinfeld está bien de�nido, según el Teorema 4.2.5

se necesita que:

(Hop)∗ sea un H-módulo-coálgebra por la izquierda,

H sea un (Hop)∗-módulo-coálgebra por la derecha,

((Hop)∗, H) sean biálgebras emparejadas.
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Notación 4.3.1. Sea V un K-espacio vectorial. Se denotará la aplicación evaluación,

también llamada par dualidad, de la siguiente manera:

〈, 〉 : V ⊗ V ∗ −→ K

v ⊗ f 7−→ 〈v, f〉 := f(v).

Proposición 4.3.2. Si (H,µ, η,∆, ε, S, S−1) es una K-álgebra de Hopf de dimensión �nita

con antípodo invertible S ∈ Aut(H), entonces existe una única estructura en

(Hop)∗ = (H∗,∆∗, ε∗, (µop)∗, η∗, (S−1)∗, S∗) de H-módulo-coálgebra por la izquierda dada

por

H ⊗ (Hop)∗ −→ (Hop)∗

x⊗ f 7−→ x · f,
(4.14)

donde 〈a, x · f〉 =
∑

(x)〈S−1(x′′)ax′, f〉 ∀a ∈ H.

Proposición 4.3.3. Si (H,µ, η,∆, ε, S, S−1) es una K-álgebra de Hopf de dimensión �nita

con antípodo invertible S ∈ Aut(H), entonces existe una única estructura en H de

(Hop)∗-módulo-coálgebra por la derecha dada por la siguiente operación externa:

H ⊗ (Hop)∗ −→ H

x⊗ f 7−→ xf :=
∑
(x)

f(S−1(x′′′)x′)x′′. (4.15)

Teorema 4.3.4. Sea (H,µ, η,∆, ε, S, S−1) una K-álgebra de Hopf de dimensión �nita con

antípodo invertible S ∈ Aut(H). Se de�nen las acciones:

α : H ⊗ (Hop)∗ −→ (Hop)∗

x⊗ f 7−→ x · f,

donde 〈a, x · f〉 =
∑

(x)〈S−1(x′′)ax′, f〉 ∀a ∈ H, y

β : H ⊗ (Hop)∗ −→ H

x⊗ f 7−→ xf =
∑
(x)

f(S−1(x′′′)x′)x′′

que dotan, en base a las proposiciones previas, a (Hop)∗ de estructura de H-módulo-

coálgebra por la izquierda, y a H de estructura de (Hop)∗-módulo-coálgebra por la derecha,

respectivamente. Entonces, considerando dichas operaciones, ((Hop)∗, H) son K-álgebras
de Hopf emparejadas.
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Nótese que, para la demostración de este Teorema, basta con comprobar que se veri�can

las igualdades (4.5)-(4.9). Ésta, junto con las demostraciones de las Proposiciones 4.3.2 y

4.3.3, se pueden consultar en [12], en el capítulo IX, páginas 207-213.

De�nición 4.3.5. Sea H una K-álgebra de Hopf de dimensión �nita, se de�ne el Doble

de Drinfeld del Álgebra de Hopf H como D(H) := (Hop)∗ ./ H.

Lema 4.3.6. La multiplicación en D(H) viene dada por

(f ⊗ x)(g ⊗ y) =
∑
(x)

f g(S−1(x′′′)?x′)⊗ x′′y

∀f, g ∈ (Hop)∗, ∀x, y ∈ H, donde 〈a, g(S−1(x′′′)?x′)〉 = g(S−1(x′′′)ax′) ∀a ∈ H.

Demostración. Por el Teorema 4.2.5 se tiene que:

(f ⊗ x)(g ⊗ y) =
∑

(x)(g)

f (x′ · g′)⊗ x′′g′′y.

Por lo tanto, desarrollando la expresión se obtiene:

(f ⊗ x)(g ⊗ y) =
∑

(x)(g)

f g′(S−1(x′′)?x′)⊗ g′′(S−1(x′′′′′)x′′′)x′′′′y

=
Comult. de (Hop)∗

∑
(x)

f g(S−1(x′′′′′)x′′′S−1(x′′)?x′)⊗ x′′′′y

=
(2.8)

∑
(x)

f g(S−1(x′′′′)ε(x′′)?x′)⊗ x′′′y

=
∑
(x)

f g(S−1(x′′′′)?x′)⊗ ε(x′′)x′′′y

=
Counidad

∑
(x)

f g(S−1(x′′′)?x′)⊗ x′′y

Observación 4.3.7. El Doble de Drinfeld de un Álgebra de Hopf H de dimensión �-

nita, D(H), es en base al Teorema 4.2.5 y 4.3.4, un Álgebra de Hopf con las siguientes

operaciones:

(f ⊗ x)(g ⊗ y) =
∑
(x)

f g(S−1(x′′′)?x′)⊗ x′′y

∆(f ⊗ x) =
∑

(f)(x)

(f ′ ⊗ x′)⊗ (f ′′ ⊗ x′′)

ε(f ⊗ x) = ε(Hop)∗(f)εH(x) = εH(x)f(1H)

∀x, y ∈ H ∀f, g ∈ (Hop)∗.
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4.4. El Doble de Drinfeld y la QYBE

En el Corolario 3.3.2 del capítulo anterior, se demostró que si (H,µ, η,∆, ε, S, S−1, R)

es una K-álgebra de Hopf trenzada y V es un H-módulo, entonces la aplicación cRV,V es

una R-matriz, es decir, una solución de QYBE.

Para concluir el trabajo, se demostrará que el Doble de Drinfeld asociado a un Álgebra

de Hopf H de dimensión �nita es un Álgebra de Hopf trenzada y, por lo tanto, en base a

dicho Corolario, los módulos sobre D(H) generan R-matrices.

Teorema 4.4.1. Sea (H,µ, η,∆, ε, S, S−1) una K-álgebra de Hopf de dimensión �nita

con antípodo invertible S ∈ Aut(H) y base {ei}i∈I y sea {ei}i∈I su base dual asociada.

Considérese la R-matriz universal R =
∑

i∈I(1H∗ ⊗ ei) ⊗ (ei ⊗ 1H) ∈ D(H) ⊗ D(H),

entonces (D(H), R) es una K-Álgebra de Hopf trenzada.

Demostración. La demostración consta de dos partes, la primera de ellas en la que se

prueba que D(H) es cuasi-coconmutativa, es decir, R es invertible en D(H) y se veri�ca la

identidad (3.2) y, por otro lado, que D(H) es trenzada, es decir, que veri�ca las condiciones

(3.4)-(3.5).

Parte 1. D(H) es cuasi-coconmutativa.

1. R es invertible enD(H) con inversoR =
∑

i∈I(1H∗ ⊗ ei)⊗ ((ei ◦ S)⊗ 1H) ∈ D(H)⊗D(H).

Sea b⊗ u⊗ c⊗ v ∈ H ⊗ (Hop)∗ ⊗H ⊗ (Hop)∗ arbitrario, entonces:

〈RR, b⊗ u⊗ c⊗ v〉 =
∑
i,j∈I
〈(1H∗ ⊗ eiej)⊗ (ei(ej ◦ S)⊗ 1H), b⊗ u⊗ c⊗ v〉

=
∑
i,j∈I

ε(b)u(eiej)

∑
(c)

ei(c′)ej(S(c′′))

 v(1H)

= ε(b)v(1H)u

∑
(c)

∑
i,j∈I

(ei(c′)ej(S(c′′)))eiej


=

ei(ei)=1K=ej(ej)
ε(b)v(1H)u

∑
(c)

c′S(c′′)


=

(2.8)
ε(b)v(1H)u(ε(c)) = ε(b)v(1H)ε(c)u(1H)

= 〈(1H∗ ⊗ 1H)⊗ (1H∗ ⊗ 1H), b⊗ u⊗ c⊗ v〉.

Por lo tanto, R es el inverso por la derecha de R en D(H). De forma análoga,

se demuestra que R es inverso por la izquierda.
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2. ∆cop(f ⊗ a)R = R∆(f ⊗ a).

De nuevo, sea b⊗ u⊗ c⊗ v ∈ H ⊗ (Hop)∗ ⊗H ⊗ (Hop)∗ arbitrario, se obtiene:

〈R∆(f ⊗ a), b⊗ u⊗ c⊗ v〉 =
∑

(f)(a),i∈I,(ei)

〈f ′(S−1(e′′′i )?e′i)⊗ e′′i a′ ⊗ eif ′′ ⊗ a′′, b⊗ u⊗ c⊗ v〉

=
∑

(f)(a),i∈I,(ei)

f ′(S−1(e′′′i )be′i)u(e′′i a
′)

∑
(c)

ei(c′)f ′′(c′′)

 v(a′′)

=
∑

(a),i∈I,(ei),(c)

f(c′′S−1(e′′′i )be′i)u(e′′i a
′)ei(c′)v(a′′)

Ahora, aplicando (∆⊗ idH) ◦∆ a c =
∑

i∈I e
i(c)ei, se obtiene:∑

(c)

c′ ⊗ c′′ ⊗ c′′′ =
∑

i∈I,(ei)

ei(c)e′i ⊗ e′′i ⊗ e′′′i . (4.16)

Entonces:

〈R∆(f ⊗ a), b⊗ u⊗ c⊗ v〉 =
∑

(a),i∈I,(ei),(c)

f(c′′S−1(e′′′i )be′i)u(e′′i a
′)ei(c′)v(a′′)

=
(4.16)

∑
(a),(c)

f(c′′′′S−1(c′′′)bc′)u(c′′a′)v(a′′)

=
(2.8)

∑
(a),(c)

ε(c′′′)f(bc′)u(c′′a′)v(a′′)

=
Counidad

∑
(a),(c)

f(bc′)u(c′′a′)v(a′′)

Por otro lado, se tiene:

〈∆cop(f ⊗ a)R, b⊗ u⊗ c⊗ v〉 =
∑

(f)(a),i∈I

〈f ′′ ⊗ a′′′′ei ⊗ f ′ei(S−1(a′′′)?a′)⊗ a′′, b⊗ u⊗ c⊗ v〉

=
∑

(f)(a),i∈I

f ′′(b)u(a′′′′ei)

∑
(c)

f ′(c′)ei(S−1(a′′′)c′′a′)

 v(a′′)

=
∑

(a),i∈I,(c)

f(bc′)u(a′′′′ei)e
i(S−1(a′′′)c′′a′)v(a′′)

=
∑

(a),i∈I,(c)

f(bc′)u(a′′′′ei(S−1(a′′′)c′′a′)ei)v(a′′)

=
∑

(a),(c)

f(bc′)u(a′′′′S−1(a′′′)c′′a′)v(a′′)

=
(2.8)

∑
(a),(c)

ε(a′′′)f(bc′)u(c′′a′)v(a′′)

=
Counidad

∑
(a),(c)

f(bc′)u(c′′a′)v(a′′)
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Por lo tanto, se concluye que ∆cop(f ⊗ a)R = R∆(f ⊗ a).

Parte 2. D(H) es trenzada:

Se probará la identidad (∆ ⊗ idD(H))(R) = R13R23 siendo análoga la demostración

de (3.5). Sea a⊗ t⊗ b⊗ u⊗ c⊗ v ∈ (H ⊗ (Hop)∗)⊗3 arbitrario, se tiene:

〈(∆⊗ idD(H))(R), a⊗ t⊗ b⊗ u⊗ c⊗ v〉

=
∑

i∈I,(ei)

〈(1H∗ ⊗ e′i)⊗ (1H∗ ⊗ e′′i )⊗ (ei ⊗ 1H), a⊗ t⊗ b⊗ u⊗ c⊗ v〉

=
∑

i∈I,(ei)

ε(a)t(e′i)ε(b)u(e′′i )e
i(c)v(1H)

= ε(a)ε(b)v(1H)
∑

i∈I,(ei)

t(e′i)u(e′′i )e
i(c).

Aplicando ∆ a c =
∑

i∈I,(ei) e
i(c)ei, se obtiene:∑

(c)

c′ ⊗ c′′ =
∑

i∈I,(ei)

ei(c)e′i ⊗ e′′i . (4.17)

Entonces:

〈(∆⊗ idD(H))(R), a⊗ t⊗ b⊗ u⊗ c⊗ v〉 = ε(a)ε(b)v(1H)
∑

i∈I,(ei)

t(e′i)u(e′′i )e
i(c)

=
(4.17)

ε(a)ε(b)v(1H)
∑
(c)

t(c′)u(c′′)

Por otro lado, se tiene lo siguiente:

〈R13R23, a⊗ t⊗ b⊗ u⊗ c⊗ v〉 =
∑
i,j∈I
〈(1H∗ ⊗ ei)⊗ (1H∗ ⊗ ej)⊗ (eiej ⊗ 1H), a⊗ t⊗ b⊗ u⊗ c⊗ v〉

=
∑
i,j∈I

ε(a)t(ei)ε(b)u(ej)

∑
(c)

ei(c′)ej(c′′)

 v(1H)

= ε(a)ε(b)v(1H)
∑

i,j∈I,(c)

t(ei)u(ej)e
i(c′)ej(c′′)

= ε(a)ε(b)v(1H)
∑

i,j∈I,(c)

t(ei(c′)ei)u(ej(c′′)ej)

= ε(a)ε(b)v(1H)
∑
(c)

t(c′)u(c′′)

de donde se concluye la igualdad.
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Ejemplo 4.4.2. En este ejemplo se pretende particularizar la estructura de Álgebra de

Hopf del Doble de Drinfeld cuando H = K[G].

Como ya se vio en el Ejemplo 2.3.7, si (G, ·) es un grupo multiplicativo �nito con

elemento neutro e, entonces K[G] adquiere estructura de K-álgebra de Hopf de dimensión

�nita con las siguientes multiplicación, comultiplicación, unidad, counidad y antípodo:

µ : K[G]⊗K[G] −→ K[G]

g ⊗ g′ 7−→ g · g′
η : K −→ K[G]

1K 7−→ e

∆: K[G] −→ K[G]⊗K[G]

g 7−→ g ⊗ g

ε : K[G] −→ K

e 7−→ 1K

S : K[G] −→ K[G]

g 7−→ g−1.

Por lo tanto, como K[G] es de dimensión �nita, se de�ne el Doble de Drinfeld asociado

a K[G] como D(K[G]) = (K[G]op)∗ ./ K[G]. Sea {g}g∈G una base de K[G] y {eg}g∈G su

base dual asociada tal que eg(h) = δgh, entonces D(K[G]) es una K-álgebra de Hopf con

la siguiente multiplicación

(eg ⊗ h)(ek ⊗ z) = eg ek(S
−1(h)·? · h)⊗ h · z

= eg ek(h
−1·? · h)⊗ h · z,

donde eg ek(h−1·? · h) = δg,h·k·h−1 , y antípodo

S(eg ⊗ h) = (eg ◦ S)(S−1(h−1)·? · h−1)⊗ (eg ◦ S)(S−1(h−1) · h−1) · h−1

= (eg ◦ S)(h·? · h−1)⊗ eg(e) · h−1 = eg(h · (?)−1 · h−1)⊗ eg(e) · h−1

= δg,h·(?)−1·h−1 ⊗ δgeh−1.

Por último, nótese que, por el Teorema 4.4.1, D(K[G]) es trenzada con R-matriz uni-

versal:

R =
∑
g∈G

(1(K[G]op)∗ ⊗ g)⊗ (eg ⊗ e).
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Por lo tanto, todo grupo �nito (G, ·) induce una K-álgebra de Hopf trenzada, D(K[G]),

y, por consiguiente, una solución de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter.
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