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Resumen

La importancia de las Algebras de Hopf ha experimentado un crecimiento considerable
a partir de finales de la década de los 80 tras convertirse en el contexto adecuado para
el estudio de las soluciones de la Ecuacion Cuantica de Yang-Baxter, aspecto en el que
destacan las contribuciones de V. G. Drinfeld y M. Jimbo.

Establecer la conexiéon que existe entre las Algebras de Hopf y la Ecuacién Cuantica
de Yang-Baxter es el objetivo fundamental de este trabajo.

En la memoria se hace un estudio de las Algebras de Hopf desde una vision general,
partiendo de las estructuras subyacentes de algebra, codlgebra y bidlgebra. Se demuestra
que los modulos sobre Algebras de Hopf trenzadas generan soluciones de la Ecuacion
Cuantica de Yang-Baxter, y por ello este tipo particular de algebras pasan a ser el tema
central de estudio. Se finaliza estudiando el Doble de Drinfeld que proporciona un método
para construir Algebras de Hopf trenzadas a partir de un Algebra de Hopf de dimension
finita.

Abstract

The importance of Hopf Algebras has grown considerably since the late 80s after beco-
ming the appropiate context for the study of Quantum Yang-Baxter Equation solutions.
In this study, the contributions of V. G. Drinfeld and M. Jimbo stand out.

The main objective of this project consists on establishing the connection between Hopf
Algebras and the Quantum Yang-Baxter Equation.

In this paper, Hopf Algebras are studied from a general point of view, starting from
the underlying structures of algebra, coalgebra and bialgebra. It is shown that the modules
on braided Hopf Algebras generate solutions to the Quantum Yang-Baxter Equation and,
therefore, this particular type of algebras become the central topic of study. It ends by
studying the Drinfeld Double, which provides a method to construct braided Hopf Algebras

from a finite dimensional Hopf Algebra.

VII






Introduccion

Las Algebras de Hopf, que pueden verse como una generalizaciéon de la estructura de
grupo, nacen en el campo de la Topologia Algebraica entre los afios 40 y 50 del siglo
pasado. Aparecen en los trabajos de Heinz Hopf dedicados al estudio de la cohomologia de
Grupos de Lie compactos y sus espacios homogéneos asociados. A pesar de todo, quién las
bautizé bajo el nombre de “Algebras de Hopf” fue Armand Borel en el afio 1953, en honor a
las fundamentales aportaciones de Hopf en anos anteriores. Paralelamente, Pierre Cartier
hacia referencia a tales estructuras bajo el nombre de “hyper-algebras” en sus trabajos
sobre Teoria de Representaciones y Fisica-Matematica, inspirado en los estudios de Jean
Dieudonné en Teoria de Grupos Algebraicos de caracteristica positiva.

La definicion de Algebra de Hopf tal y como se empleaba en aquella época ha sufrido
cierta evoluciéon hasta llegar a la definicién actual, que es la que se utiliza en este trabajo.
Con la publicacion de Sweedler en el afio 1969 [13], las Algebras de Hopf pasaron a ser
objeto de estudio del Algebra Abstracta y continuaron su desarrollo de tal manera que apa-
recen en practicamente todos los campos de las Matemaéticas: Teoria de Numeros (grupos
formales), Geometria Algebraica, Teoria de Lie, Teoria de Galois y extensiones separables
de cuerpos, Teoria de Anillos Graduados, Teoria de Grupos localmente compactos, Teoria
de Distribucién, Combinatoria, Teoria de Representacion y Mecénica Cuantica. Ademaés,
las Algebras de Hopf se han encontrado ligadas de modo natural al estudio de las simetrias
de distintos objetos matematicos. A titulo de ejemplo se pueden mencionar los siguientes:
en Topologia, ligadas a la construccién de invariantes de nudos y 3-variedades, o desde el
punto de vista de la Fisica-Matematica, donde las Algebras de Hopf trenzadas aparecen co-
mo los instrumentos adecuados para construir sisteméaticamente soluciones de la Ecuacion
Cuantica de Yang-Baxter, en cuyo estudio se centra este trabajo.

La Ecuaciéon Cuantica de Yang-Baxter (QYBE) nace en la Fisica Teorica, apareciendo
por vez primera en un articulo de C.N. Yang en Mecédnica Cudantica y, mas tarde, de R.J.
Baxter, en el ambito de la Mecénica Estadistica.

Por un lado, el articulo de Yang [15], publicado en 1967, se centra en el estudio de

los sistemas de particulas microscépicas interactuando entre si, tratando de describir el

IX



X INTRODUCCION

movimiento y direccién de éstas. Cada sistema de particulas tiene asociada una funcién
de onda que describe la distribucién de probabilidad de los resultados de cada mediciénﬂ
En esencia, conocer la funcién de onda junto con la evolucién del sistema a lo largo del
tiempo nos permite predecir el comportamiento del mismo. En sus investigaciones, Yang
emplea el “ansatz de Bethe’ﬂ para construir la funcién de onda asociada a un sistema
cudntico unidimensional con interaccién repulsiva, obteniendo asi una serie de propiedades
que satisface la funcién de onda obtenida entre las cuales se encuentra la QYBE. Por tanto,
encontrar una solucion de QYBE permite obtener, de cierta manera, una funcién de onda

asociada a un sistema de particulas, que a su vez proporciona una descripcién del mismo.

Por otro lado, Baxter en un articulo publicado en el afio 1972 [3], expuso sus investiga-
ciones en la biisqueda de la funcién de particién asociada al modelo de los ocho Vérticeﬂz’_r]7
dentro del &mbito de la Mecanica Estadistica. Una funcién de particion se trata de un fun-
cional asociado a un sistema en equilibrio termodinamico a partir del cual podemos derivar
las funciones de estado como la energia libre de Gibbs, la energia interna, la entropia o
la entalpia. Para ello, introdujo las llamadas “matrices de transferencia comnutzautivab”[zﬂ7 las
cuales debfan de verificar una serie de propiedades para conmutar. Entre estas propiedades

se encuentra la identidad de Yang-Baxter.

La Ecuacion Cuéantica de Yang-Baxter es una ecuaciéon fundamental desde el punto de
vista de la Fisica-Matemaética, ya que la bisqueda de sus soluciones contribuyé al estudio
de la Teorfa de los Grupos Cuanticos, que constituyen una subclase de Algebras de Hopf.
Los primeros ejemplos de estas estructuras aparecen en trabajos de fisicos-matematicos
de la Escuela de Fadeev, en Leningrado. El término “Grupo Cuéntico” fue acunado por
Drinfeld y Jimbo y se popularizo tras el Congreso Internacional de Mateméticos celebrado
en Berkeley en el ano 1986, donde Drinfeld expuso en una conferencia plenaria [6] las
contribuciones que habia obtenido en este campo junto con Michio Jimbo. Actualmente, la
Ecuaciéon Cuantica de Yang-Baxter es utilizada en muchos campos, tanto desde el punto

de vista fisico, por ejemplo en la obtencién de puertas cudnticas, como desde el punto

!En Mecéanica Cuantica, una medicion es una manipulacion del sistema de particulas que proporciona

un resultado numeérico.
2Un ansatz es una suposicion. Por ejemplo, si se poseen una serie de datos que se encuentran en torno

a una linea, se podria hacer un ansatz de linealidad. El ansatz de Bethe es un método de suposiciéon que
fue introducido por Hanse Bethe en 1931 y que se emplea para obtener la funcién de onda asociada a un

sistema cudntico unidimensional.
3En Mecanica Estadistica, los modelos de vértices hacen referencia a modelos de celosia. En ellos, los

microestados se representan poniendo una flecha en cada arista de la celosia, indicando un estado u otro

en funcién del sentido de ésta.
*En Mecénica Estadistica, el método de la matriz de transferencia es una técnica matematica que se

emplea para escribir la funcién de particién asociada a un determinado sistema de una manera maés sencilla.
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de vista matemaético, por ejemplo en la representacién de grupos de trenzas. Por ello, es
importante el estudio y clasificacién de sus soluciones. ;Es posible obtener todas ellas?

i Podemos generar soluciones de forma sencilla?

Con respecto a la primera de las preguntas, la obtencién y clasificaciéon de todas las
soluciones de la Ecuacion Cuantica de Yang-Baxter ain es un problema abierto en la
actualidad. Fue el propio Drinfeld quien consiguié dar respuesta a la segunda de ellas en
[5], donde obtiene que los modulos sobre Algebras de Hopf trenzadas generan soluciones de
la Ecuacién Cuantica de Yang-Baxter. Inicialmente, los ejemplos de este tipo de estructuras
no eran sencillos ni abundantes, y es por ello que surge la necesidad de construir Algebras
de Hopf trenzadas. En este aspecto fue de nuevo de gran importancia la aportaciéon de
Drinfeld, quién descubrié una manera universal de obtenerlas a través del llamado “Doble
de Drinfeld”, el cual se construye a partir de un Algebra de Hopf de dimensién finita. Fue

asi como, a partir de los afios 80, las Algebras de Hopf adquirieron una gran consideracion.

Este trabajo de fin de grado esta centrado en el estudio de los Grupos Cuanticoﬂ y en
la busqueda de soluciones de la Ecuacion Cuéntica de Yang-Baxter. La memoria se divide
en cuatro capitulos, tratando en los dos primeros conceptos més generales para luego entrar

en el estudio de la Ecuaciéon Cuéntica de Yang-Baxter en los posteriores.

El Capitulo [I] estd dedicado al estudio de los conceptos basicos que se utilizaran a
lo largo de la memoria. Se introducen las nociones de modulo y dlgebra y se describe la
construccién del producto tensorial de estos objetos, asi como sus propiedades principales.

En el Capitulo [2|se define el concepto de Algebra de Hopf, describiendo previamente las
estructuras subyacentes: dlgebra, codlgebra y bidlgebra. A continuacion, se relacionan la
estructura de coélgebra de un espacio vectorial con la estructura de algebra de su espacio
vectorial dual. Se introduce el concepto de bidlgebra como una algebra y coalgebra que
satisface una cierta condicién de compatibilidad. Se finaliza el capitulo estudiando las
propiedades de las Algebras de Hopf (bialgebras con una aplicacién adicional denominada
antipodo) y describiendo ejemplos de estas algebras.

Se prosigue con el Capitulo[3] donde se tratan los aspectos fundamentales de la Fcuacién
Cuantica de Yang-Baxter. Se empieza definiendo la ecuacién, poniendo de manifiesto la
sencillez de su formulacién, y se hacen una serie de observaciones iniciales acerca de sus
soluciones. A continuacién, se introducen un tipo de Algebras de Hopf particulares como
son las Algebras de Hopf cuasi-coconmutativas y posteriormente las Algebras de Hopf

trenzadas, estudiando sus propiedades mas significativas. Estas ultimas algebras tienen

¢Grupo Cuéntico” es la terminologia empleada por Drinfeld para hacer referencia a lo que se denominara
Algebra de Hopf trenzada en la memoria. Dependiendo de la referencia empleada, éstas también pueden

recibir el nombre de Algebras de Hopf cuasitriangulares.
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gran relevancia en lo que resta de capitulo ya que se prueba que los médulos sobre Algebras
de Hopf trenzadas generan soluciones de la Ecuaciéon Cudntica de Yang-Baxter.

Se finaliza la memoria con un capitulo dedicado a la construccién del Doble de Drin-
feld de un Algebra de Hopf de dimensién finita y se demuestra que este nuevo objeto es
un Algebra de Hopf trenzada. Se obtiene asi un contexto adecuado que permite obtener

soluciones de la Ecuacién Cuantica de Yang-Baxter.



Capitulo 1

Producto tensorial

En este capitulo inicial se expondran una serie de definiciones y resultados sobre el
producto tensorial de médulos y algebras, que se utilizaran en el desarrollo del trabajo.

Se establece la siguiente notacion:

1. A denotara un anillo conmutativo con unidad.

2. K denotara un cuerpo.

1.1. Producto tensorial de médulos

Definiciéon 1.1.1. Un A-médulo M es un grupo abeliano (M, +) junto con una aplicacion

externa:
AxM-—M
(a,x) — ax
verificando las siguientes propiedades:
» a(z+y) =ar+ay
» (a+b)x =ax+ bz
» (ab)x = a(bx)
m lpyx =2
Va, be A, Vx, y e M.

Observacion 1.1.2. Noétese que si en vez de considerar un A-moédulo se considera un K-
mobdulo, entonces se trata de un K-espacio vectorial, por lo que el concepto de A-médulo

generaliza la estructura de K-espacio vectorial.

1



2 CAPITULO 1. PRODUCTO TENSORIAL

Definicion 1.1.3. Sean M, N A-mo6dulos. Un homomorfismo de A-mddulos es una
aplicaciéon f: M — N que verifica:
fla+y)=f=)+ fy)
flaz) = af(z)
Ve, y € M, Va € A.

Definicion 1.1.4. Sean M ,N y P A-m6dulos. Una aplicacion

f:MxN—P
(@,y) — f(z,y)
se dice A-bilineal si para cada x € M la aplicacién

fe: N— P
y — fo(y) = [(z,9)
es A-lineal, y si para cada y € N la aplicacién
fy: M — P
z— fy(x) = f(z,y)
es A-lineal.
Construccion 1.1.5. Si M y N son A-moédulos, se considera el A-modulo libre AM*N)

cuyos elementos son combinaciones lineales de elementos de M x N con coeficientes en A,

es decir, son expresiones de la forma:

n

Zai(xhyi)

i=1
cona; €A, x; € M, y; € N.
Si D es el submodulo de AM*N) generado por los elementos de los siguientes tipos:

/

(z+2',y) = (z,y) — (¢, y)
(z,y+y) = (z,9) — (z,¥)
(az,y) — a(z,y)
(z,ay) — a(z,y)

cona€ A, x,2’ € M, y,y € N, se denominara producto tensorial de los A-mo6dulos
M y N al A-modulo AM*N) /D el cual se denotara por M @4 N. Sus elementos, [(z, )],
se denotaran por r ® y, Vo € M, Vy € N.
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Observacion 1.1.6. Notese que si {x;}icr € {y;};es son conjuntos de generadores de los
A-modulos M y N respectivamente, entonces {x; ® y;}(; j)erx. €8 un conjunto de genera-
dores de M ®, N.

FEste producto se puede caracterizar mediante la siguiente proposicién.
Proposicion 1.1.7. Si M, N, P son A-mddulos, entonces existe un isomorfismo de A-mdodulos
U: Hompy (M ®@4 N, P) — Bily(M x N, P).
Demostracion. Si
p: M xN—M®®yN
(z,y) — [(z,y)] =20y
es la aplicaciéon bilineal canénica, la aplicacion:
U: Homy (M ®p N, P) — Bily(M x N, P)
f—Y(f): MxN—P
es un isomorfismo, en donde:
U(f): M x N — P
(z,y) — flo(z,y)) = flz®@y).
En efecto:
» Bien definida: U(f) es A-bilineal Vf € Homy (M ®, N, P).
U(f)(az +a',y) = (fop)(az +2',y) = f((az +2") ® y)
= fla@ey) + (@' ®y) =aflz@y) + f(@'®y)
= a¥(f)(z,y) + ¥(f)(,y)

Va € A, Vo,2' € M, Vy € N. Anélogamente se prueba que es A-lineal con respecto

a la segunda de las variables.

s Linealidad:
V(f+9)(z,y)=(f+9)op)z,y) = (fop)(z,y)+ (90p)(x,y)
=U(f +g)(z,y) =V(f)(z,y) + ¥(g)(z,y),
V(af)(z,y) = (af op)(z,y) = (af)(z®y) = af(z@y) = a¥(f)(z,y)
V(x,y) € M x N. Por lo tanto:

U(af+g)=a¥(f)+ V(g9)Va € A, Vf,g € Homy (M @4 N, P).



4 CAPITULO 1. PRODUCTO TENSORIAL

» Inyectividad: Sean f, f’ € Homy (M ®, N, P) arbitrarias y sea {x ® y} un conjunto
de generadores de M ®4 N:

SiU(H)=9(f )= feey) =f(zRy) Vrye My N=f=/f.

= Sobreyectividad: Sea g: M x N — P una aplicacién A-bilineal. La aplicacién
g AMXN) 5 P que resulta de extender g por linealidad, se anula en todos los
generadores de D por ser A-bilineal. Por lo tanto, D C ker ¢’, induciendo un homo-
morfismo de A-modulos h: M @y N == AMXN) /D — P tal que U(h) = hop = g.

O

Observacion 1.1.8. El resultado anterior se puede ver como una propiedad universal.
Es decir, dados M, N, P A-médulos y f: M x N — P una aplicacién A-bilineal, entonces
dg: M ®y N — P que hace conmutativo el siguiente diagrama:

f
M x N =P (1.1)

EI
J/Lp //

M @, N.

Observacion 1.1.9. Si en vez de considerar aplicaciones bilineales se considerasen apli-
caciones multilineales f: My x ... x M, — P, siendo My, ..., M,, P A-mo6dulos, siguiendo

la misma construcciéon se obtendria el producto multi-tensorial, M; Q4 ... @4 M.

Notacion 1.1.10. De ahora en adelante, excepto que exista ambigiiedad en el anillo A,
se denotard M @ N := M ®4 N.

Proposicion 1.1.11. Si M, N, P son A-mddulos, se tienen los siguientes isomorfismos

candnicos de A-mddulos:

1. MIN—N&®M
TRQY—— Yy,

2. A M—M

a®@xr+— ar,

3. M®N)® P—M®N® P
(TRY)R2zr—rRYRX 2,
M®(N®P)—M®N®P
TR YR2)—TRYR 2

Va e A Ve M,Yye N,Vz e P.
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Demostracion.
1. La aplicacién f: M ® N — N ® M obtenida a partir de la aplicacion A-bilineal

fiMxN-—N®M
(r,y) —y@ux

es un isomorfismo de A-mdédulos cuyo inverso viene dado por

fiNoM —-M®®N
YL —> T QY.

2. Se considera la aplicacién A-bilineal dada por:

h: AxM-—M

(a,z) — ax.
La propiedad universal induce un isomorfismo de A-modulos

h: A M —s M

a@x+— axr
con Inverso

h:M— A M

T 1y ®x.

3. Para cada z € P, se define la aplicacién:

[ MxXN-—M®N®P
(r,y) — fa(2,y) =20 Y® 2.
Por las propiedades del producto tensorial, la aplicaciéon f, es A-bilineal. Entonces,

por la propiedad universal, 3! fz r®yeMN — fz(x ®Ry) =Ry z que hace
conmutativo el diagrama (L.1)).

Si se considera la aplicacién A-bilineal dada por:

g (M@N)xP— MoN®P
(t7z) '—>g(taz) :fZ(t):t®Zv
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entonces la propiedad universal induce el isomorfismo
G (MN) @ P— M®N®P
(zRyY)@2zr—i(zRY)®2) =20y 2
con inverso
GMINRP— (MN)® P
TRYRzr+— (TR Y) ® 2.

Similarmente se prueba que M @ (N @ P) ~ M ® N ® P.

Proposicion 1.1.12. Si M, N, P son A-mddulos, entonces existe un isomorfismo de
A-mddulos entre
Homy (M ® N, P) ~ Homy (M, Homp (N, P)).

Demostracion. Existe una correspondencia biyectiva entre
Bilp (M x N, P) ~ Homa (M, Homy (N, P))
dada por:

= Si f: M x N — P es una aplicacion A-bilineal, entonces induce una aplicacion
A-lineal:

M — Homy (N, P)
r+— fo: N — P,

donde f.(y) = f(x,y) Vy € N.

= Reciprocamente, dado un A-homomorfismo
¢: M — Homy (N, P)

define una aplicaciéon A-bilineal:
MxN—P
(z,y) — (o(2))(y)-

Como consecuencia de la propiedad universal del producto tensorial,
Homy (M ® N, P) ~ Bily (M x N, P).

Por lo tanto:
Homy (M ® N, P) ~ Homy (M, Homy (N, P)).
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1.2. Producto tensorial de homomorfismos

Definicion 1.2.1. Sean f: M — M’y g: N — N’ homomorfismos de A-mo6dulos. Se

define el producto tensorial de f y g como:
f@gMeN— M N’
r@yr— (f@g)(z@y) = f(z) @9(y).

Proposicion 1.2.2. Si f: M — M' y g: N — N’ son homomorfismos de A-mddulos,

entonces el producto tensorial de f y g es un homomorfismo de A-mddulos.
Demostracion. Se considera la aplicacion:
fxg:MxN— M xN
(z,y) — (f(2),9(y))

y se define la aplicacion A-bilineal ¢’ o (f X g). En virtud de la propiedad universal se tiene

que:
MxN—T% _apx N

l 'o(fxg) /

@ @
MoN- -2 e N

de donde se sigue que el producto tensorial de homomorfismos de A-moédulos es un homo-

morfismo de A-maddulos. O

g

Proposicion 1.2.3. Si M S VI T N —2= N —2L = N" son homomorfismos

de A-mddulos, entonces:
(ffef)@(gog)=(f'®d)o(feyg)
Demostracién. Se tiene que:

Mo N (f'of)®(g'og) M" & N

Mo N2 e N L2299 prr e N7

Si {xi}ier, {y;}jes son conjuntos de generadores para los A-moédulos M y N, respectiva-

mente, entonces:
(feg)o(fog)(zi®y) = (f@d)(fz:)@g(y)) = f(flx:) g (9(y;))
=((f o f)@(d °9)(zi®y;)

Por lo tanto, (f'o f)®(g'0g) = (f'®g') o (f ®g) ya que coinciden sobre {z; @ y;} ¢ jyerx.J;
conjunto de generadores de M ® N. O
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1.3. Producto tensorial de algebras

Definiciéon 1.3.1. Sea K un cuerpo. Una K-algebra es una terna (A,n, 1) donde:

= A es un anillo,
= 1: K — A es un homomorfismo de anillos,

= La multiplicacién de A como anillo, u: A x A — A es una aplicaciéon bilineal.

Observacion 1.3.2. Obsérvese que la aplicacién n dota a A de una estructura de

K-espacio vectorial, ya que podemos definir el producto por escalares como sigue:
KxA— A
(k,a) — p(n(k), a).

Definicion 1.3.3. Sean A, B K-élgebras. Un morfismo de K-algebras es un homomor-
fismo de anillos f: A — B que verifica f ona = np.

Como consecuencia inmediata, si f es un morfismo de K-élgebras, entonces f(14) = 15.
Proposicion 1.3.4. Si B, C son K-dlgebras, entonces D := B ®g C' es una K-dlgebra.

Demostracion. Notese que tanto B como C' son K-espacios vectoriales, es decir, K-médulos,
por lo tanto, D es un K-médulo.
La aplicacién
g:BxCxBx(C—B®C
(b, e,V ) — bV @ e
es K-multilineal, por lo que, por la propiedad universal del producto tensorial se tiene que

existe un homomorfismo de K-mo6dulos

G:BRC®B®C —BC
bRcb @d — bb @ cc.

Asi, por la Proposicion [I.1.7] existe una aplicacion K-bilineal
w:DxD—D
b,V @d)— pub@c, b @d)=0b®cc.
Entonces, la terna (D, u,n) es una K-algebra siendo
n:K—D

Ig — n(1k) = nB(1k) ® nc(1k).



Capitulo 2

Algebras de Hopf

En este capitulo se analizan los conceptos fundamentales de codlgebra y bidlgebra y se
introduce el concepto de algebra de Hopf como una bidlgebra con una aplicacién adicional
llamada antipodo. Se estudian ademds las caracteristicas basicas de estas dlgebras, que

seran necesarias para obtener soluciones de la Ecuacion Cuantica de Yang-Baxter.

2.1. Concepto dual de un Algebra

Es sencillo probar que el concepto de K-algebra de la Definicion [I.3.1] es equivalen-
te a considerar ternas (V,u,n) siendo V' un K-espacio vectorial junto con los siguientes

morfismos:
m 4:V®V — V es una aplicacion lineal que se denominaréd multiplicacion,
= 17: K — V es una aplicacion lineal que se denominard unidad,

que hacen conmutativos los siguientes diagramas:

Vovev peidy Vev K@V—>n®idv V®V-%idv®77 VoK
P S
VeV a 1% 4
Diagrama 2.1: Asociatividad (As). Diagrama 2.2: Existencia de unidad (Un).

Se dird que la K-algebra es ademés conmutativa cuando se verifique la conmutatividad

del siguiente diagrama:
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VeV

Diagrama 2.3: Conmutatividad (Conm)

siendo el isomorfismo de K-algebras:

TvyviV®V—>V®V

VRWH— W R .

Notacion 2.1.1. Sea (V, p,n) una K-algebra, se denotara por u? := p o 7yy. Entonces,

se dird que una K-algebra es conmutativa si pu = p°.

Definicion 2.1.2. Sean (V, u,n), (V/, 1/, n") K-algebras. Una aplicacion lineal f: V — V/

se dice que es un morfismo de K-algebras si verifica:
o (fof)=fou
= fon=1,

equivalentemente, si son conmutativos los siguientes diagramas:

Vev—I% _yigy K " v
J{u i,u/ \ if
v / v V.

Ejemplo 2.1.3.

1. El propio cuerpo K presenta una estructura natural de K-algebra con las siguientes
multiplicacién y unidad:
k1 ® ko — k1ko
g =idg: K— K
kv— n(k) = k.
2. Sea K un cuerpo. El anillo de polinomios K[z] tiene estructura de K-algebra con u la

multiplicacién usual de polinomios y 7 la inclusién de los escalares como polinomios

constantes en K[z].
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3. Si se consideran (Vi, u1,m) y (Va, ua, n2) K-élgebras, entonces Vi ® V5 admite estruc-

tura de K-4dlgebra con las siguientes multiplicacién y unidad:

pvievy: (Vi©Va) @ (Vi@ Vo) — (V1 @ Va)
(11 ® v2) @ (v © v3) — (1 @ o) o (iddy, © V3., 0 iy (01 © v2) @ (v ©05))

Mievs - K— VI X Vé
1K — 771(1K) (%) 772(1K)

Se introduce a continuacion el concepto de codlgebra que es esencialmente la nocién

dual de algebra.

Definiciéon 2.1.4. Sea K un cuerpo. Una K-coalgebra es una terna (W, A, ¢) donde:
= W es un K-espacio vectorial,
s At W — W ® W, una aplicaciéon lineal que se denominard comultiplicacion,
= ¢: W — K, una aplicacién lineal que se denominara counidad,

que hacen conmutativos los siguientes diagramas:

W A W®W K@W eQidy W@W idy ®e W@K
lA lidwm \AT /
WeoWw 22  wewew W

Diagrama 2.4: Coasociatividad (Coas). Diagrama 2.5: Existencia de counidad (Coun).

Se dird que la coalgebra es coconmutativa cuando Ty o A = A, es decir:

wWeWw

Diagrama 2.6: Coconmutatividad (Coconm).

Notacion 2.1.5. Sea (W, A, ¢e) una K-codlgebra, se denotard por AP = 7y o A.

Entonces, se dird que una K-codlgebra es coconmutativa si A = AP,
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Definicion 2.1.6. Sean (W, A, ¢e), (W', A’ ') K-codlgebras. Una aplicacion lineal
f: W — W’ se dice morfismo de K-coalgebras si se verifican las dos siguientes condi-

ciones:
s (f®f)oA=Nof,
mce=co f7
es decir, f es un morfismo de K-coalgebras si son conmutativos los siguientes diagramas:

A

W Wew W W
| o T~k
w—2 weow K.

Notacion 2.1.7. En lo que sigue, se empleard la llamada Notacion de Sweedler para

expresar la comultiplicacion. Si (W, A, €) es una K-coalgebray = € W, entonces se escribira:
Azr) = Zx' ®z".
(z)

Asi, las condiciones de coasociatividad, counidad y coconmutatividad reflejadas en los
Diagramas [2.4] 2.5] y 2.6 se pueden reescribir como sigue:

s Coasociatividad:

Z Z(:U,)/ ® (;U/)// ® :U” _ Zw/ ® Z(x/l)/ ® (xu)//
(z)

(=) \ (=) (')
lo que, por convencién, se escribira:

Z x/ ® x// ® CL‘W
(z)

s Counidad:

Z e(x )" =z = Z 2'e(z").
(z)

(z)

s Coconmutatividad:

Zx/®x// :ZI”@x’.

(x) (z)
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Ejemplo 2.1.8.

1. El propio cuerpo base K, como K-espacio vectorial, presenta una estructura natural

de K-coalgebra considerando:

AKZK—>K®K
a»—>A(a) =a® 1k
EKEidKZKHK

k—e(k) =k.
Esta codlgebra se conoce como codlgebra trivial.

2. Sea X un conjunto, se denota por K[X] el K-espacio vectorial que tiene a X como
base. K[X] presenta una estructura de K-coalgebra. Basta definir como actian Ay
e sobre los elementos de X para luego extender ambas por linealidad a todo K[X].

Sea z € X:

A: K[X] — K[X] ® K[X]
T TR
e: K[X] — K

r — 1g.
FEsta coélgebra recibe el nombre de codlgebra de grupo.
3. Se pretende con el siguiente ejemplo hacer notar que un espacio vectorial no tiene

porque presentar una unica estructura de codlgebra.

Sea K un cuerpo y K[z] el K-espacio vectorial de los polinomios con coeficientes en
K. Este espacio vectorial tiene como base a {1x, z, 2,23, ...}, entonces bastara con

definir las aplicaciones A y € sobre los elementos de la base.

3.1. Se definen:

Ay K[z] — K[z] @ K]z]
2" — A(z™) = 2" @a™
e1: Kz] — K

2" e (a™) = 1k

que dotan a K]z| de estructura de K-coalgebra.
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3.2. Se consideran:
Ay Kz] — K[z] @ K|z]
™ Ag(2™) = Z <T) 2t @gm

=0

gg: Kjz] — K

0 sim #0

el ::{ 1 sim=0
K = 0.

Con esta comultiplicacion y counidad, K[z] tiene estructura de codlgebra. En efecto,
se comprobaré que se verifica la conmutatividad de los Diagramas y

s Coasociatividad:

((1dg ) ® Az) 0 Ag)(2™) = i i <T> <T]Z__ZZ> ‘@t @™k,

((idgp) ® Az) 0 Ag)(z™) = i) i <m> (7_]3 > 2l @2t @ g™

J
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s Counidad:

((e2 ® idig(y)) 0 A2)(2™) = (€2 @ idg(y)) (Z (7) 2’ ® 95””)

1=0

Por otro lado:

((ZdK[x] X 62) o AQ)(&?m) = (ZdK[x] & EQ) (Z <Tzn> lEi & l’m_i>

=0
—Z< >x ® eg(z™™ i):<:>xm®lﬂg=xm.

Esta coélgebra recibe el nombre de Codlgebra de potencias divididas.

4. Por ultimo, si (W7, Aq,e1), (Wa, Ag,e2) son K-codlgebras, entonces W7 @ W tiene

estructura de K-coalgebra con la siguiente comultiplicacién y counidad:

AW1®W2: Wl b2y W2 — (Wl & WQ) ® (Wl & WQ)

T1 ® 2 — Awew, (21 ® 22) = [(idw, o Tw, W, ©idwy) © (A1 @ Ag)](z1 ® 22)

EWL@Ws - W@ Wy — K
11 ® T3 > ewyew, (71 @ 22) = (UK 0 £1 ® £2) (21 ® 22) = £1(21)ea(22).
Notacion 2.1.9. Si U es un K-espacio vectorial, U* denotara el K-espacio vectorial
Homg (U, K).

Ahora, se enunciaran una serie de resultados que relacionan dlgebras y coalgebras. Para

la demostracién de estos serd necesario el siguiente Lema.
Lema 2.1.10. Si U y V son dos K-espacios vectoriales de dimensién finita, entonces:
U@V~ (VeU)".
Demostracion. Si U,U’,V, V' son K-espacios vectoriales de dimensién finita, entonces la
aplicacién
A: Hom(U,U’) ® Hom(V, V') — Hom(V @ U, U’ @ V')
fRg— AMfRg): VU —UcV,

donde A\(f ® g)(v @ u) = f(u) ® g(v), es un isomorfismo de K-espacios vectoriales.
En particular, considerando U’ = V' = K se tiene que U* @ V* ~ (V @ U)*. O
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Proposicion 2.1.11. Si (W, A, ¢) es una K-codlgebra, entonces W* admite una estructura
de K-dlgebra.

Demostracion. Se definen la multiplicacién y unidad para W* siguientes:
w: Wre@W* — W
f@gr— p(f®@g) = (A" Xomw-w-)(f ®@g)
n: KK — W*
kr—n(k) =¢e"(k): W —K

donde A es el homomorfismo de K-espacios vectoriales definido en el Lema[2.1.10]y ademés,

e*(k)(w) = ke(w).

Para concluir que (W*, u,€) es un algebra, se probara que son conmutativos los Dia-

gramas 1) y 22
= Asociatividad: Sean f, g, he W* we W.

pl @ idy-)(f g @ ) (w) = (A(h @ (A < ®f)oA)) A)(w)
=2 Hw) 9 0l Do M)

_ Z S h(w") © g((w)") ® f(w'))

(w) (w’)

=Y Y hege Hw' e @) @ W)

(w) (w’)

=(h®g®f) (Zzw// Q (w/)// ® (w/)/) .
(w) (w')
plidyr+ @ p)(f ® g @ h)(w) = (AM(A(h @ g) 0 A) @ f) o A)(w)
=D _(Mh@g)oA)(w")® f(w)

=33 M@y @ (")) @ f(w)
(w) (w")

=> Y (hega (") e @") @u')
() (

h®g®f (ZZ //// ®w/)‘

(w) (w')
La asociatividad se concluye por ser A coasociativa, lo que implica que:

Zzw//®(w/ ZZ //// ®w

(w) (w') (w) (w)
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= Unidad: Sean f € W* a € K.

p(n(a) ® f)(w) = (A(f @ n(a) Zf ") @n(a)(w')
:Zf( ® as(w Zf MNage(w
(w)

La conmutatividad del Diagrama [2.2] se tiene como consecuencia de ser W una codl-

gebra, entonces se tiene que:
Z e(wuw"” = Z w'e(w”).
(w) (w)
O

A continuacién se enunciara una especie de reciproco para el resultado anterior, aunque

para ello se necesita la hipdtesis de dimensién finita.

Proposicion 2.1.12. Sea (V, u,n) una K-dlgebra con V un K-espacio vectorial de dimen-

sion finita, entonces V* admite una estructura de K-codlgebra.

Demostracion. Como V es un K-espacio vectorial de dimension finita, por el Lema [2.1.10
la aplicacién
VIRV — (Ve V)

es un isomorfismo de K-espacios vectoriales, por lo que IAL.
Se define la siguiente comultiplicacion y counidad para V*:
AV — VI QV”
f= Af) = A "tou*)(f)
eV — K ~K
fr—=e(f) =n"(f)
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donde A(f) = (A"t o p*)(f) = Z(f) f1® fo tal que f(zy) = E(f) fi(z) fa(y).
Se probaré que son conmutativos los Diagramas [2.4] y

= Coasociatividad. Sean f € V*, z,y,z € V.

(A@idw-) o A)(flz@y®z)= > (fih(@) @ (fi)2(y) ® fa)
(H(f1)

Z (f1)1(2) (f1)2(y) f2(2)
£(f1)

—Zfl (zy) f2(2) = f(zyz).

((idw~© A)o A)(f)(z @y @ 2z) = Z fi(z (1) @ (f2)2(2)
(N)(f2)

Zf1 y)(f2)2(2)
(N(f2)

—Zfl )f2(yz) = f(zyz).

Por 1o tanto:
(A X ldW*) oA = (idW* X A) o A.

= Counidad. Sean f e V* x,y e V.

(e @idw+) o A)(f)x@y) =Y e(fi)(@) ® foly Zﬁ ) ® fo(y)
o))

= Aln@)) fal :f(n(ff)y)-
()

((idw+ @e) o A)(w@y) =D fi(z) @e(f)(y Zfl ) @ f2(n(y))
()

= fil@) faln(y)) = f(:vn( ))-
)

Por ser V' una K-algebra se verifica la conmutatividad del Diagrama asi se tiene

que n(z)y = zn(y), y por lo tanto:

(e’:‘®idw*) oA = (idW* ®€) o A.
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Observacion 2.1.13. Notese la importancia en la Proposicion [2.1.12]de que la K-algebra

sea de dimension finita.

En general, la aplicacion:

ANVIERVE — (Ve V)

es inyectiva, independientemente de la dimensién.

Para obtener un coproducto Ay« en V*, se necesita que Ay+: V¥ — V* ® V*. Sin

embargo, la aplicacion dual de p, p*: V* — (V @ V)*. Por lo tanto, en general, se tiene:

1% L - (vev):
ANT)
V* LA VAN T

lo que impide definir directamente Ay« = u*.

Ejemplo 2.1.14. V = M, (K), el K-espacio vectorial de las matrices n x n con coeficientes

en el cuerpo K, tiene estructura de K-algebra con las siguientes multiplicacién y unidad:

uwVev —V
n
(aij) @ (bij) — Z a;kbr; (Multiplicacion usual de matrices)
k=1

nK—V

g — n(lg) = Y B
k=1

V' es un K-espacio vectorial con base {E;; : 1 < 4,j < n}, donde E;; = 6;5, por lo tanto
dimg V = n?, entonces se verifican las hipotesis de la Proposicion [2.1.12]

Se concluye entonces que V* presenta una estructura de codlgebra con las siguientes

comultiplicacién y counidad, las cuales bastara con definir sobre los elementos de la base

n

dual de {E;;}7? que se denotaran por {z;;}';_;-

ij=11
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= Comultiplicacion.

A(2i)(Er @ Epn) = (A o 1) (245) (Bt ® Enn)
= (>\_1 O Tjj © N)(Ekl & Emn)
= A" N(@ij (OimErn)) = A (S1mindjn)

=)\t <Z 5ik51p5pm5jn>
=\t (Z :Eip(Ekz)zpj(Emn)>

p

=(A"to)) (Z Tip ® :cpj> (Ekt @ Epn)
— (Z Tip ® xp]) (Bt @ Emn)-

= Counidad.

e(wij)(1x) = 0" (z5)(1k) = (w5 0 n)(1k) = xi; (Z Ekk) = Siklrj = bij.
k=1 k=1

Cuando se trabaja con un anillo (A, +,-), se habla de los ideales del anillo, al igual que,
si (G, ) es un grupo, se habla de sus subgrupos normales. En ambos casos, si J es un ideal
de A o N es un subgrupo normal de G, se puede dotar a A/J o a G/N de estructura de
anillo cociente o grupo cociente, respectivamente.

El papel de los ideales en el caso de la teoria de anillos, asi como el papel de los
subgrupos normales en el caso de la teoria de grupos, es el que juegan los coideales para
las codlgebras.

A continuacion se definird el concepto de coideal y se enunciara el resultado que permite

construir la estructura de codlgebra cociente.

Definicion 2.1.15. Si (W, A, ¢) es una K-codlgebra, se dice que un subespacio I C W es

un coideal de W si:

AlYcTeW+Welyel)=0.

Proposicion 2.1.16. Si (W, A e) es una K-codlgebra e I es un coideal de W, entonces
W/I es una K-codlgebra.

Demostracion. Se considera la composicion po A: W — (W@ W)/(IQW + W ® I) en
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donde p es el epimorfismo canénico:

PWRW — (WeW)/IeoW+W oI
wy @ wy — (wy @wz) + (T W + W I).

Por hipdtesis, como I es un coideal, entonces A(l) CI@ W +W ®I. Asi, I C ker(po A).
Entonces, por la propiedad universal del cociente, el siguiente diagrama es conmutativo,
induciendo la aplicaciéon p o A:
oA
10% i WeoW)/IeW+Wel)

-7

—

- lpoA  _ —

—
—
—

W/~ "~
poAN: W/ — (WW)/ LW +W®I)
wH+I— Aw)+ (W +WeI)

Por otro lado, se considera el isomorfismo:

a:(WeW)/IeW+WeIl)— W/I1oW/I
(w @uw2) +TQW+W&I) — (w1 +1)® (we + 1)

y se define la comultiplicacion en W/I como:

A: W/ — W/ IW/I
wtI— Aw+1):=(aopold) = (' +1)® (w" +1)
(w)
que estd bien definida en base a la discusién anterior.
Ahora falta por definir la counidad. De nuevo, por ser I un coideal de W, £(I) = 0,
por lo tanto, por la propiedad universal del cociente, el siguiente diagrama es conmutativo

e induce la aplicacién e:

W 2 K
l” i
w/I.

Por lo tanto, se define la counidad en W/I de la siguiente manera:
e:W/I — K
w+ I — e(w).

A continuacién, se comprobara que, asi definidas, se verifica la conmutatividad de los

Diagramas y
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s Coasociatividad.

((idwy 1 ® A) o A)(w+ I) = (idy; ® A) (Z(w’ +D® W' + 1))
(w)
= Y W HDe (@ + Do (@) +1)
(w)(w”)

=(rmTem) ( Z w @ (w") ® (w")") :

(w)(w")

(A @idyyr) o A)(w + 1) = (A @ idyy1) (Z(w’ + 1)@ W'+ I))
(w)
= Z (WY +1) @ (W) +1)® (w"+1)
(w)(w’)

=TT ( Z (W) @ (w')" ® w”) .

(w)(w’)
Por ser A coasociativa, D, W' @ (W) @ (0")" =37 )@ (@) @ (W) @w”, lo

que concluye la demostracion de la coasociatividad de A.

» Counidad.

(E®@ideyr) o A)(w+ 1) = (E®ideyr) (Z(wl v D)@ (W +I))
(w)

= Zs(w') @ (w" +1)= Z(s(w')w”) +1
(w) (w)

"

Como ¢ verifica la propiedad de counidad, 3,y e(w')w” = 3, w'e(w"”), y por tanto

€ verifica la propiedad de counidad.

O
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2.2. Bialgebras y Producto Convolucién

Las bialgebras son espacios vectoriales que presentan, simultdneamente, estructura de
algebra y de coalgebra, satisfaciendo una condicién de compatibilidad entre ellas. Su estudio

es el paso previo para estudiar las Algebras de Hopf que dan nombre a este capitulo.

Lema 2.2.1. Si (V,u,n) es una K-dlgebra y (V,A,e) es una K-codlgebra, entonces son

equivalentes:
wy n son morfismos de K-codlgebras <= A y € son morfismos de K-dlgebras.

Demostracion. Por ser u y n son morfismos de K-codlgebras se verifica que:

(1@ 1) o (idy ® vy idy) o (A®A) = Aop 2.1)
Avgv
pro(e®e)=cop (2.2)
———
VRV
m@n)oAg =Aon (2.3)
eg =idg =€on (2.4)

siendo las condiciones (2.1) y (2.2]) consecuencia de ser u morfismo de K-coalgebras y, (2.3
y (2.4) por ser n morfismo de K-codlgebras. Notese ademas que Ak y ek se corresponden
con la comultiplicacién y counidad del Ejemplo 1 de

De (2.1)) y (2.3) se tiene que:

Aop= (1@ p)ol(idy ® vy @idy) o (ABA) = [(1® 1) o (idy & Tvy ®idy)] o(A®A)

122%>1%

Aon=(n®n)oAg
N——
nvev

lo que implica que A es morfismo de K-algebras.

De (2.2) y (2.4) se deduce:

cop=pgo(c®e)
gon=idg =K

y, por tanto, € es morfismo de K-algebras.

Anélogamente se prueba el reciproco. O

Definicion 2.2.2. Sea K un cuerpo. Una K-bidlgebra es una quintupla (V, u,n, A, )
donde:
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» (V,u,m) es una K-algebra,
» (V,A,¢e) es una K-coalgebra,
satisfaciendo una de las dos condiciones equivalentes del Lema [2.2.1] anterior.

Observacion 2.2.3. En general, cuando se enuncien resultados para bidlgebras, se usara
la condicién de compatibilidad de que A, € son morfismos de K-algebras, excepto que se
especifique lo contrario.

Empleando la notacién de Sweedler, esta condiciéon significa que:

Z (v1v2) @ (v1v2)" = Z Z vivh @ vivy (2.5)

(viv2) (v1) (v2)

e(vivg) = e(v1)e(v2) (2.6)
Yy, vg € V.
Lema 2.2.4. Si (V,pu,n,A,¢) es una K-bidlgebra, entonces son K-bidlgebras:
1. VP .= (V,u? n,Ae),
2. Veor .= (V,p,m, AP, g),
3. VoPeor .= (V uP n, AP ¢).

Definicion 2.2.5. Sean (V,pu,n,Ae) v (V' u/,n, A’ e") K-bidlgebras. Una aplicacion
f: V. — V' es un morfismo de K-bialgebras si es un morfismo de K-algebras y de

K-codlgebras.
Ejemplo 2.2.6.

1. Si V es un K-espacio vectorial de dimensiéon finita dotado de estructura de K-

bidlgebra, entonces V* también es una K-bidlgebra como consecuencia de las Propo-

siciones [2.1.11] v [2.1.12]

2. Sea (X, ) un monoide, es decir, un par donde:

= X es un conjunto,
= 4u: X ® X — X es una operacion interna, asociativa y con elemento neutro

que se denotaré por e.

El K-espacio vectorial K[X] tiene estructura de codlgebra con la comultiplicacion
y counidad definidas en el Ejemplo 2 de [2.1.8] Ademaés, si se considera en K[X] la
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multiplicacién pg(x) obtenida al extender p por linealidad a todo K[X] y la unidad
dada por:

g — e,
entonces (K[X], ux(x], k(x> Ak[x]: €x[x]) es una K-bidlgebra.

A continuacion se introduce el concepto de convolucion, que permite dotar a Hom(W, V)

de estructura de monoide, siendo V una K-algebra y W una K-coalgebra.

Definicién 2.2.7. Sean (V, u,n) una K-algebra, (W, A, e) una K-coélgebra y
f,g € Hom(W, V). La convolucion de f y g, que se denotaré por f g, viene dada por la

siguiente composicion:

A f®g

1174 WeWw VeV K V.

Es decir, la convolucién es una aplicacion:
x: Hom(W,V) ® Hom(W, V) — Hom(W, V)
f®gr— frg=po(f®@g)oA.

Observacion 2.2.8. Con la notacion de Sweedler, (2.7) significa:

(fxg)(w) = (no (f@g)oA)(w) = (no(f@g) [ > v ew
(w)

=p [ D f)@g@”) | =" Fw)gw”).
(w) (w)

Proposicion 2.2.9. Si (V, u,n) es una K-dlgebra y (W, A, e) es una K-codlgebra, entonces
(Hom(W, V'), %) es un monoide con elemento neutro no c.
Demostraciéon. La operaciéon interna * es asociativa. En efecto:

Hom(W, V) ® Hom(W, V) ® Hom(W, V) roud Hom(W, V) ® Hom(W, V)

lu@* l

Hom(W, V) ® Hom(W, V) - Hom(W, V)

(ko (x@id))(f @ g ®@h)(w) = ((f*g) xh)(w) =Y _(f * g)(w)h(w")
(w)

= Z Z f((w')’)g((w’)")h(w") — Z f(w')g(w”)h(w”’).
(w) (w’) (w)
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(x o (id @ ) (f * g * h)(w) = (f * (g h))(w) = Y _ f(w)(g*h)(w")
(w)
= Z Z f(w/)g((w//)/)h((w//)//) _ Zf(w')g(w")h(w”’).
w' (w)

Por tltimo, se verifica que noe es el neutro para x, es decir, f*(noe) = (noe)x f = f
Vf € Hom(W, V).

(f*(noe)) Zu ® (noe)(w”) =Y fluw)e(w”
(w)

_wag =1 ng ") COufidadf(w)'

(noe)* f)(w Zu (noe)(w) @ fw") = ew)f(w")
(w)

=D fle@hw") = D e@w") | = f(w).
(w) (w)

O

Observacion 2.2.10. Notese que por la Proposicion [2.2.9, si (V,u,n,A,e) es una K-

bialgebra, entonces (End(V'), *) es un monoide.

2.3. Algebras de Hopf

En esta tltima seccion se estudia la nocién de K-Algebra de Hopf, asi como sus propie-
dades fundamentales. Una K-Algebra de Hopf es una K-biélgebra V junto con un elemento
de End(V) llamado el antipodo, que satisface una cierta propiedad.

Su nombre surge en honor a los estudios realizados por Heinz Hopf en la década de los
40, aunque la definiciéon formal de Algebra de Hopf no aparece hasta los afos 60 en los
trabajos de, por un lado, Pierre Cartier, en teorfa de grupos algebraicos de caracteristica
positiva, y por otro lado, de Armand Borel, en topologia algebraica.

Dentro del contexto que proporcionan las Algebras de Hopf se estudiaran, en los capi-

tulos posteriores, las soluciones de la Ecuacién Cuéantica de Yang-Baxter.

Definiciéon 2.3.1. Si (V, u,n, A, e) es una K-bidlgebra, el antipodo es un endomorfismo
S € End(V) que verifica:
Sxidy =idy xS =noe. (2.8)
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VeV —294 _ yev
% \
174 2 K ! 1%
X /
VeV 29 _yvev

Observacion 2.3.2. Empleando la notacion de Sweedler, la condicion del antipodo (2.8))

se puede escribir como sigue:

> SN =noe)(v) =Y 'S
) ()

Lema 2.3.3. Sea (V,u,n, A, ¢e) una K-bidlgebra. En caso de ezistir antipodo
S € End(V), éste es unico.

Demostracion. Supongamos que existen Sy, Sy € End(V) tal que:

Sl*idvzidv*Slznoe (29)
Sa xidy =idy * Sy =noe. (2.10)
Entonces:
Sl noe n;tro * Sl * (77 ° E) ‘) Sl * (Zdv * SQ)
= 'd = = .
* asociativa (Sl * V) * 52 2.9) (77 ° 8) ¥ 52 noe neutro S2

Definicién 2.3.4. Un Algebra de Hopf es una quintupla (V, i, 7, A, €, S) donde:
w (V,u,m, A ) es una K-bialgebra,
» S € End(V) es el antipodo.

Definicion 2.3.5. Sean (Vi, 1,1, A1,€1,51) y (Va, pia, 2, Do, €2, So) K-Algebras de Hopf.
Un morfismo de Algebras de Hopf f: V; — V5 es un morfismo de bidlgebras que

verifica la propiedad siguiente:

Syo f=fobi.

Lema 2.3.6. Si (V,p,n,A,¢,S) es una K-Algebra de Hopf de dimensién finita, entonces
V* admite estructura de K-Algebra de Hopf con antipodo S*.
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Demostracion. Ya se ha visto en Ejemplo 1 de que si (V, u,m, A, €) es una K-bidlgebra
de dimensién finita, entonces V* tiene estructura de K-bidlgebra.
Basta con probar que S* verifica la propiedad del antipodo (2.8). En efecto:

(S sidy-)(f)(z) = [ DS (") @) =D > F(S@))f" (2"
(f) (f) (=)

=f|D_S@ha"| = f((noe)(x)) = (" on)(f)(x).
(z)

(idy+ * S*)(F)(x) = | DS ") | @) =D @) f"(S(")
5 0 @

f((noe)(x)) = (" on™)(f) ().

DN
&l

— f les(x//) ‘
(z)
O

Ejemplo 2.3.7. Ya se vio en el Ejemplo 2 de que dado un monoide (X, i1), entonces
K[X] presenta estructura de K-bidlgebra.

Si se considera (G,-) un grupo multiplicativo, en particular, es un monoide con la
condicion adicional de que, para cada x € G, Iy € G/x-y = y-x = e, siendo e el elemento
neutro para la operacion “-”. En este caso, K[G] es un Algebra de Hopf cuyo antipodo se

obtiene a continuacién.

(S xidg)(z) = (- o (S ®idg) o Agi))(w) = (-0 (S ®idg))(z ® ) = S(z) - =,
(noe)(z) =n(lk) =e,
(idg x S)(z) = x - S(x).

Por lo tanto:
S(x) - r=e=x-S(x) = S(z)=2"'Vr€G.

Observacion 2.3.8. Notese que, si (V,p,1,A,e,S) es una Algebra de Hopf, en general
VP VP v /9Pl ng son Algebras de Hopf.

En la proposicién siguiente se enuncian las propiedades fundamentales del antipodo.

Proposiciéon 2.3.9. Si (V,u,n,A,¢,5) es una K-Algebra de Hopf, entonces:
S:V — Vopeop

es un morfismo de bidlgebras. Es decir, se verifica que:
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1. S(zy) = S(y)S(x) Vz,y €V (el antipodo es antimultiplicativo).
2. S(ly) = 1y.

3. (S®S)oA=APoS,

4. €08 =¢.

Demostracion. En primer lugar se demostrard que S es un morfismo de algebras, es decir,
se probard que Son=ny que Sopu=p?o(S®S).
Se tiene que:

Son=n<= S(ly) = 1y.

Por la Propiedad del antipodo, se verifica que S * id = o e. Evaluando en x = 1y se

obtiene:
(S xid)(1y) = (o (S @id) o A)(1v) = (1o (S ®id)(1y & 1v) = u(S(ly) @ 1) = S(1y)

(noe)(lv) =n(lk) = 1y

por lo tanto S(1y) = 1y.

Para probar que S es antimultiplicativa se consideran las aplicaciones p, v € Hom(V ® V,V):

VeV -—V
r@yr—v(rey) = (o (S®S))(z®y)=S(y)S(z)
p VRV —V

TRy plx@y) = (Sou)(r®y)=S(zy).

Se verifica que p* v =nocygy = p* 4. En efecto:

(nxv)(z@y) = (no(p@V)oAvgy)(z®@y) = (o (L)) (Z x’®y’®fc”®y”)
(®)®)

,U«(Z:U(x/@y/)@’/( // ) (Z$IQI®S // ( ))
(

z)(y)
= Y aySwHSE) =Y o (Zys ’ ) 56" = Yoo m)S ")
(=) () (z) (y) (z)

/
= S E — E g
Propiedad de unidad Z v ( 77 ° . (77 ° 77 ° (y)

()
=n(e(x))e(y)n(lx) = n(e(x)e(y))lv = nlevev(z @y)) = (noevey)(r @ y).
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(prp)(z@y)=(po(p@p)oAvgy)(z®@y) = (ko (p®@p)) (Z w’®y’®x”®y”)
(@)(y)

( ®,LL( ”®y”)ﬂ(zs ®x"y">
(x)(y (

z)(y)
2" //
Z S A morﬁsmo de algebras Z S( xy )( y) ( (xy»

(@)(y (zy) €3

n(e(@)e(y)) = moevey)(z @y).
€ morﬁsmo de algebras

Por lo tanto, dado que Hom(V ® V, V') es un monoide con unidad n o ey gy, se tiene que
v=np.

Ademas, S es morfismo de codlgebras, es decir, (S ® S) o A

Probar que (S®S)oA = A®Po S es equivalente a demostrar que (S®S5)o AP = AoS.
Se consideran «, f € Hom(V,V ® V):

=APoSyeoS=c¢.

a:V—VeV

x+— az) = (Ao S)(x)
:V—=VeV

51— B(z) = (S @ §) 0 A“P)(z)

Entonces, de nuevo, como Hom(V,V ® V) es un monoide con unidad nygy o €, si se
demuestra que

axA=nygyoe=Axf

se tiene que o = 3. En efecto:

(a % A)(x) = (prev o (@®A) o A)z) = Y (uvay o (A® A) o (S ® id)) (2 @ 2")
(z)

=S (pvev o (A®A))(S(E) ©a") Z (Ao p)(

A morﬁsmo de algebras
(x)

=A (Z S(:L")g;”) ‘) A((noe)(x)) A morﬁsmo:de 4lgebras ((n®mn) o Ak)(e(x))
() :

= (men)(e(0)lk © 1x) = e(@)n(1x) @ n(lx) = nvev(e(z)).

® x//)
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(Ax*B)(z) = (hvev o (A® B) o A)( Z tvev(A@) @ [(S ® S) o A“P](2"))
_ ZMV@V(x/ ® ZL‘” ® S( //// ® S /// Zx S //// ZL‘”S(:EW)

le‘g( ///) ®€ Zx 8 // /// ®T7(1K)
— (o)

=SS @ (i) = e(x)n(l@ (1) = vav(E(@)).
= (x)

de donde se concluye que a = .

Finalmente, se demuestra que € 0 S = €. En efecto:

e(S@) , =, ¢ (5 (Ze(m')x”)) =c (Zs(x')S(x”)> = e(a)e(S("))

(z) (z)

00

- morfime o lgebras & (Z 'S (") ) =N e((noe)(@)) = (eom)(e(x)) i e(x).

Corolario 2.3.10. Si (V,u,n,A,¢,8) es una K-Algebra de Hopf, entonces se tiene que
Voreor .= (V, u% n, AP n, S) es una K-Algebra de Hopf.

Si ademds S € Aut(V), es decir, S es isomorfismo, entonces VP = (V, u?,n, A,n,S™1)
y VP = (V, u,n, AP, n, S~1) son K-Algebras de Hopf.

Proposicion 2.3.11. Si (V,u,n,A,e,5) es una K-dlgebra de Hopf, entonces:

a) Son equivalentes:

i. SoS =idy & ii. 3, S(a")a’ = (noe)(x) & iii. 35, a"S(a') = (noe)(z).

b) SiV es conmutativa (Diagrama o coconmutativa (Diagrama , entonces se
tiene que S oS =idy.

Demostracion.

a)
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i = .
> S(a)a! s, 52 (Z S(x")g;'> Sy (Z S(S(:U”):U’))
(@) - () ()
2 //
S antlmultlphcatlva (Z S S ) SszdV (( ) S )
i 5(1°9@) (= (1°8)(@)
it = i.

Por la unicidad de la inversa para la convolucién, basta con probar que
SxS2=noe= 5%=id.

(S % 8?)(x ZS

S antimultiplicativa

- ((Z; S(mu)x/) i Do 8@) (2 (oe)(@).

Anélogamente, se puede demostrar i. < iii.

b) Si V es conmutativa, es decir, p = p o Ty = p, entonces:
NS’ = (4 o (idy @ S) o A)(x)

(no (idy ®S) o A)( Zx'S " noe)(x).

p=porP

Por lo tanto, se verifican las hipotesis del apartado ii. de a). Por otro lado, si V es

coconmutativa, es decir, si A = 1y 0 A = AP, entonces:
Y S(@")a! = (no (S @ idy) o AP)(x)
(z)

(po(S®idy)oA) ZS noe)(ac).

A=Acor

De nuevo, se verifican las hipotesis del apartado ii. de a).



Capitulo 3
Ecuacion Cuantica de Yang-Baxter

De ahora en adelante el trabajo se centrard en el estudio de la Ecuacién Cudantica
de Yang-Baxter, tratando de analizar sus soluciones. Atn actualmente, la clasificacién
completa de sus soluciones sigue siendo un problema abierto y sin resolver, a pesar de la
sencillez de ésta.

En primer lugar, se comenzaré definiendo la ecuacion. Luego se estudiaran las Algebras
de Hopf Trenzadas para, finalmente, alcanzar el resultado fundamental de este capitulo,
donde se probara que los modulos sobre Algebras de Hopf Trenzadas proporcionan solu-

ciones de la Ecuacion Cudntica de Yang-Baxter.

3.1. La Ecuacién Cuantica de Yang-Baxter

Definicion 3.1.1. Sea V un K-espacio vectorial y ¢ € Aut(V ® V), ¢ se dice R-matriz
cuando c es soluciéon de la Ecuacién Cudantica de Yang-Baxter, es decir, cuando se cumple

que:

(c®idy)o (idy @ c)o (c®idy) = (idy ® ¢) o (c®idy) o (idy & c). (3.1)

Notacion 3.1.2. En lo que sigue, para simplificar, se hara referencia a la Ecuacién Cuan-
tica de Yang-Baxter con la abreviatura QYBE, que son las siglas de su nombre en inglés,

Quantum Yang-Bazter Equation.

Observacion 3.1.3. Como se puede observar en (3.1]), se trata de una igualdad de apli-
caciones de V@V ®V en V®V ® V. Es una ecuacion sencilla que, de forma grafica, se

puede representar como sigue:

33
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|4 |4 V VeVeV VeVeV Vv Vv V

U;-“
QL
<
)
(Ap2 ®2)(> ® Apr)(Ap2 ®9)
(> ® Ap1)(Apr ®2)(> ® Apy)
#O
S
QL
<

¢ R-matriz
\%4 \%4 \%4 \%4 \%4 Vv
c izdv iidv c
1% %4 % VeVvVeV VeVvVeV Vv %4 \%

Lema 3.1.4. Sic € Aut(V ®V) es R-matriz, es decir, una solucion de QYBE, entonces,

son R-matriz:
i. Ac VA eK.
1. C
1it. Ty, y 0 COTy V.

Demostracion. El apartado i. es trivial, mientras que, para los siguientes, basta tener en

cuenta las siguientes igualdades:
1. ¢l ®@idy = (idy ® ¢)~!
2. idy @ ¢! = (c®idy) ™!
3. (tvwocoryy)®idy =oo (idy @c)o o1
4. idy @ (tyyocoTyy) =00 (c®idy)oo !

donde:

o VRVeV —VeVeV

V1 XV QU3 —> V3 QU2 @ V1.
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3.2. Bialgebras Trenzadas

En primer lugar, se define un concepto previo a las Bidlgebras Trenzadas, las Bidlgebras

Cuasi-Coconmutativas.

Definicion 3.2.1. Sea (V,u,n,A,e) una K-bidlgebra. V es una K-bialgebra cuasi-

coconmutativa si 3R € V ® V invertible verificando:

A“P(z) = RA(z)R™Y Yz V. (3.2)
R se denomina R-matriz universal.
Observacion 3.2.2.

1. Si(V,u,n, A e) es una K-bidlgebra coconmutativa, entonces V' es cuasi-coconmutativa

con R-matriz universal R = 1y ® 1. En efecto:

RA R_l = " — AP
(:C) R=R~- 1= =ly®ly Z:C @l‘ Vcoconmutatlvazx ®x ( )

(x)

2. Con la notaciéon de Sweedler, se puede desarrollar la expresion (3.2) como sigue a

continuaciéon. Sea R =) . s; ® t; entonces:
A“P(z) = RA(x)R™' Vaz eV & A“P(z)R = RA(z) VxeV.
Por lo tanto:

Z 2s; @ a't; = Z six' @tz (3.3)

Definiciéon 3.2.3. Sea (V, u,n, A, e, S) una K-éalgebra de Hopf. V es cuasi-coconmutativa
si la bidlgebra subyacente es cuasi-coconmutativa.

D)

Notacion 3.2.4. Seaxz € V®---®@V p>1, entonces x serd un elemento de la forma
x = iazgl) ® - ® ngp)_ Dada una p-tupla (ki,...,k,) de elementos de {1,...,n} con
p < n, definimos el elemento xg, x, €V ® . ® V como:

1
Thy. by = Zyz( )@ ®yin)
7

donde:

4

2osiki =k

y® = T S Vk=1,....n;Vji=1,...,p.
1y en otro caso

Por ejemplo, si se considera una biadlgebra cuasi-coconmutativa con R-matriz universal
R =73".s; ®t;, entonces:
R3s = E ly ®t; ® s;.

%
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Definicién 3.2.5. Sea (V, u,n, A, e, R) una K-bialgebra cuasi-coconmutativa, se dird que

V es trenzada si la R-matriz universal R satisface las siguientes condiciones:

(A ®idy)(R) = RigRs (3.4)
(idy ® A)(R) = RigRi2. (3.5)

Observacion 3.2.6. Con la notacion de Sweedler, si R =, s; ® t;, las condiciones (3.4)

y (3.5)) se pueden escribir como sigue:

S (s0) @ (s0) @t = (Zsz®1v®t> Sves;et | = s0s;@tt;. (3.6)
o

,(8:) J

(t:)" = (Z 5@ ly ®ti> Yosietely | = sisjet; ot (3.7)

@ J 0]

i7(ti)

Definicién 3.2.7. Sea (V, i, 1, A, ¢, 5,571, R) una K-algebra de Hopf cuasi-coconmutativa
con antipodo invertible S € Aut(H), se dird que V' es trenzada si la bidlgebra subyacente

es trenzada.
Lema 3.2.8.

1. 8i (V,pu,m,Ae,S,S™1 R) es una K-dlgebra de Hopf cuasi-coconmutativa con anti-

podo invertible S € Aut(H), entonces son K-dlgebras de Hopf cuasi-coconmutativas:
w VP = (V7 ,uop7 7, A: g, Silv Sa Ril);
= VP = (V,pu,m, AP, e, 571, S, R™Y),
s VP = (V,pu,m, AP e, 871 S, 11 (R)).

2. 8i (V,u,m, A, e,8,S71 R) es una K-dlgebra de Hopf trenzada con antipodo invertible
S € Aut(H), entonces, V es una K-dlgebra de Hopf trenzada.

Demostracion.
1.

En primer lugar nétese que por el Corolario [2.3.10]y por ser S invertible, entonces VP,
veor v VO son K-algebras de Hopf.

Ademas,

AT (@) = m(Ro A ) ®R™Y)) = p?(WA@) @R @ R) = p(u(R™ @ A(z)) @ R)
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va que, por hipoétesis,

AP(z) = RA(z)R™! = (p(R® Az)) ® R™) = p(R @ p(A(z) @ R™)

y, por lo tanto, VP es una K-dlgebra de Hopf cuasi-coconmutativa.
Analogamente, se demuestra que también lo son VP y V.
2.

Como V es un K-algebra de Hopf trenzada, entonces se tienen las igualdades (A ® idy )(R) = Ri3Ras
y (idy ® A)(R) = R13R12. Asi, se obtiene:

. 12) . op
(A X ’Ldv)(R) = Ry3Ro3 (<:>) (A P Q Zdv)(R) = RogRi3

" (idy © A“P)(R) = (rvy (R)1s(rv (R)1a.

. 23) . co!
(Zdv (024 A)(R) = Ri3R12 (<:>) (Zdv QA p)(R) = RioR13
321 .
C&Y (A% @ idy)(R) = (rv (R)1s(rvv (R))as.
Por lo tanto, V" es una K-4lgebra de Hopf trenzada. O

A continuacion se demostrara uno de los teoremas relevantes de la presente seccién,

donde se enunciaran las propiedades fundamentales de las bidlgebras trenzadas.
Teorema 3.2.9. Sea (V,u,n, A, e, R) una K-bidlgebra trenzada. Se verifican:
a) La R-matriz universal R satisface:
Ri2R13R23 = RozRi3R2. (3.8)
b)
(e®idy)(R) = 1y = (idy ® €)(R). (3.9)

c¢) Si ademds V es una K-dlgebra de Hopf con antipodo S € Aut(V), entonces:

(S ®@idy)(R) = R~! = (idy ® SH)(R). (3.10)

(S® S)(R) = R. (3.11)
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Demostracion.
a)

RioR13Ro3 ng(A ® idv)(R) = (ACOp & idv)(R)ng
= ((TV,V o A) X idv)(R)ng = ((TV,V & idv) o (A X idv))(R)ng

(tv,v ®@idy)(Ri3Ra3)Ri12 = RazRi3Ri2.

b)
= (((e®idy) o A)®idy)(R) = ((e ®idy ®idy) o (A ®idy))(R)
eQidy oA=idy
= id idy ) (R13R23) = idy ) (R)R.
(€®’L V&1 v)( 13 23) (€®’L V)( )
Por ser R invertible, se concluye entonces que RR™! = (e ® idy )(R) = 1y. De forma
aniloga:
= (idy @ ((idy ®€) o A))(R) = ((idy ®idy ®¢) o (idy @ A))(R)
idy QeoA=1idy,
= (idy ®idy ® €)(Ri13R12) = (idy ®€)(R)R
(v v @¢)(RizRiz) = (idy @ €)(R)
y por lo tanto, RR™! = (idy ® €)(R) = 1y.
c)

e Sea V una K-algebra de Hopf con antipodo S, entonces, por (2.8), se tiene que:

(S*idy)(x) = (o (S®idy)oA)(x)=(noe)(z) Ve eV
= (p®idy)o (S®idy ®idy) o (A®idy))(R) = ((noe)®idy)(R)

id S ®id id RisR dy)(R) =1
H (n@idy) o (S ®idy ®idy))(R13R23) o) (e e (o)1 (e @idy)(R) S v

& (S®idy)(R)R =1y

y asi (S ®idy)(R) = R~
Por el Lema [3.2.8]

(V,p,m, A e, S, 871 R) trenzada = (V, i, n, AP, e, S71. S, Tv,v(R)) trenzada.
Entonces, particularizando el resultado previo para este algebra de Hopf:

(S '®idy)(tvyv(R)) = (tvy(R) ™ © (idy @ STH)(R) = R
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(S®8)(R) = ((idy ® S) o (S®idy))(R) (idy @ S)(R™)

= ((idy ® S) o (idy ® S™H)(R) = (idy @ (S o S™1))(R)
= (idy ®idy)(R) = R.

O

Observacion 3.2.10. Con la notacion de Sweedler, si R = )", s; ®1;, las igualdades (3.8)),
(13.9), (3.10) y (3.11) se pueden expresar como sigue:

RioRi3Ro3 = RosRi3Ris < Z 5i8j @ ;s @ ity = Z 5j8K @ sity @ tit;.
i7j7k i’j7k

(e ®idy)(R) = 1y = (idy ® €)(R) < Zs(si)ti =1y = Z sie(ty).

(S@idy)(R)=R"=(idy ® STH(R) & > _ Ssi)@t; =R =Y 505 (t).

(S®S)R)=Re D S(si)@St)=> st

3.3. Algebras de Hopf Trenzadas y R-matrices

En esta tiltima seccién del capitulo se analizard como los médulos sobre una K-algebra
de Hopf trenzada (H,u,n, A, e, S, S~ R) generan soluciones de QYBE.

3.3.1. Moddulos sobre una Bialgebra

Sean (A, u,n) una K-élgebra y U, V' A-moédulos. U ® V' admite estructura de A @ A-

moédulo con la siguiente operacion:

P:(ARA)xURV)—URV
((a®d), (u@v) — ¢u(a,u) @ py(d,v)

en donde ¢y y vy son las operaciones de U y V' como A-mddulos, respectivamente.

La estructura de bidlgebra, que compatibiliza un algebra con una codlgebra, permite que
el producto tensorial de dos médulos sobre una bidlgebra adquiera estructura de médulo
sobre ella misma. Esto es posible gracias a la comultiplicacién de la bidlgebra como se vera

a continuacion.
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Sea (B, u,n,A,e) una K-bidlgebra y (U, ¢u), (V,¢y) B-modulos. U @ V' admite es-

tructura de B-moédulo con la siguiente operacién:

QOU®V:BX(U®V)—>U®V
(byu ®v) — p(A(b),u ®v) Zb'u@b”

FEste no serfa posible sin la estructura de codlgebra, que permite, a través de la comul-

tiplicacién, duplicar un elemento.

3.3.2. Soluciones de QYBE. R-matrices

Si (H,u,n,A,e, 5,871 R) es una K-algebra de Hopf trenzada con antipodo invertible
S € Aut(H) y V, W son H-mobdulos, entonces la R-matriz universal R = ), s;®t; € HQH

permite definir el siguiente isomorfismo natural de H-moédulos:

HFw VW —WwWeV

v®w»—>cﬁw(v®w)::mw (v®w)) th@sZ

siendo su inverso:

() WV —VeWw

WR UV (c‘}iw)_l(w ®v) = R 'y (w @ v).
Empleando la notacién de Sweedler, se escribira:

R \—1 —1 .
c wRv) =R T wRuv) = (S®id )(v @ w) S(si)v ® tw.
() w0 0) = Rty (w o) =) (S@idn) B ew) =305

Proposicion 3.3.1. En la hipdtesis anteriores, se verifica:
a) cfty, es un isomorfismo de H-mddulos.
b) Si U, V,W son H-mddulos, entonces se verifican las siguientes identidades:
o oy = (i @idy) o (idy © cff ),
o o = lidy & clyy) o (cfhy @idw),
o (cftyy ®idy) o (idy @ cliy) o (chy @ idw) = (idw @ cfiy) o (cBy @ idy) o (idy @ ¢l
(evw ®idy) o (idy ® ciryy) o (cpy @ idw) = (idw © cy) © (e @idv) o (idy @ cyyy)-

Demostracion. Solo se desarrollara la prueba del dltimo punto del apartado b), por su
relevancia en las soluciones de la QYBE. Se denotaré por f; al lado izquierdo de la igualdad,

mientras que fo serd el lado derecho.
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Sea un elemento z @ y® z € U ® V @ W arbitrario, se tiene:

flz@y®z) = ((cfw ®@idy) o (idy @ cfw)) (Z tiy @ six @ Z)

(2

= (cfw @idy) [ D tiy@tiz@sisiw | = itjz @ sptiy ® s;s,0
ij gk

folz®@y® 2) = ((idw ® cﬁv) o (C}U%,W ®idy)) (Z TRtz ® siy>

K3
= (idw ® cfiy) Z titiz @ 5,2 @ sy | = Z titiz @ tysiy @ skS;T,
Z‘)j 7:7j7k:
de donde, como consecuencia de la expresion (3.8)), se concluye que f1 = fo. O

Corolario 3.3.2. Si (H,u,n,A,¢,5,S™ 1, R) es una K-dlgebra de Hopf trenzada con anti-

podo invertible S € Aut(H) y V' es un H-mddulo, entonces 05,\/ es uno R-matriz, es decir,

una solucion de la QYBE.

Demostracion. Consecuencia de ultima propiedad de la Proposicion [3.3.1] particularizando
alcaso U =V =W. O

Ejemplo 3.3.3 (Caso particular). Si (H,u,n,4,¢,5, 571, R) es una K-algebra de Hopf
trenzada con antipodo invertible S € Aut(H) coconmutativa, es decir, 7y 0 A = A,

entonces R = 1y ® 15 es R-matriz universal y, por lo tanto:

Gy VeV -—VeV

vV = vy (R ed)) = muyved) =0 e
R:1H®1H

En este caso, cﬁv =TVy.
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Capitulo 4

Doble de Drinfeld

En el capitulo anterior se demostré que si H es una K-algebra de Hopf trenzada, los
H-moédulos proporcionan soluciones de la Ecuacién Cudntica de Yang-Baxter.

La cuestién es ahora encontrar tales estructuras ya que no se trata de una tarea facil
encontrar ejemplos ilustrativos de Algebras de Hopf trenzadas. Drinfeld, en el afo 1986,
ide6 un ingenioso método para su obtencion, el Doble de Drinfeld, que tomada un Algebra
de Hopf de dimension finita construye, a partir de ella, un Algebra de Hopf trenzada.

En este capitulo se tratara de detallar dicha construccién, concluyendo que dada un
Algebra de Hopf de dimensién finita, su Doble de Drinfeld es trenzada y, por lo tanto,

genera una solucion de QYBE, es decir, genera una R-matriz.

4.1. Producto bicruzado de grupos

La construccién del Doble de Drinfeld es en esencia una generalizacién de la construc-

cién del producto bicruzado de grupos. Por ello, se empezara describiendo éste.

Definicion 4.1.1. Sea (G,®) un grupo con elemento neutro e y X un conjunto, una
aplicacién ao: Gx X — X es una accién por la izquierda del grupo G sobre el conjunto
X si:

1. a(e,z) =x Vr € X.
2. a(god,x)=alg,ald,x)) Vg,¢ € G, Vx € X.

Anéalogamente, 8: X X G — X es una accién por la derecha del grupo G sobre el

conjunto X si:
1. B(x,e) =z Vo € X.

43
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2. f(x,909) =B(B(x,9).9) V9,9’ € G, Vo € X.

Notacion 4.1.2. En lo que sigue, se denotara:
» afg,x)=g-zVre X,VgeQG.
» B(x,g) =x9 Vo € X, Vg € G.

Definicion 4.1.3. Sean H, K grupos, (H, K) son grupos emparejados si existe
a: K x H — H acciéon por la izquierda de K en H, y f: K x H — K accién por la

derecha de H en K, verificando:

(kK" = EF g (4.1)
k-(hh') = (k-h)(K"- 1) (4.2)
kolyg=1g (4.3)

1 =1k (4.4)

vk, k' € K, Vh, i € H.

Proposicion 4.1.4. Si (H, K) son grupos emparejados, entonces existe una unica estruc-

tura de grupo en H X K con neutro (1, 1x) para la siguiente operacion
(h, k)W k) = (h(k - 1), K" k)

Vh,h' € H,Vk, kK € K.
Esta estructura de grupo se denomina producto bicruzado de los grupos H y K,

que se denotard por H <t K.

La demostracion de la proposicion se puede encontrar en [12], en el capitulo IX, pagina
201.

4.2. Producto bicruzado de bialgebras

Definicion 4.2.1. Sea B una K-bidlgebra y C' una K-codlgebra, C es un mddulo-
coalgebra por la izquierda [resp. por la derecha] sobre B si existe un morfismo de K-
codlgebras f: BQC — C' [resp. f: C®B — C] dotando a C de estructura de B-mo6dulo

por la izquierda [resp. por la derecha].
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Observacion 4.2.2. La definicién anterior puede enunciarse de la siguiente forma equi-
valente.

Si B una K-biadlgebra y C' una K-coalgebra tal que C' y C' ® C son B-médulos junto
con las operaciones externas definidas en la Seccion [3.3.1] entonces se dice que C' es un

B-moédulo-coélgebra si Ag es un morfismo de B-mdédulos, es decir:

Ac(pc(b®c)) = pegc(b®@ Ac(c))

y ademas:

ec(pc(b®c)) =ep(b)ec(c).

Definicion 4.2.3. Sean (Bi, p1, 11, A1,€1) v (B2, 2, m2, Az, £2) K-bidlgebras, (B, Bz) son

bialgebras emparejadas si existen aplicaciones lineales

a: By ® B — By

aQRQTrr+——a-x

B:BQ®B1—>BQ

a@x—a”

haciendo que B; sea un moddulo-codlgebra por la izquierda sobre Bs, By un moédulo-

codlgebra por la derecha sobre By y, ademaés, se verifiquen las siguientes condiciones:

a-(zy)= Y (d-a)(d"" -y) (4.5)
(@)

a - 131 = Eg(a)lgl (46)

(ab)” = Y """ (4.7)
(b))

B, = €1(2)1B, (4.8)
Z a/x’ ®a// . 1’” _ Z a//x” ®a/ . x/ (4‘9>
(a)(z) (a)(=)

Vx,y € B, Va,b € Bs.

Observacion 4.2.4.
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1. Noétese que, si By y Bp son coconmutativas, es decir, 7p, B, © A; = A; Vi = 1,2,
entonces (4.9) se verifica trivialmente. En efecto:

3 @ ©d " = [(B®a)o (idp, ® Tp,p ®idp,) o (A2 ® Ar)](a® x)
(a)(z)

=[(f®a)o (idp, ® TB, B, ®idp,)] Z d®d @ "
(a) ()

= [(B®a)o (idp, ® TBy. By ® idp,)] Z dod21" @

Coconmutatividad
(a) (=)
:(ﬁ®a) Za"@x”@a'@x' :Za//x//®a,'$/~
(a)(x) (a)(x)

2. Ademads, dado que a y B son morfismos de K-codlgebras se verifica que:

Ai(a-z)=[a®aoAp,gn,|(a® )

=(a®a) Za'@x'@a”@x" = Za'-x’@a”w” (4.10)
(a)(z) (a)(z)

e1(a-x) =ep,pp, (a®x) = e2(a)er(x) (4.11)

Az(a®) = [B® B o Apyes,)(a® )

= (B®pB) Z dered @i | = Z a” @ ad"" (4.12)
(a) (@) (a)(z)

£2(a”) = ep,em, (a @ x) = £2(a)er(2) (4.13)

siendo (4.10) y (4.11) consecuencia de ser o morfismo de codlgebras y (4.12]) y (4.13])

consecuencia de ser S morfismo de coalgebras.
El siguiente teorema se trata de la extension para bidlgebras de la Proposicion

Teorema 4.2.5. Sean (Bi,u1,m,A1,¢1) y (Ba, 2, n2, Ao, e2) K-bidlgebras. Si (By, Bs)
son bidlgebras emparejadas, entonces existe una unica estructura de bidlgebra sobre B1® By

con unidad 1p, ® 1p, y con las siguientes operaciones:

prea)eyeb)=(@oayeb) =Y z@- y)oadb
(0)(®)
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Alx®a) = Z (¥ ®d)® (2" @ad")
(z)(a)

e(r ®a) = e1(x)ez(a)

Vz,y € By, Va,b € Bs.

Esta estructura de bidlgebra se denomina producto bicruzado de las bidlgebras B
y By y se denota por By <1 Bs.

Si ademds, By y Bo son K-dlgebras de Hopf con antipodos S1 y So, respectivamente,

entonces B1 < By es una K-dlgebra de Hopf con antipodo:
Z Sa(a") - S1(a”) @ Sya)* ).

Demostracion. En primer lugar, nétese que se estd dotando a B; 01 By con la misma

estructura de codlgebra que la de By ® Bs. Entonces sera suficiente con demostrar que:
1. (B1 < Ba, ) es una K-algebra con unidad 1p, ® 15,,
2. Ay e son morfismos de K-algebras, y por tanto By <1 Bs es una K-bialgebra.

En efecto:

1. Utilizando las propiedades (4.5)) y (4.7)), junto con el hecho de que o'y 3 son morfismos

de K-coalgebras, se puede comprobar que p es asociativa, obteniendo:

[(IE ® a)(y ® b)](z & C) == Z x(a/ . yl)((a//y//b/) . Z/) ® a///y///(b//,zu)b/,/Z///C
(a)(y)(0)(2)

= (z®a)lly2b)(z@c).

Ahora, se probard que 1, ® 1p, es unidad para la multiplicacién p. En efecto:

1 1 - "1 "Biq — /
(z®a)(1p, ®1,) %):x(a B;) ®a "k Bz%xw(a

= r R a.
Counidad

(1p, ®1p,)(x®a ZlBl (1p, - x ®lB2a%$/®€1(Qg//)a

= Z x 61 x ® a = T a.
Counidad
()
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= A es morfismo de K-algebras:

Aoa)(yeb)=A( > =@ y)ab
(a)(y)

_ Z x/(a/ . y/) Q a///y”’ b ® x//(a// . y//) Q LT N
(a)(y)(b)(z)
Por otro lado:

Alz ® a)A(y @b) = Zx’@a’@x”@a” Zy'@b’@y”@b"
(a)(2) (0)()
_ Z (ZL‘/ ® a/)(y/ ® b/) ® (i’” ® a//)(y// ® b//)
(a)(y)(b) ()
_ x/(a/ . y/) Q a//y”b/ Q x//(a/// . y///) ® a////y”” !
(a)(y)(b)(2)
Entonces por , se concluye la igualdad.

= ¢ es un morfismo de K-algebras:

5((-%' ® a)(y ® b)) =€ Z 1'(0/, . y/) ® a//y”b — Z 51(x<a/ . y/))€2<a//y”b)
(a)(y) (a)(y)

= 3 s y)ea(a" ()

ei(zy)=ci(z)ei(y) (@)

= er(@)ea(b) | Y eald)er(y)ea(a)en(y")

€i morﬁsmoEe coalgebras
(a)(y)
= ci1(z)ez(b)ez(a)er(y) = e(z ® a)e(y @ b).
Counidad
De esta manera, By 01 By adquiere estrutura de K-bidlgebra, ya que verifica la

condicién de compatibilidad del Lema [2.2.1

Ahora se demostraré la segunda parte del Teorema. Sean S, So antipodos para By,
Bs, respectivamente, se probara que el endomorfismo S € End(B; ® Bs) dado por:
S@ea)= Y S(a")- Si(a") @ Sa(a')* )

(2)(a)
verifica la condicion (2.8). En efecto, se puede comprobar que:
Y S @d) (" ®d") - e1(z)ez(a)lp, ® 1p,
(a)(z)
2:) g(r®a)lp, ®1p, = Z (2 ®ad")S(2" @ a")
(a)(z)
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donde las igualdades 1) y 3) son consecuencia de que (Bi, B2) son bidlgebras empa-
rejas, es decir, de las identidades (4.5)-(.8), y de que Sy y So verifican la propiedad
del antipodo ([2.8), mientras que 2) es por la definicién de €.

Ejemplo 4.2.6.

1. Si (H, K) son grupos emparejados, entonces (K[H]|, K[K]) son bidlgebras empareja-

das. En efecto, se sigue del siguiente procedimiento:

» a: KxH — Hyp: KxH — K se extienden por linealidad a todo K[K x H]
obteniendo aplicaciones &: K[K x H] — K[H] y 3: K[K x H] — K[K].

= Componiendo & y 3 con el isomorfismo natural K[K x H] ~ K[K] ® K[H], se
obtienen @: K[K] ® K[H] — K[H] y 8: K[K] ® K[H] — K[K] que dotan a
K[H] de estructura de mo6dulo-coalgebra por la izquierda sobre K[K] y a K[K]

de estructura de modulo-coélgebra por la derecha sobre K[H], respectivamente.

Por lo tanto, en base al Teorema se construye el producto bicruzado de las
K-bialgebras K[H] y K[K], K[H] > K[K].

2. El producto tensorial de bialgebras B; ® By se trata de un caso particular de la
construccion del producto bicruzado. Basta para ello considerar « y 5 definidas como
sigue:

ala®x) =a-x=c¢csa)r.

Bla®z) = a” = e (x)a.

4.3. El Doble de Drinfeld de un Algebra de Hopf

Una vez que ya se ha introducido la nocién de producto bicruzado de bidlgebras, se
procede a definir el Doble de Drinfeld asociado a un Algebra de Hopf de dimensién finita
H, como el producto bicruzado (HP)* < H.

Para poder concluir que el Doble de Drinfeld esta bien definido, segin el Teorema [4.2.5

se necesita que:
» (H°P)* sea un H-modulo-codlgebra por la izquierda,
» H sea un (H°)*-moédulo-codlgebra por la derecha,

» ((H°P)*, H) sean bidlgebras emparejadas.
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Notacion 4.3.1. Sea V un K-espacio vectorial. Se denotard la aplicacidn evaluacion,

también llamada par dualidad, de la siguiente manera:

() VeV —K
’U®f>—><1},f> :f(v)

Proposicién 4.3.2. Si (H, ju,n, A, ¢,5,S71) es una K-dlgebra de Hopf de dimension finita
con antipodo invertible S € Aut(H), entonces existe una unica estructura en

(HOP)* = (H*,A* e*, (u°P)*,n*, (S71)*, S*) de H-mddulo-codlgebra por la izquierda dada
por

(4.14)
TR fr—ax-f,

donde (a,x - f) =3, (S~ (2")az’, f) Ya € H.

Proposicién 4.3.3. Si (H, ju,n, A, ¢,5,571) es una K-dlgebra de Hopf de dimension finita
con antipodo invertible S € Aut(H), entonces existe una tinica estructura en H de

(H°P)*-mdédulo-codlgebra por la derecha dada por la siguiente operacion externa:

H® (HP)* — H
r® f — l‘f — Zf(sil(xm)x/)a?”. (4.15)
(2)

Teorema 4.3.4. Sea (H,u,n, A, e,S,S™1) una K-dlgebra de Hopf de dimension finita con
antipodo invertible S € Aut(H). Se definen las acciones:

a: H® (H?)* — (HP)*
TR fr—x-f,

donde (a,x - f) = Z(I)<S_1(:z:”)ax’,f> Vac H, y

B: H® (H®)* — H

r®fr—al =) (S (@")a)a”
()

que dotan, en base a las proposiciones previas, a (H°P)* de estructura de H-mddulo-
codlgebra por la izquierda, y o H de estructura de (H°P)*-mddulo-codlgebra por la derecha,
respectivamente. Entonces, considerando dichas operaciones, ((H°P)*, H) son K-dlgebras

de Hopf emparejadas.
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Notese que, para la demostracion de este Teorema, basta con comprobar que se verifican
las igualdades (4.5)-(4.9). Esta, junto con las demostraciones de las Proposiciones y
se pueden consultar en [12], en el capitulo IX, paginas 207-213.

Definicion 4.3.5. Sea H una K-algebra de Hopf de dimension finita, se define el Doble
de Drinfeld del Algebra de Hopf H como D(H) := (H°P)* 1 H.

Lema 4.3.6. La multiplicacion en D(H) viene dada por

(f®.73 g®y ng 1 /// /)®x//y

Vf,g € (HP)*, Yo,y € H, donde {a,g(S~1(2"")?2")) = g(S~ (2" )az") Ya € H.

Demostracion. Por el Teorema [4.2.5[se tiene que:

(fon)(gey) = > f@ g)oa"y
(z)(9)

Por lo tanto, desarrollando la expresion se obtiene:

(f R g & y Z fg z" ?J; ) ® g/’(S 1($m”)$”/)33‘””y
(z)(9)

Comult. de (HOP Z fg x///”> ”/S_l(l’ ) ) ® x/”/y
ng Sil x/”’ 5( ) ) ® l'///y
= ng :E”” /) ® €($//)$///y

/// / "
Counldadzfg ) x>®x y

O

Observacion 4.3.7. El Doble de Drinfeld de un Algebra de Hopf H de dimensién fi-
nita, D(H), es en base al Teorema 4 y 4 un Algebra de Hopf con las siguientes

operaciones:

(f®.%‘ g®y ng /// ')®x"y

Alf o) = Z (f' @) e (f @a”)
(f)(=)

e(f @) =ewory(flen(z) =ep(z)f(1m)
Va,y € HVf,g e (HP)*.
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4.4. El Doble de Drinfeld y la QYBE

En el Corolario del capitulo anterior, se demostré que si (H,u,n,A,e,5,S71 R)
es una K-dlgebra de Hopf trenzada y V es un H-médulo, entonces la aplicacion C\};,v es
una R-matriz, es decir, una solucién de QYBE.

Para concluir el trabajo, se demostrara que el Doble de Drinfeld asociado a un Algebra
de Hopf H de dimensi6n finita es un Algebra de Hopf trenzada y, por lo tanto, en base a

dicho Corolario, los mddulos sobre D(H) generan R-matrices.

Teorema 4.4.1. Sea (H,u,n,A,e,8,87Y) una K-dlgebra de Hopf de dimension finita
con antipodo invertible S € Aut(H) y base {e;}icr y sea {€'}ics su base dual asociada.
Considérese la R-matriz universal R = Y./ (1g+ ® ;) ® (¢! ® 1) € D(H) ® D(H),
entonces (D(H), R) es una K-Algebra de Hopf trenzada.

Demostracion. La demostraciéon consta de dos partes, la primera de ellas en la que se
prueba que D(H) es cuasi-coconmutativa, es decir, R es invertible en D(H) y se verifica la

identidad (3.2)) y, por otro lado, que D(H) es trenzada, es decir, que verifica las condiciones

B9-B3).

» Parte 1. D(H) es cuasi-coconmutativa.

1. Resinvertibleen D(H) coninverso R =, ,(1y= ®¢e;) @ ((¢'0 S) ® 1y) € D(H) ® D(H).

Seab@u®c®ve H® (HP)"® H® (H)* arbitrario, entonces:

(RR,b@u®c@v) =Y ((lu- @ eie)) @ (e'(e? 08) @ 1n),b@uc c®v)
i,5€1

=Y c)ulees) | Y ()ed(S(")) | v(ln)

ijel ©)

= c@o(l)e | 32 S (e (S()ere;

(c) ijel

= e®(lp)u | Y S

e(e;)=1g=¢el(e;) @
= e(b)v(1g)ule(c)) = e(b)o(lm)e(c)u(ly)
=((lg@1g) @ (1@ 1), b@u®c®v).

Por lo tanto, R es el inverso por la derecha de R en D(H). De forma anéloga,

se demuestra que R es inverso por la izquierda.
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2. AP(f®a)R=RA(f ®a).
De nuevo, sea b@u®@c®v € H® (HP)* ® H® (HP)* arbitrario, se obtiene:

(f/(S7He" e @eld @ f"®a" bRu®c®wv)
(ei)

(RA(f®a),b@u®c®v) =
(f)(a) i€l

>

= Y AT peutela) (Ze%c')f"(c")) v(a”)
>
1

(/) @€l (e) ©)
F(e"S™H el ber)ulefa)e' (')v(a")

(a)i€1,(e:),(c)
Ahora, aplicando (A ®idy) o A ac=3 ;€' (c)e;, se obtiene:
Zc’@c”@c’": Z e, @el @ell. (4.16)
i€l,(e;)
Entonces:
(RA(f®a),b@u®c®uv) = Z f("S7 (e bel u(ela Vel (v (a”)

(a)i€1,(ei),(c)

////S /// bC) (C//CL/)U(CL”)

Z
Z /// c"a')v(a”)
(a),(c

// /
Coumda )Z bc ( )

Por otro lado, se tiene:

(AP(fRa)R,bRURcRv) = Z (f"®ad"e;® f'e'(S7Ha")?d )@ d" b @u®c®v)

(F(a)sicl
Z f”(b a”"el (Z f ///)c//a/)> v(a//)
(H(a)sicl
— Z f bc " ) i(S—l(a///)C//a/)v(a//)
(a),i€l,(c)
_ Z f bc o z( (a///)c//a/)ei)v(a//)
(a)i€l,(c)
_ f(bc) ( " g— ( ///) //a/)v(a//)
(a),(c)

— /// bC ///va/l
.;) Ju(¢’a’)v(a”)

// / "
Coumdad Z f bc ) (a )
(a),(c)
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Por lo tanto, se concluye que A“P(f ® a)R = RA(f ® a).

» Parte 2. D(H) es trenzada:

Se probard la identidad (A ® idpg))(R) = Ri3Ra3 siendo andloga la demostracion
de (3.5). Seaa®t®@b@u®c®v e (H® (H)*)® arbitrario, se tiene:

=) (g @e) @l 0e)@ (e @1n),a@tRbRu®c )
ZGI,(E’L)

= Y e(a)t(eed)ule))e ()v(ly)

i€l,(e;)
= e(@e(®)v(lu) Y te)ule))e’ ().

iel,(e;)
Aplicando A ac =3 e/ ) e'(c)e;, se obtiene:
Zc’ @ = Z e'(c)e; @ el (4.17)
(c) ie[,(ei)

Entonces:

(A®idp))(R),a®t@b@u®c®v) =c(a)e(b)v(ly) Z (el u(el)e'(c)
i€1,(e;)

i S ®)e(la > t(cu(c”)

Por otro lado, se tiene lo siguiente:

(RisRas3,a 0t @b uec@v) =Y (g ®e)® (1l @) @ (€ @ 1p),a@tRbRUR c D)
i,j€l

= Z e(a)t(ei)e(b)u(e;) (Z ei(C’)ej(C”)) v(1m)

(c)

= e(@e®)v(ln) Y tleuley)e'()el (")
1,5€1,(c)

=e(@)e®)o(ly) Yt ()eule (")e))

i,j€1,(c)

= g(a)e(b)v(lH) Z t(c’)u(c//)
(e)

de donde se concluye la igualdad.
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Ejemplo 4.4.2. En este ejemplo se pretende particularizar la estructura de Algebra de
Hopf del Doble de Drinfeld cuando H = K|[G].

Como ya se vio en el Ejemplo si (G,-) es un grupo multiplicativo finito con
elemento neutro e, entonces K[G] adquiere estructura de K-algebra de Hopf de dimension

finita con las siguientes multiplicacion, comultiplicaciéon, unidad, counidad y antipodo:

w: K[G] ® K[G] — K[G] n: K — K[G]
904 —g-4g gk — e
A: K[G] — K[G] @ K[G] e: K[G] — K
gr—g®g e— 1k

S: K[G] — K[G]

g—r g "

Por lo tanto, como K[G] es de dimensién finita, se define el Doble de Drinfeld asociado
a K[G] como D(K[G]) = (K[G]?P)* > K[G]. Sea {g}gec una base de K[G] y {eg}qec su
base dual asociada tal que e4(h) = dgp, entonces D(K[G]) es una K-élgebra de Hopf con

la siguiente multiplicacién

(eg@h)(ex ®2) =eger(STH(h)?-h)®@h-z
=eger(h 17 h)@h- 2,

donde eg ex(h™? - h) = 6, p.g.p-1, y antipodo

S(eg@h) = (ego S)(STHR™)7-h™H) @ (ego S)(STH(™H) -h7) - A7
— (eg 0 S)(hT W) B egle) - h7h = egh- ()7L BT @ egle) - b
= Og () 1n-1 @ Sgeh "
Por ultimo, nétese que, por el Teorema D(K[G]) es trenzada con R-matriz uni-

versal:

R=> (Lkpr) ©9)© (g Qe).
geG
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Por lo tanto, todo grupo finito (G, -) induce una K-algebra de Hopf trenzada, D(K[G]),

y, por consiguiente, una solucién de la Ecuacion Cuéntica de Yang-Baxter.
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