S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE

DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Trabajo Fin de Grado

Numeros p-adicos

Pablo Lopez Somoza

2018,/2019

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRADO DE MATEMATICAS

Trabajo Fin de Grado

Numeros p-adicos

Pablo Lopez Somoza

Febrero, 2019

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Algebra

Titulo: Numeros p-adicos

Breve descripcion del contenido

Los ntmeros p-addicos fueron introducidos por el matematico aleméan
Kurt Hensel. La principal motivacion de Hensel fue la analogia entre
el anillo de los enteros Z, junto con su cuerpo de fracciones Q, y el
anillo de polinomios C[X], con coeficientes complejos, junto con su
cuerpo de fracciones C(X).

El objetivo es introducir los enteros p-adicos Z, usando expansiones
p-adicas y el limite inverso; los nimeros p-adicos Q,, usando expansio-
nes. También se introducira la valoracién p-adica y el valor absoluto
p-addico. Finalmente, se estudiard la férmula producto que relaciona
el valor absoluto de Q con los valores absolutos p-adicos, la defini-
cién formal de @, como completacion de Q y el estudio de ideales y
unidades de Z,.

La motivacion de este trabajo es conocer los niimeros p-adicos.
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Resumen

En matemaéticas, hay ntmeros de todos los tipos: enteros, racionales, reales, complejos,
p-adicos, ... En este trabajo estudiaremos los ntimeros p-adicos, los cuales fueron introdu-
cidos por el matematico aleméan Kurt Hensel. Estos ntimeros son menos conocidos que los
otros, pero tienen un papel muy importante en la teoria de niimeros y en otras partes de
las matemaéticas.

A parte de la definicién de nimero p-adico, estudiaremos diferentes valores absolutos
en diversos cuerpos. Estos valores absolutos tendran una serie de propiedades que también
cumplira el valor absoluto p-adico. Pero el cuerpo de los niimeros racionales Q no seré
completo con este valor absoluto p-adico, por lo que tendremos que construir un cuerpo
maés grande que sea completo con este valor absoluto. Este nuevo cuerpo sera precisamente
el cuerpo de los nimeros p-adicos. Una vez construido y definidas un par de propiedades,
veremos como trabajar con algunos elementos de este cuerpo asi como con los enteros

p-adicos.

Abstract

In mathematics, there are numbers of various types: integers, rationals, reals, complexes,
p-adics, ... In this project we will study the p-adic numbers, which were introduced by the
German mathematician Kurt Hensel. These numbers are less known than the others, but
they have a very important role in number theory and other parts of mathematics.

Apart from the definition of a p-adic number, we will study different absolute values
in different fields. These absolute values will have a series of properties that will also have
the p-adic absolute value. However, the field of rational numbers Q will not be complete
with respect to this p-adic absolute value, so we will have to build a larger field that is
complete with this absolute value. This new field will precisely be the field of the p-adic
numbers. Once we have constructed it and we have given some properties, we will see how

to work with some elements of this field, as well as with the p-adic integers.
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Introduccion

Como todo en mateméticas, los nimeros p-adicos también tuvieron un principio.

Durante el siglo pasado, los ntimeros p-adicos y el analisis p-ddico han desempenado
un papel importante en la teoria moderna de ntmeros. Su importancia radica en como
permite expresar de manera natural las congruencias entre nimeros enteros en términos
de distancias, de esta manera podemos usar métodos del analisis para estudiar problemas
de congruencias.

Hay varias formas de abordar el estudio de los nimeros p-adicos. Una es la forma ori-
ginal, estudiandolos como series de Laurent. Esta es la més antigua, ya que fue asi como
nacieron estos numeros. Otra manera de estudiarlos es usando la teoria de valores abso-
lutos. Por tltimo, también pueden ser estudiados mediante el uso de limites proyectivos.

Cada una de ellas tendréa ventajas y desventajas.

Fueron introducidos por primera vez por el matematico aleman Kurt Hensel en 1987,
donde los describe como series de potencias de Laurent, en analogia, como el mismo dice
apenas iniciado su trabajo, entre los resultados de la teoria de funciones algebraicas en una
variable y de los ntimeros algebraicos.

En 1910, Ernst Steinitz publico su trabajo fundamental sobre teoria de cuerpos, citando
a los nimeros p-adicos como su mayor motivacién. En ese mismo ano, gracias a los trabajos
de Maurice Fréchet, Frigyes Riesz y otros, las ideas topologicas se vuelven mas claras, esto
permite tener un mejor entendimiento de los nimeros p-adicos. Aun asi, en este trabajo
nos basaremos en los aspectos analiticos y algebraicos de los ntimeros p-adicos.

En 1912, Kiirschak define los valores absolutos. Esta nueva definicién permite inter-
pretar Q, en términos de espacios métricos y topolégicos. Hensel, a su vez, publicé varios
trabajos y libros, en los que simplifico las teorias de divisibilidad en ntimeros algebraicos
usando los nimeros p-adicos. Sin embargo, Hensel no usé la definiciéon de Kiirschék so-
bre valoraciones, pero introdujo limites y probé la completitud de @Q, sin mencionar las

valoraciones. En 1917, Ostrowski enuncia el teorema de valores absolutos en Q.
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X INTRODUCCION

En 1921, Helmut Hasse propone y prueba en su tesis doctoral, el Principio Local-Global
para estudiar la existencia o no de soluciones en Q de una ecuacién diofantica a partir del

estudio de las soluciones de la ecuacién en Q, para cada p < oo.

Durante los anos 1920 a 1935, se desarrolla la teoria completa de valores absolutos,

gracias a los aportes de Deuring, Schmidt y Krull entre otros.

Actualmente, los niimeros p-adicos son utilizados en muchas areas de la matemaéticas,
como son teoria de niimeros, geometria algebraica, topologia algebraica, analisis funcional,

ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos. También son utilizados en fisica.

El contenido de este trabajo se divide en tres capitulos estructurados de la siguiente
forma.
En el Capitulo 1, vemos la analogia de Hensel, la cual fue una de las principales motivacio-
nes de sus estudios. Esta analogia se basa en la relaciéon entre el anillo de enteros Z con su
cuerpo de fracciones Q, y la relacién entre el anillo de polinomios con coeficientes comple-
jos C[X] con su cuerpo de fracciones C(X). Continuaremos este capitulo con el desarrollo
de los ntimeros racionales como series de Laurent en potencias del primo p y definiremos
la expansiéon p-adica de un nimero racional. A continuacién, resolveremos congruencias
modulo p™ y veremos como representar sus soluciones en diagramas en forma de arbol.
Todo esto nos servira para dar una idea general de lo que son los nimeros p-adicos, sin
llegar a definir en ningtin momento el cuerpo de los niimeros p-addicos. Por dltimo, veremos
un par de ejemplos relacionados con el analisis matemético y los cambios que obtenemos

en algunos resultados al utilizar ntimeros p-adicos.

Empezaremos el Capitulo 2 definiendo y viendo las propiedades de los valores absolutos.
Una propiedad muy importante sera la que nos indica si un valor absoluto es arquimediano
o no. Definiremos el concepto de valoraciéon p-adica, el cual sera, junto con otras propieda-
des, fundamental para definir el valor absoluto p-adico. Una vez definido este, veremos que
cumple todas las propiedades que definen un valor absoluto y veremos que es no arquime-
diano. Asi, tendremos un valor absoluto para cada primo p, incluyendo el +o0o0. Daremos
también una caracterizaciéon directa para saber si un valor absoluto es arquimediano o no.

Finalmente, veremos una serie de definiciones.

Por dltimo, el Capitulo 3 contendra algunos de los resultados més importantes de este
trabajo. Empezaremos estudiando valores absolutos en el cuerpo Q. Destacaran resultado
como el Teorema de Ostrowski o la Formula del Producto. A continuacion, nos basare-

mos en el hecho de que el cuerpo Q no es completo respecto al valor absoluto usual, pero
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construiremos un cuerpo nuevo que si que serd una buena completacién de Q. Definiremos
el cuerpo de los ntmeros p-adicos utilizando algunos conceptos del anélisis matematico.
Una vez definido el cuerpo de los nimeros p-adicos, tendremos un apartado dedicado a
la aritmética p-adica. Por tltimo, daremos un par de pinceladas del Lema de Hensel y
el Teorema de Hasse-Minkowski, asi como del estudio de soluciones locales y globales de

ecuaciones.



XII

INTRODUCCION



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, nos basaremos en el libro [4].

1.1. La analogia de Hensel

Los numeros p-adicos fueron estudiados por Ernst Eduard Kummer aunque fueron
introducidos por primera vez por su discipulo Kurt Hensel. La principal motivaciéon de
Hensel era la analogia entre el anillo de enteros Z con su cuerpo de fracciones Q, asi como
la analogia entre el anillo de polinomios con coeficientes complejos C[X], con su cuerpo de
fracciones C(X). Recordemos que un elemento f(X) € C(X) es una “funciéon racional”, es

decir, un cociente de dos polinomios

P(X)
X)=_2)
con P(X),Q(X) € C(X),Q(X) # 0; de manera similar, cualquier niimero racional x € Q

es un coclente de dos enteros
a

57

con a,b € Z,b # 0. Ademés, las propiedades de los dos anillos son muy similares, tanto

xTr =

Z como C[X] son anillos de factorizacion tnica, es decir, cualquier entero de Z puede
expresarse inicamente como un producto de primos salvo unidades, y cualquier polinomio

de C[X] puede expresarse unicamente como
PX)=a(X —a1)(X —a2) - (X — ap)

donde a y a1, s, ...,a, son nimeros complejos. El motivo principal de la analogia que
Hensel estudiaba era este, que los primos p € Z son analogos a los polinomios lineales

X —a e ClX].
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Hensel se dio cuenta de que esta analogia va un poco més alld. Supongamos que tenemos
un polinomio P(X) y un « € C arbitrario. Asi, podemos escribir su polinomio de Taylor
del siguiente modo:

n
PX)=ar+a1(X —a)+a(X —a)?+ - +a, (X —a)"=) a;(X —a)
i=0
con a; € C. Esto también funciona para los enteros (nos restringiremos de momento a
los positivos): dados un entero positivo m y un primo p arbitrarios, podemos escribir este

entero “en base p”, y obtenemos que
n
m = ag+ aip + asp’ + - + anp” = z:aipZ
i=0

cona; €Zy0<a; <p-—1.

La razon por la que estas expansiones son importantes es que nos dan informacién
“local” sobre los polinomios y sobre los enteros. La expansién de un polinomio cualquiera
en potencias de (X —a) nos muestra si P(X) se anula en «, y con que orden. Analogamente,
la expansiéon de un entero cualquiera “en base p” nos muestra si es divisible por ese primo
p, v con que orden. Para verlo de manera méas visual, pongamos un ejemplo. Cogemos el

entero 72 y el primo p = 3, y ponemos en “base p” el entero 72 y esto nos da lo siguiente:
72=0+0x3+2x3%4+2x 3%

lo cual nos muestra que 72 es divisible por 32.
Veamos ahora que ocurre con los polinomios y sus cocientes. Tomemos f(X) € C(X) y
a € C. Conociendo como son los elementos de C(X) y teniendo en cuenta que siempre
podemos expandir un polinomio, tenemos que

P(X)

f(X) = o) - g (X — )" + apgy1 (X — ) 4= D" ai(X —a).

1>ng

La expansién anterior es justamente la serie de Laurent de un polinomio, y en nuestro caso
puede ser mas facil obtenerla mediante divisiones entre las expansiones de P(X) y Q(X).
Aun asi, obtener la serie de Laurent para un polinomio no es tan sencillo como obtener la

expansion en “base p” de cualquier entero, ya que para la igualdad
P(X) ;
szizg a; (X —a)’,

i>no

puede haber diferentes situaciones:
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o Podemos tener ng < 0, es decir, la serie comienza con un exponente negativo. Esto
significa que « es una raiz de Q(X) y no de P(X) y que la multiplicidad de o como
raiz de Q(X) es mayor que la de P(X). En este caso, diremos que f(X) tiene un

polo en «, de orden —ny.

o La expansion puede ser no finita. De hecho, solo seré finita si al expandir f(X) =
P(X)/Q(X) en potencias menores, Q(X) resulta ser una potencia de (X — «).

Ejemplo 1.1. Tomemos la funcién racional

X
X)=—,
H(X) X -1
y miremos sus expansiones para diferentes «. Si a = 0, tenemos

X
X - X?2_oXx3_...
X -1
lo cual demuestra que f(0) = 0 con multiplicidad uno. Para a = 1, tenemos
X  1+X-1
X-1 X-1

(X -1)"1+1

lo cual nos muestra que existe un polo de orden uno en o = 1 (y también da un ejemplo
de expansion finita). Por altimo, si cogemos a = 2, donde no hay ningtan polo y ningan
cero, tenemos que

Y§T=2—@X—m+@¥—m%4X—2ﬁ+~_

Hemos visto que cualquier funcién racional se puede extender a series de este tipo, en
potencias de (X — «). Mas adelante veremos que los ideales generados por los elementos
de la forma (X — a) son exactamente los ideales primos del anillo C[X]. Aun asi, no todas
las series provienen de una funciéon racional. De hecho algunas series como la del sin(X),
o la de la eX no pueden ser expansiones de ninguna funcién racional.

Ahora bien, desde el punto de vista algebraico tenemos dos cuerpos: el cuerpo C(X) de
todas las funciones racionales, y el que contiene todas las series de Laurent en potencias

de (X — a), que denotaremos por C((X — «)). La aplicacion
f(X) — expansion sobre (X — «)

define la inclusiéon de cuerpos
C(X) = C((X — o).

Obviamente, hay infinitas inclusiones de este tipo (una para cada «), y cada una de ellas
contiene informacion “local” sobre como se comportan cada una de las funciones racionales

cuando se aproximan a .
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La eleccién de « es andloga a la eleccién de un niimero primo p. Como ya hemos visto,

conocemos el desarrollo de un entero m en “base p”:
2
m = ag + a1p + ap” + -+ + app”

cona; € Z,0 < a; <p—1. Como en el caso de los polinomios, esto es una expresion finita.

Para pasar de enteros positivos a racionales positivos, simplemente hacemos lo mismo
que en el otro caso, es decir, expandimos ambos numerador y denominador en potencias
de p, y luego dividimos. Lo tnico con lo que tendremos que tener cuidado es “arrastrar”
las potencias de p. La suma de dos de nuestros a;, por ejemplo, puede ser mas grande que

p. Veamos el siguiente ejemplo para entenderlo mejor.

Ejemplo 1.2. Tomamos el nimero primo p = 3, y el namero racional positivo a/b = 24/17.

Desarrollamos ambos enteros 24 y 17 en base p = 3 y obtenemos

a=24=0+2x3+2x3%=2p+2p°

b=17T=2+2x34+1x32=2+2p+2p%

Para no confundirnos y ya que p = 3, escribimos ambos desarrollos en funciéon de p. Una

vez hecho esto, dividimos formalmente y llegamos a que

a 24 2p + 2p? 3 s g 9
P = 9 9
b 17 2toptop PTP A AP AP At

Para comprobar que esta tiltima igualdad es correcta, la multiplicamos por el desarrollo de
17 en base p = 3. Hay que tener en cuenta que p =3 y que p> +2p> =3p® =p-p® =pt y

asi con las sucesivas potencias. Dicho esto, tenemos que
Q+2+p)p+p + 20" +p" + 5+ 27+ )

=2p +2p% + p° +2p° +2p" + " + 4p° + 4p° + 29" + 2p" + 2% + 2% +p” + 29 +4p° - -
—_——

=2p+2p” + p' + 2" +0° + 49" + 4p° + 20" + 2" + 2% + 2% + p” + 2 +4p° + -
—_———

=2p+2p +p° +p° + 4p° +4p° + 20" + 20" + 2% + 2p° +p” + 20" + 47 + - -
—_——

=2p +2p” + 2p° + 4p° +2p" + 2p" + 2% + p” + 2p” + 4p” + -
—_———

=2p+2p° +2p" ++2p" +2p" +2p° + 2% + p° + 2p” +4p” + - -
=2p+2p° + 2p° + 2p° + 2p° +p” + 2p° + 4p” + - -
—_—

=2p+ 2p2.
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Las potencias de p desaparecen “hacia la derecha”, dejandonos solo 2p + 2p?.

Este proceso siempre funciona. Por lo tanto, para cada primo p, podemos escribir

cualquier nimero racional a/b (positivo, de momento) de la siguiente forma

a
T=g = n;g anp”.

En la igualdad anterior, el indice puede cambiar. Tenemos que ng > 0 siy solosi ptb, y

ng > 0siysolosi pfby p| a De hecho, el nimero ng (que juega un papel parecido al

orden de un cero o polo) muestra la “multiplicidad” de p en a/b, y podemos expresar = de

la siguiente forma

x=p" — conpftab;.

Queda por ver ahora como conseguir el desarrollo de los ntimeros racionales negativos.
Como nuestras series en potencias de p pueden ser multiplicadas, llegard con conocer el

desarrollo para —1, el cual no es dificil de obtener. Para cualquier primo p, tenemos que

“1=@-D+@-Vp+@-1Dp+@@-1)p" +---.
Para ver que esto es correcto, le sumamos 1 al desarrollo y vemos que da 0:
I+(p—1)+p-p+@-1p*+@p-1)p" +--
—_——
=p+ (- Vp+(p-1)p*+(p—1)p° +--
N———

=p’+(p—1)p*+(p—1)p*+---
—_—

=0.

Una vez desarrollado todo esto, cabe destacar que lo mas importante es que todo ntimero
racional x puede ser escrito como una “cola finita de una serie de Laurent en potencias de
p’, es decir

T = GngPng + Gno+1 Pno+1 + -

(“cola finita” se refiere al hecho de que la serie es finita hacia la izquierda, e infinita hacia la
derecha). Nosotros llamaremos a esto la expansion p-adica de z. Si x es un entero positivo,
este expansién es en realidad su desarrollo en “base p”.

Notese que la expansion p-adica de un ntimero es tnica, mientras que la expansion decimal

de un real no tiene por qué serlo. Por ejemplo, en [I], podemos ver

0.999...=1.000...=1.
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Al igual que pasaba con C((X — «)), el conjunto de todas las colas finitas de las series
de Laurent en potencias de p (es decir, de todas las expansiones p-adicas) es también un
cuerpo. Lo denotaremos como Q,, y lo llamaremos el cuerpo de los nimeros p-adicos. Como

ocurria antes, podemos decir que la aplicacién
x — expansion p-adica de x

nos da la inclusién de cuerpos

Q= Q.

Aunque no hemos visto que Q, es estrictamente mayor que Q, esto lo veremos mas adelante.

Por el momento, hemos definido ntimero p-adico como una cola finita de una serie de
Laurent en potencias de p. Esta no es la verdadera definiciéon. En el Capitulo |3 veremos
la correcta y construiremos el cuerpo Q,. Esta construccién serd parecida a la del cuerpo
de los numeros reales. Por ahora, a pesar de cual sea la definiciéon de niimero p-adico, lo
méas importante es que estas series deben converger, luego las potencias p™ deben hacerse

més pequenas a medida que n crece.

1.2. Resoluciéon de congruencias moédulo p”

Los “ntimeros p-adicos” que acabamos de construir estan muy relacionados con la reso-

lucién de congruencias de potencias de médulo p. Veamos algunos ejemplos de esto.
Ejemplo 1.3. Empecemos por el caso mas facil, una ecuacién que tiene soluciones en Q
X? = 25.
Queremos resolverla modulo p™ para todo n, es decir, resolver las congruencias
X% =25 (méd p").

Nuestra ecuacion sigue teniendo soluciones enteras: X = +5. Esto automaticamente
nos da una solucion de la congruencia para cada n, concretamente X = +5 (mdéd p™) para
todo n.

Ahora bien, intentemos entender estas soluciones desde el punto de vista p-adico. Para
hacer esto, tomamos p = 3. Reescribimos nuestras soluciones usando representantes de

clases de los residuos entre 0 y 3" — 1 para las soluciones médulo 3".
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La primera solucién, X = 5, nos da:
X =2 (mdd 3)
X =5=2+3(mébd 9)
X =5=2+3 (mdd 27)

lo cual no cambia més, y esto nos da la expansion 3-ddica de esta solucion X = 5:
X=5=2+1x3.

Para X = —5, realizamos el mismo proceso que antes. Sin embargo, los resultados que
obtenemos son mas interesantes ya que en esta ocasiéon

=-5=1 (mdd 3)

=-5=4=1+3(mbd 9)

X=-5=22=1+3+2x9 (mdd 27)
=-5=T76=14+3+2x9+2x 27 (méd 81)

Como antes, esto nos da la expansion 3-adica de la solucién X = —5, la cual es infinita:
X=-5=1+1x3+2x3"+2x3+2x3" ...

Cabe destacar que los dos sistemas de soluciones son “coherentes”, en el sentido de que
cuando consideramos, por ejemplo, X = 76 (la cual es solucion médulo 3%) y la reducimos

a médulo 33, tenemos X = 22 (la cual es solucién modulo 33).

La coherencia de estos dos sistemas de soluciones nos permite enunciar la siguiente
definicion:
Definicién 1.4. Sea p un nimero primo, diremos que una sucesion de enteros a,, tales

que 0 < a,, < p™ — 1 es coherente si, para todo n > 1, tenemos
nt1 = ap (méd p").

Si necesitamos enfatizar la eleccion del primo p, diremos que la sucesion es p-adicamente

coherente.

En todos estos problemas, podemos representar nuestras dos sucesiones coherentes de
soluciones como ramas de un arbol, como vemos en la Figura En este caso, es obvio
que ambas sucesiones son coherentes puesto que son soluciones en Z (76 es congruente con
22 porque ambos son congruentes con —5). Lo importante es la conexion entre la expresion

de las raices como una sucesién coherente y la obtenciéon de su expansién p-adica.
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Figura 1.1: Soluciones de X2 = 25 (mdéd 3")

Veamos ahora un ejemplo un poco més interesante, puesto que la ecuacién que vamos

a considerar ahora no tiene raices racionales.

Ejemplo 1.5. Sea el sistema de congruencias
X?2=2(méd ™), n=1,2,3,...

Para n = 1, las soluciones son X =3 (méd 7) y X =4 = —3 (méd 7). Para encontrar
las soluciones para n = 2, es decir, las soluciones médulo 72, utilizaremos el hecho de que
las reducciones de sus soluciones moédulo 7 tienen que ser soluciones para n = 1, es decir,

soluciones moédulo 7. Por eso, cogemos X =3+ 7k y X =4+ 7k y lo resolvemos para k:

(3 + 7k)? = 2 (méd 49)
9 + 42k = 2 (méd 49)

(al desarrollar el cuadrado de (3 + 7k)?, es obvio que el sumando (7k)? es congruente con

cero, por eso no lo ponemos)

74 42k = 0 (mod 49)
146k =0 (mbd 7)
k=1 (méd 7).

Asi, para este primer caso en el que X = 3 4 7k, y una vez obtenido el valor al que es
congruente k, tenemos que la solucion es X = 10 (méd 49).
De manera analoga para la otra ecuaciéon X = 447k, obtenemos la soluciéon X = 39 = —10
(méd 49).

Como dijimos antes, estas soluciones pueden ser representadas como ramas de un arbol,

como vemos en la Figura[1.2]
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2166

108

4
39

—
235
235

Figura 1.2: Soluciones de X2 =2 (méd 7")

Aunque ya hemos visto dos ejemplos en los que hemos calculado las soluciones de
las ecuaciones y las hemos representado en un diagrama en forma de arbol, no podemos
predecir a priori cuales serdn las soluciones que apareceran. Lo tnico que podemos hacer
es convencernos de que este proceso de célculo de soluciones puede ser tan largo como
queramos. El hecho de que uno pueda seguir calculando raices indefinidamente muestra

que hay dos sucesiones coherentes de soluciones que son infinitas:

z1 = (3,10,108, 2166, ... )

zo = (4,39,235,235,...) = (=3, 10, —108, —2166,...) = —x1.

Podemos expandir cada ntimero en un sucesién 7-4dica. El hecho de obtener una sucesiéon
coherente significa que la expansion de cada raiz se corresponde con el truncamiento de la

expansion de la siguiente.

3=3
10=3+1x7
108 =3+ 1x7+2x49.

Lo que realmente hemos obtenido, es la expresiéon de dos ntimeros 7-adicos:

1 =34+1X74+2x49+6x343+ ---

o =4+5xT+4x49+0x343+--- = —x21.

Como comentamos antes, no estamos intentando conseguir un patrén para saber como
construir estos ntmeros. Lo tinico que estamos mostrando con estos ejemplos es que este

proceso de obtencién de raices puede ser tan largo como queramos. Es como buscar la
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expansion decimal de la raiz cuadrada de 2, nos podemos acercar tanto como queramos,
pero no podemos predecir cual sera la expansion.

En cualquier caso, hemos encontrado dos ntimeros 7-4dicos, y ambos son raices de la
ecuacion X2 = 2 en Q.

Por todo esto, hemos visto que la relacién entre resolver congruencias médulo potencias
de p cada vez mas grandes, y resolver la correspondiente ecuacion en Q, es muy parecida.
De hecho, esta es una de las razones por las cuales el uso de métodos p-adicos es muy

importante en la teorfa de ntimeros.

1.3. Otros ejemplos

En esta seccién daremos un par de ejemplos que mostraran la importancia y la gran

utilidad de trabajar con ntmeros p-adicos en diversos contextos.

Ejemplo 1.6. Consideramos la ecuacion X = 1+ 3X. La soluciéon de esta es obvia. Sin
embargo, consideraremos este como un problema de punto fijo, es decir, como un problema
en el que tendremos que encontrar para una funcion f(z) una solucion del tipo f(z) = .
Estos problemas de punto fijo, se resuelven normalmente iterando, empezando en un valor
arbitrario inicial, y calculando f(x) una y otra vez hasta que nos acerquemos al punto fijo.
En este caso, tomamos xg = 1 como punto inicial e iteramos, por lo que obtenemos x, 1 =

1+ 3z,. Asi, nos queda
o =1,
1 =143x9g=1+43,
To =143z =1+ 3+ 32,

Tn=14+32,1=1+3+3%+---+3"
En R, esto es una serie divergente, aunque también es una sucesién de sumas parciales de

una serie geométrica, y sabemos que su suma para |a| < 1 es

1
1—a

l+ata®+a®+---=
Asi, usando el mismo razonamiento para nuestra serie
1+3+3"+---+3"

llegamos a que
1432,1=143+3%4+...43"=—_ = _

lo cual, sorprendentemente, es correcto.
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Sin embargo, aunque lo anterior funciona y nos da un resultado correcto, no se puede
hacer. Mientras que la serie es divergente en R, nada nos dice que no podamos considerar
esta serie en Q3 (ya que los elementos estan en Q, y este esta contenido en R y en Qs).
Por eso, como la consideramos en QQ3, tenemos que la serie es convergente, y converge al
ntmero 3-adico

1+3+3 4 - +3"+--.

Una vez comprobada la convergencia de la serie, podemos ver, usando el mismo argumento
que en R, que su suma es igual a —1/2.

Obviamente, resolver de esta forma ecuaciones lineales como estas es extrafo, pero
lo més curioso es que la serie considerada era divergente al pensar en ella como serie de
numeros reales. Sin embargo, al considerarla en otro cuerpo, como el cuerpo de los nimeros
p-adicos, pasd a ser convergente. De hecho, veremos en el siguiente capitulo que hay un
valor absoluto en Q3 (en general en Qy), y este valor absoluto nos servira para ver que
algunos tipos de series como estas son convergentes.

Con lo que nos tenemos que quedar es que al introducir el cuerpo de los nimeros p-
adicos, las cosas que en otro cuerpo pueden parecer obvias, pueden cambiar al considerarlas
en otro cuerpo distinto que antes no usdbamos. El ejemplo anterior es un buen ejemplo de
como usar numeros p-adicos simplifica algunos casos.

Veamos ahora otro ejemplo un poco mas interesante. Muestra que utilizar conceptos p-

adicos permite demostrar de manera mas sencilla cosas que son dificiles de demostrar.

Ejemplo 1.7. Tomamos p = 2, es decir, estamos en el cuerpo Q2 de los niimeros 2-adicos.

Consideramos la serie (polinomio) de MacLaurin para el logaritmo de 1 + X:

Xz x3 x¢

logl+X)=X——+— ——+4---

og(l+ X) 5 T 3 Tt
Como las potencias de 2 son “pequenas” en Qg, resulta que sustituyendo X = —2 tenemos
el logaritmo de —1

(<22 (-2 (-2 2 93 o
log(—1) =log(l —2) = -2 — — =—2— — — — — — — ...
22 23 2t
ST )
( + 5 + 3 + 1 +

Esta serie es divergente en R, pero convergente en Q. Ahora bien, si la serie converge,
debe converger a cero, por las propiedades usuales de los logaritmos, en concreto porque

log(a)? = blog(a), con lo cual:

2log(—1) = log(—1)? = log(1) = 0.
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Esto significa que la suma parcial

22 93 ot on
24— 4+ 4=
+2+3+4+ +n

se acerca méas y mas a cero a medida que n crece. Los términos en la expansiéon 2-adica
“desaparecen hacia la derecha”, es decir, que la suma parcial, escrita en base 2, empieza

con muchisimos ceros.

Lo que estos ejemplos nos muestran es que, usando métodos p-adicos, y en particular,
métodos de calculo en un contexto p-adico, podemos probar hechos sobre la multiplicidad

de potencias de p.

Por dltimo, resumimos la analogia entre las funciones complejas y los niimeros p-adicos
en la Tabla que podemos encontrar en [7]. Muchos de los conceptos definidos en ella

seran trabajados en capitulos posteriores.

C: espacio de puntos P = {p}: conjunto de primos
C[x]: polinomios sobre C Z: “polinomios” sobre P
funciones analiticas en pg Zy: enteros p-adicos

oo oo
fl@)=> " ai(x - po)’ n=> ap
i=0 1=0
funciones meromorfas en pg Qp: ntimeros p-adicos
oo oo
fl@)=Y" aiz—po) n= Y ap
i=—k i=—k

Tabla 1.1: Funciones complejas versus los niimeros p-adicos



Capitulo 2

Fundamentos

Seguiremos en este capitulo tomando como referencia el libro [4]. El objetivo en este
capitulo es empezar a elaborar unos fundamentos s6lidos para la teoria que describimos
en el Capitulo [I] La principal idea sera la de introducir diferentes funciones que definan
diferentes valores absolutos en el cuerpo de los nimeros racionales. Esto nos dara una
nueva forma de medir distancias. Una vez tengamos esto, lo utilizaremos para construir los
nimeros p-adicos (los cuales seran construidos en el Capitulo [3)).

Para construir los ntmeros p-adicos, necesitamos empezar considerando el cuerpo de
los nimeros racionales Q. Aunque el cuerpo mas importante que tenemos que estudiar es
Q, en este capitulo estudiaremos valores absolutos en todo tipo de cuerpos, y después nos
restringiremos a Q.

Por tanto, tendremos un cuerpo arbitrario K, y a partir de el, definiremos valores
absolutos en K. Empezaremos haciendo esto basandonos en las propiedades béasicas que
conocemos de los valores absolutos, y luego estudiaremos otras funciones con propiedades
similares.

Una vez definidos nuestros nuevos valores absolutos, tendremos una nueva forma de

medir el “tamano” de los elementos de nuestro cuerpo. Para verlo mejor, daremos ejemplos.
2.1. Valores absolutos en un cuerpo

Sea K un cuerpo arbitrario. Empecemos definiendo un valor absoluto en K.

Definicién 2.1. Un valor absoluto en K es una funciéon
|-]: K — Rt
que verifica las siguientes propiedades:

13
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(1) |x| =0 siy solo si z = 0;
(1) Jay] = |zlly| para todo z,y € K:

(1) |z +y| < |z| + |y| para todo z,y € K.
Diremos que un valor absoluto en K es no arquimediano cuando satisface la siguiente

condicién adicional
(1v) |z + y| < max{|z|, |y|} para todo z,y € K;

en otro caso, diremos que el valor absoluto es arquimediano.

Notemos que la condicion [(1v)| implica la condicién |(111)] ya que max{|z|, |y|} es mas
pequeiio que la suma |z| 4 |y|. Veremos después el motivo por el cual los valores absolutos
no arquimedianos son importantes, y veremos que son bastante comunes. Veamos ahora

un par de ejemplos:

Ejemplo 2.2. Cogemos K = Q, y tomamos el valor absoluto usual | | definido por

x sizx >0,
|| = .
—x six <0.

Este es el valor absoluto definido en el cuerpo de los ntmeros reales R, aplicado a Q
a través de la inclusion Q < R. Es facil ver que este valor absoluto es arquimediano
(cogemos =y = 1y la condicion (IV) no se cumple). Este valor absoluto en Q se llamara

valor absoluto en el infinito y se denotara por | |-

Ejemplo 2.3. Cogemos ahora |x| = 1 si x # 0y |0] = 0. Esto funciona para cualquier
cuerpo K, y define un valor absoluto no arquimediano. Es conocido como el valor absoluto

trivial.

A continuacion introduciremos el ejemplo principal y méas importante de este trabajo.
Tomamos K = Q, y elegimos un primo p € Z. Cualquier entero n € Z puede escribirse
como n = p¥n/, con p t n', y esta representacion es tnica. Como v esta determinado por
p y n, definimos una funcion v, de la siguiente forma, v,(n) = v. Vemos claramente que
vp(n) indica la multiplicidad de p como divisor de n. Todo esto, se puede definir de una

manera mas formal de la siguiente forma:

Definicion 2.4. Sea p € Z un nimero primo fijado. Llamaremos valoraciéon p-adica en Z
a la funcion

vp: Z—{0} — R
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tal que para cada entero n € Z — {0}, vy(n) es el tnico entero positivo tal que
n=p»™n’ conpin'.

Extendemos v, al cuerpo de los niimeros racionales de la siguiente forma. Denotamos por

Q* a todos los enteros menos el cero. Si z = a/b € Q*, entonces

vp(x) = vp(a) — vp(b).

Es conveniente establecer que v,(0) = 400. La razon es que podemos dividir 0 por p, y
el resultado es 0, lo cual podemos volver a dividir por p, y vuelve a dar 0, lo cual podemos
dividir por p y asi sucesivamente. Por eso establecemos que v,(0) = +o0.

De hecho, es facil ver que la valoracién p-adica de cualquier z € Q* es de la forma
z =p»®. % con p 1 ab.
Las propiedades basicas de una valoracion p-adica v, son las siguientes:
Lema 2.5. Para todo z,y € Q, tenemos
1. vp(zy) = vp(x) + vp(y);
2. vp(z +y) > min{v,(x), vp(y)};
con el criterio habitual respecto a v,(0) = +o00.

Ahora bien, si comparamos la propiedad [2| de este lema con la propiedad de la
definicién de valores absolutos, vemos que son muy parecidas, excepto que el producto
en la primera se ha convertido en una suma en la segunda, y que la desigualdad es en el
otro sentido. Para que se parezcan mas, podemos darle la vuelta cambiando el signo, y
después convertir la suma en un producto poniendo un exponente. Todo esto nos sugiere

lo siguiente:

Definicién 2.6. Para cualquier x € QQ, definimos el valor absoluto p-adico como

p (@) six £0,
|z|p =

p =0 siz=0.

Cabe destacar que la definicion de |0[, concuerda con v,(0) = +oo si interpretamos

p~>° de la Ginica manera posible.
Proposicion 2.7. La funcion | |, es un valor absoluto no arquimediano en Q.

Demostracion. Todo se sigue del Lema 2.3. En primer lugar, para ver que | |, es un valor

absoluto, tenemos que mirar que cumple las tres propiedades que lo definen
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1. Veamos que |z|, = 0 siy solo si z = 0.
Lo veremos por contrarreciproco, si  # 0, entonces |z|, = pur(@) £ 0.

Por otro lado, si =0, |z|, = |0, = 0 por la definicién de valor absoluto p-adico.

2. Veamos que |zy|, = |z|, + |y|, para todo z,y € Q.

Por definicién, tenemos que

|zylp, = p~ @) = pm @+ W) — v =) — j=ve@)y W) = || 4 |yl,

utilizando el Lema 2.5

3. Por tltimo, tenemos que ver que |z + y|, < ||, + |ylp.
Por el Lema tenemos que vp(x + y) > min{v,(x),v,(y)}, lo cual es equivalente
a, —vp(z +y) < —min{v,(x),vy(y)}, y podemos elevar p a estas potencias y nos
queda, p~vr(Ety) < pmmin{vp (@)1 (W)} La desigualdad sigue cumpliéndose puesto que,
p (@) — pmvp(zty)log(p) v p—min{vy(@)vp ()} = o= min{up(2).vp(V)}log(pP) v 1 funcion

exponencial es una funcién monétona creciente. Luego, hemos llegado a que
p—vp(ft+y) <p- min{uvy ()0 (¥)} < p- min{vp(z),0p(y)} +p~ méx{vp(z),vp(y)}
= ) = fa], +

Luego, ya hemos probado que | |, es un valor absoluto. Nos queda ver que es no arquime-

diano, es decir que cumple la siguiente desigualdad
|2+ y| < max{]z]p + [ylp}-

Vamos a demostrarlo, utilizando el Lema y razonando igual que en la demostracion de

la tercera propiedad de valor absoluto tenemos que
’w + y’p — pivp(x+y) S pi min{vp(x)»vp(y)} — ml’n{pfvp(x)7pivp(y)}
< méx{pivp(m)vpivp(y)} = max{|z|p + |ylp}-
Por lo tanto, | |, es un valor absoluto no arquimediano. O

Para tener una visiéon mas global del valor absoluto p-adico, es interesante darse cuenta
de que cuanto mas divisible por p sea un niimero n, més grande sera su valoraciéon p-adica
vp(n), y su valor absoluto |n|, serd mas pequeno (debido al signo menos del exponente).
Por tanto, el valor absoluto p-adico nos da una medida de como de divisible es un niimero
por p.

La relacién entre un valor absoluto no arquimediano y una funcién como la definida en

el Lema (funciones a las cuales llamaremos valoraciones) es muy grande. Uno puede
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estudiar todos estos problemas tomando valores absolutos o valoraciones, pero nosotros
nos basaremos en los valores absolutos.

Aunque el valor absoluto mas importante para nosotros es el valor absoluto p-adico, en
otros cuerpos hay valores absolutos muy importantes.

El siguiente ejemplo que vamos a dar, muestra que esta teoria es muy general y que se
puede aplicar en numerosos contextos. También nos sirve para entender mejor la analogia
que estudié Hensel entre Q y los cuerpos de funciones racionales. Luego, sea F un cuerpo
arbitrario (por ejemplo C), y sea F(t) el cuerpo de funciones racionales sobre F. Hay que
recordar que los elementos del cuerpo F(t), son fracciones de la forma f(t)/g(t) donde
f(t),g(t) € Flt] y g(t) # 0. Ahora definiremos una valoraciéon para cada polinomio, y
después definiremos un valor absoluto. Nos basaremos en el grado del polinomio y en el
valor absoluto p-adico, respectivamente.

Primero, para cualquier polinomio f(t), definimos voo(f) = — deg(f(t)), y extendemos

esto a fracciones racionales igual que hicimos antes, es decir,

vm(g) = v ((1)) — v (g(1)) = — deg(f(t)) — [~ deg(g(t))]

= deg(g(t)) — deg(f(2)).

Una vez definida esta valoracién en este cuerpo, tenemos un valor absoluto no arquimediano

justo como hicimos antes:

F )] = )

para cualquier f(t) € F(¢).

Esta valoracion no es la unica que podemos tener en F(t). Como sabemos que F[t] es
un dominio de factorizacion tnica, basta con coger un polinomio irreducible p = p(t) y en
vez de definir la valoracién a partir del grado del polinomio, la podemos definir contando
la multiplicidad de p(t) como un factor. Luego, seguimos el mismo proceso que hicimos
antes y obtendremos otro valor absoluto diferente.

Vamos ahora a trabajar con valores absolutos méas generales y sus propiedades bésicas,
sin olvidarnos de estos ejemplos anteriores, y sobre todo, sin olvidarnos del valor absoluto

p-adico que acabamos de definir.

2.2. Propiedades basicas

En esta seccion, K serd un cuerpo arbitrario, y | | un valor absoluto no trivial en K, el

cual podré ser arquimediano o no arquimediano.

Lema 2.8. Para cualquier valor absoluto | | en cualquier cuerpo K, tenemos
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1) =1
(1) siz € Ky |2"| =1, entonces |z| = 1;
() | —1| =1;
(1v) para cualquier x € K, | — z| = |z|;
(v) si K es un cuerpo finito, entonces | | es trivial.

Antes de enunciar el siguiente teorema, el cual nos dard una condicién suficiente y
necesaria para que un valor absoluto sea no arquimediano, recordaremos que para cualquier

cuerpo K, podemos definir una funcién Z — K de la siguiente forma

1+14---+1 sin >0,
—————
n

n — 0 sin =0,

~(1+1+--+1) sin<0.
-n

Por ejemplo, si Q C K, esta funcién nos define la inclusion de Z en Q. Sin embargo, si K
es un cuerpo finito, la imagen es un subconjunto de K, el cual tendréa un ntimero primo de

elementos.

Teorema 2.9. Sea A C K la imagen de Z en K. Un wvalor absoluto | | en K es no
arquimediano si y solo si |a] < 1 para todo a € A. En particular, un valor absoluto en Q

es no arquimediano si y solo si |n| < 1 para todo n € Z.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que | | es un valor absoluto no arquimediano
y probemos que |a| < 1 para todo a € A.
Tenemos que | £ 1| =1, y como el valor absoluto es no arquimediano en A, se cumple que

|z + y| < max{|z|,|y|} para todo z,y € A, en particular, se cumple que
la £+ 1| < méx{|al, |1}

Por induccion, se sigue que |a| < 1 para todo a € A.

Veamos ahora la otra implicacion: supongamos en este caso que |a| < 1 para todo
a € A. Queremos demostrar que el valor absoluto es no arquimediano, es decir, que dados
dos elementos cualesquicra z,y € K, tenemos que |z + y| < méx{|z|,|y|}. Si y = 0, la
condicion se cumple y ya hemos acabado. Si y # 0, podemos dividir toda la expresiéon por

ly|, y vemos que la ecuaciéon anterior es equivalente a esta otra

‘E—Fl’ gmax{ ’f(,l}.
y y



2.2. PROPIEDADES BASICAS 19

Luego, solo tenemos que probar esta tltima desigualdad para ver que el valor absoluto es

no arquimediano, es decir, tenemos que ver que
|z + 1| < max{|x|, 1}.

Sea m cualquier entero positivo. Tenemos que

DIWE
()l

k=

o+ 1™

IN
o

Por hipotesis, como (r]';) es un entero, tenemos que ‘(7;)‘ < 1. Luego

m m

k k

< lf1=)lal
k=0 k=0

< (m+1)méx{1,|z|"}.

Para este tltimo paso, hemos utilizado que el valor mas alto que puede tomar |z|*, para

k=0,1,2,...,m, es |z|™ si |z] > 1 o 1 en otro caso. De esta forma, hemos llegado a que
|z + 1" < (m + 1) max{1, |z|™}.
Aplicamos en ambos lados la raiz m-ésima y nos queda
|z + 1] < ¥/m+ Iméx{1, |z|}.
Esta desigualdad se cumple para todo m, y sabemos que

lIim ¥Ym-+1=1.

m—0o0
Luego, si tomamos m — oo tenemos
|z + 1] < max{|z|, 1},
lo cual era lo que queriamos demostrar. O

El teorema anterior nos muestra la diferencia entre los valores absolutos arquimedianos

y no arquimedianos. De hecho, nos permite enunciar la siguiente propiedad:

Propiedad Arquimediana: Dados z,y € K,z # 0, existe un entero positivo n tal que |nz| > |y|.
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Si nos fijamos en la propiedad arquimediana, vemos que esta relacionada con el hecho
de que existen enteros cuyos valores absolutos son muy grandes. Otra forma de decir esto

es que la propiedad arquimediana es equivalente a que
sup{|n|: n € Z} = 4o0.
Esto nos lleva a enunciar el siguiente corolario:

Corolario 2.10. Un valor absoluto | | es no arquimediano si y solo sisup{|n|:n € Z} = 1.

2.3. Algebra

En esta seccion veremos las relaciones entre los valores absolutos no arquimedianos y
las estructuras algebraicas de los cuerpos en los que estamos trabajando.
Todo valor absoluto no arquimediano esté relacionado con un subanillo del cuerpo K,

y este subanillo tiene unas propiedades muy interesantes.

Proposicion 2.11. Sea K un cuerpo, y sea | | un valor absoluto no arquimediano en K.
El conjunto
O=B(0,1)={zecK:|z| <1}

es un subanillo de K. Su subconjunto
P=DB0,1)={zxeK:|z| <1}

es un ideal de O. Ademds, B es un ideal maximal de O, y todo elemento del complementario
O — P es invertible en O.

Demostracion. O es un subanillo de K si y solo si dados dos elementos cualquiera z,y € O,
x —1y € Oy dados otros dos elementos arbitrarios z,y € O,xy € O. Para la primera de
ellas, tenemos que como x € O, |z| <1,y comoy € O, |y| <1y por ser un cuerpo, existe

el opuesto de y, el cual cumple que | — y| < 1. Ademas, tenemos que
[z —yl = |z + (—y)| < méx{|z],| —y[} <1

usando la tercera propiedad de un valor absoluto no arquimediano. Luego, x — y € O.
Veamos ahora la segunda condicién para que sea subanillo. Como antes, x,y € O, por lo

que se cumple que |z| <1y |y| < 1. Una vez tenemos esto
lzyl = |zllyl <1-1=1

usando la segunda propiedad de un valor absoluto no arquimediano. De aqui se sigue que

xy € O.
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Por tanto, O es un subanillo de K.

Veamos ahora que B es un ideal de O. Para ver esto, tenemos que ver que *J3 es un subgrupo
de O y que dados = € O e y € B, el producto zy € L.

Es obvio que P8 es un subgrupo de O.

Como z € O, |z| <1,y como y € B, |y| <1, entonces

lzy| = |z|ly| <1- |yl <1-1=1,

y asi, zy € P. Por tanto, P es un ideal de O.

Falta por ver que este ideal ¥ es maximal, lo cual es obvio ya que no existe ningin otro
ideal mayor y distinto que ‘B.

Veamos ahora que todos los elementos del complementario O — 33 son invertibles. Tenemos
que

O-P={recK:|z|<1}—{zeK:|z|<1}={zeK:|z| =1}

Todos los elementos de este conjunto son elementos de K cuyo valor absoluto es igual a
1, y por ser K cuerpo, todos tienen inverso multiplicativo, por lo tanto, todo elemento de
O — P es invertible. O

Los anillos que tienen un tnico ideal maximal y todos los elementos de su comple-
mentario son invertibles son los denominados anillos locales. La proposicién anterior nos
muestra como se relacionan los valores absolutos no arquimedianos en un cuerpo arbitrario

K y los subanillos de K. Vamos a dar ahora una serie de definiciones:

Definiciéon 2.12. Sea K un cuerpo cualquiera y sea | | un valor absoluto no arquimediano.
El subanillo
O=DB0,1)={zeK:|z|<1} CK

se llama el anillo de valoracion de | |. El ideal
PL=B0,1)={reK:|jz|<1}CO
se llama el ideal de valoracion de | |. El cociente

k=0/PB
se llama el cuerpo de residuos de | |.

Recordemos que k = O/ es un cuerpo, ya que estamos cocientando un anillo por un

ideal maximal y esto siempre da un cuerpo.
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Por todo esto, muchos valores absolutos estan relacionados con propiedades algebraicas
de los anillos de valoracién a los que estan asociados. Veamos ahora que pasa si considera-

mos el valor absoluto p-adico.

Proposicion 2.13. Sea K=Q y sea | | =| |, el valor absoluto p-ddico. Entonces:
(1) el anillo de valoracion asociado es O = Z,) = {a/b € Q : p{b},
(11) el ideal de valoracion es P = pZ,) ={a/b € Q:ptbyp|a},

(111) el cuerpo de residuos es k =T, (cuerpo con p elementos).

Demostracion. Como ya vimos, el valor absoluto p-addico se define de la siguiente forma

a “w a » a1
- = cuando — =p“— conp{ab;.
‘ b ’ P p =P, conpfab

Luego, estéa claro que a/b € O si y solo si v > 0 y tenemos que p 1 b.

Anéalogamente, a/b € P si y solo si v > 0, y en este caso ptby p | a.

El cuerpo de residuos Kk = O /P es k = Ly / PZp), el cual es un cuerpo de p elementos con

p clases de equivalencia, igual a IF),. O



Capitulo 3
Los ntimeros p-adicos

Seguimos la linea del libro [4]. En los capitulos anteriores, discutimos algunas de las
propiedades bésicas de los valores absolutos, vimos una propiedad para diferenciar los va-
lores absolutos arquimedianos de los no arquimedianos, los cuales definimos en una serie
de cuerpos arbitrarios distintos. Una vez hecho todo esto, podemos aplicar todos los re-
sultados anteriores al cuerpo mas interesante desde el punto de vista de este trabajo, el
cuerpo de los nameros racionales Q. A su vez, extenderemos todos estos resultados a otros

cuerpos como el formado por extensiones finitas de Q.

3.1. Valores absolutos en Q

En el capitulo anterior, ya hemos visto un par de ejemplos de valores absolutos en el
cuerpo Q. Lo siguiente que tendremos que hacer es demostrar que los ejemplos que hemos
visto son en realidad los tnicos valores absolutos que podremos considerar en Q. Para
ello, veremos que se tienen que cumplir una serie de propiedades para que dos valores
absolutos distintos sean equivalentes. Por tltimo, veremos como se comportan todos los
valores absolutos de Q aritméticamente.

Empezaremos recordando los valores absolutos definidos en @Q que ya hemos visto en

el capitulo anterior:
e el valor absoluto trivial;
o ¢l valor absoluto | |, €l cual denominamos valor absoluto en el infinito;

o el valor absoluto p-adico | |,. En este caso, hay que tener en cuenta que existe uno

distinto para cada primo p.

23
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El caso del valor absoluto trivial es el que menos nos interesa. Los otros dos si que son més
importantes. En realidad, estos dos tltimos se pueden considerar como uno solo, ya que
podemos escribir ambos valores absolutos de la forma | |, con p cualquier primo o p = oco.
De utilizar esta notaciéon, estamos considerando el oo como el ntmero primo mas grande
en Z, y nos referiremos a él como el “primo infinito”. Como no puede ser de otra forma, a
su correspondiente valor absoluto lo denominaremos el valor absoluto oco-adico. El motivo
de utilizar esta notacion en lugar de diferenciar ambos valores absolutos es simplemente
por comodidad, ya que en muchos resultados podremos usar afirmaciones como “| |, para
todo primo p < 00.”

Antes de enunciar el principal teorema de esta seccion, definiremos un par de conceptos

que nos seran de gran utilidad para muchos resultados de este capitulo.

Definicién 3.1. Dos valores absolutos | |1 y | |2 en un cuerpo K son equivalentes si definen
la misma topologia en K, es decir, si todo conjunto abierto respecto a una de las topologias,

es también abierto respecto a la otra.

Puesto que cuesta ver que dos valores absolutos son equivalentes mediante el uso de

esta definicién, enunciamos el siguiente lema:

Lema 3.2 ([4]). Sean | |1 y | |2 dos valores absolutos en el cuerpo K. Son equivalentes:
1. |1 y | |2 son valores absolutos equivalentes;
2. para cualquier x € K, tenemos que |z|y < 1 si y solo si |x|a < 1;
3. existe un numero real positivo a tal que para cada x € K se cumple que

|zl = [2l3-

Antes de ver el teorema més importante de esta seccidén, veamos un ejemplo de dos

valores absolutos equivalentes.

Ejemplo 3.3. Para cualquier ¢ € R, ¢ > 1, la ecuacion |z| = ¢ vr(*) define un valor abso-
luto no arquimediano en Q. Ademas, este valor absoluto es equivalente al valor absoluto
p-adico | |p.

Veamos primero que este valor absoluto asi definido es no arquimediano. Para ello, utili-
zaremos el Teorema Tenemos que ver entonces que |z| < 1 para todo z € Q. Sabemos
que |z| = ¢~ @) y tenemos que ¢ > 1, luego % < 1. Elevando ambos lados, la desigualdad
se conserva, luego (%)”P(z) < 1%(*) Asi, tenemos que ﬁ < 1 de donde se sigue que
¢ r(*) <1, con lo que llegamos a que |x| < 1 para todo = € Q. Luego, este valor absoluto

en Q asi definido |z| = ¢~ *»(*) es no arquimediano.
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Veamos ahora que |z| = ¢=%®) es equivalente al valor absoluto p-adico | |p- Vamos a ver
que son equivalentes viendo que existe un nimero real « tal que para cada x € QQ se cumple
que [z]p = [z].

Tomamos «a tal que ¢ = p. Tenemos que |z|, = p~ @) = (=) = c=vw(@)a = |g|@ Por

tanto, este valor absoluto asi definido |z| = ¢=*»(*) es equivalente al valor absoluto p-adico

[ p-

Teorema 3.4. (Ostrowski) Todo valor absoluto no trivial en Q es equivalente a uno de

los valores absolutos | |,, donde p puede ser un nimero primo cualquiera o p = 0.

Demostracion. Sea | | un valor absoluto no trivial en Q. Tenemos que considerar dos casos

diferentes:

(1) Supongamos que | | es arquimediano. En este caso, queremos ver que este valor
absoluto es equivalente al valor absoluto “usual” que hemos definido anteriormente,
es decir, al valor absoluto co-adico | |-

Sea ng el dltimo entero positivo tal que |ng| > 1 (si no hay ningin elemento que lo
cumpla, | | seria no arquimediano, ya que un valor absoluto | | es no arquimediano si
y solo si sup{|n|:n € Z} =1).

Podemos encontrar un ntimero real positivo a tal que |ng| = n§. Para este «, vamos
a probar que para todo z € Q, |z| = |z|%,. Como hemos visto anteriormente, sabemos
que llega con ver que esto se cumple para los enteros positivos, con lo cual, veremos
si se cumple que |n| = n®.

Para n = ng, se cumple.

Veamos ahora si se cumple en general. Cogemos un entero arbitrario n, y lo escribimos

en “base ng”. Luego tenemos
_ 2 k
n =ap+aing + axng + - - - + agng,

con 0 < a; < ng—1y ar # 0. Ademas, es importante ver que k cumple que

nlg <n< nISH, lo cual nos dice que k es de la forma

1
k= { ogn J 7
log ng
donde |z | denota la parte entera (esta igualdad anterior es facil de ver si le aplicamos

logaritmos a la desigualdad ng <n< nlgﬂ). Una vez desarrollado n en su “base ng”,

tomamos valores absolutos

In| = |ag + arno + aQn(Q) 4+ akn§|

< lao| + |a1|n§ + |az|nd® + - - + |ax|nf".
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Como ng es el entero més pequetio cuyo valor absoluto es |ng| > 1, y tenemos que

0 <a; <ng—1, llegamos a que |a;| <1 parai=0,1,...,k. Por tanto,

In| <1+n§+nd* + - +nk* =nf (1+n0 +ng 2 - +n0"m)

a

n

E: —iQ 0
n —n .
0 ny —1

0

. n, . ..
Si tomamos C' = 3% (el cual es un ntimero positivo), tenemos que
0

In| < Cnk™ < On®

k+1

usando que n <n < ng . Esta formula se cumple para todo n puesto que hemos

tomado un n arbitrario, luego podemos tomar un entero de la forma n” y obtenemos
In| < CnNe.
Cogiendo raices N-ésimas, tenemos que
In| < ¥O'n®.
Por tltimo, cuando N — oo, ¥/C' — 1, con lo cual tenemos que
[n| < n®.
Veamos ahora la otra desigualdad. Para ello, volvemos a escribir n en su “base ng”.

2
n:a0+a1n0+a2n0+---+akn§.

Como nkJrl >n > no, tenemos lo siguiente
(k+1)a E+1) _ E+1 k+1
ng o= Ing = |n+ng n| < [n| + |ng n

y pasandolo al otro lado obtenemos

In| > n(()kﬂ)a — |n’5'H n| > n(kﬂ)a - (nlg‘*'1 —n)?.
Para esta ultima desigualdad hemos utilizado que nékH < In| + ]nkJrl —n|, de
donde sacamos que [nitt —n| > n(kﬂ) —|n| y ng (kDo _ In| > (nf™ —n)® puesto

que anades mas términos a la resta.

Ahora bien, como n > nlg

(e} « 1 (e}
In| > n(()kﬂ) — (!t —p)e = n(()kﬂ) (1 — (1 — —>a> C'n ("“’Ll) > C'n?,
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(0%
siendo C' = (1 — (1 — n—lo) ) > (. Igual que hicimos antes, hemos llegado a que
In| > C'n®

y como hemos tomado un ntimero arbitrario n, podemos tomar un ntmero de la

forma n?V.

’nN ’ > C'nNe.
Tomamos raices N-ésimas
In| > ¥/ C'n®
y cuando N — 0o, V€’ — 1. Luego, llegamos a que
In| > n®.

Como hemos visto, se cumplen ambas desigualdades, es decir, se cumple que |[n| = n®.

Por tanto, el valor absoluto | | es equivalente al valor absoluto usual co-4dico | |sc.

Supongamos ahora que | | es un valor absoluto no arquimediano. En este caso, vere-
mos que este valor absoluto | | es equivalente al valor absoluto p-adico | |,. Por ser
no arquimediano, tenemos que |n| < 1 para todo n € Z.

Como | | es un valor absoluto no trivial, existe ng € Z entero méas pequeno tal que
‘TLO| < 1.

Lo primero que vamos a ver es que ng es primo.

Supongamos que ng = a- b, con a,b < ng y |ng| < 1. Esto no puede ocurrir, luego ng
es primo.

Tomamos por tanto ng = p, y vamos a ver que | | es equivalente al valor absoluto
p-adico.

El proximo paso es ver que si n € Z no es divisible por p, entonces |n| = 1. Si

dividimos n por p, podemos escribir n como sigue
n=rp+s,

con 0 < s < pyr € Z. Como p es el entero méas pequeno tal que [p| < 1 por
construccion, tenemos que |s| = 1. También tenemos que |rp| < 1, porque |r| <1 (ya
que | | es no arquimediano). Como | | es no arquimediano, se sigue que |n| = 1.

Por ultimo, dado cualquier n € Z, el cual podemos escribirlo como n = pn’ con
p1n’. Entonces

n| = [p|"In'| = |p]" = ™",

donde ¢ = |p|~! > 1. Por tanto, hemos probado que | | es equivalente al valor absoluto

p-adico.
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O

Este teorema es la principal razén por la cual pensamos en el valor absoluto usual | |
(o la inclusion de cuerpos de la que proviene Q < R) como un tipo de elemento “primo”
de Q. Sin embargo, no hay que olvidar que lo mas importante que dice el teorema es que

todo valor absoluto de QQ esta asociado a un primo p que puede ser finito o infinito.

Proposicion 3.5. (Formula del Producto) Para cualquier x € Q*, tenemos que

H |$’p = ]-a

p<oo

donde p < oo significa que cogemos el producto de todos los primos de Q incluyendo el

“primo en el infinito”.

Demostracion. Esté claro que solo lo tenemos que probar para los enteros positivos x. Sea
x un entero positivo, el cual podemos factorizar como producto de primos, es decir, lo

expresamos de la siguiente forma: x = p{* - p5? - - - p;*. Entonces tenemos

|x|q: 1 SlQTpla
@)y, =p; * parai=1.2,....k,

|%loo = pi* - P51y

Por tanto, el producto de los tres tipos de valores absolutos nos da 1, ya que en el primer

caso es igual a 1 y en los siguientes se van anulando uno a uno para ¢ =1,2,...,k. O

Esta Formula del Producto nos muestra una relacién entre los diferentes valores ab-
solutos de Q. Esto nos permite saber cuanto vale el valor absoluto de un nimero z € Q
siempre que tengamos el valor de todos los restantes elementos. Esto es muy importante
en numerosas aplicaciones. Esto ultimo, también funciona con cada una de las inclusiones
sobre las que se define cada uno de los valores absolutos que tenemos en Q, es decir, para
cada primo p, tenemos un valor absoluto, y para cada valor absoluto, tenemos una inclusién
de cuerpos. Aun asi, para definir esto de una forma més formal, tenemos que trabajar en

diferentes extensiones de Q.

3.2. Completaciones

En esta seccion, vamos a construir los diferentes cuerpos p-adicos Q,. Un factor que
debemos tener en cuenta a la hora de construir estos cuerpos, es que todos los valores abso-
lutos que tenemos en Q son igual de importantes. Antes de empezar a construirlos, vamos a

mencionar una serie de conceptos topolégicos que seran importantes para la construccion.
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Definicién 3.6. Sea K un cuerpo arbitrario y | | un valor absoluto en K.

(1) Se dice que una sucesion de elementos x, € K es una sucesion de Cauchy si para

todo € > 0, existe un M tal que |x,, — x,,| < € para todo m,n > M.

(11) Se dice que el cuerpo K es un cuerpo completo respecto a | | si toda sucesion de

Cauchy de elementos de K tiene limite.

(111) Se dice que un subconjunto S C K es un subconjunto denso en K si para todo
elemento de K y para toda bola abierta con centro los elementos de K, contiene un

elemento de S. Es decir, si para todo z € K y todo € > 0 tenemos

B(z,e)NS #0.

Antes de seguir, vamos a ver un par de ejemplos de sucesiones de Cauchy.

Ejemplo 3.7 ([1]). Consideremos la sucesion a,, = 1 4+ p + p? 4+ --- + p" L. Veamos si es
una sucesion de Cauchy
|ani = anlp = [L+p+p* 4+ " = (Lt p+p® -+ "))
_ ‘pn +pn+1 4. +pn+k—1|p _ ‘pn(l +p+p2 4. —|—pk_1)‘
1
n

:pi :7_

p

Para cada ¢ > 0, escogemos un M para el cual p™ > 1/¢, por lo que si n > M, tenemos
que

1
lantk — an| < p—M <e.

Por lo tanto, (ay) es una sucesion de Cauchy. De hecho, esta sucesion tiene limite respecto

de | |. Cogemos a = ﬁ € Q, luego a, = %, por lo tanto

n

’ :p_ = —.
p

an

= 1E
I-plp Ip—1
Luego, para € > 0, tenemos que

1
ap — ——

- <e€
1—p‘p

(»)

siempre que n > M como antes. Escribiremos lim; .~ para referirnos al limite de la

sucesion. En este caso tenemos que

1

() 5 ,
lim 14+p+p*°+---+p" )= —.
n—00 1—p
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La razén por la que hemos definido estos conceptos es que para el valor absoluto
arquimediano | |, tenemos que existe una inclusion Q < R de Q en el cuerpo R, y que

tiene las siguientes propiedades:
« el valor absoluto | |« se extiende a R;
e R es un cuerpo completo respecto a la métrica dada por el valor absoluto | | ;
e Q es denso en R.

Todas estas propiedades anteriores se pueden resumir diciendo que el cuerpo R es una
completacion de Q respecto al valor absoluto | |s. De hecho, R es el cuerpo més pequeno
que contiene a QQ y que es completacion de él respecto a este valor absoluto. Esto es
asi porque, cualquier cuerpo en estas condiciones tiene que incluir el limite de cualquier
sucesion de Cauchy de elementos de QQ, y como Q es denso en R, cualquier elemento de R
es limite de una sucesion de Cauchy.

En esta seccién intentaremos construir para cada uno de los valores absolutos de (Q una
completacion, de la misma forma que hicimos para el valor absoluto | |~. Esta completacion
serd parecida a la que hemos hecho con R. Queremos ver que para cada primo p, existe
un cuerpo en el cual podemos extender su valor absoluto p-adico, y este cuerpo sera una
completaciéon respecto a este valor absoluto, y en el cual Q es denso.

A partir de ahora, consideraremos | | = | |, como el valor absoluto p-adico para algin
primo p. Lo primero en lo que nos tenemos que fijar es que la caracterizacién de las

sucesiones de Cauchy en un valor absoluto no arquimediano es mas sencilla.

Lema 3.8. Una sucesion (x,) de nimeros racionales es una sucesion de Cauchy respecto

a un valor absoluto no arquimediano | | si y solo si se cumple que

nh_}ngo |Tnt1 — xn| = 0.

Demostracion. Sim = n+r > n, tenemos que

|xm - xn| = |$n+r — Tptr—1 T Tpgr—1 — Tngr—2+ -+ Tpy1 — xn’
< méX{‘xn—i-r - JUn-H“—l‘v |$n+r—1 - xn+r—2|7 sy |xn+l - xn|}
Esta dltima desigualdad se debe a que es valor absoluto es no arquimediano. Una vez

calculado el maximo y aplicando limites en ambos lados, llegamos a que lim,, o0 |Zp4+1 —

x| = 0, como queriamos probar. O

Esta tltima caracterizacion de las sucesiones de Cauchy solo funciona cuando el valor

absoluto que consideramos es no arquimediano.
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Lema 3.9. El cuerpo Q de los nimeros racionales no es completo respecto a cualquiera de

sus valores absolutos no triviales.

Demostracion. Por el teorema de Ostrowski, tenemos que ver que QQ no es completo res-
pecto a ningun valor absoluto | |, para p < oo.

Para el caso de | |, consideramos la sucesion x,, 11 = %+ ﬁ paran > 1y xy = 2. Veamos
que el limite de esta sucesion es v/2.

Aplicando la desigualdad de media aritmética y geométrica %ﬂ/ > /Ty, tenemos que

2
= — - = N> —_— = 2'
Tn+1 9 + T 9 Z A Tn n \f

Por otro lado, como ,, es un namero racional, tenemos que z,, > v/2. De aqui se sigue que

1 1
Ty > V2= — < —.

T /2

Multiplicando esta tltima por 2, mantenemos el sentido de la desigualdad y llegamos a que
2

2
— <=2,
L, \/i

y asi tenemos que % < /2. Entonces
Ty + Ty > Ty + V2

de donde, despejando, se obtiene

Tn + V2
Ty > ————.
2
Asi, tenemos que
2
Tn+ - 2
"2 In <$"J;\[<xn

con lo cual hemos visto que x,+1 < Ty, es decir, tenemos una funciéon mondtona decreciente

Tp+1 =

y acotada inferiormente, luego es convergente. De aqui deducimos que el limite de esta
sucesion de ntimeros racionales es v/2, y v/2 ¢ Q, con lo cual Q no es completo respecto a
este valor absoluto.

Tomamos ahora | | = | |, para algtin primo p. Tenemos que construir una sucesion en Q
cuyo limite no esté en Q. Necesitamos encontrar una sucesion de soluciones modulo p™ de
una ecuaciéon que no tiene soluciones en Q.

Consideremos ahora p # 2. Tomamos un entero a € Z tal que

e a no es un cuadrado en Q;
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e p no divide a a;

e a es un residuo cuadratico modulo p, es decir, la congruencia X2 = a (mdéd p) tiene

solucioén.

Tomamos cualquier cuadrado en Z y le anadimos un multiplo de p para encontrar un a.

Ahora podemos construir de la siguiente forma una sucesién de Cauchy respecto de | |,:

o cogemos cualquier solucién xg tal que x% = a (méd p);

o tomamos 71 tal que z1 = 79 (méd p) y 23 = a (mdd p?);
e en general, tomamos x,, tal que

Tp = Tn—1 (méd pn)

22 = a (méd p"t).

Tenemos que ver si esta sucesion es de Cauchy, luego
1 —(n+1
[@nt1 — @a| = AP < pm Y 0,

lo cual muestra utilizando el Lema [3.8] que es una sucesion de Cauchy. Por otro lado,

tenemos que

o —a| = [pp" | < p~ D 0,

por lo que el limite, de existir, tiene que ser la raiz cuadrada de a. Pero como a no es un
cuadrado, no puede existir limite.

Por tanto, Q no es completo respecto a | |,.

Para el caso p = 2, hacemos lo mismo que en el caso de p # 2, pero en este caso tomamos
raices cubicas en lugar de raices cuadradas, es decir, tomamos a de tal forma que no es un
cubo en Q, y que la congruencia X® = a (méd 2) tiene soluciéon. Y realizamos el mismo
proceso que en el otro caso.

Por tanto, hemos probado que Q no es completo respecto a ningtn valor absoluto | |, para

p < 00. O

Luego como Q no es completo, hay que construirle una completacién, es decir, tene-
mos que anadirle todos los limites de todas las sucesiones de Cauchy. Para ello, primero

definiremos una serie de conceptos:
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Definicion 3.10. Sea | | = | |, un valor absoluto no arquimediano en Q. Denotamos por
C, 0 Cp(Q), para recalcar el valor de p y Q, al conjunto de todas las sucesiones de Cauchy

de elementos de Q:
C =Cp(Q) = {(xn) : (xy) es una sucesion de Cauchy respecto de | |,}.
Proposicion 3.11. C tiene estructura de anillo conmutativo con las operaciones

(zn) + (Yn) = (Tn + Yn),
(zn) * (Yn) = (TnYn)-

Demostracion. Probemos primero que (C,+,-) es un anillo. Para ello veremos una serie
de propiedades que nos definiran primero la existencia de un grupo, y posteriormente el

anillo.
1. Dados dos elementos (z,), (yn) € (C,+), su suma (z,,) + (yn) = (xn + yn) € (C,+).

2. La operacion + es asociativa, es decir, para todo (x,), (yn), (2n) € (C,+) se cumple

que
() + (Yn)) + (20) = (@ +yn) + (20) = (Tn + Yn + 2n)

- (xn) + (yn + Zn) = (1'71) + ((yn) + (Zn))

3. Existe un elemento neutro (0) para la suma, es decir, para todo (z,,) € (C,+), existe

un elemento neutro tal que
(@n) + (0) = (zn + 0) = (zn).

4. Existe un elemento simétrico para la suma, es decir, para todo (x,) € (C,+), existe

un elemento (—z,) € (C,+) tal que

Asi, (C,+) es un grupo.

5. La operacion + es conmutativa, es decir, para todo (x,), (y,) € (C,+), se cumple
que

(Zn) + (YUn) = (@n + Yn) = (Yn + Tn) = (Yn) + (T0).

Por tanto, (C,+) es un grupo conmutativo.
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. Dados dos elementos (zy,), (yn) € (C,+,-), su producto (z,) - (yn) = (Tn - yn) €

(Cy+,-).
La operacion - es asociativa, es decir, para todo (z,), (yn), (2n) € (C,+) se cumple que

((Tn) - (Yn)) - (2n) = (Tn - Yn) * (2n) = (Tn * Yn - 20)
= (zn) - (Yn - 2n) = (zn) - ((yn) - (2n))-

. Existe un elemento neutro para la operacion -, y este elemento es distinto que el

neutro para la operacion +. Asi, existe un elemento (1) tal que

() - (1) = (20 - 1) = (zn).

. La operacion - es distributiva respecto de +, es decir, para todo (xy,), (yn), (zn) €

(C,+, ), tenemos que

Tp - (Yn + 20) = (Tn - Yn) + (Tn - 20),
(Tn +Yn) - (2n) = (@0 20) + (Yn - 2n).

Por lo tanto, (C,+,-) es un anillo.
La operacion - es conmutativa, es decir, dados (), (yn) € (C,+,+) se cumple que
Por tanto, (C,+,-) es un anillo conmutativo, como queriamos probar.

O

Proposicion 3.12. El anillo C no es un cuerpo, puesto que no todos los elementos distintos

de cero son invertibles respecto a la sequnda operacion. De hecho, C contiene divisores de

cero, es decir, elementos distintos de cero cuyo producto es cero.

Puesto que queremos encontrar una completacion de Q, tenemos que ver si este anillo C

es un buen candidato, luego comprobaremos si este anillo contiene al cuerpo de los ntimeros

racionales Q. Para ver esto, nos llega con tomar un nimero cualquiera x € Q. La sucesién

Ty T, X, X, ...

es una sucesiéon de Cauchy. De hecho, la llamaremos la sucesion constante asociada a = y

la denotaremos por (z). Una vez vista la construccion de esta sucesion, podemos enunciar

el siguiente lema.
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Lema 3.13. La aplicacion que lleva al nimero racional x en su sucesion constante (x), es

decir, la aplicacion x — (x), induce la inclusion del cuerpo Q en el anillo C.

Demostracion. Es obvio por como hemos construido la sucesion constante (). O

A pesar de como hemos definido el anillo C, en él no se encuentran todos los limites
de todas las sucesiones de Cauchy. Y es que dos sucesiones de Cauchy diferentes cuyos
términos se aproximan méas y mas, deberian tener el mismo limite, pero estas sucesiones son
diferentes elementos de C. Una manera de solucionar este problema es pasar al cociente, es
decir, dos sucesiones diferentes que deberian tener el mismo limite, las pasamos al cociente
y las identificamos con un mismo elemento del cociente. De esta forma, son iguales. Veamos
como y por qué cocientamos a C. Es facil ver que los términos de dos sucesiones que deben
tener el mismo limite tienen que ser cada vez mas proximos, es decir, la diferencia de los
términos de las sucesiones tiende a cero. Asi, empezaremos definiendo el conjunto de las

sucesiones nulas, es decir las que tienden a cero.
Definicién 3.14. Definimos N C C como el ideal
N =A{(zn) : x — 0} = {(a:n) s lim x|, = O}
n—o0

de todas las sucesiones que tienden a cero respecto al valor absoluto | |,. A estas sucesiones

las llamaremos sucesiones nulas.

Ejemplo 3.15 ([1]). Consideramos el anillo Q y el valor absoluto p-adico | |,, tenemos
que a, = p". Luego

1
Ip"l, = — — 0 cuando n — oo

con lo cual, ll'mn_>oo(p ) an = 0. Por lo tanto, esta sucesién es nula respecto al valor absoluto

p-adico.

Ejemplo 3.16 ([I]). Tomamos a, = (1+p)?" — 1y consideramos el mismo valor absoluto

que en el ejemplo anterior. Luego, para n =1

aly = | +p)P - 1],

1) Qe Qe G

N R
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Esto pasa ya que para 1 < k < p — 1, tenemos que

Up <i> =1;

por tanto sacaremos de cada elemento un p? y por la definicién de valor absoluto p-adico,
obtendremos ese resultado.
Razonando de manera similar, tenemos que para n se cumple que

’an|P = pn+1 .

Vemos que cuando n — 00, |apl, — 0, luego esta sucesion es nula respecto al valor

absoluto p-adico.
Antes de seguir, veamos que N es un ideal de C.
= N es un subgrupo de C.

» Para todo elemento (z,) € C, el cual es una sucesion de Cauchy respecto de | |,, y
para todo elemento (y,) € N, el cual es una sucesion de Cauchy tal que y,, — 0,

tenemos que

(zn) - (yn) — 0,

es decir, que (z,,)(yn) € N.
Por tanto, N es un ideal de C.
Lema 3.17. N es un ideal mazimal de C.

Demostracion. Sea (z,) € C una sucesion de Cauchy que no tienda a cero (es decir, que
no pertenece a N), y sea Z el ideal generado por (x,) y N. Veremos que este ideal 7 es
todo C. Para ello, nos llega con ver que el elemento unidad (1) (la sucesién constante 1)
es un elemento de Z. Una vez visto esto, es obvio que Z es todo C porque cualquier ideal
que contenga el elemento unidad, tiene que ser igual al anillo entero. Como (z,,) no tiende
a cero y es una sucesion de Cauchy, su limite debe alejarse de cero, es decir, debe existir
un namero ¢ > 0 y un entero N tal que |z,| > ¢ > 0 si n > N. En particular, tenemos
que x,, # 0 para n > N, y podemos definir otra sucesion (y,) tomando z, = 0sin < N
Y Yn = 1/x, si n > N. Veamos ahora que esta nueva sucesion (y,) es una sucesion de

Cauchy. Esto es obvio puesto que si n > N, tenemos que

1 1

Tn41 Tn

_ ’xn—l-l _xn’ < ‘xn—s—l - xn‘ —.0
|Tpi12n| c ’

[Ynt1 — Yn| =
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lo cual demuestra que (y,,) € C porque | | es no arquimediano. Fijémonos ahora en que

0 sin<N,
€T =
n in 1 sin> N.

La sucesion producto (x,)(y,) tiene un nimero finito de ceros y estd seguida por un
numero infinito de unos. En particular, si restamos esta sucesion a la sucesiéon constante

(1), obtenemos

(1) - (xnyn) € N

Esto muestra que la sucesion constante (1) puede escribirse como un multiplo de (zy,)
més un elemento de NV, luego la sucesion unidad (1) pertenece al ideal Z, como querfamos

probar. O

Identificaremos sucesiones que difieren en elementos de Ny que deben tener el mismo
limite. Esto lo haremos cocientando el anillo C por el ideal maximal A/. Al cocientar un

anillo por un ideal maximal obtenemos un cuerpo.

Definiciéon 3.18. Definimos el cuerpo de los nimeros p-adicos como el cociente del anillo

C por su ideal maximal N y lo denotaremos por:
Qp=C/N.

Cabe destacar que dos sucesiones constantes diferentes nunca difieren en un elemento de
N (su diferencia es justamente otra sucesion constante). Asi, podemos definir la inclusiéon

de cuerpos
Q—=Q

tal que a cada x € QQ, le asociamos su clase de equivalencia de la sucesion constante ().
Si nos fijamos en lo que hemos obtenido hasta ahora, vemos que hemos construido

un cuerpo, en el cual Q estd incluido. Veamos ahora si este puede ser una completacion

del cuerpo de los nimeros racionales Q. Para ello, este debe de cumplir una serie de

propiedades:
o | |p extiende el cuerpo Q a Qy;

e Q, es un cuerpo completo respecto a la métrica dada por el valor absoluto p-adico

Hp;

o Q es denso en Q.

Lo primero que vamos a comprobar, es si el valor absoluto | |, extiende Q a Q,. Para ello,

enunciamos el siguiente lema.
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Lema 3.19. Sea (z,,) € C, (z5,) € N. La sucesion de nimeros reales |xy,|, es una sucesion

estacionaria, es decir, existe un nimero entero N tal que |z, |, = |Tm|, siempre que m,n >

N.

Demostracion. Como (x,,) es una sucesion de Cauchy que no tiende a cero, podemos tomar
un ¢ y un Ny tales que

n> Ny = |z, >c>0.

Por otra parte, también existe un entero No para el cual si
n,m > Ny = |z, — x| < c.

Como queremos que ambas condiciones se cumplan, tomamos N = max{Ny, Nao}. Asi

tenemos lo siguiente
n,m > N = |zy — Tp| < max{|zy|, |[Tm|},
lo cual nos da que |z,| = |x,,| por la propiedad no arquimediana. O]

Definicion 3.20. Si A es un elemento de Q, y (z,) es cualquier sucesién de Cauchy que

representa a A, definimos

IAlp = nh_{go |Z0|p-

Esto tiene sentido debido a que hemos definido @, como un cociente. Cada elemento
que pertenece a él se representa con una clase de equivalencia determinada, es decir con
una sucesiéon de Cauchy perteneciente a C y por una sucesiéon de Cauchy que pertenece a
N. Por eso, cuando pasamos a calcular [A|, con A € Q,, tiene sentido que sea igual al limite
cuando n tiende a infinito de la sucesién que representa a ese A y la otra sucesién se va a
cero. Por lo tanto, nos queda solo que |\, = limy, o ||y (en este caso, el representante
de X es la sucesion (z,,)).

Esta definicion |A|, = limy, o |25 |, no depende del representante elegido, es decir, en
lugar de tomar la sucesion (x,) como representante del elemento A € Q,, podemos tomar
la sucesion (), la cual es equivalente a (x,,), puesto que ambas estan en la misma clase
de equivalencia. Es decir, ambas tienen el mismo limite en el cociente, luego tenemos que

limy, o0 |20 |p = My o0 [Znp-
Proposicion 3.21. Sea X € Q,. Tenemos que |\|, =0 si y solo si A = 0.

Demostracion. Empecemos viendo que si |A|, = 0, entonces A = 0. Como ||, = 0, tenemos
que lim,,_, |z, |, = 0, y sabemos que (z,,) € C pero (z,,) ¢ N, luego (x,) es una sucesion

constante de ceros, y por tanto, A\ tiene que ser igual a cero.
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Si A = 0, tomamos como representante una sucesién que tiende a cero, es decir, to-
mamos una sucesion (zp) tal que lim, o |zy]p, = 0, y por definicién, se cumple que
|Alp = limy o0 |20 ]p, luego ||, = 0. O

Proposiciéon 3.22. La aplicacion

|lp: Qp — RT

A— Al
define un valor absoluto no arquimediano.

Demostracion. Es obvio puesto que | |, define un valor absoluto no arquimediano sobre Q

y tenemos que Q — Q,. O

Todo esto implica que hemos definido un valor absoluto en @, el cual extiende el valor
absoluto p-ddico en Q. Lo tnico que nos queda por ver es que el conjunto de valores

absolutos es el mismo en ambos cuerpos.

n

Proposicion 3.23. Para cualquier A € Q, con A # 0, existe unn € Z, tal que |\, = p~".

Dicho de otra forma, la imagen de Q por | |, es la misma que la de Q, por | |,.

Atn nos quedan por ver dos propiedades para afirmar que hemos obtenido una com-

pletacién de cuerpos.

Proposicién 3.24. La imagen de Q por la inclusion Q — Q,, es un subconjunto denso de

Q-

Demostracion. Tenemos que ver que cualquier bola abierta centrada en el elemento A € Q,
contiene un elemento (de la imagen) de @, es decir, una sucesion constante. Fijamos un
radio €. Tenemos que ver que existe una sucesion constante que pertenece a la bola abierta
B(\,¢).

Sea (x;,) una sucesion de Cauchy representando a A, y sea ¢’ un nimero méas pequenio que
e. Por la propiedad de Cauchy, existe un nimero N € N tal que |z, — x,,| < € cuando

n,m > N. Tomamos y = zy y consideramos la sucesion constante (y). Tenemos que
(y) € B(A¢e),

es decir, que |A —y| < e. Para ver esto, tenemos en cuenta que A — (y) es un representante

de la sucesion (z, —y), y que hemos definido

[z =yl = Hm |z, —y.
n—00
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Pero para cualquier n > N tenemos que
|Tp —y| = |on —an| <€
por lo que, al aplicar el limite, llegamos a que
lim |z, —y| <€ <e,
n—o0
con lo cual (y) pertenece a B(),¢), como queriamos demostrar. O

Proposicién 3.25. Sean x,y € Q,. Si x # y, entonces existe un nimero racional ¢ € Q

tal que |z — clp, < |z —ylp.

Demostracion. Como z,y € ), estos denotan a las clases de equivalencia de las sucesiones
(zr) € (yn), luego tenemos que = = [(x,)] € y = [(yn)]. Como (x,,) # (yn), tenemos que su
diferencia (x,, — yp) no es una sucesion de Cauchy equivalente a la sucesion nula. También
sabemos que [[(zn)] — [(y2)]l, = [[(zn —yn)]|, > 0, puesto que es igual a cero si y solo
si (zp — yn) = 0 por definicion de valor absoluto. Por tanto, existe un n € N tal que
|zn, — yn|p > € para todo n € N.

Por otro lado, para algin M € N, tenemos que |z, — o[, < § para todo n,m > M.
Cogemos ¢ = x4 Asi, paratodon > N+ M, [z, —clp < § ¥ [€n —Yn|p > §. Cambiando
el signo en la primera de las dos anteriores desigualdades, obtenemos que —|z,, —c|, > —5.
En particular,

g g
|$n_yn|p_|xn_0’p2€_§:§'

Luego tenemos que |z, — ¢|p < |25, — ynlp y por lo tanto, llegamos a que |z —¢|, < |z —ylp

como queriamos probar. O

Proposicién 3.26. Para todo p, el cuerpo Q, es completo respecto al valor absoluto p-ddico

| |p, es decir, toda sucesion de Cauchy en Q, converge a un elemento de Q.

Demostracion. Sea () una sucesion de Cauchy en Q. Si existen z € Q, y NV € N tales
que x, = x para todo n > N, ya tendriamos todo probado, ya que z,, — .
Supongamos entonces que no estamos en este caso. Para cada n € N, sea n’ € N el ltimo
natural tal que n’ > n y x,, # x,,. Por la Proposicion para cada n € N existe un
an € Q tal que |, — aplp < |Tn — Ty p.

Sea ¢ > 0, existe un N € N tal que |z, — 2|, < § para todo n,m > N. Por la desigualdad
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triangular, tenemos

An — mlp = |an — Ty + Tn, — Tey, + Ten, — A
<lan — $n|p + [zn — xm|p + [Zm — am,p
< |z — 2w lp + [0 — Tmlp + [T — T |

<5+5+5
Sz ¢
3 3 3

para todo n,m > N. Por lo tanto, (a,) es una sucesion de Cauchy formada por niimeros
racionales, es decir, (a,) € Q. Asi, como sabemos que Q — Q,, , tenemos que [(a,)] € @,
(la clase de equivalencia de la sucesion (ay,)).

Sea € > 0, existe un N € N tal que |z, — Zim|p < 5 ¥ [an — am|p < § para todo n,m > N.

)

En particular, [xx —an|, < § y también |ay —[(an)]|, < 5 (en esta dltima, consideramos

an como un elemento de Q).

Usando otra vez la desigualdad triangular, tenemos

|Zn — [(am)”p = |zn —zN + TN —an +ayn — [(am)”p
<|zn — xN’p +lrn — aN|p + lan — [(ammp

<t4+t4i-=c
373737

para todo n > N. Por lo tanto, hemos llegado a que |z, — [(am)]|, < € o, dicho de otra
forma, que x,, — [(am)] € Q.

Por lo tanto, Q, es completo respecto al valor absoluto p-adico | |, para todo p. O
Una vez visto todo esto, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.27. Para cada primo p € Z, existe un cuerpo Q, con un valor absoluto no

arquimediano | |,, tal que:

(1) existe una inclusion de cuerpos Q — Qp, y el valor absoluto inducido por | |, en Q

a través de esta inclusion es el valor absoluto p-ddico;
(11) la imagen de Q por esta inclusion es densa en Q, (respecto al valor absoluto | |p);

(111) Q, es completo respecto al valor absoluto | |p.

El cuerpo Q, satisfaciendo Y es unico salvo isomorfismos que conservan los

valores absolutos.

Demostracion. Lo tnico que nos falta para probar el teorema anterior es la unicidad. Para

ello, consideramos otro cuerpo K. Podemos pensar en la inclusion Q < K como una
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funcion definida en un subconjunto denso de @Q,. Como esta funcién tiene que conservar
los valores absolutos de cualquier elemento de Q, tiene que ser continua. Asi, cualquier
funcion continua definida en un subconjunto denso puede ser extendida tnicamente en el
cuerpo entero, por lo que tenemos una funcion Q, — K la cual es la tnica extension
continua de la inclusién de Q en K. Es facil ver ahora que es un isomorfismo que preserva

los valores absolutos, y es tinico por construccion. O

3.3. Explorando Q,

En esta seccién nos basaremos en las diferentes propiedades del cuerpo Q, mas que en

como hemos construido este cuerpo. Algunas de sus propiedades mas importantes seran:

» hay un valor absoluto | | = | [, en Qp, y Q, es completo respecto de este valor

absoluto;

» hay una inclusion Q — @Q, cuya imagen es densa en Q,,, y la restriccion del valor

absoluto | |, en la imagen de Q coincide con el valor absoluto p-adico;

= el conjunto de valores de Q y de Q, bajo | |, es el mismo, en concreto, los dos
conjuntos

{z € RY : 2 = |\|, para algtin A € Q}

{r € R : 2 = |\|, para algtin \ € Q,}
son ambos iguales al conjunto {p™ : n € Z} U {0} de potencias de p, junto con 0.

A partir de ahora, identificaremos Q como su imagen bajo la inclusiéon en @Q,, es decir,

pensaremos en Q como un subcuerpo de Q,.

Lema 3.28. Para cada x € Qp, x # 0, existe un entero n € Z tal que |x|, = p~".

Otra forma de decir esto es en términos de la valoracion p-adica.

Lema 3.29. Para cada x € Q,, x # 0, existe un entero vy(z) tal que |z|, = p~»@). En

otras palabras, la valoracion p-ddica se extiende a Qp.

Como hicimos antes, extendemos v, a todos los @, teniendo en cuenta que v,(0) = +o0.
Maés adelante, describiremos los elementos de Q, y podremos describir v, de una manera
mas precisa.

Ahora empezaremos a estudiar la estructura de Q,. Sabemos que es un cuerpo con
una valoracién no arquimediana, por lo tanto, podemos considerar su anillo de valoracién

correspondiente.



3.3. EXPLORANDO Qp 43

Definicion 3.30. El anillo de los enteros p-adicos es el anillo de valoracién
Ly =z €Qp:|z|p <1}

Como Z, es la bola cerrada unitaria con centro 0, sabemos que Z, es un conjunto

cerrado en @, ya que toda bola cerrada lo es.

Proposicién 3.31. El anillo Z, de los enteros p-ddicos es un anillo local cuyo ideal ma-

zimal es el ideal principal pZy, = {x € Qp : |z|, < 1}. Ademds:
(I) QHZPZZ(I,) = {% G@:p'fb},

11) La inclusion Z — 7, tiene una tmagen densa. En particular, dados x € Z, yn > 1,
P p
existe un o € Z,0 < a < p" — 1, tal que |z — a] < p™". El entero a con estas

propiedades es Unico.

(111) Para cualquiera x € Zy, existe una sucesion de Cauchy oy, convergente a x, que es

de la siguiente forma

=, € Z satisfaciendo que 0 < oy, < p" —1;

= para todo n tenemos que oy, = a1 (m6d p™t).

La sucesion (a,) con estas propiedades es tnica.

Demostracion. Muchas de estas propiedades se siguen directamente de cosas que ya hemos
probado. Para empezar, veamos que el anillo de valoracién Z, es un anillo local. Para ver

que el ideal valoracién esta generado por p, utilizamos el Lema [3.28
1 T

z]| <1l=|2| < — = |=| < 1=z € pZ,.
p p

Esto muestra que el ideal de valoracion esta contenido en pZ,, pero el ideal de valoracion

es un ideal maximal y pZ, # Z,. Veamos ahora las siguientes propiedades:

(1) Esté claro que se cumple, porque ya sabiamos que Zp) era el anillo de valoracion en

p)
Q correspondiente a la valoracién p-adica.

(11) Para ver esta segunda propiedad, elegimos un « € Z, y n > 1. Como Q es denso en

Qp, uno puede encontrar un a/b € Q suficientemente cerca de x tal que
a
)x—g‘ <p "<l

Lo que realmente tenemos que ver es que podemos elegir en realidad un entero. Pero

a
_ 9N
. b’}— ’

para a/b, tendremos
a .
] e
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lo cual nos dice que si a/b € Zp), tenemos que p 1 b. Ahora cabe recordar que por
los teoremas elementales de congruencias, si p 1 b, existe un entero & € 7Z tal que
b’ =1 (mé6d p™), lo cual implica que
a
5 - <r

y por supuesto que ab’ € Z. Por tltimo, tenemos que encontrar un entero entre 0
y p" — 1, pero este entero lo podemos tomar de la relaciéon entre las congruencias
moédulo potencias de p” y el valor absoluto p-adico. Tomamos a como el tnico entero
tal que

0<a<p'—1y a=ab (mdd p")

y esto nos da que |z —a| < p~", lo cual era lo que buscadbamos.

(111) Se sigue directamente de usando para ello la sucesiéon de enteros o, con n =
1,2,...

O

De esta proposiciéon podemos deducir un par de cosas importantes como que Z, es la
completacion de Z respecto al valor absoluto p-adico. También es importante la sucesiéon
que construimos para demostrar el dltimo apartado, puesto que dicha sucesién es una de

las “sucesiones coherentes” que vimos en el primer capitulo.

Corolario 3.32. Q, = Z,[1/p], es decir, para todo x € Q, existe un n > 0 tal que
p"x € Zy. La aplicacion Q, — Q, dada por x — px es un homeomorfismo, es decir, una

aplicacion continua con inversa también continua.

Demostracion. Si x € Qp, podemos calcular su valoracion vy(z). Si vp(x) > 0, entonces x

es también un elemento de Z,. Si no, v,(x) es negativo, y tenemos lo siguiente
vp(p~ ") = vy(x) + vy(w) = 0,

lo cual significa que p~»®)z Zy, como queriamos probar. Esa multiplicacion por p es un
homeomorfismo, lo cual es inmediato por el hecho de que las operaciones del cuerpo son

funciones continuas. O

La valoracion p-ddica v, puede ser extendida a Q,, porque para cualquier x € Q,, existe
un entero v,(z) tal que |z|, = p~Ur®@),

Uno de los aspectos més importantes de estos resultados es que la topologia de Q,
estd muy relacionada con la estructura algebraica de este cuerpo (multiplicacion por p,

subanillos). Por ejemplo, tenemos que para z,y € Q,, se cumple que

|z —y| <p ™ siysolosi z—y € pZ,.
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Corolario 3.33. Para cualquier n > 1, la sucesion
0= Zp 2= 2y = Z/)p"Z — 0
es exacta, siendo

Ly — L

xz+— p"ax,
y las aplicaciones son continuas (tomando en Z/p"Z la topologia discreta). En particular,
Zy/p" Ly = Lp"L.

Una sucesion

Ny NG

es exacta si la imagen de la aplicacion [ es igual al nicleo de la aplicacion g, es decir, si
Im(f) = Ker(g). Una sucesion de cinco términos como la de arriba es exacta si cumple las

siguientes propiedades:

» La aplicacion Z, — Z, dada por la multiplicacion por p" es inyectiva (su nicleo es

la imagen del cero, el cual es cero).
» Hay una aplicacion Z, — Z/p"Z que es sobreyectiva.

= Bl nicleo de esta aplicacion es la imagen de Zj, por la primera aplicacion, lo cual es
P" L.

Vamos a trabajar ahora con los elementos de @, de una manera diferente. Nos basamos
en la idea de que en un conjunto compacto cualquiera (como por ejemplo Q,), podemos
encontrar una sucesion de Cauchy convergente a un elemento en particular. Trabajaremos
con estos elementos como sucesiones coherentes y expansiones p-adicas.

Dado z € Z,, podemos encontrar una sucesion de Cauchy convergente a x. Esta sucesion

es coherente, es decir, verifica que
= ap, €7Z,con 0 < a, <p"—1;
" Qi1 = ap (méd p);

y converge a & porque |z — |, < p~". Tenemos que esta sucesion es tnica.
Supongamos ahora que existe esta sucesion («,,). La propiedad de coherencia hace que sea
una sucesién de Cauchy, porque |oy,+1 — ap|p < p~". Por lo tanto, tiene que converger a

algin elemento, el cual estara en Z, porque los diferentes o estdn en Z.
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Todo esto sugiere que podemos identificar los elementos de Z, con este tipo de suce-

siones. Denotaremos por m, a las proyecciones definidas de la siguiente manera

Tt Ly — Z[p"Z
x> mp(x) = ay, (méd p™)

T=ayg+ap+ap’+ -+ — mn(x) = (ap + a1p + asp® + -+ + an_lpnfl) méd p”.

Identificaremos a cada uno de estos conjuntos Z/p"Z como un anillo topolégico con la

topologia discreta. Consideramos ahora la aplicacion

Yn: Z)p"TZ — T/ T

a (méd p" ™) — a (méd p")

la cual reduce el médulo del primo p en una potencia. Nuestro objetivo es considerar el
producto de todos estos anillos, es decir, el anillo formando por las sucesiones () tales
que «,, € Z/p"ZL.

Antes de nada, introducimos un poco de notacién. Un elemento o € Q,, se puede escribir
de diferentes formas. En el Capitulo , lo escribiamos como av = »° a;p'. Sin embargo,

para realizar operaciones en estos cuerpos, serd més facil escribirlos de la siguiente forma:
a=...0;0;—-1...02a100.0_104_9...0_F
Para los enteros p-adicos en Z,, escribiremos
a=...0;Q;—-1...02a100

Proposicion 3.34. Si consideramos todas las aplicaciones proyectivas m, juntas, estas

definen una inclusion de la siguiente forma

p: Ly — [[ 2/p"Z

n>1

que considera Z, como un anillo topoldgico, y lo identifica con el subanillo cerrado [,,~, Z/p"Z
de sucesiones coherentes, es decir, las sucesiones (ay,) tales que ¥y (a) = an—1 para todo

n > 1.

Recordaremos ahora lo que es un diagrama de homomorfismos conmutativo. Esto ocurre

cuando los homomorfismos obtenidos siguiendo una ruta son los mismos que siguiendo otra.
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Por ejemplo, el siguiente diagrama

Z/p"Z.

es conmutativo, porque reducir modulo p™ es lo mismo que reducir modulo p™ ! y después
reducir médulo p”, por lo tanto, es lo mismo ir de Z a Z/p"Z que ir de Z a Z/p" ' Z y
después a Z/p"Z.
En resumen, para cada n, tenemos el siguiente conjunto de aplicaciones, tal y como vemos
en [7].
n+1 PYn n PYn—1 o 2 1
e — L") —— - — L)p° 7 — L] pZ.

Definiciéon 3.35 (|7]). El limite inverso (o limite proyectivo) de Z/p"Z (respecto de )

cuando m — o0 es
hin Z/p"Z = {(mn) € HZ/p"Z : Yn(Tpt1) = @, para todo n > 1}.

Es decir, un elemento (x,,) de lim Z/p"Z es una sucesion de elementos z,, € Z/p"Z y que
%
cumple que zp4+1 = x, (mdéd Z/p"7Z). Se llama limite inverso o proyectivo debido a que

tenemos sucesivos cocientes (o proyecciones) de cada uno de ellos.

Nos basamos ahora en [2]. La aplicacion
22y — lim Z/p"7Z
Ly — Um Z/p
es un isomorfismo. Juntando todas las proyecciones 7, y una vez definido el limite inverso,
podemos considerar el siguiente homomorfismo
Ly — lim Z/p"7Z
H
x +— (m(z), m2(x),...)
donde (71 (x), ma(z), . ..) representan cada una de las sucesiones definidas por cada una de
las proyecciones m; con ¢ = 1,2,... construidas anteriormente.
Reciprocamente, consideramos ahora una sucesion (1, z2,...) € lim Z/p"Z. Abusando
H

un poco de notacién, escribimos z, como el tnico entero tal que 0 < z,, < p"~! que es

congruente con x,, médulo p” y lo escribimos en base p:

—1
Tpn = ano + an 1P +-+ an,n—lpn
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acabando la sucesién en los términos de orden n — 1 ya que z,, < p™ por construccion. La
condicion x,41 = x, (mdéd p™) implica que ap41,; = apn,; para todo i € [0,n — 1]. Dicho
de otra forma, cuando fijamos i, la sucesion (ay ;) es constante y por lo tanto, converge a
algin a;. Tomamos:

o(x1,T2,...) =...0;...a2a100 € Zyp.
Definimos de esta forma la aplicacion ¢ : 1(111 ZL/p"Z — Zyp, la cual es por construccion la
aplicacién inversa por la derecha y por la izquierda de 7. Es decir, 7 y ¢ son isomorfismos

inversos uno de otro.

Por lo tanto, también podemos definir los enteros p-adicos de la siguiente forma:
Ly = 1<£n Z/p" 7.

Atn asi, trabajar con esta definicién de Z, resulta mas complicado. Por eso, definiremos
maéas adelante los enteros p-adicos de una forma més sencilla.

Seguimos ahora con la linea del libro [4]. Vamos a representar ahora los elementos de
Qp como “series de potencias de p”. Empezamos con el entero p-adico x € Z,. Existe una

sucesion coherente de enteros «y, convergente a x y tal que:
s o, =2 (méd p");
" a1 = ap (méd p't);
s < ap, <P — 1.

Para entender mejor como son los elementos an, los escribimos en base p. Una vez escritos
en esta base, es muy facil reducirlos médulo p™. Eliminamos todos sus elementos salvo los

altimos n digitos. Esto hace que la condicién de coherencia
Qpy1 = Qp (méd pn)

nos indique que los dltimos n digitos de ambos ntimeros son los mismos. Fijandonos en la

sucesion, lo que tenemos es lo siguiente

ap = bo, 0<bp<p-—1,
a1 = by + bip, 0<b <p-—1,
ag = by + bip + bap?, 0<b<p-—1,
ag = bo + bip + bap? + bsp®, 0<bs<p—1,

y asi sucesivamente. Juntando todo esto, obtenemos una expansion infinita

T =1bg+bip+bap® +bgp® + -+ bpp" + -+
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Para ver que la igualdad anterior se cumple, nos tenemos que asegurar de que estas series

convergen a x. Por eso, enunciamos el siguiente lema.

Lema 3.36. Dado cualquier x € Z,, las series
bo + b1p + bop? + bap® + -+ + byp™ + - -
obtenidas de la misma forma que arriba, convergen a x.

Demostracion. Sabemos que las series convergen a z si su sucesiéon de sumas parciales
converge a x. Pero las sumas parciales de nuestras series son exactamente las de a,,, las
cuales convergen a x, ya que las hemos cogido de esa forma. Asi, hemos probado que estas

series convergen a x. O

Corolario 3.37. Todo x € Z,, puede ser escrito de la forma
T=by+bip+bop>+bspd+ - Fbp 4,

con 0 <b; <p-—1, y estos coeficientes b; son unicos.

Demostracion. Ya hemos demostrado todo salvo la unicidad. Sabemos que los «; son

dnicos, y esto implica que los b,, también son Gnicos, puesto que son los elementos en base

p. O

Queremos hacer esto mismo con todos los elementos de Q,. Sabemos que son de la
forma y/p™ con y € Z,. Si desarrollamos y en serie de potencias de p y luego lo dividimos
por p™, obtenemos una serie en potencias de p donde algunas de estas potencias seran

negativas. Todo esto lo podemos enunciar de la siguiente forma.

Corolario 3.38. Todo x € Q, puede ser expresado como

x:b—nop_no+"'+bo+b1p+b2p2+~-+bnp”+--.

= Z bnp™,

n>-—ng

con0<b,<p—1y-—ng= vp(ac). Esta representacion es iunica.

Demostracion. Es obvio, ya que en su momento vimos la unicidad de los vy (z), y dijimos

que la funcién de estos se aproximaba al orden. O

Todo esto esta relacionado con los conceptos que vimos en el Capitulo [1} Vemos que
podemos relacionar un elemento de @, es decir, un nimero p-adico, con su expansion p-
adica. Los coeficientes b,, pueden ser tomados como representantes de las diferentes clases

modulo p. Los nimeros entre 0 y p — 1 son los diferentes representantes que tomamos.
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Proposicion 3.39 ([8]). Sea Z, el cuerpo de los nimeros p-ddicos.
1. Las unidades p-ddicas son
Zp={x €Zy:0#by€(Z/pZ)"}
={r €Zy:fafp =1},
siendo = by + byp + bap® + -+ + bpp" + - -
2. Los tunicos ideales de Z, distintos de cero son los ideales principales
PLy = {x € Ly : vp(x) > k},

siendo x = by p* + b1 PP + b pPt2 + - € Zy, con by, # 0, y k puede ser
negativo. En este caso, denotamos v,(z) = k y |z|, = p~*. Este orden serd nuestro

ng del corolario anterior.
3. Z es denso en Zy.

Demostracion. 1. Sea x una unidad. Luego

TE€l =l y —€ly =l <1y ’5’p§1<:>‘$|p:1'

2. Sea Z un ideal distinto de cero de Z,, y sea x un elemento de Z, con valoraciéon

minima vy(z) = k > 0. Por lo tanto, tenemos que
x=p"(bk + bpy1p + bpsap® + )
donde el segundo factor es una unidad. Esto implica que
aZ, = p*Z, C T.

Demostramos ahora que Z C kap, los cuales resultaran ser iguales, es decir, veremos
que Z = kap. Si Z no esté contenido en kap, luego existe un elemento en Z que no
estd en kap, pero ese elemento tiene que tener una valoracion (orden) més pequena

que k, lo cual no puede ser porque k es la minima valoraciéon. Por lo tanto, Z = p’“Zp.

3. Para ver que Z es denso en Z,, tenemos que ver que para todo elemento x € Z, y
todo € > 0, B(x,e) NZ es no vacio.

Tomamos = € Z, y € > 0. Existe un k suficientemente grande para el cual pF<e

Tomamos como & € Z al entero obtenido cortando la serie de = después de zj_1p* 1.

Luego

x— i =app" + wpapttt



3.3. EXPLORANDO Qp 51

implica que

lz— &, <p F<e

Por lo tanto, Z es denso en Z,.
O

Proposicién 3.40 ([3]). Sea z = (ay) = Y. b;ip* € Z,. Las condiciones siguientes son

equivalentes:

(1) x € U(Zy) siendo U(Zyp) el conjunto de unidades de Zy;

(1) pfaa;

(111) pt oy para todo k > 1;
(1v) by # 0.

Demostracion. Las condiciones [(11)J(111)| v [(1V)| son equivalentes ya que by = a9 = a1 =
a; (méd p) usando la sucesion coherente de enteros o, que hemos construido anteriormen-

te.

Si x es una unidad con inverso y = (3,), se cumple que zy = 1. Esto implica que
a1f81 =1 (méd p), con lo cual p 1t aj.

Suponemos ahora que p f a1 y por lo tanto p f oy para todo k > 1. Luego, para cada
k, existe un entero £, tal que apB; = 1 (méd pF). La sucesion (B;) es coherente porque
pi1Brp1 = 1 (m6d pF*1) v esto implica que apfr = 1 = apy1B8rp1 = arBry1 (méd p*),
utilizando que ag,1 = ay (méd p¥); por lo tanto Bry1 = B (méd p*). Luego, (Bx) repre-

senta a un entero p-adico y tal que xy = 1, y = es una unidad de Z,. O
Proposicion 3.41 ([3]). Para x = (o) € Zp:

(1) ple<=z¢U(Zy) <= a1 =0 (mbd p) <= o, =0 (méd p) Vk > 1;

(1) paran > 1, p" | x <= a, =0 (méd p") <= o =0 (méd p") Vk > n.

Proposicion 3.42 ([3]). Z, es un DFU (dominio de factorizacion inica). El unico ele-
mento irreducible (primo) es p (y sus asociados).
Dicho de otra forma, todo elemento x € Z, distinto de cero se puede escribir de manera

inica como x = p™e donde m € Z y e € U(Zyp).

Demostracion. Sea x = (o) € Zy, distinto de cero. Luego existe k > 1 tal que oy, # 0 ( méd
p*). Sea n el indice mayor tal que a,, = 0 (méd p*), con n = 0 si o Z 0 (méd p¥)
para todo k (este es el caso en el que x es una unidad, por la Proposicion [3.40). Por la
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Proposicion n es el entero méas grande tal que p™ | . Por lo tanto, z = p"e donde
p1e, con lo cual € es una unidad.

Para probar la unicidad, suponemos que z = p™n donde m > 0y n € U(Z,y). Sin pérdida
de generalidad, m > n. Ahora p™n = p"e, de donde tenemos que p"*~"n = . Como ¢ es
una unidad, no es divisible por p, con lo que m —n = 0 y en consecuencia m =ny 1 = €.
Por ultimo, vemos que p es irreducible en Z,. Factorizamos p = zy, con x = p™c e
y = p"n; luego p = p™*en con en el producto de dos unidades y por tanto, una unidad.
Por unicidad, tenemos que m +n = 1, con lo que uno de los dos m,n = 0 y también z o

y unidades. O

Ahora se puede entender por qué Z, y Q, son llamados objetos locales, especificamente,
anillos locales y cuerpos locales. Una expansion en serie de potencias o de Laurent de alguna
funcion f(z) alrededor de un punto pg sélo puede converger cerca de pg, aunque la funcion
pueda definirse (como una funcién meromorfa) en todos los puntos de C. Dado que una
serie de potencias no tiene sentido fuera de su radio de convergencia, las series de potencias
en general solo dan informacion local sobre las funciones f(x) (en concreto, cerca de py).
Del mismo modo, los elementos de Z, y Q, dardn informacién “local” acerca del primo

peP.

Z, es un dominio de factorizacion tnica y su cuerpo de fracciones es QQ,. El tnico
elemento irreducible (primo) en Z, es p.

Tenemos el siguiente diagrama

Z c Q
N N
Zy C Q
Sea Zpy =QNZy,={5€Q:pfb} ={x € Q|ordp(zx) >0}

Z C Z(p) cQ
N
Ly
Los elementos de Z,) = Z; N Q son los enteros p-adicos cuya sucesion de digitos es en
ultima estancia periddica (asi como los racionales son los ntimeros reales cuya expansion
decimal es en ultima estancia periodica).
Z es denso en Zp y Q es denso en Q.
Los ntimeros naturales son exactamente los enteros p-adicos con un ntmero finito de
digitos diferentes de 0. Los ntumeros enteros (estrictamente) negativos corresponden exac-

tamente a aquellos p-adicos cuyos digitos, excepto un nimero finito, son iguales a p — 1.
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3.4. Aritmética p-adica

Una vez vista la construcciéon de los niimeros p-adicos, es interesante ver como funcionan
las diferentes operaciones aritméticas entre estos nimeros. Para ello, veremos un par de
ejemplos de estas operaciones en distintos cuerpos.

Antes de nada, introducimos un poco de notaciéon. Un elemento o € Q,, se puede escribir
de diferentes formas. En el Capitulo , lo escribfamos como av =Y % a;p'. Sin embargo,

para realizar operaciones en estos cuerpos, serd més facil escribirlos de la siguiente forma:
a=...a;0;-1...02a100.0-14_9...0_F
Recordemos que para los enteros p-adicos en Zj, escribimos
a=...0q;0;—-1...02a100
Una vez visto esto, podemos ver un par de ejemplos:

(1) Adicién, sustraccion, multiplicacion y division en Q7. Algunos de estos ejemplos se

tomaron de los libros [3], [].

.23062414 ... 4653025
+ ... 1652332 + ...20656.41
.4261606 ...00516.66
. 4653025
- ...20656.41

.25540.54

Notese que —...20654.41 = ...46010.26 y restar ese niimero es lo mismo que sumarle

su opuesto. Luego, tenemos que

.46530.25
4+ ...46010. .26
...25540.54
i . 0 .
Notese que en general si a = Z a;p’, entonces —a = Z b;p', donde
i=k =k

bp=p—ag, bi=((p—-1)—a; si i>k
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. 263 . 23062414
X ... 154 X .1652332
. 445 .4615521
41 . 225065
2 3 . 25065
.455 .5521
.616
.63
.4
.4320301
..421 ... 153
—...1161 ...615
...230
—...153
..400

(11) Adicion, sustraccion, multiplicacion y division en Qs.

...0000341 ...0000341
+ ... 1111111 + ...44441014
.1112002 ...0000000
1111111
+ ...44441014
.1110220

Hagamos ahora una serie de operaciones distintas. Cogemos los ntimeros racionales

% y %, los calculamos en Q5 y los sumamos:

=---313131314. = 314.

[ G2 WOLN N )

= .--404040410. = 0410.
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. 3131314 = 314.
+ ... 4040410. = 0410.

..2222224 = 24

o

Pero

24. =4+2- 54524554+
=4410-(1+5+5>4+53+--.)
1

=44+10- ——
+ 1-5

Multipliquemos ahora % por %

=-.-313131314. = 314.

= -.-40404041. = 041.

S~ Wl N

1314
4041
13114
321
00

El resultado es igual a 3421024.0 = §.

_ O W O W e
SO N O = WO W

3
0
3
.1
. 0
1
0
2
0
3

421024

L

.. 2
Dividamos 5 por 15.

=---313131314. = 314.

= ---242424243. = 243.

E;"—‘oa\w

55
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...313131314. ...242424243.
—...333334. ... 13.
...4242430.
—...424243.
...000000

Efectivamente % entre 11—2 es8yenZs, 8=13=3+1-5.

Estas son algunas de las muchas operaciones aritméticas que se pueden realizar. Lo mas
importante de todos estos célculos es saber en todo momento el cuerpo en el que estamos
trabajando, puesto que un 4 no es lo mismo en Q3 que en Qs, y equivocarse en el calculo

de uno de estos elementos puede acarrear fallos en los pasos siguientes.

3.5. El Lema de Hensel

Continuamos basandonos en el libro [4]. El resultado que da nombre a esta seccion es
la propiedad algebraica més importante de los nimeros p-adicos. También es fundamental
este resultado para otros cuerpos como Q,, el cual es completo respecto a una valoracién
no arquimediana. Este lema nos ayuda a saber si un polinomio tiene raices en Z,. Se basa
en aproximar raices de un polinomio, y ver que verifican la condicién para la derivada del

polinomio.

Teorema 3.43 ([4]). (Lema de Hensel) Sea F(X) = ap + a1 X + asX? + -+ + a, X™ un
polinomio cuyos coeficientes estdn en Z,. Suponemos que existe un tnico entero p-ddico
a1 € Zyp tal que

F(on) =0 (méd pZy)

F'(a1) # 0 (méd pZy),

donde F'(X) es la derivada de F(X). Entonces existe un entero p-ddico o € Zy, tal que
a =y (méd pZ,) y F(a) = 0.

Una aplicaciéon muy importante del Lema de Hensel es encontrar las raices de la unidad
en Q,. Recordemos que un elemento ¢ de un cuerpo es una raiz m-ésima de la unidad si
¢™ =1, y es una raiz primitiva m-ésima si (" # 1 para 0 < n < m. En R, solo hay dos

raices de la unidad, 1 y —1.
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Para aplicar el Lema de Hensel, necesitamos un polinomio y su derivada. Como es-
tamos buscando raices de la unidad, consideramos F(X) = X™ — 1 y su derivada es
F'(X) = mX™ L. Para aplicar el Lema de Hensel, calculamos el valor de A\ en F'(X), y
obtenemos que F'(\) = mA™~!. F'()\) es congruente a cero médulo p si p divide a m o si
divide a A\ (en este caso, A no serd una raiz aproximada de F'(X)). Por eso en la segunda
condicién del lema se pide que m no sea divisible por p. Para la primera condicién, nece-

sitamos encontrar una raiz aproximada.

Definicién 3.44. Sean g(X) y h(X) polinomios en Z,[X] y sean §(X) y h(X) € F,[X]

los polinomios obtenidos de reducir los coeficientes modulo p. Diremos que g(X) y h(X)

son primos relativos modulo p si ged(g,h) = 1 en Fp[X], o equivalentemente, si existen
polinomios a(X), b(X) € Zpy[X] tales que

a(X)g(X) + b(X)h(X) =1 (méd p);

donde entendemos la relacién de congruencia de los polinomios elemento a elemento, es
decir, dos polinomios son congruentes médulo p si cada coeficiente de uno de ellos es

congruente médulo p con el correspondiente coeficiente del otro polinomio.

Teorema 3.45. (Sequnda forma del Lema de Hensel) Sea f(X) € Zp[X] un polinomio con
coeficientes en Z,. Entonces, existen polinomios g1(X), h1(X) € Zy[X] tales que

(1) g1(X) es mdnico;

(1) g1(X) y h1(X) son primos relativos médulo p;
(1) f(X)=g1(X)h1(X) (méd p) (coeficiente a coeficiente).
Entonces existen polinomios g(X), h(X) € Z,[X] tales que

(1) g(X) es monico;

(1) 9(X) = gu(X) (m6d p) y h(X) = by (X) (m6d p);

(i) £(X) = g(X)h(X).

3.6. Local y globalmente

Una de las consecuencias del Lema de Hensel es que podemos encontrar raices de poli-
nomios con coeficientes enteros. No es dificil ver que un polinomio tiene raices en Zj,, para

ello basta ver si el polinomio tiene raices médulo p. Lo mismo pasa con R, donde podemos
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encontrar raices de manera sencilla, ya que un polinomio puede tener signos opuestos en

dos puntos x1 y 2, luego debera existir una raiz entre estos dos valores.

Encontrar raices en QQ resulta mas interesante, pues si estas estan en QQ, también estan
en Ry en Q, para todo p < co. Entonces, como toda raiz en Q tiene que estar en Qp, no
pueden existir raices racionales si para algin p < co no existen raices p-adicas.

Para estudiar la existencia o no de estas raices, nos basamos en la analogia de Hensel, la
cual enunciaba que los cuerpos p-addicos eran equivalentes a los cuerpos de las series de
Laurent, y que el estudio de estos elementos nos daba informacién local.

Por ultimo, cabe destacar el hecho de que las raices de Q son también raices de Q, para
todo p significa que una raiz “global” es a su vez “local” para cada p. El proceso inverso
implicarfa que una raiz “local” puede dar lugar a una raiz “global”. Por consiguiente, jun-
tando la informacion local para todo p < oo obtenemos informacién global.

Un ejemplo muy interesante son las ecuaciones diofanticas, para las cuales tenemos que bus-
car soluciones en Q, o al menos decidir la existencia de alguna. La ecuacion X2+Y?2+22 =0
solo tiene la solucién trivial X =Y = Z = 0 en R. Por tanto, puesto que cualquier otra

solucion en Q también estd en R podemos concluir que no existen raices en Q.

Existe una estrecha relaciéon entre las propiedades locales y las globales. Si una solucién
es global, es decir, estd en QQ, entonces también existen soluciones locales para todos los
primos. Sin embargo, que la falta de soluciones globales implique la falta de soluciones
locales es mas dificil de demostrar.

Principio Local-Global: La existencia o no de soluciones en Q (globales) de una ecuacion
diofdantica puede conocerse estudiando, para cada p < 00, las soluciones de la ecuacion en
Qp (locales).

Cabe destacar que en ninguin caso, hemos afirmado que una ecuacién tiene soluciones en
Q si y solo si tiene soluciones en todos los Q. Este principio resulta fundamental para el

siguiente resultado.

Teorema 3.46 ([9]). (Hasse-Minkowski) Sea la forma cuadrdtica
F(X1,Xs,...,X,) € QX1, Xo,...,X,]
que resulta ser un polinomio homogéneo de grado 2 en n variables. Entonces, la ecuacion
F(X1,Xs,...,X,)=0

tiene soluciones no triviales en Q si y solo si tiene soluciones no triviales en Q, para cada

p < 0.
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Definicion 3.47. Se dice que dos niimeros enteros son primos relativos si no tienen ningtn

factor primo en comin o, equivalentemente, si no existe otro divisor distinto de 1 y —1.

Enunciamos ahora la proposiciéon que recoge todos los posibles casos que se pueden

estudiar para saber si una ecuacién tiene o no soluciones.

Proposicion 3.48. Sean a,b y c tres enteros primos relativos libres de cuadrados. La

ecuacion

aX?+bY?+cZ?=0
tiene soluciones no triviales en Q si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) a, b y ¢ no son todos positivos o todos negativos;

(11) para cada primo distinto de 2 divisor de a, existe un nimero entero r € Z tal que

b+1r2c =0 (méd p) y, andlogamente para todos los primos distintos de 2 divisores

de b y c;
(111) sia, b y c son distintos de 2, entonces la suma de dos de ellos es divisible por 4;

(V) si a = 2, se tiene que b+ ¢ o a+ b+ ¢ es divisible por 8 y, andlogamente para los

casosb=2 yc=2.
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