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Abstract

Foundational studies in mathematical area are very interesting from a logical
point of view and its results can have some influences in logic. At the same time one
could obtain concepts from logic that give new foundations to some piece of mathe-
matics. This is the case of non standard analysis, whose founder A. Robinson took
model theory methods.

Making use of higher order logic and model theory it is possible to define certain
numbers called infinitesimal, which are the base for non standard analysis and are
successful to differential and integral calculus. So the instrumental nature of logic
is emphasized, provided logic is not only first order logic, what we must take on
account in order to settle a philosophy of logic and mathematic. Logicist and for-
malistic attitudes would have to be revisited because of that, since it is not easy to
give a demarcation criterion between logic and mathematic, and the formal studies
in mathematic can lead to another philosophical point of view.

1. Introduccion

Uno de los resultados de la construccién de modelos no estdndar para nimeros,
con los métodos propios de la teoria de modelos, es lo que se conoce como andlisis
no estdndar. A partir de Robinson [6], como él mismo indica en el prefacio de su
obra, «los conceptos y métodos de la Logica Matemética contemporanea estan en
condiciones de proporcionar un sistema adecuado para el desarrollo del Célculo
Diferencial e Integral». Esto significa un nuevo enfoque en relacién con la funda-
mentacién del andlisis y, en funcion de los éxitos obtenidos, nuevos elementos para
el estudio de los problemas de fundamentos y de la filosofia de la matemética en
general. En efecto, el desarrollo de este tipo de caleulo a partir de nociones —como
infinitésimo— perfectamente establecidas, sugiere un desplazamiento de atencién
hacia estructuras que no son las cldsicas (estdndar) de la teoria de niimeros.
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2. Légica y matemdticas

Diversos conceptos deben ser fijados minimamente. Logica matematica es la
denominacién que se da a la 16gica cuando ésta se aplica en la investigacién mate-
miética. En este sentido, hay l6gicas que no ofrecen un interés particular para el
trabajo matemético, entre las que se-cuentan, por ejemplo, las 16gicas de la rele-
"~ vancia, logicas paraconsistentes, etc., mientras que algunas logicas especiales estén
cada vez més presentes en el amb1t0 de dichas investigaciones; a este grupo perte-
necen las ldgicas de orden superior, 16gicas modales, logicas temporales, etc.

* En la actualidad carece de sentido mantener una actitud puramente intuicionista,
formalista o logicista, por lo que respecta a los problemas de fundamentos, puesto
que el ambito donde se plantean no esté limitado por la existencia de paradojas no
resueltas; se trata, en muchos casos, de establecer una base s6lida a las propias
teorias con objeto de impedir un replanteamiento de los viejos problemas. Bien es
verdad que apareceran otros que habremos de considerar fundamentales: progra-
‘macién lc’)gica verificacién de programas, etc., aquéllos, en suma, que se relacionan
con las ciencias de la computacién. Tanto si la filosofia de la matemadtica es més que
fundamentos como si los limites de éstos se amplian, no habra dificultad en admitir
como partes de la l6gica ~que se integran, de hecho, en la logica (especial) de la
matemética— la teorfa de modelos, teoria de conjuntos (como soporte de la semén-
tica), métodos de prueba, etc..

Desde un punto de vista contrario al sostenido por el logicismo, podemos decir
que la matemética no es légica desarrollada y serd posible establecer un criterio de
- demarcacién entre ambas. Sin'embargo, fijar un criterio tal no es tarea facil. Si se

piensa en algunos principios, rechazados como 16gicos y admitidos como exclusiva-
mente matematlcos ¢Por qué se adoptan con un caridcter tan general que en la
" practica se les usa como ldgicos?; asi vendria ser la aceptacién del axioma de
“eleccibén.
En cualquier caso, aqui entenderemos como actitudes logicista y formalista, res-
pectivamencte, considerar la inexistencia de criterio de demarcacién y tomar como
objeto de reflexion —del estudio metateorético, por tanto— sistemas formales.

3. Hacia una nocién de infinitésime

Robinson [6] parte de una logica de orden superior para llegar a la definicion
de infinitésimo. En concreto, el lenguaje formal es un lenguaje de teoria de los tipos
que consta de los usuales simbolos logicos y simbolos para constates y variables
predicativas y funcionales de cada tipo, ademés de constantes y variables individua-
les de cada nivel. Del mayor interés son las estructuras de orden superior, para cuya
caracterizacién era necesario este tipo de lenguajes. Las notas del concepto de
modelo (de orden superior), también se pueden obtener a través de una generali-
zaci6n de las nociones correspondientes a la teoria (de primer orden) sistematizada
por Chang y Keisler [2]. Esquematicamente, un modelo de orden supe-ior tiene la
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forma' M = < (Do, D1,...), I >, donde:

1) D¢ es un dominio no vacio, Dg = O, :

2) Dn+1 € P (Dn) y Dn+1 # &, para cada n = 0, —donde P(Dr) representa
partes de Dn—

3) 3 es una funcién con dominio en ¢l lenguaje y rango en (Dg, D1,...) definida
de acuerdo con las cldusulas:

i) Si @ es una constante individual de nivel n, 3(a) € D,

ii) Si R es una constante de predicado de tipo (i1, ... ,ik), entonces J(R) € Dis
X ... X Dig ~donde «X» se usa para indicar producto cartesiano—,

iii) Si f es un sfmbolo de funcion de tipo (i1, ..., ik, ), entonces I(f) se define
de Di1 X ... X Dik en Dm..

Un modelo M es estdndar siy s6lo si Dn+1 = P (Dn), para todo n tal que n =
1. M es un modelo comprehensivo si y s6lo si M satisface los axionas de compre-
hensién; es decir, las instancias del siguiente esquema de férmulas: V X Ayit ... ¥in
<), donde ¢ es una férmula en la que X no ocurre libre, yij es una variable de tipo
ij, para todo j < n, y 4 una variable de tipo (i1, .., in), para n = 1. Segiin estas
caracterizaciones, todos los modelos estdndar son comprehensivos, pero cabe espe-
rar que haya algiin modelo comprehensivo que no sea estandar. En efecto, siguiendo
los métodos de Henkin [3b], tomando como punto de partida un sistema de célculo
con estos axiomas, se puede definir un modelo comprehesivo tal que Do tenga la
misma cardinalidad que el conjunto de los nimeros naturales, Dp+1 —paran = 1-
tenga los miembros definibles mediane fé6rmulas y, puesto que el niimero de éstas
es a lo sumo infinito enumerable, Dn+1 # P(Dn).

Dichos métodos estan basados en Henkin [3a], donde se establece la completud
de la légica de primer orden, para lo cual se presenta un modelo de primer orden
construido desde un sistema de célculo formal. Introduciendo las necesarias modi-
ficaciones, se llega a la obtencién de modelos de orden superior, al margen de que
los mismos puedan ser descritos usando otros procedimientos.

El denominado teorema de compacidad se cumple en estos modelos. Es decir,
dado un conjunto I' de férmulas del lenguaje de orden superior, si cada subconjunto
finito de T’ tiene un modelo comprehensivo,entonces I' tiene un modelo compre-
hensivo. Robinson [6] establece una versién que denomina principio de finitud * que
le permite probar que para cualquier conjunto estratificado de sentencias del lenguaje
de orden superior, si tal conjunto es consistente, entonces su extension también lo es.
Por conjunto estratificado de sentencias hay que entender un conjunto de sentencias
cada una de las cuales esté estratificada en ¢l sentido de la teorfa de los tipos —cada
variable (o constante) ocurre en lugares del mismo tipo—. La nocién de extension
requiere una mayor explicacién, a la que procedemos a continuacién.

L Cfr. P. Smith [7].
% Cambiando tener un modelo por ser consistente: Si cada subconjunto finito es consistente, entonces
T es consistente.
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Dado un conjunto X de sentencias estratificadas del lenguaje de orden superior,
seay el conjunto de las constantes que ocurren en 2. Sea ¢7 (g, x, y) una férmula
de tipo 7 en la cual ocurren g, x, € y, tales que @ € y, x € § e y es una variable (son
de un tipo determinado) y { C y. Supongamos que a es diddica y ¢ es el conjunto
de elementos x de x tales que X |-V ypr (g, x, y) —¢l signo |-representa la dedu-
cibilidad (en un célculo determinado) de la expresién anotada a la izquierda desde
la anotada a la derecha del mismo—. Sean los conjuntos finitos {x1, ....x»} C &; s6lo
si para cada uno de estos subconjuntos se verifica que £ |-V'y (o7 (a4, x1, ) A ot
(a, x2¥) A ... A oT (a,xn,y)), se denomina relacién concurrente. Para cada relacion
concurrente ¢ fomamos una constante ¢z a condicién de que cq & y y definimos el
conjunto de sentencias 2g4:

Za = aef. {97 (4 x ca): a es concurrente, ca & x y x € {}, siendo =k la unién
de estos conjuntos. El conjunto £ U X se denomina extension de Z°.

A partir de un modelo estandar M que satisfaga un conjunto de sentencias
(podemos referirnos a un «céalculo» determinado), de acuerdo con el teorema de
compacidad, cabe considerar el modelo comprehensivo M +, que no es estandar y
también satisface dicho conjunto. Ampliando M * para que satisfaga una extensién
de tal conjunto de férmulas, se habrd obtenido un nuevo modelo = M. Este nuevo
modelo es tal que tendrd mas individuos en determinados niveles’; es decir, para
cadak = 0, » D tendrd una cardinalidad igual o superior a Dk, como se desprende
del hecho de haber contado con mas constantes en el lenguaje —tomadas para cada
relacién concurrente—, amplidndose también el rango de la funcién I que define el
modelo.

Una ampliacién en este sentido, tomando como modelo estandar inicial el de
los nlimeros reales, da lugar a un modelo no estdndar cuyo dominio base no es R
~los ntimeros reales—, sino * R. Teniendo en cuenta la nocién usual de valor absoluto
—lc| =csic =20, |c]| = ~csic <0, se puede establecer la nocién de infinit4simo:

Sea a E R; a es un infinitésimo siy slo si |a| < m para todo m positivo tal
que m € R

4. La l6gica como instrumento

La manera de obtener la nocién de infinitésimo constituye un alegato m4s contra
la formulacidn, con pretension de absoluta claridad, de un criterio de demarcacién
entre l6gica y mateméticas. Se pone de manifiesto, més bien, la estrecha relacién
entre ambas cuando se aborda un problema de fundamentos, la cual no tiene por
qué ser de subordinacién en alguna de las direcciones. El procedimiento seguido

3 Robinson [6] 2. 9, pp. 30-34.
4 Cuando sca necesario, haciendo uso de un lenguaje no elemental.
Por ejemplo, postulando que el conjunto de constantes individuales de determinado nivel tiene el
mnsmo cardinal que N1 (si No representa el cardinal del conjunto de los n lumeros naturales, N1 =
2N0). Bn Mostowski [5] aparece un apartado dedicado a la teoria de modelos para lenguajes no ele-
mentalcs, p- 132y ss.
3 Robinson [6] 3. 2, p. 56.
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revela el cardcter instrumental de la 16gica, en el sentido de que permite hacer
explicito el razonamiento usado en la construccién de un concepto matematico;
como la disciplina, en general, permite establecer, de alguna manera, las caracte-
risticas del razonamiento ordinario’.

La logica desde 1a cual se ha obtenido la precedente definicién. —16gica de orden
superior— es la que subyace en el sistema construido por Robinson [6]. La nocién
de modelo no estdndar —desde uno estandar que satisface un conjunto de férmulas,
por extension de éstas— tiene aplicacién respecto de otras definiciones: Estructuras
para caracterizar espacios topoldgicos, funciones de variable real, funciones de
variable compleja, nocién de limite mds precisa, etc.. No en vano Robinson [6] lama
al capitulo IT «Instrumentos logicos»’, dado que la légica adoptada es la base firme
que sustenta su visién del anélisis, aunque, precisamente por su fundamentacion,
no sea ya el andlisis clasico. El éxito obtenido en esta aplicacién de la légica de
orden superior subraya su cardcter instrumental.

Una actitud excesivamente pragmatica puede llevar a un rechazo de estos pro-
cedimientos. El andlisis no esté4ndar no ofrece en realidad, desde este punto de vista,
ninguna ventaja adicional sobre el analisis estdndar. Si un teorema se puede probar
haciendo uso del analisis no estandar, usando el anilisis estdndar también puede
probarse, de ahi su irrelevancia para el avance en la investigacién matemética. Pero,
como sefialan Henson y Keisler [4], en tal perspectiva hay dos planos: 12) aquel
teorema que pueda ser probado mediante al anélisis no estdndar se puede probar
en teorfa axiomdtica de conjuntos Zermelo-Fraenkel-Axioma de eleccién; un teorema
de estas caracteristicas es aceptable para los usuarios del andlisis estdndar como
teorema matemético; 2°) la actitud escéptica propiamente dicha, dado que la exis-
tencia de prueba en un tipo de andlisis implicarfa la existencia de prueba en el otro.
Aunque la afirmacién del primer plano es correcta, dicha aceptacién, en todos y
cada uno de los casos, y, en consecuencia, la actitud escéptica, tal vez olvida que
los principios de esta teorfa axiomética son mas fuertes que los usados habitnalmente
en la practica matematica®.

5. Calculos generalizados

Los célculos de predicados de orden superior no han gozado de muy buena
prensa, lo que tal vez se deba a sus limitaciones frente a los de primer orden. No
obstante, ello no invalida su utilidad en determinados contextos. Desde una actitud
formalista habrd que exigir sumo cuidado en el tratamiento de las propiedades
metatedricas de unos calculos y otros; pero los cédlculos mismos podréan ser usados,
asumiendo las restricciones en el uso que impongan sus limites esenciales. A este
respecto, mientras que nociones como correccién y consistencia tienen el mismo

¢ Que 1a Igica se conciba de manera tal que se¢ pueda usar como instrumento , es algo tan antiguo
como ella misma, aunque en la historia reciente se ha puesto una vez m s de manifiesto.

7 Su denominacin exacta es Tools from logic , pp. 6-49.

8 Henson y Keisler [4], p. 377.
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sentido para todos los niveles, otras como completud se establecen relativamente,
seglin que los sistemas sean de primer orden o superior. Tal vez el ideal de proce-
dimiento deductivo sea el restringido al modo de deduccién de los célculos propo-
sicionales; contarfamos asf con las propiedades metateéricas de correccidn, comple-
tud, decidibilidad, aunque, como contrapartida, la capacidad expresiva resultaria
pequefa. Atendiendo un punto de vista pragmatico, es aconsejable tomar partido
por los sistemas mds expresivos para conseguir determinados objetivos; una aritmé-
tica de segundo orden ~donde el principio de induccién completa aparecerd expre-
sado en toda su generalidad—, por ejemplo, es categdrica respecto de todos sus
modelos estdndar.

Miés arriba hemos esquematizado el proceso de elaboracién de la nocién de
infinitésimo a partir de un célculo de orden superior. Cabe una aproximacién como
la debida a Bernstein [1], quien a partir de la teorfa de modelos y tras establecer la
nocién de ultraproducto de orden superior, hace uso de ésta para obtener directa-
mente un modelo no estdndar que contiene los infinitésimos; de cualquier modo,
esta teorfa de modelos es una teoria de modelos de orden superior, por lo que los
procedimientos deductivos implicados tampoco estan restringidos.

Una hojeada a la historia del calculo diferencial —~como aparece en el capitulo
X de Robinson [6]- muestra su aceptacin por las distintas corrientes de pensamien-
to matemético desde el comienzo, al margen de las primitivas disputas entre leib-
nizianos y newtonianos; ademas su fundamentacion ha sido diversa y Ginicamente a
partir de Robinson entran en juego, por asi decir, los célculos logicos de orden
superior. Este examen puede conducir al planteamiento de cuestiones de orden
ontoldgico, acerca de la existencia de determinadas entidades —infinitésimos, por
ejemplo—, su cardcter en relacién con otras —niimeros naturales, enteros, etc.—. Pero
desde otro punto de vista, hay que destacar la necesidad de procedimientos deduc-
tivos no limitados a los patrones marcados por los célculos 16gicos de primer orden.
Algunas teorfas matemdticas quedan perfectamente expresadas con lenguajes de
primer orden; més alin, son sistemas de cdlculo de primer orden cuyo estudio puede
requerir metateorias donde tiene sentido hablar de «algunas propiedades», «todos
los axiomas», etc..

En resumen, podemos decir que los sistemas de calculo generalizado de predi-
cados muestran las caracteristicas de ciertos razonamientos, los cuales van més alla
de los de los célcunlos de primer orden. A este respecto, tanto una actitud logicista
como una formalista admitirdn la conveniencia de estudiar los sistemas de célculo
generalizado. La primera porque la idea de que es imposible establecer un claro
criterio de demarcacion (entre logica y mateméticas) se refuerza; la segunda porque
el estudio formal del andlisis no estdndar puede proporcionar una fundamentacién
l6gica del calculo diferencial e integral.
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