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MATERIA: Espazos Vectoriais e Calculo Matricial
TITULACION: Grao en Matematicas

PROGRAMA XERAL DO CURSO

Localizacién da presente unidade didactica

Unidade 1. Sistemas de ecuacions lineais
-Matrices. Operacions con matrices e propiedades. Matriz trasposta
e matriz inversa. Operacions elementais dunha matriz. Matrices
elementais.
-Matrices equivalentes por filas e matrices equivalentes por
columnas.
-Sistemas de ecuacions lineais. Transformacions elementais dun
sistema de ecuacions lineais.
-Resolucioén de sistemas de ecuacions lineais: o método de Gauss.
-Factorizacion LU dunha matriz.
-Factorizacion dunha matriz invertible.

Unidade 2. Determinantes e as suas aplicacidns
-Determinantes de orde 2 e 3.
-Definicion xeral de determinante: propiedades.
-Determinante dun produto de matrices.
-Determinante da matriz trasposta.
-Calculo de determinantes de orde n.
-Inversa dunha matriz, regra de Cramer.
-Rango dunha matriz.

Unidade 3. Espazos vectoriais
-Definicion de espazo vectorial: exemplos.
-Subespazos vectoriais. Interseccion e suma de subespazos
vectoriais.
-Dependencia e independencia lineal. Sistemas de Xeradores.
-Base e dimension dun espazo vectorial. Coordenadas dun vector.
-Subespazos vectoriais e soluciébns dun sistema homoxéneo.
Ecuaciéns dun subespazo vectorial.

Unidade 4. Aplicaciéns Lineais
-Definicién de aplicacién lineal. Exemplos.
-Nucleo e Imaxe dunha aplicacion lineal. Aplicacions lineais

inxectivas e sobrexectivas.

-Matriz dunha aplicacion lineal.
-Cambio de base para aplicacions lineais.
-Aplicacions Lineais e Sistemas de Ecuacions Lineais.

Unidade 5. Introducion 6 espazo afin
-Variedades lineais.
-Ecuacions lineais dunha variedade.
-Posicidns relativas de rectas no plano e de rectas e planos no
espazo n-dimensional.
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PRESENTACION

Esta unidade didactica enmarcase dentro dos contidos relativos a materia
de Espazos Vectoriais e Calculo Matricial, de 6 créditos ECTS impartida no
segundo semestre do primeiro curso do Grao en Mateméticas e que
pertence 6 moédulo de Alxebra e Xeometria.

Os contidos de Alxebra Lineal, nos que se inclte esta materia, son unha
parte fundamental das ferramentas matematicas necesarias para o estudo
en moitas areas, como as ciencias do comportamento, da natureza, fisicas
ou sociais, economia, enxefiaria ou informatica e por suposto nas
matematicas.

Esta materia € fundamental para una boa formacién matematica. Esta
precedida da materia Linguaxe Matematica, Conxuntos e NUmeros onde se
introducen conceptos basicos das matematicas, e resulta indispensable
para poder abordar con éxito as materias Alxebra Lineal e Multilineal e
Xeometria Lineal de segundo curso do grao en matematicas.

Nesta unidade estudanse as aplicacions lineais entre dous espazos
vectoriais de dimension finita. O alumnado da materia de Espazos
Vectoriais e Calculo Matricial tefien cofiecemento das nociéns bésicas de
aplicacions entre conxuntos, matrices, determinantes e resolucion de
sistemas.

A finalidade desta unidade € a de presentar a estreita relacidn existente
entre aplicacions lineais e matrices e, 6 mesmo tempo, utilizar estes
cofiecementos para a resolucién dos sistemas de ecuacions lineais. En
concreto veremos que o estudo das aplicacions lineais redicese 6 estudo
das matrices asociadas segundo duas bases fixas nos dous espazos
vectoriais.

A parte dos propios contidos matematicos, esta unidade contribuird 6
desenvolvemento da capacidade de razoamento e da capacidade de
formalizacion de demostracions mateméticas.

OS OBXECTIVOS

Os obxectivos que se pretenden cubrir nesta unidade didactica son:

— comprender a definicién de aplicacion lineal;

— establecer a conexion entre nudcleo dunha aplicacion lineal e o seu
cardcter inxectivo;

— establecer a relacién entre imaxe dunha aplicacién lineal e o seu
caracter sobrexectivo;

— que o alumno comprenda que unha aplicacién lineal estd determinada
polas imaxes dos vectores dunha base;

— clasificar os espazos vectoriais sobre un corpo, en funciéon da sua
dimension;

— expresar a relacion entre aplicacions lineais e matrices respecto de
bases fixadas;

— que o alumno sexa capaz de relacionar as matrices asociadas a unha
aplicacion lineal segundo diferentes bases;
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— utilizar os cofiecementos adquiridos sobre aplicacions lineais para a
resolucion de sistemas de ecuacions lineais.

A METODOLOXIA

O desenvolvemento da unidade estruturarase en clases expositivas, de
seminario e laboratorio.

As clases expositivas consistiran basicamente en docencia impartida
polo profesor, dedicadas a exposicion dos contidos tedricos e a resolucion
de problemas ou exercicios. As veces o modelo aproximarase & leccion
maxistral e noutras procurarase unha maior implicacién do alumnado.

As clases de seminario e laboratorio dedicaranse a resolucion de
dibidas formuladas polo alumnado, & discusiébn de cuestions tedrico-
préacticas e a resolucién de exercicios propostos previamente. Tratarase de
que o alumnado tefia unha participacion activa coa seguridade de que esta
lle proporcionara as destrezas necesarias para o desenvolvemento da sua
formacion matematica.

Todas as tarefas do alumnado (estudo, traballos, programas de
ordenador, lecturas, exposicions, exercicios, practicas...) seran orientadas
polo profesor.

Con respecto &s titorias individualizadas ou en grupo moi reducido,
atenderase 6 alumnado para discutir cuestiéns concretas en relacién coas
sUas tarefas ou para tratar de resolver calquera outra dificultade relacionada
coa materia.
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OS CONTIDOS BASICOS

1. Introducién

Esta unidade, continuacion da unidade sobre os espazos vectoriais, € unha
das partes fundamentais da materia Espazos Vectoriais e Célculo Matricial
do primeiro curso do Grao en Matematicas.

Para a introducién da nocion de aplicacion lineal apoiarémonos nos
conceptos previos de aplicacion entre conxuntos.

Veremos a identificacion existente entre as matrices e as aplicacions
lineais entre espazos vectoriais de dimension finita.

Acabaremos a unidade didactica apoiandonos nas propiedades das
aplicacions lineais para demostrar o teorema de Rouché-Frobenius.

2. Definicién de aplicacién lineal. Exemplos

Definicién

Sexan V e W espazos vectoriais sobre o mesmo corpo K.

Unha aplicacion f: V. —> W dise que é unha aplicacion lineal entre os
espazos vectoriais V e W se verifica:

i) f(va+vy) = f(vy) + f(vo), V vy, v, €V,

i) f(av) = af(v), VveV, Vae K.

Exemplos

1. A aplicacion f: R —> R®, dada por f(x, y) = (x + 2y, 3x — y, 2X) é
unha aplicacion lineal

2. A aplicacion f: R —> R®, dada por f(x, y) = (X + 2y, 3x —y, 2X) non é
unha aplicacion lineal.

3. A aplicacién f: R* —> R? dada por f(x, y, z) = (x + y, 3z) é unha
aplicacion lineal.

4. A aplicacién f: R* — R? dada por f(x, y, ) = (x + y, 3xz) non é unha
aplicacion lineal.

5. A aplicacion f: R2 —> R?, dada por f(x, y) = (7x +y, 8x - 3y) é unha
aplicacion lineal.

6. A aplicacion f: R —> [R? dada por f(x, y) = (7x +y, 8x - 3) non é
unha aplicacion lineal.

Proposicion (Propiedades basicas)
Sef:V — W é unha aplicacion lineal, enton:
i) f(Oy) =0w.
i) f(-v) = -f(v), VveV.
i) f(vy —v2) = f(va) — f(v2)
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iVv) SeVv=oyVy+ oLV, + ... + anV,, enton

f(v) = oaf(Va) + otp F(Va) + ... + caf(Vi)

3. Nucleo e Imaxe dunha aplicacién lineal. Aplicacions lineais
inxectivas e sobrexectivas

Definicién
Se f: V — W é unha aplicacion lineal, enton denominase ntcleo de f
e dendtase por Ker(f) 6 conxunto:

Ker(f) = {xe V/f(x) = Ow}

Proposicién
Se f:V — W é unha aplicacion lineal, entén

i) Ker(f) & subespazo de V.

i) Im(f) é subespazo de W.

i) Se U é subespazo de W, f*(U) é subespazo de V.
Definicién

a) Unha aplicacion lineal inxectiva chAmase monomorfismo.

b) Unha aplicacién lineal sobrexectiva chamase epimorfismo.

¢) Unha aplicacion lineal bixectiva chamase isomorfismo.

d) Unha aplicacion lineal vV —> V dun espazo vectorial en si mesmo
chamase endomorfismo.

e) Un endomorfismo bixectivo chamase automorfismo.

Proposicién
Sexaf:V — W é unha aplicacion lineal, entdn:
a) f é inxectiva < ker(f) = {Ov}.
b) f é sobrexectiva < Im(f) = W.

Proposicion
Se f: V — W é unha aplicacion lineal e B = {E;, E,, ..., E;} é unha
base de V, entén {f(E,), f(E>), ..., f(E,)} é un conxunto de xeradores de Im(f).

Corolario
Se f: V —> W é unha aplicacion lineal e B = {Ey, E,, ..., E;} € unha
base de V, enton f é sobrexectiva < W = <{f(E,), f(E,), ..., f(E,)}>.
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Proposicién
Se f: V. —> W é un isomorfismo, entén f:: W —> V tamén é un
isomorfismo.

Definicién

Vemos que un isomorfismo é unha aplicacién lineal que ten inversa, que
tamén é aplicacién lineal.

Dous espazos vectoriais V, W dise que son isomorfos se existe un
isomorfismo entre eles e escribese V = W.

Exemplo
Se V é un K-espazo vectorial de dimensién n, entén V. = K". En efecto,

se B = {E;, E,, ..., E;} € unha base de V, entén a aplicaciéon f: V. —> K",

n
dada por f(ZaNi) = (ay, ..., @) € un isomorfismo.
i=1

Proposicién
Sef:V — W é unha aplicacion lineal, enton:
dim V = dim (Ker(f)) + dim (Im(f)).

Definicion
Se f: V. —> W ¢é unha aplicacion lineal, enton denominase rango da

aplicacion lineal a dimension da imaxe:
rang(f) = dimg(Im(f)) = dimy(f(V))

Proposicion

Se V e W son dous espazos vectoriais sobre un corpo K, entén unha
aplicacion lineal f: V —> W estd completamente determinada se se
cofiecen as imaxes dos vectores dunha base B = {E;, E,, ..., Ep} de V.

Exercicio

SexaB ={(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, )} unha base de R*e f: R* —> R?a
aplicacion lineal dada por f(1, 1, 0) = (5, 3),f(1,0,1) =(3,2) e
f(0, 1, 1) = (2, 2). Calcula f(7, 1, 2), f(4, 9, 5) e f(a, b, ¢) para un vector
arbitrario (a, b, c)e R>.

Exercicio

SexaB={(2, 1,0), (1,0,1), (1,1, )}unhabase de R’ e f: R* —> R?a
aplicacion lineal dada por f(2, 1, 0) = (4, 3),f(1,0,1) =(3,4) e
f(1, 1, 1) = (2, 2). Calcula f(7, 5, 5), f(9, 4, 3) e f(a, b, ¢) para un vector
arbitrario (a, b, c)e R>.
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Teorema (Teorema de clasificacion)
Sexan V e W espazos vectoriais sobre o0 mesmo corpo K. Entén V é
isomorfo a W se, e s6 se, dim V =dim W.

4. Matriz dunha aplicacion lineal

Proposicion
Sexaf:V —> W unha aplicacion lineal.
B={E;, E;, ..., En} base de Ve B={F;, F,, ..., F,} base de W

Entén:

coord. coord. .. .. coord. coord. coord.

def(E,) def(E,) .. .. def(E,)| |dev — | def(v)

respecto respecto .. .. respecto | | respecto respecto

deB' deB' . .. 0deB deB deB'
Nota

Se V é un espazo vectorial e se (X1, Xo, ..., Xp) SON as coordenadas dun
vector ve V, respecto dunha base B de V, escribirase
V= (X1, X2, «evy Xn)B-

Exercicio
SexaB ={(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} unha base de R* e
B’ ={(1, 1), (2, 1)} unha base de R.
Sexaf:R® —> [R?aaplicacion lineal dada por
f(l! 11 0) = (11 2)Ba f(la 01 1) = (1! 1)Br f(oa 11 1) = (21 0) B’
Calcula f(7, 1, 2), f(4, 9, 5) e f(a, b, c) para un vector (a, b, c) e R°.

Proposicién

Sexa f : V. —> W é unha aplicacion lineal, B = {Ej, E,, ..., En} unha
base de V e B'={F,, F,, ..., F,} unha base de W.

Se M € Mym(K) é unha matriz tal que

coord. coord.

" dev _ def(v)
respecto respecto
deB deB'

Enton
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coord. coord. .. .. coord.

Vo def(g,) def(E,) .. .. def(E,)
respecto respecto .. .. respecto
deB' deB' .. .. deB'

Definicion
Sexaf:V — W unha aplicacion lineal.
B={Ei, Es ..., En} base de Ve B'={F;, F,, ..., F,} base de W
Chamase matriz asociada a f, respecto das bases B e B’, & matriz

coord. coord. .. .. coord.
(feg’) = | def(E,) def(E,) .. .. def(E,)

respecto respecto .. .. respecto

deB' deB' . .. deB’

Exercicio
Sexa B ={(2,1,0), (1,0, 1), (1, 1, 1)} unha base de R® e
B’ ={(1, 1), (2, 1)} unha base de R?.
Sexaf:R® —> R?a aplicacion lineal dada por
f(2,1,0)=(2, g, f(1,0,1) = (5, -1)g e f(1, 1, 1) = (2, 0)g.
Utiliza a matriz asociada a f segundo as bases B e B’ para calcular
f(7, 5, 5), f(9, 4, 3) e f(a, b, c) para un vector arbitrario (a, b, c) e R®.

Proposicién
Sef:V —> Weg: W — U son aplicacions lineais, enton
gof: V. —> U é unha aplicacion lineal.

Proposicién
Sexan f: V —> W e g: W —> U aplicaciéns lineais e B, B’ e B” bases
de V, W e U respectivamente. Enton
(9ee")(fes) = ((9 Of)eer)

5. Cambio de base para aplicacions lineais

Definicién

Se B e B’ son duas bases do mesmo espazo vectorial V, chamamos
matriz de cambio de base de B a B’ & matriz asociada a aplicacion
identidade I: V —> V respecto das bases B e B”: (Igg)

SeB={E, E,, ..., E;} e B'={F, F,, ..., F,} son bases de V, entdn
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coord. coord. .. .. coord.

(lee) = |deE, deE, . . deE,
respecto respecto .. .. respecto
deB' deB' . .. deB'
e
coord.. coord.. . . coord.. coord.. coord..
deE, deE, . . deE, dev _ | dev
respecto respecto . . respecto || respecto - respecto
deB' deB' . . deB' deB deB'
Nota

Se B é unha base dun espazo vectorial V e consideramos
I:V —> Venton (Igg) = | (sendo | a matriz identidade).

Nota
Se B e B’ son duas bases do mesmo espazo vectorial V, entén
(Ieg) O(le) = (les) = |
(les) O( lss) = (lgs) =
e en consecuencia (lgg) = (IE,VE,)'1

Proposicién (matrices asociadas a unha aplicacion lineal respecto a bases
distintas).

Se f: V. —> W é unha aplicacién lineal, B, e B, bases de V e B, e B,
bases de W, enton:

(IBllB‘z)(fBlB‘l)(IBzBl) = (fBZBIZ)

6. Aplicaciéns Lineais e Sistemas de Ecuaciéns Lineais

Definicién
Dado un sistema con matrices
Ay Qp - o Oy oy Ay . o.oQy O
Oy Uy oo o Oy, Oy Ay o o Oy, O,
A= ,B=
Og Oy o o Oy Ay Oy - - Oy d

como matriz de coeficientes e matriz ampliada, respectivamente,
denominamos aplicacion lineal asociada a dito sistema de ecuacions
lineais a aplicacién
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f: K" —> K™ con (fec) = A, sendo C e C’ as bases canonicas de K" e
K™ respectivamente.

E dicir, se consideramos o sistema anterior e f é a sta aplicacion lineal
asociada, f: K" —> K™ con

X, A Xy F X+ 0, X,
X, A X +OpX,y +oc+ a5 X

f(X1, X2y ooy Xn) = A .. | = . , entén
X, Ay Xy + A Xy + o+ o X,

a resolucion do sistema é equivalente a calcular o conxunto

dl Xl Xl d1
d2 X2 XZ d2
oL =3 . ek f =D=
dn Xn Xn dn
Nota
Se consideramos o0 sistema anterior e f € a slta aplicacion lineal
asociada, entén un elemento vy = (X, Xz, ..., Xn) €K" € solucién do

sistema si f(vp) = D.

Proposicion
Se f: K" —> K™ é unha aplicacion lineal con (fcc) = A, sendo C e C’ as
bases canénicas de K" e K™, respectivamente, enton
dim Ker f=n-rang A

Proposicion
Consideramos un sistema homoxéneo con m ecuacions e n incognitas

Q11X T OoXo + ...+ ApXpy = 0
21X1 + OpoXo + ... + QX = 0

OmiXy + OmaXe + ... + OpnXp = 0

Se A é a matriz de coeficientes e rango(A) = r, entén as solucions do
sistema dependen de n — r pardmetros.
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Proposicién

Se consideramos o0 sistema anterior e f é a sta aplicacion lineal
asociada, enton:

i) Se voeK" é solucion do sistema, v, + v € solucion do sistema,
Y veKerf.

ii) Se vo, v1 € K" son soluciéns do sistema, IveKer f/ vy =vy+ V.

Corolario
Se consideramos o0 sistema anterior e f € a slta aplicacion lineal
asociada e vy € unha solucion do sistema, entén o resto de soluciéons son da
forma
{soluciéns do sistema} = {v, + v/ v € Ker f}.

Proposicion (Teorema de Rouche-Frobenius )
Se consideramos o sistema:

Ol11X1 + QoXo + ... + ApXn = dl
O21X1 F QooXo + ... + OopXp = d2

e denotamos por A a matriz de coeficientes e por B a matriz ampliada
temos:
1) rang A <rang B <> sistema incompatible.
2) rang A =rang B = n < sistema compatible determinado.
3) rang A =rang B < n < sistema compatible indeterminado.
4) Se o sistema é homoxéneo (d;=0,i=1, ..., m), enton:
i) rang A =n < a Unica solucién é (0, ..., 0).
ii) rang A <n < o sistema € indeterminado.

Corolario
Consideramos o sistema con m ecuacions e n incognitas

011X + QX + ... + apXn = dl
Olo1X1 + OlooXo + ... + OopXp = d2

Se o sistema é compatible con rang(A) = rang(B) = r e vy, é unha
solucion do sistema, entén existen E;, E,, .., E,, vectores de K"
linealmente independentes (todos eles soluciéns do sistema homoxéneo
asociado) tal que as soluciéns do sistema vefien dadas por

V=Vo+ ME+ME+ ..+ A Enr, AieK, i=1,2,..n-r.
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ACTIVIDADES PROPOSTAS

e Comprobacién dos exemplos e realizacién dos exercicios propostos
0 longo da Unidade.

e Tamén se deberan resolver os exercicios propostos nun boletin con
cuestions tedricas e practicas.

e Os alumnos poden resolver os exercicios de forma individual ou en
grupo pero deben comprender os fundamentos e desenvolver as
capacidades que lles permitan enfrontarse a exercicios de
dificultade anéaloga.

e Adicionalmente poderase realizar algunha proba curta.

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

Esta Unidade Didactica forma parte da materia Espazos Vectoriais e
Célculo Matricial e a sua avaliacion enmarcase no contexto global desa
materia:

O longo do curso requirirase do alumnado a resolucion de exercicios
correspondentes a cada unha das unidades e a participacién activa nas
clases de laboratorio e seminario. Ademais poderanse realizar probas
escritas teérico-practicas 6 longo do cuadrimestre. A puntuacién conxunta
destas actividades (C) representara o 25% da nota final.

O 75 % restante saira do exame final (E). Este exame sera escrito e
contera preguntas de teoria, cuestions tedrico-practicas e exercicios. Para
superar a materia os estudantes deberan obter cando menos o 40% da nota
do exame.

Para o computo da cualificacién final (F) terase en conta a avaliacion
continua (C) e a cualificacion do exame final (E) e aplicarase a seguinte
férmula:

F = max(E, 0,25*C + 0,75*E)
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