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Resumen

En este trabajo trataremos aspectos generales de la teoria de la medida para, posteriormente,
centrarnos en la construccion y las propiedades de la medida de Lebesgue-Stieltjes. Comenza-
remos introduciendo un algebra de conjuntos para construir sobre él la medida mencionada. A
continuacién, probaremos ciertos teoremas de extensiéon de medidas y, trabajando con la medida
exterior, seremos capaces de construir el espacio de medida de Lebesgue-Stieltjes. Finalmente,
estudiaremos algunas propiedades interesantes sobre su estructura y forma y trataremos el caso

de conjuntos que no son medibles con respecto a la medida de Lebesgue-Stieltjes.

Abstract

In this work we will deal with general aspects of measure theory and then focus on the
construction and properties of the Lebesgue-Stieltjes measure. We will begin by introducing an
algebra of sets in order to construct on it the mentioned measure. Then, we will prove certain
measure extension theorems and, working with the exterior measure, we will be able to construct
the Lebesgue-Stieltjes measure space. Finally, we will study some interesting properties about
its structure and form and we will treat the case of sets that are not measurable with respect to

the Lebesgue-Stieltjes measure.
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Introduccion

La teoria de la medida es una rama de las matematicas que se encarga de formalizar la idea
del tamano de los subconjuntos de un conjunto dado. Esto resulta de utilidad para dar sentido
a la nocién de longitud de conjuntos mas complejos que los intervalos de la recta real, pues, en
general, su calculo no parece intuitivo. Ademas del analisis matemaético, esta rama también es

de interés en el area de probabilidad y estadistica.

La teoria de la medida permite, ademas, estudiar y desarrollar el calculo de integrales. Es
sabido que la integrabilidad de una funcién puede depender del “tamano” del conjunto de sus
puntos de discontinuidad. La integral de Lebesgue fue creada y estudiada por el matematico
francés Henri Lebesgue a principios del siglo XX para superar las limitaciones de la integral de

Riemann.

En la teoria que emplea Lebesgue, el calculo de integrales se restringe a una clase de funciones
llamadas funciones medibles. Se sabe que entre sus definiciones de medida e integral incluyo
algunos de los resultados de Borel. Asi, la definicién de Lebesgue hizo posible calcular integrales
para una clase mas amplia de funciones. Un desarrollo mas detallado de estos aspectos puede

encontrarse en [Gentili, 2020].

Entre las medidas més destacadas se encuentra la de Lebesgue, cuya idea se basa en aproxi-
mar la medida de un conjunto arbitrario mediante la longitud, area o volumen de una coleccion
adecuada de intervalos de tamafno conocido. En el momento en el que Lebesgue describe su me-
dida, la teoria establecida era la de Jordan y Peano. Mientras que ellos aproximan los conjuntos
a medir con una cantidad finita de intervalos, Lebesgue, en contraposicion, utiliza una coleccién
numerable de ellos. De esta manera, la medida de Lebesgue se basa en el concepto de recubri-
miento numerable. Esto hace que su medida posea un caricter muy general. En este contexto,
surge la necesidad de considerar unas familias especiales de conjuntos, formalmente conocidas co-
mo algebras y o-dlgebras, que se pueden construir facilmente a partir de colecciones de conjuntos

més sencillos y que permiten dotar de rigor al planteamiento previamente mencionado.

En concreto, trabajando en la recta real, la medida de Lebesgue se basa en la longitud de

un segmento. Si, en lugar de medir intervalos, el objetivo es medir el incremento de una funcioén,
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X Introduccion

en particular, monétona creciente y continua por la izquierda, entonces surge la necesidad de
generalizar la funcion longitud convencional. Asi; llamamos medida de Lebesgue-Stieltjes a la

generalizacion de la medida de Lebesgue.

Para establecer una teoria de la medida que fuese capaz de medir el mayor niimero de subcon-
juntos en un espacio dado, Lebesgue procede a utilizar su medida exterior. Surgen de este modo
varios teoremas de extension de medidas, fundamentales para construir el espacio de medida de

Lebesgue-Stieltjes, con propiedades muy interesantes y mas completas que para el de Lebesgue.

En el desarrollo del presente trabajo, seguiremos la siguiente estructura. En el primer capitulo,
que consta, esencialmente, de preeliminares, comenzaremos definiendo la recta real ampliada, asi
como conceptos basicos de la teoria de la medida que resultaran de gran utilidad en razonamientos

posteriores.

En el segundo capitulo, introduciremos una colecciéon de conjuntos con la que trabajaremos
durante todo el trabajo. Veremos que se trata de un algebra de conjuntos y definiremos una

medida sobre ella a partir de la longitud generalizada de un intervalo.

Con el fin de trabajar sobre una familia més amplia de conjuntos, en el tercer capitulo,
definiremos el concepto de medida exterior y extenderemos a la recta real la medida construida

en el capitulo anterior.

A continuacion, probaremos los Teoremas de Carathéodory y Hahn junto con algin contra-
ejemplo explicativo y, gracias a ellos, restringiremos la medida exterior que definfamos antes a una
o-élgebra de conjuntos. De esta manera, conseguiremos definir la medida de Lebesgue-Stieltjes
y su espacio de medida, del que estudiaremos algunas de sus propiedades més interesantes y

veremos algtin ejemplo ilustrativo.

Para concluir, introduciremos los conjuntos que no son medibles en el sentido de Lebesgue-
Stieltjes y veremos algunos aspectos que diferencian a esta medida con la de Lebesgue y que hace

que resulte tan compleja la construccién de conjuntos de este tipo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. La recta real ampliada

Con el fin de trabajar con intervalos que incluyen valores infinitos, tiene sentido definir la

recta real ampliada para poder manejar esos intervalos de manera conveniente.

Definiciéon 1.1 (Recta real ampliada). Llamaremos recta real extendida o ampliada al conjunto

R obtenido al afiadir los elementos —oo y +o00 a la recta real R.

Existen multiples motivos por los cuales consideramos la recta real ampliada, como tomar la

longitud de R como 400 o definir el supremo de un conjunto no vacio de niimeros reales.

Ya conocemos el hecho de que el supremo de un conjunto acotado de niimeros reales es tinico
y es un numero real. No obstante, podriamos tener la necesidad de trabajar con conjuntos no
acotados. En ese caso, definimos el supremo de un conjunto de ntimeros reales que no posee una
cota superior como 400 y, entonces, cualquier subconjunto no vacio de R o R tiene un tnico
supremo en R. Analogamente, cualquier subconjunto no vacio de R o R tiene un tnico infimo en

R.

A continuacion, resultara interesante definir algunas operaciones entre elementos de la recta

real y +0o. Dado = € R, se tiene que:

(£00) + (£00) = x4 (£o00) = (£00) + = = £o0,

= (£50) - (£00) = +20,

(00) - (Foo) = —o0,

- (Fo0) = (£00) - x = Fo0, siz >0,
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n 2 (+o0) = (+o0) & = Foo, six <0,

n 2 (+o0) = (£o00) -2 =0, sixz = 0.

x/(£o0) =0,

(£o0)/x = +o0, siz > 0,

(£o0)/x = Foo, siz < 0.

No estan definidas las operaciones (£o0) + (Foo), (£o0) — (£o00) v 0/0.

1.2. Espacios de medida

En este capitulo, ademés de definir el concepto de recta real ampliada, introduciremos los

espacios de medida y algunas de sus propiedades més relevantes.

Para ello, comenzamos dando un resultado que nos servird de base durante toda la seccién.
En lo que sigue trabajaremos con un conjunto de referencia X, no vacio, y del cual vamos a querer

medir algunos de sus subconjuntos. Comenzamos describiendo algunas familias de subconjuntos.

Definicién 1.2 (o-Algebra de conjuntos). Dado un conjunto X no vacio, diremos que una familia

Y de subconjuntos de X, Y C P(X), es una o-dlgebra en X si satisface:

1. 0, X e).

2. Fe)Y = Ece ).

3. {Entnen €YV = | J En €Y (o-aditividad).

n=1
Definicién 1.3 (Espacio medible). Dado un conjunto no vacio X y una o-algebra ), llamaremos

espacio medible al par (X, ).

Observacion 1.4. Ademas de para uniones, una o-algebra es cerrada para intersecciones nume-

rables. Para comprobar esto, nos basamos en las leyes de De Morgan de forma que
o oo
n=1 n=1

y también en la estabilidad de cualquier o-dlgebra con respecto a la complementacion (condicion

2 de la definioén de o-algebra).
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En el siguiente resultado veremos algunas propiedades de las o-algebras.
Proposicion 1.5. Dado un espacio medible (X,)), se cumple que:

n
1. Si Eq,....,E, €Y, entonces U E;e).
j=1

n
2. SiEy,...E, €Y, entonces (| Ej € V.
j=1

3. Si E,F €, entonces E\ F € ).

Demostracién. Probaremos cada apartado por separado.

1. Sea {Fj}jen C Y una coleccién numerable de conjuntos de la o-algebra cumpliendo que
F;=EjeYparaj=1,..,ny F; =0 € ), para j > n+ 1. Ahora bien, por ser } una

o-algebra se tendra que

n o
Uei=UFevy
j=1 j=1

2. Consideremos {F}}jen € Y de modo que F; = E; € Yparaj=1,..,ny F; = X € ),

para j > n + 1. De esta forma, por la observacién anterior obtenemos que

n o0
E =(FeY,
j=1 j=1

de lo que deducimos que la o-algebra es cerrada para intersecciones finitas.

3. Tenemos que demostrar que E\ F' = EN F° € ). Como la o-algebra es cerrada para la
complementacion y para la interseccién finita de elementos, como acabamos de ver, queda

probado que ENF° e ).

O

Una vez vistos los conceptos de o-dlgebra y espacio medible, pasaremos a formalizar la nocion
de medida.

Definiciéon 1.6 (Medida sobre una o-algebra). Sean X un conjunto no vacio e ) una o-algebra

de subconjuntos de X. Se dice que una funciéon y : ) — R es una medida sobre Y si verifica:
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3. Si {E,}nen es cualquier coleccion disjunta de elementos de ), entonces:

2 (U En) = Z,U'(En) (1'2)

Esto es, p es numerablemente aditiva.

Definiciéon 1.7. Sean X un conjunto no vacio e ) una o-algebra de subconjuntos de X. Dada

una medida g definida en ) diremos que:

1. es finita si u(X) < +oo.

2. es o-finita si existe una sucesion {E;}jeny C Y tal que

o0
x=JE,
j=1
donde p(E;) < 400, para cada j € N.

Definicién 1.8 (Espacio de medida). Dado un conjunto X no vacio, ) una o-élgebra en X y p

una medida definida en ), se tiene que la terna (X, Y, u) es un espacio de medida.

Veamos ahora algunas de las propiedades de los espacios de medida.

Proposicion 1.9. Sea (X, Y, u) un espacio de medida, se cumple que:

1. Dados dos elementos E, F € ), E C F, se tiene que u(E) < u(F) (monotonia de la medida

sobre una o-dlgebra).
2. Si E,F €)Y son tales que E C F y u(E) < +oo, entonces u(F \ E) = p(F) — p(E).

3. Dada una coleccion finita de conjuntos {Ej};‘zl C Y, se cumple que:
n

n(\J E) <D uE)), (1.3)
j=1 j=1

es decir, se tiene la subaditividad finita de la medida.
Demostraciéon. Demostraremos cada apartado por separado.
1. Alser F = FU (F \ E) y tratarse de una unién disjunta (E N (F'\ E) = 0), por el tercer

punto de la definicion de medida sobre una o-algebra se tendra que pu(F) = u(E)+u(F\E).
Ahora bien, como p(F \ E) > 0, se tiene el resultado.
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2. Como u(FE) < 400, podemos utilizar de nuevo la igualdad del apartado anterior y restar

esa cantidad finita,
w(F) = p(E) + p(F\ E) = p(F) — p(E) = p(E) + p(F\ E) — p(E) = p(F\ E),
con lo que concluimos.

3. Procederemos por el principio de induccion. Comenzamos viendo que se cumple para n = 2.
Sean E,F € ) y pongamos EUF = E U (F \ E), siendo la unién anterior disjunta. Asi,
del hecho de que F'\ E C F'y de la primera condicion se tiene que

WEUF) = p(E) + p(F\ E) < p(E) + p(F).

De esta forma, suponemos que la condicién es cierta para n — 1 y probemos que se cumple

para n (en este caso, n > 3 para que asi n — 1 valga, por lo menos, 2). Dado que

n—1
U E]‘ ey,
j=1
se tendra que
n n—1 n—1
p |\ UE | = | UEVE, | <p|JE| +nE)
j=1 j=1 j=1
n—1 n
<Y By + p(En) =Y p(E;)
j=1 J=1

por tanto, tenemos que se cumple para n y se finaliza la prueba.

O

Gracias a la Definicion 1.6 sabemos que toda medida sobre una o-algebra ) debe verificar
que la medida de la unién disjunta de elementos de ) sea igual a la suma de las medidas. A
continuacién, veremos qué ocurre cuando no podemos asegurar que tales conjuntos sean disjun-

tos. Para ello, es necesario introducir un resultado previo, cuya demostracién se encuentra en
[Bartle, 1995].

Proposicion 1.10. Sea (X, Y, n) un espacio de medida, se cumple que:

1. Si{E,}nen C Y esuna sucesion creciente de conjuntos de la o-dlgebra (E; C Ej41, para todo

j € N), entonces:

n=1

p (U E) = ol #5)

(continuidad superior).
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2. Si{Fp}nen C Y esuna sucesion decreciente de conjuntos de la o-dlgebra (Fj1 C Fj, para todo

jeN), yu(Fy) < +oo, entonces:

Z (ﬂ F) = o HER)

n=1

(continuidad inferior).

Corolario 1.11 (Subaditividad numerable). Sea (X, ), ) un espacio de medida y {Ep }neny C Y

una coleccion de elementos de la o-dlgebra (no necesariamente disjuntos). Se cumple que:

1

n= n=1

Demostracion. Fijamos n € N e introducimos los siguientes conjuntos:

B,=|JEjeV.

i=1

Se cumple que:

o oo
UE :UBn
n=1 n=1

y, ademas, B,, C B,+1 para todo n € N, por lo que estamos en las condiciones del primer punto

del resultado anterior y se verifica que:

n=1 n=1

7 (U En> = (U Bn> = lim _pu(Bn).

Asi, por la propiedad de subaditividad finita de la medida, se tiene que:

n

p(Bn)=p | |JEn| <D u(E),
j=1

de donde:

o (05) - s
n=1

lo cual concluye la demostracion.



Capitulo 2
Medidas en algebras de conjuntos

A lo largo de este capitulo y siguientes recorreremos algunos aspectos basicos de la teoria
de la medida, con el fin de ver cémo pueden ser construidos espacios de medida de una forma
genérica a partir de un algebra de conjuntos y una medida asociada. Estos conceptos nos serviran
para poder construir, entre otros, el espacio de medida de Lebesgue en R y su generalizacion, el
espacio de medida de Lebesgue-Stieltjes. Para desarrollar los contenidos de este capitulo hemos

seguido, principalmente, las referencias [Bartle, 1995| y [Marquez Albés, 2021].

2.1. Algebra y medida sobre un algebra

Comenzamos definiendo el concepto de dlgebra de conjuntos para, posteriormente, construir

el algebra con el cual trabajaremos a lo largo de todo el capitulo.

Definicién 2.1 (Algebra de conjuntos). Dado un conjunto X no vacio, diremos que una familia

X de subconjuntos de X, X C P(X), es un dglgebra de conjuntos si satisface que:

1. 0,X € X.

2. FeX = E¢ec X.

n
3. B1,..EncX = | JEeX.
j=1

A continuacion, definimos el concepto sobre el cual basaremos la mayor parte del desarrollo
de este trabajo. Puesto que nuestro objetivo es construir medidas sobre algebras de conjuntos,

es fundamental conocer el siguiente término.
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Definiciéon 2.2 (Medida sobre un algebra). Sea X un algebra de conjuntos sobre un conjunto
X, diremos que una funcién p con valores en la recta real ampliada y definida sobre X es una

medida si cumple las siguientes condiciones:

1. u(®) =o0.

2. w(E) >0, VE € X.

o0
3. Si{E,}nen es cualquier coleccion disjunta de conjuntos de X tal que U E, € X, entonces

n=1

(Us) - S ue

n=1
2.2. La medida y el algebra de conjuntos de Lebesgue-Stieltjes

Para construir el algebra de conjuntos a la que haciamos mencién anteriormente, consideremos

la siguiente definicién.

Definicion 2.3 (Conjuntos bésicos). Definimos un conjunto bdsico de R como un elemento del

siguiente subconjunto de P(R):
C={la,b): —00 < a <b< +oo}U{(—00,a): —oo < a < +oo}U{0}.

Adicionalmente, definimos A como el conjunto formado por las uniones finitas y disjuntas de

elementos basicos,

A:{UCk:{Ck}Zlgc, c;ineC; =0, W;éj},

k=1

Comencemos viendo dos propiedades de las algebras de conjuntos que nos seran de gran

utilidad en el siguiente capitulo.

Lema 2.4. Dado un conjunto X no vacio y X un dlgebra de subconjuntos de X . St {Bj}?:1 € X,

n
entonces ﬂ B; e X.
j=1
Demostraciéon. Si probamos que la propiedad se cumple para n = 2, razonando por induccién
deducimos que se cumple para n y tendriamos el resultado buscado. Veamos esto.

Dados C, D € X se tiene que

C,DeX=CD°eX=CUD°=(CND)eX=CnNDeAX,
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de donde las implicaciones se siguen de la definicién de algebra de conjuntos y la igualdad se

deduce de las leyes de De Morgan.
O

Lema 2.5. Dado un conjunto X no vacio y X un dlgebra de subconjuntos de X. Si C,D € X,
entonces C'\ D € X.

Demostraciéon. Dados C, D € X se tiene que
C,DeX=C,D'eX=CnND°=C\DeX

como consecuencia de las leyes de De Morgan y del resultado anterior.

O

A continuacion, probaremos dos lemas que nos resultaran tutiles en razonamientos posteriores.

Lema 2.6. Dado E un conjunto formado por una unidn finita de elementos de C, siempre
podremos encontrar una combinacion finita y disjunta de elementos de C de forma que su union

sea E.

Demostracion. Supongamos que el conjunto E # R, en caso contrario, E = (—o0,00) € C. Se

tendra que el conjunto E puede expresarse de la siguiente forma:

r s t

E= |[J(=oo,a) | U [Ulbss+o0) | U [Ulesnd) | (2.1)

j=1 j=1 j=1

~~

@ (I1)
para ciertos r,s,t € Ny aj,bj,cj,dj € Rconc; <dj, j=1,..,t.

A partir de la expresion anterior, veamos que podemos construir una nueva coleccion de

conjuntos bésicos disjuntos dos a dos tales que su unién sea, de nuevo, F.

En efecto, comencemos definiendo a = max{a; : j = 1,...,r} y b=min{b; : j = 1,...,s}. Se

tendra que (I) = (—o0,a) y (II) = [b, +00), por lo tanto:

t

E = (—c0,a) | J [Ulejrdj)| | [b, +00).

j=1

Ahora, realizaremos una serie de iteraciones para construir una colecciéon de conjuntos basicos
disjuntos cuya union sea (2.1). A estos conjuntos los denotaremos por G, j € N. Podemos supo-
ner, sin pérdida de generalidad, que tanto (I) como (II) son distintos del vacio; en caso contrario,

el resultado se deduce de forma inmediata del razonamiento que seguiremos a continuacion.



10 2. Medidas en algebras de conjuntos

Lo primero que haremos sera suponer que [cj,d;) € [(—o0,a)U[b,+00)|, j € {1,...,t},
asi como [¢;,d;) € [¢j,d;), para i # j, (en caso contrario, basta con eliminar el intervalo mas
“pequeno” en ambos casos). Asi, tendremos una nueva familia de intervalos [cj,d;) que serd
posible reordenar de manera que ¢; < ¢3 < ... < ¢; con [ < t. A continuacion, procederemos de

la siguiente manera:

e Si ¢; < a, entonces, necesariamente, d; < b (en caso contrario, se contradice el hecho de
que la union sea distinta de R). Definimos G7 = (—o0,a), G2 = [a,d;) y continuamos

analizando los siguientes casos:

o Si o < dy, entonces dy < b, siguiendo el mismo razonamiento que antes. Asi, G3 =
[dy,d2).
o Sicy > dy, tenemos 2 posibilidades:
o Sidy > b, entonces Gz = [c2,b), y G4 = [b, +00) (terminamos).

o Si dy < b, entonces Gz = [ca,d2) y continuamos de forma analoga a los casos

anteriores.
e Sic; > a, entonces G = (—o0,a). Ahora, para seguir iterando, existen dos posibilidades:
o Sid; > b, entonces Go = [c1,b) y G3 = [b,+00) (terminamos).

o Sid; < b, entonces Gy = [c1,d;) y continuamos de forma anéloga a los casos anteriores.

Al final del proceso tendremos el resultado buscado.

O

En el siguiente lema veremos que la intersecciéon de dos conjuntos basicos es también un

conjunto basico.
Lema 2.7. Dados dos conjuntos C, D € C, su interseccion pertecene a C.
Demostraciéon. Sean a, b, c,d € R, se tiene que:
e SiC =la,b) y D=cd), con a,b,c,d € R, su interseccion es o bien ) € C o
[méx{a, c}, min{b,d}) € C.

e SiC =[a,b)y D = [¢,+0), con a,b, c € R, su interseccion es o bien ) € C o [méx{a,c},b) €
C.

e SiC = (—00,b)y D =c,d), conb,c,d € R, su interseccion es o bien @) € C o [¢, min{b, d}) €
C.
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e SiC = (—00,b) y D=c,+0), con b,c € R, su interseccion es o bien ) € C o [¢,b) € C.
e Si C = (), su interseccion sera () € C, para cualquier D.

e Si C' =R, su intersecciéon serd D € C, para cualquier D.

O

Ahora, veremos un lema que nos facilitara los céalculos en razonamientos posteriores. Este
resultado nos permite asegurar que si tenemos una unién finita y disjunta de elementos de C,
siempre podremos reagrupar estos conjuntos de manera que el supremo de uno sea estrictamente
menor que el infimo del siguiente. Asi, encontraremos otra coleccién de elementos basicos sepa-
rados entre si, también finita y disjunta, cuya unién es exactamente la misma. Este hecho sera

util a la hora de comprobar el nimero de componentes conexas de un conjunto del algebra A.
Lema 2.8. Sea E € A, E # (). Existen € N y una familia {Cj};?zl de elementos de C cumpliendo

que

(] Cj 75 @, Vj € {1, ,n}

e supC; < i%ijH, Vie{l,..,n}.
R

Demostracion. El primer punto es inmediato gracias a la definiciéon de A, ya que si E € A,
P
entonces F = U Cj, C;€C, C;NCj =10, i # j. Asi, por ser E # () existe al menos un conjunto

j=1
basico distinto del vacio que conforma F.

Para probar el segundo y el tercero, tomamos un punto arbitrario de cada conjunto, x; € Cj.

Por ser las uniones anteriores disjuntas, se cumple que
xk(l) < ... < .’Ek(]) < ... < xk(p)

Sin pérdida de generalidad podemos reordenar los conjuntos C; de partida para que tengan la

numeraciéon dada por la anterior cadena de desigualdades. De este modo, resulta claro que

sup Cj, < i%kaH, Vke{1,..,p—1}.
R

A partir de la anterior familia de conjuntos, generaremos otra para la cual el supremo de un
conjunto sea estrictamente menor que el infimo del siguiente. Supongamos que existe un indice

ke{l,..,p— 1} tal que supCy = fﬁf Ci+1. En ese caso, definimos los conjuntos
R

Cj=0Cj, paraje{l,...k—1,k+2,...p}, Ch=0y Cry1 =CrUCls1 €C (2.2)
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donde la tltima unién es, claramente, un elemento de C puesto que

o Si Cy = (—00,b), Crs1 = [b,c), bER, c€R, b < ¢, entonces Cry1 = (—00,¢) € C.
o Si Oy = [a,b), Cry1=[b,c), a,bE€R, c€R, a <b<c, entonces Cjp = [a,c¢) € C.

p—1

=15 puede ocurrir, o bien que exista un indice

Una vez hemos construido la familia {C;}
m € {1,...,p — 2} de manera que sup Cj = i%f ék+1, en cuyo caso razonamos de forma analoga
al caso anterior y tomamos una nuﬂgva coleccion de conjuntos de la forma (2.2) (repetimos este
proceso hasta que no haya ningin otro indice para el cual se cumpla la igualdad anterior), o bien

que no haya mas indices.

Al final del proceso tendremos una colecciéon de elementos separados {Cj}?zl, para algin

n € N, n < p, de forma que supC; < i%f Cj+1, Vj € {1,...,n}, y cuya unioén es claramente igual
R

a E. Notemos que el nimero de elementos basicos que tenemos al final puede ser menor que el

de partida al haber eliminado los conjuntos vacios que teniamos en (2.2).

O
Graficamente, la idea del lema anterior sigue el siguiente esquema:
a1, b1) [az, bs) [as, b3) [as,b4) a5, b5)
[ Y \ [ \ [ Y \ R
[ X 7 T 7 [ X 7
ai b1 = as by ag b3 Qg4 by = as b5
Figura 2.1: Coleccion de elementos bésicos no separados.
a2, b) [as, bs) las, bs)
[ ) [ ) [ ) R
as by az b3 as bs

Figura 2.2: Coleccion de elementos basicos separados tras aplicar el Lema 2.8.
Ya estamos en disposicion de demostrar que el conjunto A es un algebra de conjuntos sobre
R.
Proposicion 2.9. A es un dlgebra de conjuntos sobre R.

Demostraciéon. Para ver esto, debemos verificar que se cumplen las tres condiciones de la De-

finicién 2.1. Probaremos cada una por separado.
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1. 0, Re A
feC = 0eA R=(-—00,+x)elC = Re A

2. E€ A = R\ E € A. En efecto, para los conjuntos basicos:

e Si £ =la,b), —00o < a<b< +oo, distinguimos:

obeR=FE=|a,b), aceR, a<b=R\E=(—00,a)Ub,+00) € A (union finita

y disjunta de elementos de C).

ob=+400=FE=a,+x0), a c R=R\ E=(—00,a) €C= (—o0,a) € A
e Si £ =(—00,a), —00 < a < 400, distinguimos:

ocaceR=FE=(-00,a)=R\ E=[a,+0) € A
oa=+400=E=(-00,+0)=R=R\E=0¢c A

Ahora, debemos ver que para cualquier conjunto £ € A de la forma

p
E=JC;, GinCy=0,i#j, CieC, Vi=1,...p
7=1

se satisface que R\ E € A.

Por el Lema 2.8, somos capaces de construir una nueva familia de elementos de C “separados”

entre si y tales que

q
E:Uéjv OZGC, \V/,L:]-a7q) quv

j=1
donde la unién es claramente disjunta y los conjuntos siguen el orden inducido en el lema.

Realicemos un razonamiento simple basado en el hecho de que el conjunto R\ E tendra
un numero finito de componentes conexas en R. En concreto, si E es de la forma definida

anteriormente, R \ E estara formado por la uniéon disjunta de, a lo sumo, g + 1 elementos.

Por un lado, denotemos por

/Lj = igfé_ﬂ Sj = Supéj7 j S {]—)’")q}a
R R

donde R es la recta real ampliada.
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Por otro lado, veamos qué forma tienen tales uniones:

qg—1
U [Sjaij+1>v si il = —00, §¢ = +o00,
j=1
q—1
U[ijij-&-l) U [SQ7+OO)a si 11 = —00, 84 # +00,
j=1
R\ E =
q—1
(=00, i) |J | Ulsinijnn) | si i) # —00, 54 =400,
j=1
q—1
(—oo,in) | | lsiriser) | | [sq,+00), si i1 # —00, s4 # +00.
j=1

Acabamos de ver que R\ E es una union finita y disjunta de elementos bésicos en todos

los casos anteriores, por lo que concluimos que pertenece a A.

n
3. Fi,..,.E,e¢ A = U E; € A. En efecto, fijado un elemento k € {1,...,n}, se tiene que

j=1
m(k) .
j=1

para todo i # j, entonces:
Ues=UJ |G- (2.3)

Gracias al Lema 2.6, podemos expresar (2.3) como unién finita de conjuntos bésicos dis-

juntos, esto es:
m(k

n
k=1

) P
Ch;j :UFj,FjeC,EﬂFj:(b,Vz’;éj.
j=1

=1
Por lo tanto,

n
U Ej S .A,
j=1

tal y como queriamos demostrar.
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En lo que sigue veremos cémo es posible definir una medida sobre el algebra de conjuntos A.

Para ello, comencemos definiendo el concepto de longitud generalizada de un intervalo.

Definiciéon 2.10 (Longitud de un intervalo generalizada). Sea g : R — R una funcién mondtona

creciente y continua por la izquierda, definimos I4 : C — [0, 400] de la siguiente manera:

0, si C'=0,

g(b) — g(a), si C'=[a,b), a,beR, a<b,
1,(C) = wgrfoog( x) —g(a), si C =la,+0), a €R,

g(b) — lim g(z), si € =(-00,b), bER,

Jm g(z) — lm g(z), si €= (~o00,+00).

Observacion 2.11. Veamos que la aplicaciéon anterior estd bien definida. En efecto, al ser g mo-

noétona creciente:

e C=0 = [,(C)=0.
e C=lab), a,beR, a<b = g(b) > g(a) = g(b) —g(a) > 0.
e C=la,+x), aeR = lim g(x)>g(a) = lim g(x)—g(a)>0.

Tr——+00 T—-+00

C=(-00,b), bER = g(b) > lim g(z) = g(b)— lim g(z) >0.

e O =(-00,+¢0) = lim g(z)> lim g(z) = lim g(x)— lim g(z) > 0.

T—>+00 T—>—00 T—>+00 T—r—00
Por tanto, la imagen de cualquier conjunto basico mediante la aplicacion [, es siempre no negativa.
Ejemplo 2.12. Veamos cémo serfa la longitud generalizada de un intervalo si tomamos como
funciones de referencia las siguientes:
e g constante: g(x) =k, k € R.

En este caso, l4(C') = 0, para cualquier C' € C.

e g dada por dos trozos constantes: Pongamos g : R — R dada por:

2, si x <1,
9(x) =
5, si x>1.
La funcién longitud vendré dada por
3, si 1eC,

0, si 1¢C.
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Nota 2.13. Resulta de especial interés tomar como funciéon de referencia g = id. De esta manera,
lig : C — [0, 4+00] quedaria definida de la siguiente forma:

(

0, si C =0,
id(b) —id(a) = b — a, si C =]la,b), a,beR, a <b,
1ig(C) = xEI—lI—loo id(z) — id(a) = +00 — a = +o0, si C=la,+), a €R,
id(b) — 11;111 id(z) = b — (—o00) = +00, si C'=(—00,b), beR,
lim dd(z) — lm id(z) = 400 — (—o0) = +oo, si C' = (—o00,+00).

\ T—+00 T—>—00

Observamos que la aplicacién anterior coincide con la definicién de longitud de un conjunto:

;

0, si =0,

b—a, si C=]lab), a,beR, a<b,
I(C) = 400, si C=]la,+0), a€R,

+oo, si C'=(—o0,b), beR,

+oo, si C = (—o0,+00),

y de ahi que consideremos [/, como la generalizaciéon de la longitud de un intervalo.

Una vez visto esto, construiremos una aplicacion sobre el dlgebra de conjuntos A empleando la
Definicion 2.10. A dicha aplicacion la llamaremos inicialmente medida sobre A y, posteriormente,

veremos que, en efecto, es una medida sobre dicho algebra.

Definiciéon 2.14 (Medida sobre .A). Dada una funcion g : R — R monotona creciente y continua

por la izquierda, definimos
pg: A€ A= pg(A) = Zlg(ck)7
k=1

donde
n
A=,
k=1
siendo {Ck}}_; C C una coleccién de elementos disjuntos.

Observamos que la aplicacién anterior cumple trivialmente las dos primeras condiciones de
la Definicién 2.2. Veamos a continuacién que es numerablemente aditiva. Para ello, tal y como
veremos en el siguiente lema, sera suficiente con demostrar que es numerablemente aditiva sobre

los elementos del conjunto C.

Lema 2.15. Sea A el dlgebra de conjuntos introducida en la Definicion 2.3 y g la aplicacion
que hemos definido en la Definicion 2.14. Se tendrd que pg es numerablemente aditiva sobre los

elementos de A si y solamente si lo es sobre los elementos de C.
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Demostraciéon. Veamos cada una de las implicaciones por separado:

“="7 Se cumple trivialmente, puesto que C C A.

(o]
“«<=7 Sea A€ Atal que A = U Ay, A € A disjuntos dos a dos. Tenemos que demostrar que
k=1

fg(A) = pg (U Akz) = Zﬂg(Ak)>
k=1 k=1

lo cual es cierto, por hipotesis, si {Ax}ren C C.

Ahora bien, Ay, € A, Vk € N, con lo cual, por el Lema 2.8 podemos reescribir cada conjunto

A como unién finita, disjunta y, ademaés, separada, de elementos basicos. Dado k € N,

existe una coleccién {Ekg};ikl) CC, ExiNEy =0, i #1, tal que
n(k)
Ap = | By (2.4)
j=1

Ademas, A € A, por lo que también se cumple que
m

A=JE,
j=1

con {E;}7L; C C, siendo la unién anterior disjunta. Por lo tanto:

A=JAar=A={JE =B
k=1 j=1 k=1 \ j=1

Ahora, Ey j, N Eg,j, = 0 si ji # j2 (por como hemos definido la coleccion {Ej;}) o bien
si k1 # ko (por ser los conjuntos Ag, N Ag, = 0, k1 # ko). Esto implica que serd posible
encontrar una colecciéon numerable y disjunta de elementos de C cuya unién sea A y, en

consecuencia, estaremos en las condiciones del enunciado y podremos finalizar la prueba.

Con el fin de construir dicha coleccién numerable de elementos basicos, denotemos por
{Fotnen ={Ekj:j=1,...,n(k), k € N} CC, esto es:

Fy = En, Fo = Eg, ... Fy) = B

Foy+1 = B2, Fhayg2 = E22, -« Fu)4n2) = Eon(e),

Foirnon = B Iopmtnayge = Bra o Bt = Brngryy VR 2 2.
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Observamos que, por construccion, F; N F; = (), Vi # j, ademas,

By |=UF=E =4
k=1 \ j=1 n=1 j=1
En particular, dado j € {1,...,m}, existe una sucesion de indices {j, }nen tal que
o
n=1
con lo cual,
m m o
Us-0(0%),
j=1 j=1 \n=1
de donde deducimos que
j=1 \n=1 k=1 \ j=1

Ahora, por definicién de la medida pg,

tg(A) = pg U Ej | = ZZQ(EJ) = ZNQ(EJ‘)-
j=1 j=1

=1

Siguiendo la cadenas de igualdades anteriores y empleando la ecuacion (2.5),

1q(A) :Zﬂg (U an> :

n=1

J=1

Por la propia hipotesis de partida,

f1g(A)

3 (z an)) |
j=1 \n=1

Reordenando los términos de la serie teniendo en cuenta (2.6),

oo [ n(k)
,ug(A) = Z Z ,ug(Ekj) = Z Z lg(Ek:j)
k=1 \ j=1 k=1 \ j=1

Empleando la definicion de la medida fg,
00 n(k)

pg(A) = Zﬂg U El;
k=1 j=1

Finalmente, por (2.4),
MQ(A) = Z:U’Q(Ak)?
k=1

que es precisamente lo que queriamos demostrar.

(2.6)
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O

Una vez visto el lema anterior, ya estamos en condiciones de demostrar que, efectivamente,

[ty es una medida sobre el algebra de conjuntos A.

Proposicion 2.16. Dada una funcion g : R — R mondtona creciente y continua por la izquierda,
se tendrd que la aplicacion pg dada en la Definicion 2.14 es una medida sobre el dlgebra de

conjuntos A.
Demostraciéon. Demostraremos cada una de las condiciones de la Definicién 2.2 por separado:
1. pg(0) =o0.
DeA = pug(0)=1,(0) = 0.

2. puy(E) >0, VE € A

n
Dado F € A, pongamos E = U Ck, {Ck}i—1 € C una familia de conjuntos disjuntos dos
k=1

pg(E) = pig (U Ck) = Zlg(ck) 20,
k=1 k=1

puesto que cada uno de los sumandos [,(C}) es no negativo, como ya vimos en la Obser-

a dos, se tiene que

vaciéon 2.11.

o0
3. Si{E,}52, € A es cualquier coleccion disjunta de conjuntos tal que U E,, € A, entonces

n=1

n=1

Hg (U En) = Zﬂg(En)'
n=1

(e.)
Aplicando de nuevo el Lema 2.15, sera suficiente con ver que si C € C, C = U By, B eC

k=1
disjuntos dos a dos, entonces

o0 (o9}
1,(C) =1, (U Ek) = l4(Ey).
k=1 k=1
Para ello, analizaremos los siguientes casos:
Caso 1. C =a,b), a,b R, a<b.

Pongamos que

la,0) = | Bj, {E;}32, €C, EinE; =0, Vi # j.
j=1

Existen dos posibilidades:
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o C es union finita de elementos de C, es decir, fijado k € N, E; = [a;,b;), a;j,b; € R,

aj <bj,paraj=1,...,ky E; =0, paraj > k+ 1.

Supongamos que podemos tomar r, s € {1, ..., k} tales que a = a,, b = bs. Claramente,

se tiene que
k
U aj, b

siendo la unién disjunta, por lo que existe un indice m; € {1,...,k} \ {r} tal que

bj = amj.

Finalmente, tenemos una colecciéon finita de elementos bésicos que recubren C'y se

cumple que:

k
D lg(la,0)) = D (albs) — 9(a;)) = g(bs) = glar) = g(b) — g(a) = ly([a,b)),

como queriamos ver.

C' es uniéon numerable de elementos de C, es decir, E; = [a;,b;), a;,b; € R, aj < bj,

para todo j € N.

Queremos ver que se verifica que

> 14(E; (la,b)).

J=1

Para ello, veremos que se cumple cada una de las desigualdades.

Por un lado, construimos una coleccién finita a partir de la familia de conjuntos
definida anteriormente. Asi, dado k € N, tomamos [a1, b1), ..., [ak, bx) cumpliendo que
a<a <b <ay < ... <bp1 <ap < b, <b Es evidente que esta colecciébn no

recubre necesariamente [a,b). En efecto,

k

k
> 1y (lag,0)) =D (b)) — g(ay)) < g(b) — g(a) = ly([a, b)),

J=1 Jj=1

y como k ha sido escogido de forma arbitraria, se tendra que:

> lollag.by) < ly(la,b)). (2.7)

j=1
Por otro lado, probemos que se cumple la desigualdad opuesta. Dado que g es continua
por la izquierda, para cada 0 < ¢ < b—a y cada j € N, existe a;- < a; de manera que

g(aj) — g(d)) < .
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Asi, para cada € € (0,b — a), la coleccion de conjuntos abiertos {(a}, b;)}32; recubre

[a,b — €] y, por el teorema de Heine-Borel, se tiene la existencia de un subrecubri-
%’
{la}, . b; )}N_, recubre [a,b — €], en efecto, también lo hace con el intervalo [a,b — €).
Asi, para cada 0 < € < b — a, se tiene que:

miento finito {(a’; ,b;,)}_; del intervalo. Observemos que, en particular, la familia

N N
g(b—¢) — g(a) =ly([a,b— ) < > l([d],, b)) = > (9(bj.) — 9(d},))
n=1 n=1

N
<3 (9(bs) = 9la3,) + 5
n=1

) <e+ ) (9(b) —g(ay)),
j=1

de donde, tomando el limite cuando € tiende a 0 por la derecha y por ser g continua
por la izquierda, tenemos que
9(b) — g(a) = ly([a,0)) <Y (g(b;) — g(a)) = Y ly([a;, b))
, =

Jj=1

Por lo tanto, junto con (2.7) concluimos el resultado.

Caso 2. C = [a,+), a € R.

Pongamos que se tiene lo siguiente

la,+00) = | J Ej, {E;}32, C€C, EiNE; =0, Vi #j.
j=1

Existen, de nuevo, dos posibles situaciones:

o Existe jo € N tal que Ej;, = [¢,+00), para algin ¢ € R.
Si ¢ = a, queda probado de manera trivial.
Ahora, si ¢ > a, suponemos que los conjuntos F;, j € N, j # jo, son de la forma

laj,bj), aj,b; € R, a; < bj, disjuntos dos a dos.

Por otra parte, se tiene que

o]
LJ Eb::[aa@
j=1
J#jo
es una unién disjunta y, por tanto, podemos construir la colecciéon de conjuntos

oo : . L
{B;};21 que definimos a continuacion:

E; si je{l,....jo—1
B; = J J { Jo } (2.8)

Ejn, si j > jo.
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Ahora bien, como se cumple que
o 0]
= U B;
j=1

con Bj = [a;,b;) € C claramente disjuntos dos a dos, estamos en las condiciones del

caso 1 y se verifica que
(o.9]

) = Zlg(BJ)
j=1

Por lo tanto:

[e.9]

Zlg Ej, +Zl ([e; +00)) +Iy([a, ¢))

= lim g(z ) g(c)+g(c) —g(a)

T—+00

= lim_g(2) — g(a) = ly([a, +00)) = I,(C).

T——+00

Todos los conjuntos F; son acotados. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,

que E; = [aj,b;) con a;,b; € R, a; < b;.

Comenzamos definiendo un conjunto de valores con el fin de encontrarnos en las

condiciones del caso 1y, asi, concluir el resultado. Sean

a =a, ax= sup{a] Ja; <a+k}, k=23, ..
jEN
Observamos que para todo k € {2,3, ...}, los elementos a;, estan bien definidos pues
supaj = 400 y los conjuntos {a; / a; < a+ k} son no vacios.
jeN
Por construccion, existe ji € N de forma que a, € [aj,,bj,) C [a,+0), Vk € N.

Ademas, por ser los conjuntos [aj,b;) disjuntos, se sigue que a; = aj,.

Como consecuencia, podemos considerar la coleccion { Ay }32 ; dada por Ay, = [ak, Gr41),
donde cada Ej, j € N, estd contenido en uno y solo uno de los intervalos anteriores.

En el caso de que exista un £ € N de manera que a = agt1, basta con definir A =10

Y Apyr = [@k11, drp2)-
Ahora, consideremos la siguiente colecciéon de indices:
Ay ={j=1,2,../[aj;b;) C A}, paracadak € N.

Asi, la familia {A;}3°, cumple que

Ag = [an, dk) = | lag, b)),

JEA
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para cada k € N, con [a;,b;) € C disjuntos dos a dos, es decir, ya estamos en condi-

ciones de aplicar el caso 1.

Fijado k € N tenemos:

> gz, b)) = > (9(by) — 9(ay)) = glant1) — glar) = lo([ar, arta)) = ly(Ap).

JEAg JEAg
De lo anterior y del hecho de que kh’r+n ar = 400 se deduce que
—+00

S D (a) = gay) | =D 1a(Ar) = (g(ans1) — 9(ax))
k=1 \jeAy k=1 k=1

_ ok - s

G g(akr) —g(a)
= lim_g(x) — g(a) = ly([o, +o0).

Teniendo en cuenta que en la tercera igualdad aparece una serie telescopica, se con-

cluye el resultado.

Para facilitar la comprension de este apartado, nos apoyamos en el siguiente esquema:

a+ 2 a—+3 a+4

1
Y | | ¥
X T | X

la1,b1) [az, b2) las, b3

S e
-
7

Figura 2.3: Representacion gréfica del caso 2.

Caso 3. C = (—00,b), beR.
Pongamos que
o
(—o0,b) = | J By, {Ej}32, CC, BN E; =0, Vi #j.
j=1
Siguiendo la misma idea que exponfamos en el caso anterior, separamos dos casos:
o Existe jo € N tal que Ej, = (—00,¢), para algtn ¢ € R.
Si ¢ = b, queda probado de manera trivial. Ahora, si ¢ < b, lo anterior implica que los
conjuntos Ej, j € N, j # jo son de la forma [aj,b;), aj,b; € R, a; < b; disjuntos.
De nuevo, estamos en disposiciéon de construir una colecciéon de conjuntos definida de

forma similar a la obtenida en (2.8)

E;, sije{l,..jo—1
p, =" je{l,...,jo—1}
Ejiq, si j=jo
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y razonamos analogamente al caso anterior de manera que

(e}

Zlg(Ej) = lg(Ejy) + Zlg(Dj) = lg((—00,¢)) +4([c, b))
j=1 J=1

=g(c) — lim g(x)+ g(b) — g(c)

Tr—r—00
= g(b) — lim_g(x) = Iy((~00.5)) = 1y(C).
o Los conjuntos E; son de la forma [a,b), a,b € R, a < b para todo j € N.

Asumimos que Ej = [a;,b;) con aj,b; € R, a; < b;.

Definimos

y construimos una nueva familia de conjuntos {Bk}zo:l dada por B, = [Ek_’_l,gk),
donde cada F;, j € N, esta contenido en uno y solo uno de los intervalos anteriores.

El resultado se sigue de manera analoga al caso anterior.
Caso 4. C = (—00,+00).
Pongamos que

7j=1

Si E; = R, para algin j € N, entonces se cumple de manera trivial. Por el contrario,
existird al menos un conjunto Fj,, jo € N, que esté acotado inferiormente, es decir, Ej, =

[@jo,bjy), @jo € R, aj, < bj, < +o0.

Definimos las siguientes familias de conjuntos, {B; };’il y {C; };?';1, como sigue
Bj = E;Nlajy, +0), j €N,
Cj; = EjN(—00,aj,), j €N

Claramente, se verifica que

o
U Bj = [ajm +00),
j=1

g

Cj = (_OO’ ajo):

Il
—

J
y, ademas, cada una de las uniones anteriores es disjunta.

De los resultados obtenidos en los casos anteriores deducimos que:

2 1(By) = ly([aj,, +00)),

Jj=1
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> 14(C) = 1g((—00, ajy)).-
j=1

Por lo tanto, se tiene que, Vj € N, B; y C; son disjuntos y E; = B; U Cj.
Asi, se verifica que [4(Ej) = 14(B;) + 14(C}), Vj € Ny, en consecuencia,

D (Ej) =) 1y(B) + > 14(Cy)
=1 j=1 j=1
= Hm g(z) —g(aj,) +9(aj) — lUm g(z)
= lim g(z)— lim g(z)=1l3((—o0,+00)) = 14(C).

T—+00 T—r—00

con lo que concluimos.

O

Observacion 1. La medida con la que acabamos de trabajar recibe el nombre de medida de
Lebesgue-Stieltjes asociada a la funcion g.
Nota 2.17. La medida asociada a g = id coincide con la medida de Lebesgue usual definida sobre

el algebra de conjuntos A.
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Capitulo 3
Extension de medidas

Una vez establecidas las nociones béasicas de algebra de conjuntos y medida sobre un algebra

de conjuntos, nos disponemos a extender el concepto de medida a un caso més general.

En particular, el objetivo de este capitulo es establecer las bases para probar ciertos resultados
de construcciéon de medidas, como los Teoremas de Carathéodory y Hahn y asi llegar a un espacio
de medida con el cual poder trabajar. Tras el marco teérico, aplicaremos estos resultados a nuestro

algebra de conjuntos y a la medida de Lebesgue-Stieltjes ya construidas en el capitulo anterior.

3.1. Medidas exteriores

Como bien acabamos de introducir, seréd interesante poder extender la nocién de medida a

conjuntos més generales. Para ello, damos la siguiente definicion.

Definiciéon 3.1 (Medida exterior). Sea X un conjunto no vacio y X’ un algebra de subconjuntos

de X. Dado F un subconjunto arbitrario de X, definimos la medida exterior de E como:
o0 o0
pr(E)=1if > uB;):EC| B, BjeX, VjeN
j=1 J=1
También recibe el nombre de medida exterior generada por pu.

Observacion 3.2. Debemos observar que la funciéon que acabamos de considerar no es necesa-
riamente una medida. No obstante, tiene una ventaja con respecto a la medida definida en el

capitulo anterior, y es que puede ser aplicada a cualquier subconjunto de X.

Veamos algunas propiedades interesantes de la medida exterior que nos permitiran apreciar

similitudes con la definicién de medida.

27
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Proposicion 3.3. Dada p* la funcion definida anteriormente y p una medida definida sobre el

dlgebra de conjuntos X, se tienen las siquientes propiedades:

3. ECF = p*(E) < p*(F) (monotonia de la medida exterior).
4. EeX = p*(E)=pulE).
5. Si {Ep}nen es cualquier coleccion de subconjuntos de X, entonces

w (U E) <D i (EBn),
n=1

n=1

esto es, la medida exterior es numerablemente subaditiva.

Demostraciéon. Probaremos cada uno de los apartados por separado.

1. La prueba de este hecho es trivial. Claramente, ) € X y como u(@)) = 0, se tendra que
p*(0) = inf u(@) = 0, con lo que se concluye.

2. La prueba es una consecuencia inmediata del punto 2 de la Definicién 2.2. Dados los

conjuntos B; € X, Vj € N, se tiene que

de lo que deducimos que el infimo de la expresién anterior también es no negativo y se

cumple la propiedad.

3. Sean K, F C X, F C F. Pongamos que
[e.e]
FC UAj, AjGX, Vj e N.
j=1

Como E C F, entonces la union numerable de los conjuntos A; también recubre E y se
cumple que

e.9] o o oo
Don): FClJap e ny): ECJ4;,
j=1 j=1 j=1

j=1

de donde deducimos que p*(E) < p*(F) al aplicar el infimo a la expresion anterior.
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4. Sea {E,(,,...} una coleccion de elementos del algebra X cuya union contiene a E.
Se sigue que

pH(E) < w(E)+0+0+ ... = u(E). (3.1)

Por otra parte, sea {B;}jen cualquier coleccion de elementos de X tales que

o
Ec B,
j=1
entonces
o0
E=JEnBy),
j=1
de donde, para cada j € N, ENB; € X por el Lema 2.4.

Finalmente, al ser u una medida sobre el algebra X se cumple que

wE) = u(|J(ENB)) Zu ENBj) <Y u(By)
Jj=1 j=1

j=1
de donde la ultima desigualdad se sigue de que £ N B; C B;, para todo j € N.
De la anterior cadena de desigualdades se deduce que p(F) < p*(E), que junto con (3.1)

concluye el resultado.

5. Sea € > 0 arbitrario y fijemos n € N de manera que

oo
EnC | Buk, B € X, VEEN.
k=1

Teniendo en cuenta que

w*( mf{iu , B, C GBM}, Vn € N,
k=1

k=1
se cumple que
[o¢]
D> 1(Bur) < ' (Ea) + 55
k=1
En efecto, {Bui : n,k € N} es una coleccion de elementos de X' cuya uniéon en n y en k
o0

contiene a U FE,,. Gracias a este hecho estamos en las condiciones de la Definicién 3.1, con

n=1
lo que obtenemos que
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Finalmente, puesto que € > 0 considerado es arbitrario, se tiene el resultado.

O

Uno de los problemas que nos encontramos al hacer uso de la medida exterior es que no tiene
por qué ser numerablemente aditiva. Resultara util encontrar una coleccién de conjuntos para
los cuales se cumpla esta propiedad. A lo largo de este tema veremos que dicha coleccién seré

una o-algebra en X y que la medida exterior restringida a ella serd una medida.

En el siguiente resultado veremos la condicién que nos permitiré obtener el espacio de medida

deseado a partir de la medida exterior que hemos definido anteriormente.

Definiciéon 3.4 (Condicién de Carathéodory). Sea p* la medida exterior definida sobre un
conjunto X arbitrario. Diremos que un subconjunto £ C X es p*-medible o que verifica la

condicion de Carathéodory si
W (A) = 1 (AN E) + (A ),

para cualquier subconjunto A de X.

Denotamos por A* a la coleccion de todos los subconjuntos que cumplen la condicién anterior.

Observacion 3.5. Debemos observar que, dados dos conjuntos A, K C X,
A=(ANE)U(A\E),
de donde, gracias a la Proposicién 3.3,
p(A) S p (ANE) 4+ p*(A\ E).

En particular, para demostrar que un conjunto £ € A*, es suficiente con comprobar que se

cumple la otra desigualdad:

1w (A) > p*(ANE) + p*(A\ E).

3.2. Teoremas de extension de medidas

Comenzamos esta seccion demostrando un resultado de gran importancia en este tema, que
nos ayudaré a explicar los conjuntos medibles en el sentido de Lebesgue-Stieltjes a partir de la
condicion de Carathéodory. Este teorema establece que siempre que tengamos una medida p en
un algebra de conjuntos X seremos capaces de extenderla a una medida p* en una o-algebra de

conjuntos A*.



3.2. Teoremas de extension de medidas 31

Teorema 3.6 (de Carathéodory). Sea p* la medida exterior definida sobre los subconjuntos de
X. Entonces, la coleccion A* formada por todos subconjuntos de X p*-medibles es una o-dlgebra
en X que contiene al dlgebra X. Ademds, la restriccion de p* a A* es una medida sobre A*, en

particular se tiene que es numerablemente aditiva.

Demostraciéon. Para probar este resultado, procederemos de la siguiente forma: en primer lugar,
veremos que la coleccion A* de subconjuntos de X que cumplen la condiciéon de Carathéodory
es una o-algebra en X, en segundo lugar, que la medida exterior restringida a A* es una medida

y, por dltimo, que que A* contiene a X.

e Para ver que A* es una o-algebra probaremos cada uno de los puntos de la Definicién 1.2

por separado.

1. 0, X € A*. En efecto, gracias a la Proposicién 3.3, dado un conjunto A C X arbitrario,

se tiene que:
p(A) =p*(0) + p*(A) = (AN D) + " (A\ D),
pr(A) =p"(A) + p*(0) = " (AN X) 4 p*(A\ X)),
de donde deducimos que tanto el conjunto () como el conjunto X pertenecen a A*.

2. Veamos ahora que, dado un conjunto E € A*, su complementario E¢ = X \ E también
es un elemento de A*. Para ello, basta tener en cuenta que, dado un elemento A C X

arbitrario, se cumple que:
(E)=E, A\E=ANE° y ANE=AN(E°)°=A\E",
por lo tanto, al ser £ € A*,
H(A) =" (AN E) + ' (A\ E)
—p*(A\ ) + (AN EF).
Concluimos entonces que E° cumple la condiciéon de Carathéodory.

3. La ultima condicién que tenemos que comprobar es que A* es cerrado para las uniones
numerables. Esto es, dada una coleccion numerable de conjuntos {E,}neny € A*,
veamos que

[e.9]
U E, € A"
n=1
La demostraciéon de este punto la haremos en tres partes.
o Comencemos demostrando que, dados F, F' € A*, entonces, ENF € A*. Esto es,

tendremos que demostrar que, dado un conjunto A C X arbitrario,

W (A) = (AN ENF) + i (A\ (BN F)).
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Por un lado, por ser E € A*, dado cualquier A C X, obtenemos que
WANF) = (ANFNE)+u ((ANF)\ E). (3.2)
Ademés, dado que F € A*,
W*(A) = 1 (AN F) 4 " (A\ F). (33)
Sustituyendo la expresion (3.2) en (3.3) se verifica lo siguiente:
W) = W (ANFAE) + @ (ANF)\E) + i (A\F).  (34)
Tomemos ahora el conjunto A\ (ENF) y las siguientes relaciones entre conjuntos:

(AN\(ENF)NF=(ANnF)\(ENF)
(ANF)\E)U(ANF)\ F)
=(ANF)\E

(AN\(ENF))\F=A\((ENF)UF)
=A\F.
Se tiene entonces que la condicién de Carathéodory para F' € A* utilizando el

conjunto anterior se escribe como sigue:

(AN (ENF) =" (AN (ENF)NF) +p* (AN (ENF))\ F)

(3.5)
—u* (AN F)\ B) + 1" (A\ F).

Para concluir, basta con sustituir la expresion (3.5) que acabamos de calcular en
(3.4),

W (A) =p"(ANF N E) + 1" (AN F)\ E) + (A \ F)
—W(ANFNE) +w'(A\ (ENF)) - p*(A\ F) + u*(A\ F)
—W(ANENF) +u*(A\ (ENF)),

de lo que se deduce que ENF € A*.

Dado n € N, consideremos ahora una coleccién finita de conjuntos {E;}7_; C A*

tal que E; N E; = 0, para todo ¢ # j. Veamos que

LnJ Ej e A*
j=1

y, ademas,

n

wlAn{UE | | =) _w(ANnE)), VAC X.
j=1 j=1
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Procederemos por el principio de inducciéon. Para n = 2, dados E, F' € A*, con
ENF =0, por resultados ya vistos, ENF € A* y E, F¢ € A*. Con lo cual:

E°NFCe A= (E°NF)°=FEUF e A",
de donde se deduce que, para cualquier A C X,

W (AN (EUF)) =p* (AN (EUF))NE) + p* (AN (EUF))\ E)
=" (ANE)+pu (ANF).

Supongamos ahora que la condicién es cierta para n — 1 y demostremos que se

cumple para n. Por hipétesis de induccién, se tiene que

y, ademas,

Ahora,

j=1
n—1
= [An [ JE | | +w(ANE,)
j=1
n—1
=) w(ANE;) + p (AN Ey)
j=1
=Y W(ANE).
j=1

Por tanto, se cumple para n.

o Veamos que la unién numerable de elementos de A* también pertenece a A*. Para
ello, comencemos demostrando que la unién numerable de elementos disjuntos de
A* es un elemento de A*. Sea entonces {E;}jeny C A* tal que E; N E; = (), para
todo i # j, y denotemos por

o
E=JE;
j=1
Nuestro objetivo sera ver que, dado un conjunto A C X, se cumple que

W(A) = p"(AN B) + p*(A\ B).
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n
Por el punto anterior tenemos que F;,, = U E; € A", para todo n € Ny, dado

=1
cualquier conjunto A C X, se cumple que

,U/*(A) :U*(Am Fn) +:UJ*(A\Fn>

= AN JE| | +u(A\ Fy)
—Zu i)+ (AN Fy)

> u(ANE) + ' (A\ E),
j=1

donde la ultima desigualdad es consecuencia de que si F,, C E, entonces A\ E C
A\ F,, y de la monotonia de la medida exterior. Tomando el limite cuando n — oo
obtenemos que

o0

> pANE) +p (A\E). (3.6)

7=1

Por otro lado, gracias a que la medida exterior es numerablemente subaditiva,

wW(ANE)=p" | AN UEj
j=1
Z,u (AN Ej)
7j=1

De donde, si substituimos en (3.6),

w(A) >3 pt (AN E)) + p'(A\ E)
j=1 (3.7)

> (AN E) + 1 (A\ E).
Lo cual, gracias a la observacion 3.5, nos lleva a que £ € A* (E cumple la

condicion de Carathéodory).

Para completar este punto tenemos que ver que A* es cerrada para las uniones nu-
merables de elementos de A* no necesariamente disjuntos dos a dos. Sea entonces

{F;}jen € A* y denotemos por:

El :F17

n—1
E, =F,\ (U Fk) . n> 2.
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Resulta claro que E; N E; = (), para todo i # j, y
[ee) oo
UE.={]F.
n=1 n=1

Ademas, por las propiedades que hemos visto anteriormente en esta demostracion,

{E;}jen € A*. Concluimos entonces que

OFneA*.

n=1

e Para ver que la medida exterior restringida a A* es una medida, basta con comprobar
que p* es numerablemente aditiva. Sea entonces {£;}en C A* una coleccion disjunta. Si

tomamos

A:E:GEk
k=1

en (3.6), se tendra que:

k=1 j=1 k=1
o0

= Z 1 (E;)
j=1

De donde, gracias a la Proposicién 3.3, obtenemos el resultado.

e Finalmente, veamos que X C A*. Para ello, sea £ € X’ y probemos que E € A*. En efecto,
dado un conjunto arbitrario A C X, por el cuarto punto de la Proposiciéon 3.3 y por las

relaciones de descomposicién entre conjuntos se tiene que:

i (A) =" (AN E) U (A\ E))
<H'(ANE) + u*(A\ E).

Por otra parte, dado € > 0, por la propia definicion de medida exterior, existe una coleccién
{Bj}jeN g X, con

o
AC U B,
j=1

de manera que
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Ahora, como ANE U (BjNE)y A\E U(Bj \ E), se tendra que:

w(AnE) < [ BN E)

[e.9]

<Y W (B;jNE)=>Y uB;NE)
J=1 '

de donde las desigualdades anteriores se deducen, respectivamente, de los apartados 3, 5 y

4 de la Proposicion 3.3 y del hecho de que B; N E € X. De manera analoga razonamos que

p(ANE) < U

[e.e]

< ' (B\E) = u(B;\ E
i=1 j=1

siendo, en este caso, Bj \ E € X. Por lo tanto, tenemos que

o0

(AN E) + 1" (A\ B) <3 (u(B; N E) + pu(B; \ E))

Puesto que € > 0 considerado es arbitrario,
p(ANE) + p*(A\ E) < p'(A).

Con lo cual, E € A*.

O

En lo sucesivo demostraremos un resultado muy importante ligado al espacio de medida que

hemos construido a partir del Teorema de extension de Carathéodory.

Proposicion 3.7. Todo conjunto de medida nula es p*-medible.

Demostracion. Sea E un conjunto de medida nula. Por un lado, dado cualquier conjunto A C

X, resulta claro que

ANECEy A\ EC A.

Por lo tanto, por el tercer punto de la Proposicion 3.3 se tiene que

§H(A) = 04 it (4) = u*(E) + p*(A) > p*(AN E) + (A \ B),

de donde se deduce que E es p*-medible por la Observacion 3.5.
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Corolario 3.8. El espacio de medida generado por el Teorema de extension de Carathéodory es

completo.

Demostracion. Sea E € A* tal que pu*(E) = 0. Dado cualquier subconjunto F' C FE, por la
monotonia de la medida exterior, u*(F') < p*(E) = 0, de donde, gracias a la proposiciéon anterior,
Fe A

O

A continuacioén, veremos un resultado muy interesante que nos va a permitir establecer cuando
se tiene la unicidad en la extensiéon de una medida. Para ello, supongamos que estamos en las

condiciones del Teorema de Carathéodory.

Teorema 3.9 (de Hahn). Si pu es una medida o-finita en un dlgebra X, entonces la extension

de p a una medida en A* es unica.

Demostracion. Ya sabemos, por el teorema anterior, que dada una medida p en X' (no necesa-
riamente o-finita), existe una extension de esta, p*, que da lugar a una medida en la o-algebra
A*. Veamos ahora la unicidad de tal extension. Para ello, supongamos que existe otra extension

v definida en A* que coincide con p sobre X y veamos que v = p* sobre A*.

e Comencemos analizando el caso en el que p(X) < +00. Sean £ € A* y {Ej}jen C X C A*

una coleccion de elementos tal que
oo
Ec|JE;.
=1

Como consecuencia del tercer y quinto punto de la Proposicion 3.3 y del hecho de que v

coincide con p en X, se tiene la siguiente cadena de desigualdades:
o
v(E) <v U E;
j=1

> v(E))

J=1

N

= ul(E;).

j=1
Ahora, de la definicién de medida exterior podemos deducir que, como lo anterior se cumple
para cualquier coleccion de conjuntos de X' cuya union contiene a F, se tiene v(E) < p*(E),

para cualquier £ € A*.

Por otro lado, como p es una medida finita, también lo seran v y p*. Tomando cualquier

conjunto F € A*, se tiene que X = EU (X \ E) pertenece a X’ por ser X un algebra de
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subconjuntos de X. Como la unién anterior es disjunta, por el Teorema 3.6 se cumple que:

V(X)) =v(EU (X \ E)) = v(E) + v(X \ E)
—*(B) + 1" (X \ B) = p"(EU (X \ ) = " (X).

La igualdad anterior es consecuencia del hecho de que v y u* coinciden con y en X.

Ahora, la tnica posibilidad para que se verifique lo anterior es que
v(B) = i"(E) v v(X\E)=p'(X\E), VEeA,

pues, en caso contrario, ocurriria v(E) > p*(E) o bien v(X\E) > p*(X\ E), contradiciendo

la desigualdad vista anteriormente.

e Consideremos ahora el caso en el que p es o-finita. Sean E € A* y {F}}jen una sucesion

creciente de conjuntos de X’ (que también estan en A*) cumpliendo que

o0
X = U F; con p(Fj) <4oo, VjeN.
j=1

Dado que E'N F; C Fj, tenemos que

P (ENF)) < p'(Fy) = p(Fy) < 400

v(ENFy) <v(Fj) = p(F;) < +oo

por definiciéon de medida o-finita, por lo tanto, como E N F; € A* podemos aplicar el
razonamiento anterior y obtenemos que u*(E N F;) = v(E N Fj), para cada £ € A*.

Finalmente, de lo anterior y de la Proposicién 1.10 deducimos que:

o0
w(E) = (EnX)=w | En|UF
7j=1

= lm pH(ENF) = lim v(ENF;)
(o]

= |[En|{JF||=vEnNX)=uvE).
j=1

Con lo que p*(F) = v(FE), para todo E € A* y queda probado que la medida p* considerada

es unica.

O

Notacion 3.10. Con la finalidad de simplificar la notacién, denotaremos por p = ,uTA*. Ademas,

en lugar de emplear el término p*-medible, diremos simplemente medible.
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Nota 3.11. Es importante destacar que la condiciéon de que p sea o-finita en el Teorema 3.9
es crucial para garantizar la unicidad de la extensién a la o-algebra generada por el Teorema
de extension de Carathéodory. En el ejemplo siguiente veremos cémo es posible encontrar dos

extensiones si la medida no es o-finita.

Ejemplo 3.12. En este ejemplo veremos que la hipotesis de que la medida sea o-finita es
imprescindible si queremos garantizar la unicidad de la extensién. Para ello, consideremos la

siguiente aplicacion sobre los conjuntos bésicos dados en la Definiciéon 2.3:

~ ~ I(E), si EC[-1,1],

l:EeC—I(F)=
+ o0, si EN(R\ [-1,1]) # 0.

Su correspondiente extension al algebra A dada en la Definicién 2.14 no es una medida o-finita.
Denotemos ahora por (R, i, i) a la extension que nos proporciona el Teorema de Carathéodory
y definamos la siguiente aplicacion:

A(E), si B C [-1,1],

i:EeX—=naE)={0,sEN (R\ [-1,1]) es finito y no vacio,

+ 00, si EN(R\ [-1,1]) es infinito y no vacio.
Resulta inmediato comprobar que la aplicaciéon i es una medida que coincide con [z en el algebra
A. Sin embargo, no son iguales. Veamos que, en efecto, coinciden.

Tenemos que probar que para todo E € A, se tiene que u(F) = u(F). Comencemos viendo el

caso en el que F es un conjunto basico.

e Si E C [—1,1], entonces i(F) = u(E).

e Si E ¢ [—1,1], entonces EN (R\ [~1,1]) es siempre un conjunto infinito y no vacio, por lo

que i(F) = 400 = p(E). Veamos esto.
Pongamos E = [a,b), a,b € R, a < b. Tenemos que ver que [a,b) N ((—oo, —1) U (1, +00))
es infinito.

o Sib< —1o0a>1,entonces la interseccion es [a, ), que es infinito.

o Si—1<b<1lya< —1, entonces la interseccion es [a, —1) que es infinito.

o Si—1<a<1yb>1,entonces la interseccion es (1,b) que es infinito.

o Por tltimo, si a < —1y b > 1, entonces la interseccion es [a, —1) U (1,b) que también

es infinito.

Siguiendo un razonamiento anélogo al anterior llegamos a que EN(R\ [—1, 1]) es, también,
infinito si £ = [a,+00), a € R o E = (—00,b), b € R.
Ahora, como todo conjunto de A es union finita y disjunta de elementos bésicos y la

interseccion de todo elemento bésico con ((—oo, —1) U (1, +00)) es un conjunto infinito, se

deduce lo que buscamos.
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3.3. El espacio de medida de Lebesgue-Stieltjes

A lo largo de este capitulo hemos visto como, a partir de un algebra de conjuntos y una
medida o-aditiva definida sobre el algebra de conjuntos, somos capaces de construir un espacio
de medida basidndonos en los teoremas de extension de Carathéodory y Hahn. El objetivo de
esta seccién es aplicar dichos teoremas para obtener el espacio de medida de Lebesgue-Stieltjes

a partir del algebra de conjuntos y medida (A, p1y) que hemos definido en el segundo capitulo.
Comencemos estableciendo algunas definiciones necesarias para el desarrollo de esta seccion.

Definicién 3.13 (Medida exterior p7). Sean A el dlgebra de conjuntos establecido en el capitulo
anterior y g la medida sobre A definida en 2.14. Dado un conjunto £ C R, definimos la medida

exterior p, como sigue

[e.9] o
po(B) =if$ > pug(Bj): EC | JBj, Bj€ A VjeN
j=1 j=1
Definicion 3.14 (Conjuntos g-medibles). Sea g la medida exterior que acabamos de definir.
Denotamos por X, a la coleccién de todos los subconjuntos de R que cumplen la condicion de

Carathéodory para pg, es decir, aquellos E' C R que satisfacen:
15 (A) = 1 (AN B) + pi(A\ B),

para cualquier A C R.

Llamaremos conjuntos g-medibles a los elementos de Y.

Una vez definidos los conceptos anteriores, los emplearemos para construir el espacio de

medida buscado.

Definicién 3.15 (Espacio de medida de Lebesgue-Stieltjes). Sea X la coleccion de los conjuntos
g-medibles y pg la restriccion de la medida exterior uy a dicha coleccion, esto es, u, = MZ\Z .
g

Llamaremos espacio de medida de Lebesgue-Stieltjes a la terna (R, X, p1g).

Notacion 3.16. En lo que sigue, con el fin de simplificar la notacion, llamaremos medida de
Lebesgue-Stieltjes a la medida ji4 de la definicion anterior. Con esta notacion estamos indicando
que, sobre los conjuntos de A C 3,4, la medida de Lebesgue-Stieltjes que construimos en el

segundo capitulo y la que acabamos de definir son la misma.

Ejemplo 3.17. Teniendo en cuenta la notacién que acabamos de introducir, sera interesante ver
un ejemplo de un conjunto g-medible que no esté en el algebra, esto es, un elemento de X, \ A.
Pongamos

E =2k 2k +1).
keN
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Claramente, F no esta en A por la propia definicién de A, pero si que pertenece a ¥, por ser

union numerable de elementos de C C A C X, y ser ¥, una o-algebra.

Observacion 3.18. Si consideramos g = id como funcion de referencia estamos ante el espacio de

medida de Lebesgue, que denotamos habitualmente como la terna (R, £, u) = (R, X;q, ttid)-

En el siguiente resultado veremos que existe el espacio de medida que acabamos de definir
en 3.15 y que es unico. La demostracién es una consecuencia inmediata de los Teoremas de

Carathéodory y Hahn.
Proposicion 3.19. La extension (R, X, p1g) existe y es unica.

Demostracién. Gracias al Teorema de Carathéodory deducimos que X, es una o-algebra de
subconjuntos de R y que la restriccién p, es una medida sobre g, es decir, la terna (R, X4, pg)

es un espacio de medida .

Por el Teorema de Hahn se prueba la unicidad de dicha medida pg4, lo que implica la unicidad

de todo el espacio de medida.

O

A continuacién, veamos qué ocurre si, en lugar de trabajar con la o-algebra Y, lo hacemos
con la o-algebra mas pequena que contiene a todos los abiertos de R. Para ello, serd necesario

introducir el concepto de conjunto de Borel.

Definiciéon 3.20 (o-dlgebra de Borel). Definimos la o-dlgebra de Borel, B, como la menor o-

algebra de subconjuntos de R que contiene a todos los abiertos de R.

Definicién 3.21 (Conjuntos de Borel). Llamaremos conjuntos de Borel a los elementos de la

o-4lgebra B.

En lo que sigue, veamos que los conjuntos de Borel que acabamos de definir son conjuntos
g-medibles. Para ello, comencemos probando dos resultados. En ellos se afirma, por un lado, que
todo intervalo abierto de R se puede expresar como una unién numerable de elementos bésicos

y, por otro, que todo abierto es unién numerable de intervalos abiertos.

Lema 3.22. Cualquier abierto de R se puede expresar como unidn numerable de intervalos

abiertos.

Demostracion. Sea G C R un abierto arbitrario y consideremos {z, }neny una numeracion del
conjunto de elementos de QQ que pertenecen a GG. Para cada k € N, tomemos un elemento z de

la coleccion anterior y definamos los siguientes intervalos abiertos:

1 1 1
1 2y — | =k — — 2%+ — |,
ng ng ng
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donde ni € N es el menor ntimero natural para el que se tiene que I(zk, 1/nx) C G. Ahora, sea
1
Go = U I\ 2z, —
ng
keN

un abierto y veamos que, en efecto, G = Gy.

e Resulta claro que Gg C G por ser Gy unién numerable de intervalos abiertos que estan

contenidos en G.

e Para ver que G C Gg razonamos de la siguiente forma. Sea y € G un punto arbitrario.
Como G es abierto, existe n, € N de manera que I(y,1/n,) C G.
Ahora, consideremos el intervalo centrado en el mismo punto pero cuyo lado mide la mitad
del anterior, esto es, I(y,1/2n,). Por ser Q denso en R, habra una cantidad infinita de

elementos de {zj}ren en el conjunto I(y,1/2n,).

Sea w el primero de dichos elementos, que sera de la forma

1
Y

Por un lado, se cumple que

1 1
Y Y

Esto es consecuencia de que la distancia entre y y z; es menor que 1/2n, y de que 1/n, es
el doble que 1/2n,,.

Por otro lado, por definicién, n; € N es el menor nimero natural para el que se cumple

que I(z;,1/n;) C G, por lo tanto 1/n; > 1/2n,, y se tiene que

1 1
I(z,—)CI(z,—)CGo.
ve <Z”2ny> - <Z”ng‘> =

Como el punto y € G escogido es arbitrario, se deduce que G C Gy.

O

Lema 3.23. Cualquier intervalo abierto de R se puede expresar como la union numerable de

elementos de C. En particular, los intervalos abiertos son g-medibles.

Demostraciéon. Lo probaremos por casos.

e Sea I = (a,b) C R un intervalo abierto con a,b € R, a < b. Pongamos

@b)= [a—{— ;b> , (3.8)

k=1

con lo que I se puede escribir como unién numerable de elementos de C.
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e Sea I = (a,+00) C R, a € R. De forma analoga al caso anterior, pongamos
> 1
(a,+oo) = H |:a + k7+oo> 9

con lo que, de nuevo, I es unién numerable de conjuntos béasicos.
e Sea I = (—o0,b) CR, beR, esclaro que I € C, con lo que se concluye trivialmente.

e Para los conjuntos (), R € C ocurre lo mismo que en el punto anterior.

Por lo tanto, acabamos de probar que todo intervalo abierto se puede expresar como unién
numerable de conjuntos basicos. Ahora bien, por cumplirse que C € A C X, y ser ¥, una

o-algebra de subconjuntos de R, deducimos que los intervalos abiertos son g-medibles.

Ya estamos en condiciones de probar que los elementos de la g-algebra B son g-medibles.
Proposicién 3.24. Los conjuntos de Borel son g-medibles.

Demostraciéon. Como consecuencia de los dos lemas anteriores se deduce que todo abierto se
puede expresar como uniéon numerable de conjuntos g-medibles (elementos de C), por lo que todo
conjunto abierto pertenece a X,. Ahora, como la o-algebra de Borel es la menor o-algebra que

contiene a los abiertos de R, se tiene que B C 3,.

O

Observacion 3.25. Los conjuntos cerrados en R son g-medibles por ser complementarios de abier-

tos en R (g-medibles).

Asi, si tomamos la o-algebra B en lugar de X, estaremos trabajando en una coleccion més
pequena de conjuntos que también cumplen la condicién de Carathéodory para jiy, y cuya medida

exterior restringida a dicha coleccién es, de nuevo, u;‘ = le = lUg.
B g

Notacion 3.26. Estaremos cometiendo un abuso de notacién en el caso de que usemos lo anterior,

esto es, “Z\B = u;‘zg = lig, ya que se restringe la aplicacion p4 a familias de conjuntos distintas.

En el siguiente resultado veremos una propiedad que caracteriza al espacio de medida de
Lebesgue-Stieltjes. Para probarla, haremos uso de dos lemas previos, cuyas demostraciones en-

contramos en [Bartle, 1995].

Lema 3.27. Un conjunto EE C R es g-medible si y solamente si, para todo € > 0 existe un

conjunto abierto U con E C U cumpliendo que pg(U \ E) < e.

Lema 3.28. Un conjunto EE C R es g-medible si y solamente si, para todo € > 0 existe un

conjunto cerrado F' con F C E cumpliendo que pg(E\ F) < €.



44 3. Extension de medidas

Ya estamos en condiciones de ver la propiedad mencionada anteriormente, que asegura que
todo conjunto g-medible se puede aproximar por un abierto por fuera y por un cerrado por

dentro.

Proposicion 3.29. El espacio de medida de Lebesgue-Stieltjes cumple las siguientes propiedades:

o FEs regular exterior. Para todo conjunto g-medible E, se tiene, dado € > 0, que existe un

conjunto abierto U tal que E C U y pug(U) < pg(E) + €. En particular,

pg(E) =inf {uy(U): ECU, U abierto}.

o Es regular interior. Para todo conjunto g-medible E, se tiene, dado ¢ > 0, que existe un

conjunto cerrado F tal que F C E y pg(E) < pg(F) + €. En particular,

pg(E) =sup{py(F): F C E, F cerrado} .

Demostraciéon. Probaremos ambas propiedades.

e Dado que E C U se tiene que U = EU (U \ E). De esta forma, como U es g-medible (por

ser abierto), por el Lema 3.27 se cumple que

tg(U) = pig(E) 4+ pg(U\ E) < pg(E) + ¢
Por lo tanto, tomando infimos llegamos a que pg(E) = inf {uy(U) : E C U, U abierto}.

e Razonando de manera analoga al punto anterior, como F' C F tenemos E = F U (E\ F).

Ademés, por ser F' cerrado es g-medible y, por el Lema 3.28 se cumple que

pg(E) = pg(F) + pg(E\ F) < pg(F) + ¢,

de donde, tomando supremos, se concluye que fi4(E) = sup {pg(F') : F C E, F cerrado}.

O

En lo sucesivo, veremos algunas propiedades interesantes del espacio de medida de Lebesgue-
Stieltjes, como el hecho de que la medida de un punto puede ser distinta de cero o que p, puede

ser descompuesta en una parte continua y otra de saltos.

Para ello, comencemos definiendo algunos conjuntos relacionados con la funcién ¢ utilizada
en el capitulo anterior y veamos qué propiedades encontramos con respecto a su medida de

Lebesgue-Stieltjes.
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Notacion 3.30. En lo que queda de capitulo trabajaremos siempre con una funciéon g : R — R

mondtona creciente y continua por la izquierda. Ademés, usaremos la siguiente notacion

)= lim_g(y), g(7)= lim g(y).

y—azt y—x~

g(x

Ya estamos en disposiciéon de construir los conjuntos mencionados.

Definicion 3.31 (Conjunto D). Dada la funciéon g : R — R, llamaremos conjunto de disconti-

nuidades de g a
Dy={z eR:g(z") —g(z) > 0}.

Definicion 3.32 (Conjuntos Cy y Ny). Dada la funciéon g : R — R, llamaremos conjunto de

puntos alrededor de los cuales g es constante a
Cy ={x € R: g es constante en (x — &,z + ¢), para algin € > 0}.

Podemos reescribir el conjunto anterior como unién numerable y disjunta de abiertos, por ser
Cy un conjunto abierto en R con la topologia usual, que es segundo numerable. En efecto, sean

aj,b; € R, a; < bj, se tiene que
(o)
Cy = (. b)) (3.9)
j=1
Usando la notacién que acabamos de emplear, definimos

Ny ={a;:jEN}\ Dy, Nf ={b;:j€N}\ Dy, N, =N, UN,.

A continuacion, veamos un ejemplo que nos va a permitir visualizar mejor estos conjuntos.

Ejemplo 3.33. Sea g : R — R la siguiente funcién definida a trozos

1
- iz <1,
33+2, S1 x
3
-, i 1<ax<3,
5 si x
3 .
g(z) = T =3 si 3<x <4,
7
-, si 4 <x<5,
2
3
——, sl b<u.
T 5 si x

Veamos si algn valor del intervalo [—1, 6] pertenece a alguno de los conjuntos que acabamos de
definir.

Para ello, nos acompanaremos de una representacién grafica de dicha funcién mondtona

creciente y continua por la izquierda (ver Figura 3.1).
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En primer lugar, observemos que hay un tinico punto en el cual g presenta una discontinui-
dad (de salto finito), por lo que Dy = {4}. Por otro lado, el conjunto de puntos alrededor de los
cuales g es constante serd, claramente, Cy = (1,3) U (4,5). Por tltimo, teniendo en cuenta los
dos anteriores, observemos que Ny = {1,3,4,5} \ Dy = {1, 3,5}.

lim
Jim g(y)

Figura 3.1: Representacion gréafica de puntos de Dy, Cy y INy.

Para poder desarrollar algunas de las propiedades de estos conjuntos, veamos cémo se com-

porta la medida de Lebesgue-Stieltjes sobre un tinico punto.

Proposicion 3.34. Dada la funcion g : R — R, para cualquier elemento {x} € R, se tendrd que

x € Xy, y, ademds, que pg({z}) = g(z™) — g(x). En particular, si x € Dy, pg({z}) > 0.

Demostraciéon. En primer lugar, debemos garantizar que todo punto {x} € R es g-medible.
Es suficiente con tener en cuenta que {z} se puede escribir como intersercciéon numerable de

conjuntos abiertos (que son elementos de la o-algebra de Borel), como sigue

@ = (x—ix—i—i)

k=1

Asi, como toda o-algebra es cerrada para intersecciones numerables y B C X, se concluye.

Ahora, podemos definir la medida de un punto {z} € R. Usando el segundo punto de la

Proposicion 1.10, se tiene que

g({z}) =pyg (fjl [a?w + i)) = Hm ([wx + ,1))
:kgrfm (g <x + i) - g(:v)> =g(z") — g(a),
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por ser {[z,z + ) }ren una sucesién decreciente de conjuntos de 4. Con esto concluimos que la

medida sobre {z} tiene la siguiente forma
pne({z}) = g(2™) — g(=). (3.10)

O

Observacion 3.35. Tal y como hemos visto en la proposicién anterior, la medida del conjunto de
puntos de discontinuidades de g es distinta de cero. Comprobemos de una manera mas intuitiva
que se cumple lo anterior. En efecto, como g mide distancias en el eje de ordenadas, esto es,
sobre las imégenes de la funcién g, y g es monétona creciente, continua por la izquierda y presenta
en cada punto de D, una discontinuidad inevitable de salto finito, la diferencia entre el limite de

la imagen de g por la derecha del punto y su imagen seré distinta de cero.

Ejemplo 3.36. A modo ilustrativo, veamos como se comporta la medida j4 si tomamos como

g : R — R la siguiente funcién definida a trozos:

1

—x+2, si x<3,
2
9(x) =197

)
5%‘4‘5, Si$>3,

que presenta una discontinuidad en el punto x = 3, esto es, {3} € D,.

Claramente se tiene que p,({3}) = g(37) — ¢(3) = Hm+ gly) —g(3) =4-T7/2=1/2 >0,
y—3
como podemos ver en la Figura 3.2.

)

lim
Jim, g(y)

Figura 3.2: Representacion grafica de un punto x € D,,.
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Proposicién 3.37. Dados Cy y Ny los conjuntos definidos en 3.32, se tiene que

1g(Cq) = pg(Ng) = 0.

Demostraciéon. Probaremos cada igualdad por separado.

e En primer lugar, C,; es g-medible puesto que, como vimos en (3.9), es unién numerable de
intervalos de la o-algebra 3, (por ser éstos conjuntos abiertos).

Ahora, tomando {F}j}ren con Fj, = [a; + 1

&, b;) una sucesion creciente de elementos de la

o-algebra Y4, podemos escribir

Ha(Co) =g | Ularby Z“g 4 bi Z“g <U [“jhlabf))
k=1

j=1 j=1

> 1 = 1
Z<{>><<>>

donde la segunda igualdad se deduce de la aditividad numerable de la medida sobre una
o-algebra y la tercera de (3.8). Ademaés, la cuarta igualdad es consecuencia del primer
punto de la Proposicion 1.10 tomando como sucesion {Fy} y, la ultima igualdad, de que la

funcién g es constante en los puntos de Cj.

e En segundo lugar, Ny es g-medible por ser unién numerable de puntos de R (g-medibles).
Pongamos que Ny = ({a; : j e N}U{b; : j e N})\ Dy = {¢; : j € N} \ Dy, donde, en cada

¢;, la funcién g es constante y no presenta ninguna discontinuidad. Entonces tenemos que

11g(Ng) =pg U{Cj} = Zﬂg({cj})
i1 o
= Z g9(e;™) = g(e)) =0

7j=1
como consecuencia de la aditividad numerable de la medida y de como definimos la medida

sobre un punto en la igualdad (3.10).

O

Una vez analizada la medida de Lebesgue-Stieltjes sobre los conjuntos anteriores, vemos que
hay dos partes claramente diferenciadas, una en la cual la funcién g es continua, y otra en la que
presenta alguna discontinuidad. Veamos como podemos descomponer ji, en su parte continua y

de saltos. Para ello, nos basaremos en la segunda seccion de |Fernandez et al., 2022].

Definicién 3.38 (Parte continua y de saltos de la medida p,4). Dadas la funcién g : R — R
y a € R y supongamos, sin pérdida de generalidad, que g es continua en a y que g(a) = 0.

Definimos:
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e La parte de saltos de g como la siguiente funcion g? : R — R monétona creciente y continua

por la izquierda:

Y (g5t —gls),  siz>a

s€la,x)NDy

DI s —g(s). s e<a

s€[z,a)NDy

e La parte continua de g es la funcion ¢¢ : R — R dada por:

también mondétona creciente y continua.

Observemos que tanto g® como ¢ son continuas en = a y cumplen que g?(a) = ¢%(a) = 0.

Proposicion 3.39. Supongamos que estamos en las condiciones de la definicion anterior. Dado

un conjunto B € X4 se cumple que

no(E) = pge(E)+ Y (9(s7) = g(s)).

seENDy

Demostracion. La demostracion es consecuencia de [Fernandez et al., 2022, Lemma 2.3|, to-
mando f = xg. En efecto, por [Fernandez et al., 2022, Lemma 2.3|, dada una funciéon Lebesgue-

Stieltjes integrable en un intervalo [a,b), se tiene que:

fing= [ fduger [ g
[a,b) [a,b) (a,b)

_ /[ et 3 Tt - o)

s€la,b)NDy

(3.11)

Sea ahora E € ¥,, analicemos los siguientes casos:

e En el caso en el que E sea acotado, existird un intervalo [a,b) tal que E C [a,b). Por lo

tanto, considerando la funcion caracteristica del conjunto E, xg, en (3.11),

pg(E) = pge(BE)+ Y (g(s™) —g(s)).

s€ENDy

e Supongamos ahora que E € ¥, es un conjunto arbitrario y denotemos por E,, = EN[—n,n),

n € N. Resulta claro que F = |J _n Fn, ademés, f, = xg,, n € N, es una sucesion de

neN
funciones medibles, no negativas, mondtona creciente y convergente a f = yg. Por el
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Teorema de la convergencia monétona y la Proposicion 1.10,

ugum:=/LxEdug= lim xi, ity

n—-+o00 [—TL,TL)

= JMm [ /[ o XE, dpge + /[ . XEn dugB]

= lim [pge(En) + pye(En)]

n—+o00
—114c(E) + 15 (E)
:Mgc(E)—i— Z (9(s™) = g(s)),

s€ENDy

tal y como queriamos demostrar.

Conjuntos no g-medibles

Para finalizar este capitulo, serd interesante estudiar si existen conjuntos que no son g-

medibles. La prueba de la existencia de tales conjuntos no parece una cuestion trivial y requiere

cierto trabajo, por lo que, simplemente, veremos algunos puntos a tener en cuenta para identi-

ficarlos. Para ello, veamos qué propiedades debe cumplir, o no cumplir, una funcién g : R — R

para que existan conjuntos no g-medibles.

1. Si la funcion g es constante a trozos (esto es, no presenta ninguna parte estrictamente

monotona creciente y continua), entonces todo subconjunto de R es g-medible.

. Si tomamos como funcion de referencia g = id, un ejemplo de conjunto no id-medible (es

decir, no Lebesgue-medible) es el conjunto de Vitali.
Para una g arbitraria, no podemos afirmar que el conjunto de Vitali no sea g-medible. Esto
se debe a que la medida de Lebesgue-Stieltjes, a diferencia de la medida de Lebesgue, no

es invariante por traslaciones. Veamos esto.

Definiciéon 3.40 (Traslacion de F por a). Sea E C Ry a € R, definimos la traslacion de
FE por a como sigue:

a®FE={a+z:x¢€E}

Se tiene que si E € A, entonces a ® E € A, por lo que ambos conjuntos son g-medibles.

Ahora bien, la medida de Lebesgue-Stieltjes no se conserva necesariamente por traslacio-

nes. Por ejemplo, si tomamos una funcién g : R — R que toma un valor constante para los
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negativos y es estrictamente creciente para los positivos, vemos, claramente, que un inter-
valo en el semieje negativo de abcisas tendré medida cero, mientras que si lo trasladamos

al semieje positivo, su medida seré positiva.

3. Tras haber demostrado el Teorema de Carathéodory en la seccién anterior, resulta intere-
sante ver algin ejemplo en el cual no se cumpla la aditividad numerable para la medida
exterior. De nuevo esto nos llevaria a la biisqueda de conjuntos no g-medibles por ser siem-
pre la medida exterior restringida a la colecciéon de conjuntos g-medibles numerablemente

aditiva.
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