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Breve descricién do contido

Este traballo centrarase no estudo das transformadas integrais, co-
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Resumo

Este traballo céntrase no estudo das transformadas de Laplace e Fourier, destacando a sia
importancia na resoluciéon de ecuaciéns diferenciais. Definense ambas transformadas e as stas
respectivas inversas, e analizanse as stuas propiedades principais, incluindo a sta relacién co
produto de convolucién. Incliense exemplos practicos que amosan a sta utilidade na resolucion
tanto de ecuacions diferenciais ordinarias como de ecuacions en derivadas parciais, ilustrando a

sta aplicabilidade en problemas reais.

Abstract

This work focuses on the study of Laplace and Fourier transforms, highlighting their impor-
tance in solving differential equations. Both transforms and their respective inverses are defined,
and their main properties are analyzed, including their relationship with the convolution product.
Practical examples are included to demonstrate their utility in solving both ordinary differential

equations and partial differential equations, illustrating their applicability in real-world problems.
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Introducion

As transformadas integrais son operadores que actian sobre funciéns e, mediante a integra-
cion, lles asocian novas funcions. Para ser mais precisos, consideraremos funciéons dunha variable
real, f(z), definidas nun certo intervalo [a,b], con —oco < a < b < 4o00. Enton, a transformada

integral xeral vén dada pola seguinte expresion:

b
T(f(2)] = / K(p, )/ () dx = F(p),

onde K (p, ), conecida como nticleo da transformada 7', denota unha funcion fixa da variable x

e de certo pardmetro p.

En particular, se tomamos a = 0, b = 400 ¢ K(p,z) = e P temos a conecida como

transformada de Laplace, definida como

+o0
Clf () = /O e f () di,

e nomeada en honor do matematico francés Pierre-Simon Laplace (1749-1827) quen a publicou na
sta obra Théorie analytique des probabilités. Tratase dunha transfromada integral que converte
unha funcién de variable real x nunha funcién de variable complexa p e que permite conver-
ter ecuacions diferenciais en ecuaciéns alxébricas, polo que é unha ferramenta moi 1util para a

resolucion de ecuacions diferenciais, en especial, de ecuaciéns diferenciais ordinarias.

Por outra banda, tomando a = —o0, b = +00 e K(p,z) = e~P*, obtemos a transformada de

Fourier, que vén dada por

—+o00 )
Flf (@) = / &P () do.

—0o0
Recibe o seu nome en honor do matemaético francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830),
pola sta estreita relacion coas series de Fourier. A transformada de Fourier é un recurso moi ttil
para a resolucién de ecuaciéns en derivadas parciais, polo que resulta de gran utilidade para a

comprensiéon de fendémenos como a difusion da calor ou as ondas electromagnéticas.

Ao longo deste traballo estudaremos en profundidade tanto a transformada de Laplace como

a de Fourier. Comezaremos cun primeiro capitulo centrado na transformada de Laplace. Veremos,

IX



Introducién

en primeiro lugar, como se define a transformada de Laplace e para que funciéons esta definida.
Despois estudaremos as siias principais propiedades e definiremos a sta inversa que seran ferra-
mentas esenciais 4 hora de aplicar a transformada de Laplace & resolucién de EDOs. Para isto
definiremos tamén o produto de convolucién, desenvolveremos as stas propiedades e veremos o
papel que xoga na transformada. Remataremos vendo algins exemplos de aplicacions da trans-
formada de Laplace & resoluciéon de ecuacions diferenciais e, entre eles, veremos a resoluciéon dun

problema clasico de mecénica como é o problema de Abel.

No segundo capitulo centrarémonos na transformada de Fourier. Comezaremos, igual que no
caso da transformada de Laplace, vendo a sta definicién e para que funcioéns existe. Despois enun-
ciaremos e probaremos as stias principais propiedades e definiremos a transformada de Fourier
inversa. Ademais, veremos que todos estes resultados poden estenderse para funciéons de varias
variables reais. Acabaremos vendo algins exemplos onde se utiliza a transformada para resolver

ecuacions en derivadas parciais.



Capitulo 1
Transformada de Laplace

Neste capitulo estudaremos a transformada de Laplace, asi como algunhas das stias propie-
dades e aplicacions & resolucion de ecuacions difereniciais ordinarias. Seguiremos as referencias

21, [, [6] e [9]

Definiciéon 1.1. Sexa f : [0,4+00) — C unha funciéon. A sua transformada de Laplace definese

Ccomo too
QM@=A P f () d,

sempre que esta exista, é dicir, sempre que exista o limite

b
lim [ e P*f(x)dx.
b—o0 0

Observacion 1.2. A transformada de Laplace de f, F(p), ¢ unha funcién do parametro p € C.

No caso de que f sexa continua a cachos, o tinico problema que podemos atopar para que
exista a sta transformada de Laplace radica no comportamento do integrando e P f(x) para

valores grandes de z. Para garantir a converxencia da integral

+0o0o
/ e Prf(x)dx
0

suporemos que f é de orde exponencial, é dicir, que existen dias constantes M > 0e c € R de
xeito que
|f(z)| < Me®, para todo = € [0, +00). (1.1)

En efecto, se se cumpre (1.1)), tense que
’efpr(x” < Meca:|€fpx’ — Mef(Re(p)fc)x?

onde Re(p) denota a parte real de p. E posto que para Re(p) > ¢ a integral da funcion da dereita é

converxente, temos que para Re(p) > ¢ a transformada de Laplace de f converxe absolutamente.

1



2 1. Transformada de Laplace

Nestas condicions, para Re(p) > ¢ tense que
+o0 +00 +00
/ 67P$f($) dz| < / lefpr(l’)’ dzr < M/ ef(Re(p)fc)x dr —
0 0 0

e enton F'(p) — 0 cando Re(p) — oo.

F(p)| = Re(p) — ¢’

Observacion 1.3. Ser continua a cachos e de orde exponencial é unha condicién suficiente para a

existencia da transformada de Laplace dunha funcién, pero non é unha condicién necesaria.

Denotaremos por € o conxunto das funcions definidas no semieixo positivo [0, +00) que sexan
continuas a cachos e de orde exponencial. As veces, poden aparecer valores negativos de x, polo
que, por convenio, os elementos de £ esténdense para ser cero en todo o semieixo negativo.
Noutras palabras, consideramos os elementos de £ ou ben como funcions en [0, +00) ou como
funcions en R que satisfan f(t) = 0 para todo ¢ < 0. A partir de agora e no que resta de capitulo,

suporemos, salvo que se indique o contrario, que a funcién f pertence a £.

Vexamos agora algtins exemplos de transformadas de Laplace habituais. No Cadro te-
mos as transformadas de Laplace dalgunhas funciéns elementais que aparecen con frecuencia e

que seran de utilidade posteriormente para o céalculo das transformadas doutras funciéns méis

complexas.

Cadro 1.1: Pares de transformadas de Laplace.

f(z) F(p) = L[f ()]
1
1 p se Re(p) >0
1
x el se Re(p) >0
|
" Z;:l, se Re(p) >0
1
er o se Re(p) > a
a
sen(ax) o se Re(p) >0
p
cos(ax) g se Re(p) >0
senh(ax) R se Re(p) > |a]
p
cosh(ax) et se Re(p) > |a]




Desenvolvamos os detalles dos calculos para algunhas delas. En primeiro lugar, vexamos que

1

= (1.2)

+oo
L[e™] = / e Pre dy =
0

para calquera p tal que Re(p) > a, a € R. Aplicando a definicion de transformada de Laplace,

oo b e_(p_a) b 1
L[e*] = / e PP dr = lim e~ =) g0 — Yy |- _ _
0 b—+o0 0 b—~+o00 p —a 0 p —a
Tamén é sinxelo ver que
+o00 1
ﬁ[.’]}'] = / efpﬁx dxr = 5 (13)
0 p

sempre que Re(p) > 0. Facendo integracion por partes dias veces obtemos que

400 b P b b -1
Llz] = / e PPrdr = lim e Prdr= lim |— | — [ —e Pdx
0

b—+o00 0 b—+o00 P 0 0 p
_epx, |b 1 b 1 b
= lm || |4 lim [ ePdr=- lim [ e dx
b—+o0 p 0 P b—+c0 /g P b=+ Jo
1 e’ 11 1
= — lim =---==.
D b—+o0 p 0 p p D
Por ultimo, para probar que
400 n!
n —px_ .n °
E[x]:/o e Py diL‘:W, (1.4)
sempre que Re(p) > 0, procedemos por inducién en n. Xa temos visto que L[z!] = 1/p?. Pola

hipo6tese de inducién, suponemos que

+1.

e calculamos a transformada de Laplace de z"

+00 b
Llz"] = e PP dg = 1fm e Pra™tl dg
0 b—+o00 0

= lim g tle—pz |b B /b (n+1)x"e P* dx
n+l,—px |b 1 b
— lm |2 + nt lim x"e PP dx
b—+o0 —p 0 P b—=+o0 Jy
1 [t 1
_nt / a"e Pt dy = + L[z"]
p 0 p

n+1 nl (n+1)!
P ’ pn-l—l - pn+2 :



4 1. Transformada de Laplace

1.1. Propiedades da transformada de Laplace

Probaremos a continuacién algunhas das propiedades da transformada de Laplace, que pos-
teriormente seran tutiles para a siia aplicacién & resolucién de ecuacions diferenciais.
En primeiro lugar, probaremos a linearidade da transformada de Laplace.

Proposicion 1.4. Para calquera par de funcions f,g para as cales existan L[f(z)] e Lg(x)],

respectivamente, e calquera par de constantes a, B € C, cumprese

Llaf(z) + Bg(x)] = aLlf ()] + BL[g(z)].
Demostracion. Este resultado dediicese directamente da linearidade da integral, pois
+o0
Llaf(x) + Bg(x)] = /0 (™ f(z) + Be P g(z)) da

=a /0+00 e P f(x)dx + /0+0<> e Pg(z)dx

= aLl[f(z)] + BL[g(z)].
]

Esta propiedade facilita moito o calculo das transformadas de Laplace dalgunhas funciéns.
Calculemos por exemplo a transformada de f(z) = 322 — 5z + 1:
2 1 1 6 5 1
L[f(x)] = L[32® — bz +1] =3L[z%] —5Lz] + L[1] =3 % -5 5+ = — — —& + —.
[f(2)] = £] ] 7] [z] + L[1] e R R . B R
Grazas a linearidade da transformada de Laplace podemos calcular tamén de xeito sinxelo as

transformadas do seno e o coseno. Tendo en conta que

ez’a:ﬂ o e—iar eizzz + e—iaz
sen(ax) = —  © cos(ax) = 5 ,
temos que as suas respectivas transformadas de Laplace son:
1 A ) 1 1 1 a
L = — (L[] — L[e7"]) = — — = R 0, (1.5
[sen(az)] 2Z,( [e7%] — L]e~M7]) Qi(p_m p+m> o % e(p) >0, (1.5)
1 » . 1 1 1 P
L[cos(az)] = 5 (Lle**] + Lle™"**]) = 5 <p — + P ia) =i se Re(p) > 0. (1.6)

E interesante tamén o comportamento da transformada de Laplace fronte & derivacion e a
integracion. Debemos ter en conta que estamos a tratar con funcions definidas como 0 no semieixo
negativo, o cal probablemente cause que aparezan discontinuidades en f ou nas stas derivadas

en x = 0.

Veremos en primeiro lugar a relaciéon entre a transformada de Laplace dunha funcion e as

transformadas da sta derivada e da sia integral.



1.1. Propiedades da transformada de Laplace 5

Proposiciéon 1.5. Sexa f € £ unha funcion continua en [0,400) e de clase C' a cachos en
[0,4+00), e tal que [ € €, e sexa L[f(x)] = F(p) a sda transformada de Laplace. Enton

L[f'(z)] = pL[f(x)] - £(0). (1.7)
Demostracion. Por definicion,

“+oo b
Lf'(z)] = /0 e P f(z)dxr = lim e P f'(z) dx

b—+4o00 0

[t

= lim <efpbf(b))—e )+p lim / f(x)e PP dx

Integrando por partes,

b—+oc0 Jg b—+o00

b
lfim e PPfl(z)dr = lim (e Prf(x

b—s—+00 b—+o00
=, lim_ <e*p”f(b)) — f(0) + pL[f ()]

Finalmente, como f é de orde exponencial, digamos |f(z)| < Me*,

lim <e_pbf(b)) = 0, para calquera p tal que Re(p) > c.

b—+o00

Polo tanto obtemos que
L[f'(z)] = p L[f(z)] = f(0). (1.8)
O

Baixo as condicions anteriores, se f é de clase C* a cachos en [0, +00), repetindo o proceso
de integracion por partes, obtemos unha férmula xeral para a transformada da derivada n-ésima

da funcion f, sempre que f € &, dada por

LI (@) = p"LLf ()] — p" 7 F(0) = p" 24 (0) — o — pfr 2 (0) — £27(0)

3

(1.9)

onde f +)(0) son as sucesivas derivadas k-ésimas pola dereita en x = 0, é dicir

B e SUR) = fA0(0)
f(0) = hgr(r)l+ h ’

Proposicion 1.6. Sexan f unha funcion e g a funcion definida a partir de f como

:/Oxf(s)ds

de zeito que f,g € €. Enton, cumprese que
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Demostracion. Por definicion,

Lg(z)] = /0 o e Pg(x) dz = /0 = [e—m /0 " ) ds] dz.

Operando e cambiando a orde de integracién chegamos a que

Clg(x)] = /0+°o [/Ox P f(s) ds} di = /O+OO [/;Oo eV f(s) dw] ds
:/Om [f(s) /S+Ooepxdx} ds:/;oo {f(s);epﬂ ds

1 [t “ps gs — L Li(n
:p/o fls)e"ds = LIf(@)],

onde Re(p) é suficientemente grande para garantir a converxencia de todas as integrais. O

Reciprocamente, veremos agora que obtemos ao derivar ou integrar a propia transformada

de Laplace. Se consideramos a férmula xeral da transformada de Laplace

+oo
F(p) = /0 ¢ f(x) di

e derivamos respecto do parametro p, obtemos

)= [ " e ) fla) da = L f (@) (1.10)

Derivando unha segunda vez,

+o0o
F'(p) = /0 e (a?) f () di = L2 (x)].

Procedendo por inducién, obtense a seguinte féormula xeral para a derivada n-ésima:

F(p) = L|(—1)"a" f(x)].
Analogamente, para a integraciéon da transformada de Laplace temos o seguinte resultado.

Proposicion 1.7. Sexa f € £ e L[f(z)] = F(p) a sda transformada de Laplace. Enton, se
M € &, tense que
x
+o0o
/ F(s)ds-ﬁ[f(m)].
» x

Demostracion. Denotemos G(p) =

[f(x)/z]. Aplicamos ([1.10) a G e obtemos
z)

L
Gp) =L [—x f(] = L] f(@)] = —Lf()] = —F(p).

X



1.1. Propiedades da transformada de Laplace 7

Entén, integrando ambas expresions, tense que

para certo a.

Como queremos que G(p) — 0 cando p — 400, tomamos a = +00, co que chegamos a

G(p) = /+OO F(p)dp,

p

como queriamos demostrar. O

Por tltimo, veremos que tamén se poden facer traslaciéns coa transformada de Laplace.

Temos os seguintes dous resultados:

Proposicion 1.8. Sexan f € £ unha funcion, L[f(z)] a sia transformada de Laplace e b € R,
b > 0. Enton

LIf(x = b)] = e P°Lf(2)].
Demostracion. Aplicando o cambio de variable t = x — b,
+o0 “+oo
L[f(z—b)] :/ e PTf(x — b) du :/ e P £ (1) dt
b 0

+o00
— P e Pt =P x)].
- / F(t)dt = e L[ (2)

O

Proposicion 1.9. Sexan f unha funcion, L[f(x)] = F(p) a sia transformada de Laplace e

a € C, tal que Re(p) > Re(a). Enton

L[e* f(x)] = F(p — a).
Demostracion.
+oo +oo
L[e* f(x)] = / e Pre f(t) de = / e~ P=IT (1) dx = F(p —a).
0 0

O

Por exemplo, se consideramos f(x) = sen(bz), empregando (1.5)) temos que

b

F(p)=L[f(z)] = ma
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co cal deducimos que

L[e* f(x)] = L[e™ sen(bx)] = Ty h

Finalmente, a modo de resumo recéllense no Cadro todas as propiedades vistas nesta

seccion.

Cadro 1.2: Propiedades da transformada de Laplace.

f (@) F(p) = L[f(x)]
f(x) Jo e f(x) da
af(z)+ By(z) aL[f(x)] + BLIg()]
f() pLIf (@) = £(0)
() P LIf ()] = S R FE0(0)
[ (s)ds ﬁ[fp(x)]
z f(@) F(p)
(=1 2" f(x) F) (p)
fz) [ F(s) ds
f(z—b) e P L[f(x)]
e f(z) F(p - a)

1.2. Convolucion

Xa vimos que a suma de dias transformadas de Laplace é igual a transformada da suma.
Para o produto, isto non se cumpre. Co fin de dar sentido a esta propiedade, definese un “produto

xeneralizado” de duas funciéns, chamado convolucién.

Definicion 1.10. Sexan dias funciéns f e g. Definese a convolucién de f e g como

+oo
(f+g)(x) = / £(8)g(x — ) ds, (1.11)

— 00
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sempre que dita integral exista.

Veremos agora algunhas das propiedades da convolucién. En primeiro lugar, probaremos que,

ao igual que o produto usual, o produto de convolucién é conmutativo, asociativo e distributivo.

Proposicion 1.11. Sexan f, g e h tres funcions, e a,b € C diuas constantes. Cimprense as

sequintes propiedades:

(a) fx*(ag+bh)=a(f*g)+b(f=h).
(b) fxg=gx*f.
(¢) fx(g*h)=(fxg)=h.

Demostracion. Demostraremos cada unha das propiedades por separado.

(a) Dedticese directamente da linearidade da integral:

+00 +oo
f *(ag+bh) = f(s)(ag + bh)(x — s) dS:/ (af(s)g(x —s)+bf(s)h(x —s)) ds

—0o0

—a/+oof(s)g(a:—s)ds+b +Oof(s)h(x—s)ds:a(f*g)+b(f*h).

—00 —

(b) Basta con facer o cambio e variable y = x — s:

+o0 - oo
(Frg)(x) = / F(8)g(a—s) ds = / o) f (a—y) dy = / o) F(e—y) dy = (g+1)(2).

—00 +oo —00

(c) Para demostrar esta propiedade, utilizamos (b):

+oo
(f*g)*h(fv)zh*(f*g)z/ W(s)(f * g)(x — s) ds
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Estudaremos agora o comportamento da convolucién respecto da derivacion.

Teorema 1.12. Sexan f e g dias funcions tales que f € derivable e as convolucions fxg e f'xg

estdn ben definidas. Enton f * g é derivable e (f x g) = f'* g. Ademais, se g tamén é derivable,

enton
(f*g9) =f*g=[xg. (1.12)
Demostracion. Se f é derivable, derivando baixo o signo integral obtemos
, d d +o00 400 , ,
(fxg)(x) = —(f*g) = — flz—s)g(s)ds = fx—s)g(s)ds =[x g().
dx dr J_ oo

Tendo en conta que f x g = gx* f, se g é derivable, 0 mesmo argumento serve para probar que

(fxg9) =f*g=[fxg.
0

Observacion 1.13. Noétese que neste capitulo estamos a traballar tinicamente con funciéns per-

tencentes ao conxunto &£, ¢é dicir, definidas como 0 féra do intervalo [0, +00), polo que

+oo +oo
(frg) = / F(8)g(x — ) ds = /0 f(8)gla — ) ds.

—0o0

Para rematar veremos que a transformada de Laplace do produto de convolucion de duas

funciéns é o produto das transformadas de Laplace de ditas funciéns.

Teorema 1.14. Sexan f1, fo € € duas funcions tales que o seu produto de convolucion, fi * fo,

estea ben definido. Se f1 * fo € £, cumprese que

L[f1 = f2] = LIA]L[fo]-

Demostracion. Por definicion,

cls = [ e [ Om H() oz — ) ds] dz.

Operando e cambiando a orde de integracién chegamos a
+oo [ ptoo
clhesl= [ [T e ne - sas| o
0 LJO

+oo [ ptoo
= / / eP f1(s)e™P@) fo (2 — 5) dm} ds
o Lo

+oo [ p+oo
= / / e P@=8) fo(z — 5) dm] e P fi(s)ds
0 LJO

+o0
= [t p) ds = 2l [ e i) ds

0

= L[f2] L] f1].
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1.3. Transformada de Laplace inversa

Ata agora vimos como calcular a transformada de Laplace a partir dunha funciéon dada.
Plantexdmonos agora o problema inverso, é dicir, dada unha transformada de Laplace, L[f(z)],
recuperar a funcién f orixinal. Definiremos con dito fin a transformada inversa de Laplace, a cal
serd de gran utilidade para a resolucion dalgunhas ecuacions diferenciais ordinarias. Guiarémonos

polas referencias [2] e [10].

Definiciéon 1.15. Consideremos unha funcion localmente integrable f : [0, +00) — C. Diremos
que f é nula en case todo punto (c.t.p.) se é nula en todos os seus puntos menos nun conxunto

de medida nula, ou equivalentemente, se para todo b € (0, +00) verificase

b
[ 1s@lds=o.
0

Definicién 1.16. Dicimos que duas funcions f,g : [0,400) — C localmente integrables son

iguales en case todo punto se f — ¢g é unha funcién nula en case todo punto.

Proposicion 1.17. Sexan f,g € £ dias funcions iguais en case todo punto. Enton

Demostracion. Consideremos a integral

b
[l s@) - ey da.
0

Polo teorema do valor medio do calculo integral, existe un ¢ € (0,b), tal que

/ €77 (@) — e PTg(x)| dx = =) / [F(2) — g(a)] da =0,

pois f e g son iguais en case todo punto. Enton,

b—+00

£15)] ~ Llato)] = lim_| [ errwar [ i

< lim / le P f(x) — e PPg(x)| dz

b—+o0
= lim < —¢Re(p) / |f(x yd;c> =0.
b—+o00
En consecuencia, temos probado que L[f(x)] = L[g(x)]. O

Por outra banda, temos o seguinte resultado, conecido como teorema de Lerch, que establece
unha especie de resultado reciproco ao anterior. Non probaremos o teorema, non obstante a

demostracion podese atopar en [3].
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Teorema 1.18 (de Lerch). Sexan f,g € £ e suporiamos que

Enton f(x) = g(x) en todo punto x € [0,+00) no que tanto f coma g sexan continuas.

Observacion 1.19. Se dada unha funciéon F(p), existe unha funcion continua f(x) tal que

sabemos que esta é a nica funcién que cumpre tales condiciéns. Como a solucién dunha ecuacion
diferencial é continua, a transformada de Laplace serve para determinar a solucién de ecuaciéns

diferenciais de xeito univoco.

Deste xeito, podemos definir a transformada inversa de Laplace como segue:

Definiciéon 1.20. Dada unha funcién F' do parametro p € C, chamamos transformada inversa

de Laplace de F' a calquera funcién f € £ tal que

No caso de que algunha destas funciéns sexa continua en [0, +00), referirémonos a ela como a

transformada inversa de Laplace de F', e denotarémola por

cfe el
6 1
-1 2 .3 -1 — o7
L _p4] x°, L P J e’,
I [ 2
£ pQZZJ = cos(2z), L7! p2+4] = sen(2x).

Para rematar, probaremos un resultado que nos proporciona unha férmula para calcular a

transformada inversa de Laplace baixo certas condiciéns.

Teorema 1.21. Sexa F(p) unha funcion holomorfa, e por tanto analitica, en C\ {p1,p2, ..., pn}
e tal que existe unha constante o € R tal que F' é holomorfa en {p € C : Re(p) > o}. Supornamos

ademdis que existen M, R e c constantes positivas tales que

M
|F(p)\ < W? se |p| > R.
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Para t > 0, sexa

F@) = 3 Res (" F(p), pr).
k=1
onde Res (eP* F'(p), pr) denota o residuo da funcion eP* F(p) na singularidade illada py. Enton

L[f(z)] = F(p) se Re(p) > 0.

Demostracion. Sexa o > o e sexa I' un rectangulo suficientemente grande como para que todas
as singularidades de F' estean contidas no seu interior e tal que todo p € I' cumpra que |p| > R,

como se ilustra na Figura (1.1

Imz

Figura 1.1: Rectangulo I'.

Separamos I' na suma de dous camifios pechados I'1, T’y divididos pola recta Re(p) = «, de
xeito que todas as singularidades de F' estean contidas no interior de I';.

Por definicion de f temos que

/ eP*F(p) dp = 2mi f(x).
I

Enton

omi L (2)] = L2mif(2)] = L [ /F €7 P (1) dw} _ /0 T [ /F ) dw] do

1

b b
= lim e P [/ e’ F(w) dw] dr = lim {/ eWTPIT B () d:z:] dw.
1_‘1 Fl 0

b—+oc0 Jo b—+o00
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Integrando respecto de & obtemos entén

2mi £[f(x)] = M A (elw=Pb _ 1) T_pdw.
1

Fixado un p no semiplano Re(p) > «, e(w=P)b converxe a 0 cando b — 400. En consecuencia
chegamos a que

2mi L[f(z)] = — de: F(w)dw—/rF(w)dw:%TiF(p)—/rF(w)dw

rnw—p r,W—Pp w—=p w—=p

Por outra banda, consideramos unha circunferencia de raio p > R,

m(z) = pe'®, x €10,27],

F(w)

/ d ‘< M 2 — 0 — +
——dw |< ———— 27p , Se p Q.
rw—p lp|¢(p — R)

Polo tanto, polo teorema de compresion, temos que

F
/(w) dw =0,
rw—p

e como « era arbitrario, tense que L[f(z)] = F(p) para todo Re(p) > o.

que contefia a I'. Entéon

polo cal

1.4. Aplicaciéns as ecuacions diferenciais

Nesta secciéon veremos algtins exemplos de casos nos que o uso da transformada de Laplace

resulta ttil para a resolver ecuacions diferenciais ordinarias. Seguiremos as referencias [6] e [9].

1.4.1. EDOs lineais con coeficientes constantes

Suponamos que queremos atopar unha solucién da seguinte ecuacién diferencial
y' +ay +by = f(z) (1.13)

satisfacendo as condicions iniciais
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Aplicamos a transformada de Laplace a ambos lados da igualdade ((1.13)), e utilizamos a lineari-

dade da transformada

Lf(x)] = LIy + ay’ + by] = L[y"] + aL]y'] + bL[y].

(1.14)

Queremos agora expresar L[y"] e L[y] en funcion de L[y]. Aplicando a féormula (1.9) para a

transformada da derivada n-ésima,

Lly"] = p*Lly] — py(0) — y'(0).
Insertando as condiciéns iniciais en e obtemos
Llyl=pLlY —yo e LT =Lyl —pyo — %o
e substituindo ditas expresiéns en chegamos a
LLf ()] = p*Lly] — pyo — yi + apLly] — ayo + bL[y).

Despexando L[y] nesta ecuacion chegamos a

Lf(z)] + (p + a)yo + yo
p>+ap+b

Lly] =

)

(1.15)

(1.16)

que é unha funcién completamente conecida de p, pois f(z), a, b, yo e y(, son cofiecidos. Basta

enton atopar que funcion y(x) ten ao membro da dereita como a sia transformada de Laplace,

que seré a solucién que buscabamos.
Exemplo 1.22. Buscaremos a solucién de
!
Yy + 4y = 4x

satisfacendo y(0) =1 e y/(0) = 5.

Aplicamos a transformada de Laplace e obtemos
Lly"] +4Ly] = AL][z].

Por (|1.3), sabemos que

1
Llz] = —.
o] =5

(1.17)

Usando (1.16]) e as condiciéns iniciais e substituindo o valor de L[x] en (1.17), chegamos a

4
P’Llyl —p—5+4L[y] = 2
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onde, despexando L[y], resulta
3 2
p° +5p° +4 P 5 4 D 4 1
Lly] = = + + = + + -
% pPP*+4)  pP+4 pP+4 0 pP(pP+4) pP+4 o pPtd s p?
Empregando (|1.6)), (1.5) e (1.3) temos enton que

Lly] = L] cos2z] + L[2 sen2x] + L[z] = L[cos2x + 2 sen2z + x|,

e en consecuencia chegamos a que a solucién que buscabamos é
y = cos2x + 2 sen2x + x.
Exemplo 1.23. Atoparemos a solucion de
1
Y +y = coszr

satisfacendo y(0) = 0 e ¢/(0) = 1.

Aplicamos a transformada de Laplace e obtemos

Lly"] + L]y] = L|cos x]. (1.18)
Por , sabemos que
L[cosz] = B
pP?+1

Usando (|1.16]) e as condicions iniciais e substituindo o valor de L[cosz] en (1.18]), chegamos &

expresion

2 p
Lyl =1+ Lyl = ——
p°Llyl =1+ L[y] SRR
onde, despexando L]y, e empregando ([1.5)) e , resulta
CpPHp+l . PP+ p 1 » 1

Lly] = =

+ = + :
P+1)?>  (@P*+1)? (@*+1)?* p*+1 p*+1 p*+1
= L[| senz| + L]cosz]L[| senz] = L] senz + cosz * senx],

onde cosz * senx denota a convolucion destas dias funcions, definida como en (1.11).

Calculamos cos z * senx:
r 1 1 v
COST * Senx = / cos(s) sen(z — s)ds = [4 cos(2s — z) + 35 Sen(:c)}
0 0
1 1 1
=1 cos(x) + 3% sen(z) — i cos(—x) = xse;(a;).

En consecuencia chegamos a que

x sen(x)

x
cl) = £ [sente) + 5] = £ [senti) (14 3)].
e polo tanto a solucién que buscabamos é
x

y(z) = sen(x) (1 + 5) .
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1.4.2. Sistemas de EDOs lineais con coeficientes constantes

De igual xeito, a transformada de Laplace permitenos tamén resolver algiins sistemas de
ecuacions diferenciais ordinarias. Suponamos que queremos atopar unha solucién do seguinte

sistema de primeira orde
Y =Ay+f, y0)=c (1.19)

onde A = (A;;) é unha matriz de coeficientes constantes de dimension k x k, ¢ = (c1, ..., ¢x) un
vector constante, e y = (y1,...,4x) € f = (f1,... fx) son vectores (columna) de funciéns de z,

tales que f1,..., fr € &, e en consecuencia y1, ..., yx € £. Aplicando a transformada de Laplace &

expresion , obtemos
Ly (z)] = AL[y(z)] + L[f(z)],

onde Ly(x)], L[f(x)] e L[y’ (x)] son vectores que contenen as transformadas de Laplace de

cada unha das compoientes de y, de f e de y’ respectivamente, é dicir

Ly ()] L[f1(z)] L[y ()]
Lly(x)] = : , Llf(2)] = : e L[y (z)] =
Llyy(x)] L[fr(x)] Llyp(z)]

Utilizando a formula da transformada de Laplace da derivada (1.7)), e tendo en conta a condicion

inicial y(0) = ¢ obtemos
pLy(x)] — c= AL[y(x)] + LIf ()],

ou equivalentemente
(p I —A) Lly(z)] = L[f(x)] + ¢, (1.20)

onde I denota a matriz identidade de orde k.

Para obter a solucién que buscamos precisamos invertir a matriz (p I — A). Os elementos da
matriz inversa, (pI — A)~!, serdn funciéns racionais do parametro p, cuxo denominador serd o

polinomio caracteristico det(p I — A).

Podemos entéon construir a seguinte matriz
-1 -1
® = (¢i) =L [(pI - A)7'],
cuxos elementos son as transformadas inversas de Laplace dos elementos de (pI — A)~*.

Despexando entéon L[y(x)] na ecuacion ([1.20) chegamos a

Lly(x)] = (pI —A)'LIf(@)]+ (I - A) ¢,
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e aplicando a transformada de Laplace inversa obtemos finalmente que
y(x) =2 * f(x) + ®c,

onde ® * f(x) e ® ¢ son dous vectores cuxas componentes i-ésimas vefien dadas por
(@ f(x), =D dijxfi e (®chi=Y o,
J J

respectivamente.

Exemplo 1.24. Resolveremos o sistema

con condiciéns iniciais

-8 -9
A= ,
4 4
polo que
p+8 9
pI - A - )
—4 p—-4
e como
det(pl — A) = (p+8)(p—4)+36 =p* +4p+4= (p+2)%
temos que

_p—4 -9 1 _ 6 -9

(pI — At = ®+2? @+ | _ [ »r2 T t2)? (p12)?
_4 p+38 4 1 + 6
(p+2)% - (p+2)* (r+2)? p+2 T pr2)?

Aplicando a transformada inversa de Laplace obtemos a matriz

2x

e2x_6xe— 2x

—9zxe”
O(x) =

dre 2 e _Gre 2
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e en consecuencia, a nosa solucién é

yi(z) ¢11 % f1 + 12 * fo (€72 —6re ) xe®
y(z) = = =
y2(z) Go1 * f1 + @22 * fo (dze ) xe @

Desenvolvemos cada unha das expresions por separado. En primeiro lugar

xX
yi(z) = (8729& —6x 6723‘“) xe T = / (6725 —6s 6728) s
0

X T x
= / (e_s_” —6s e_s_x) ds = / e T Tds — / 6se *"ds.
0 0 0

Utilizando integracién por partes para resolver a segunda integral, chegamos a

T T .
) :/ o ds/ 6se™" " ds = [—e™* ] — ([656—5‘””]§+ / 6o d8>
0 0 0

—e T e (—6%‘6_2x — [6e_s_x]g) —e T e (—Gxe_% —6e 2 4 66_9”)

—e 2 (-146x+6)+e " (1—6)=(6x+5)e 2 —5e 7.
Por outra parte,

xX x
yo(z) = (dze ) xe @ = / dse e T8 45 = / dse " °ds
0 0
= —dze ™ — 47 f 4o = (—dx — 4)e 2 £ 47",
Co que a solucién obtida é
y1(x) (6z +5)e™ 2 — 5e= 7

ya(x) (—dz —4)e™ 2 4 4e™°

1.4.3. Problema mecanico de Abel

Para rematar coas aplicaciéns da transformada de Laplace veremos un problema clasico de

mecénica, resolto por Niels Henrik Abel en 1823.

Consideramos un fio en forma de curva suave e un abelorio de masa m que parte do repouso
e descende sen rozamento polo fio cara a orixe baixo a accién do seu propio peso como se amosa

na Figura|1.2

Sexan (z,y) o punto de partida e (u,v) calquera punto intermedio.
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y=ylx)

(z,y)

Figura 1.2: Problema mecénico de Abel.

Suponamos que a forma do fio vén dada por unha funciéon y = y(x). Se conecemos a funcion
y(z), non é dificil calcular o tempo total do descenso do abelorio, que sera unha funcion T'(y)
da altura inicial. O problema mecanico de Abel é o problema inverso ao anterior: conecendo a

funcion T'(y), atopar a forma do fio que dé lugar a un tempo de descenso igual a T'(y).

Vexamos a formulacién matemética do problema de Abel. Partimos do principio de conser-

vacion da enerxia mecénica:

E. + E

P(z,y)

= By + By, (1.21)

(z,y) w,v)?

onde E. denota a enerxia cinética e E), a enerxia potencial en cada punto. Como

1 ds\?
Eeay =0, Bty =3™m (dt) ’

Ep(z,y) =mgqgy e Ep(w) =mgu,
a expresion ((1.21)) queda en
1 ds\?
e (%) =mgt )

dt
sendo g a acelaracion gravitatoria e s a lonxitude de arco da curva definida pola funcién y dende
a orixe ata o punto (u,v). Tendo en conta que s é unha funcion decrecente, sabemos que a sua

derivada seréd negativa, polo que despexando % na ecuacion anterior obtemos

S = V2
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ou, equivalentemente

—ds
29 (y—v)

Integramos agora a expresion dende v = y ata v = 0, obtendo

dt =

0 0 —1 Y 1
T(y)—/y dt—/y mds_/o \/ﬁds (1.22)

1 Y 1 1 v o4
= s'(v) dv.

= ds_
v2g9Jo Vy—v v2g9Jo Vy—v

Por outra parte, a lonxitude de arco da curva

=i ()

¢ comecida sempre que o sexa y = y(x), polo que

Fly) = (g = 4|1+ (dx)z (1.23)

tamén é conecida.

Xuntando ((1.22)) e ([1.23]), chegamos a

10— ok [ 4

co que podemos calcular T'(y) sempre que coniezamos y(x).

No problema mecanico de Abel o que queremos facer é o contrario. Queremos achar a forma

da curva, y(x), a partir de certa T'(y) dada. Enton, voltamos & cofiecida como a ecuacion integral

de Abel
1 Yo f(v) Y 1 . 1
T = V29 Jo Wd V29 <f(y) \/Z~7> ’ (124

onde agora y(z) é a incognita.

Para resolver a ecuacion, aplicamos a transformada de Laplace en ambos membros da igual-

dade :
L) =t |10+ 2| = =t [v ] 2l (1.25)

Calculamos £ [yfﬂ:
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Facendo o cambio de variable py = t,

+o0 t *% 1 +o0
L [yfﬂ :/ et () —dt :p%/ et dt.
0 p p 0

Finalmente, facendo un segundo cambio de variable, ¢t = 52, obtemos
+oo 1 +o0
/ e’ (52) 22sds = 2p_% / e ds = 2p~
0 0

Substituindo isto en ([1.25) e despexando L[f(y)] chegamos a

Ll ()] = vag HEWl \/g LIT(y)].

(NI
N

elp] -

(1.26)

(1.27)

Baixo as condicions do problema mecanico de Abel, é dicir, cando T'(y) é coniecida, o membro

da dereita é unha funciéon de p conecida, de xeito que, en principio, aplicando a transformada

inversa de Laplace poderiamos achar f(y). Unha vez coniecida f(y), para obter a curva basta con

resolver a ecuacion diferencial plantexada en ([1.23)), co cal estaria resolto o problema.

Estudaremos o caso particular no que T'(y) = Ty é constante, é dicir, o caso no que o tempo

de descenso non depende do punto de partida. A curva definida por esta propiedade conécese

como curva tautécrona. O noso problema é, polo tanto, achar a curva tautdcrona.

Se T(y) = To, a ecuacion (|1.27)) convértese en

LU )] = \/Z £y = 1;\/2 - \E

onde )
b— 29715
w2
De ([1.26)), deducimos que
]
p

polo que aplicando a transformada inversa de Laplace en (1.28) chegamos a

Como

(1.28)
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chegamos a que a ecuacion diferencial da curva é

e polo tanto

Resolvendo esta integral, obteremos a forma da curva que buscabamos. Para isto, facemos o
cambio de variable y = b sen’¢, co que

a::2b/cos2d>d¢:b/(1+cos(2(;5)) dp == (2¢+sen(2¢)) +c,

N o

y:bsen2¢=b(10032¢):b<1005’(2¢)+1> _

b
5 5 (1 —cos(29)).

Chegamos entéon a que

xr =

N o

(2¢+sen(2¢))+c e y=

N o

(1 - cos(2¢)). (1.29)

Como a curva ten que pasar pola orixe, necesariamente ¢ = 0. Para simplificar a expresion,
denotamos

0 =209,
co que (|1.29) reducese a

r=a(@+senf) e y=a(l—cosb),

(1.30)
que son as ecuacions paramétricas dunha cicloide como a da Figura [I.3]
Ay
a
®
,,,,,,,,,,,,,,,,, >
T

Figura 1.3: Curva tautocrona.
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Polo tanto, a curva tautdcrona é unha cicloide, xerada polo movemento dun punto fixo dun

circulo de raio a que roda baixo a lina verde y = 2a. Como

,_ 2075

)

T2

o diametro do circulo vén determinado polo tempo de descenso do abelorio polo fio, Tj.



Capitulo 2
Transtformada de Fourier

Neste capitulo estudaremos a transformada de Fourier e a stia inversa, as stias propiedades
e algunhas das stias aplicacidons 4 resoluciéon de ecuacidons en derivadas parciais. Seguiremos as
referencias [5], [6] e [8].

Comezamos vendo como se define a transformada de Fourier:

Definicién 2.1. Dada unha funcién f : R — C, definese a transformada de Fourier de f como
+w . ~
Flf@) = [ fa)e i dn = o

—00
no caso de que exista, é dicir, no caso de que a integral

+o0 .

/ f(2)e ™% da
—0o0

sexa converxente.

Observacion 2.2. En diferentes referencias atopanse outras definicions distintas da transformada

de Fourier, como por exemplo

+oo ; +o0 . +o0 )
Flf(x)] = f(x)e®® dz,  F[f(z)] :/ Fla)e 27 gy, f[f(:v)]:/_ F(2)e?™ " 4,

—00

+o0 ) Too '
Flf(z)] 1 / f(x)eZEx dr ou F[f(x)] = \/12?/_ f(x)ezgx de.

2 J_ o
Asi, os resultados que expofieremos ao longo do capitulo poden variar segundo onde se consulten.

Observacion 2.3. A transformada de Fourier de f, f (£), é unha funcion do parametro £ € R.

Verificar a converxencia de dita integral impropia é méais complexo ca no caso da transformada

de Laplace. En moitos casos non existe. Por exemplo, se consideramos a funcién definida por

25
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f(x) =1 para todo x € R, temos que

“+o0 )
Flf(x)] =l/’ i .
Se £ = 0,
400
ﬂﬂmmn—/ | dz — 4o,
Se € # 0, ) y
Arwl@= [ e srar= gim [ e
—0o0 —+oo J_R
_ R __—REi REi
= lim [.16‘15’”} — Jim &t
R—+o00 Zf R R—>+OO Zé’

2
et R
Rl senCRE)

que non existe.

No caso de que a funciéon f sexa unha funcion real, unha condicién suficiente para garantir a

existencia da transformada de Fourier é que f € L'(R), ¢ dicir, que f cumpra que

[ i@l <o,

—0oQ
xa que entén
+o00

uww%%ma/ f@)ldr < oo, (21)

—00

+o00 400

fmmm/

—00

fw)e e do = |

—00
pois |e"%*| = 1. Imporemos a mitdo dita condicién ao longo deste capitulo.

Observacion 2.4. Para simplificar a notacion, escribiremos L' para denotar L!(R), onde
+oo
L'R) = {f:R—HR‘ / |f(a;)\d:c<oo}.
—0o0
Veremos agora algtins exemplos de transformadas de Fourier sinxelas de calcular. Comecemos

considerando a funcién definida por

e se x>0,

0 se x<0.

Temos neste caso que

+00 . 400 . +00 .
Flf(z)] = / f(x)e %% dx = / e T dy = / (T30 gy
—o0 0 0
R A e(—1-if)z | R 1 1 (2:2)
= lm [ T lim ——— | =- — =,
R—+o0 Jo R—+oo —1—1§ |, —1— 1+
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Figura 2.1: Grafica da funcién h,.

co que observamos que a transformada de Fourier dunha funcién real pode tomar valores com-

plexos.

Podemos calcular tamén a transformada de Fourier de f(z) = e~ 17l
400 ) 0 ' Too '
Flf(z)] = / el gy = / e gy + / e Te i gy
— —00 0

0 ) +oo ]
= / e T dy + / e Te T Iy
—00 0

0 A +oo .
= / L / 71710 g
—00 0

0 . R .
= lim =0 g 1 lim e~z g

R—+o0 J_p R—+o00 Jg

) e(1=i€) 0 (—1-ig) |R
:RLHJrrloo<1if I 0)
1 11 1 14dié+1-i
*1—i§_—1—z’5*1—z’§+1+¢5* 1— ()2
2
S 1+¢2

Por ultimo, consideramos a funcién representada na Figura hg, definida como:

() 1 se |z| <a,
a\xl) =
0 noutro caso,

sendo a calquera ntmero real positivo. Temos que a sta transformada de Fourier é

too . a —ifa _ gi€a 9
F = —i€x — —i€x _ ¢ € _“
[ha] —/ ho(z)e™">" do = /_ae dx = & ¢ sen(af). (2.3)

—00
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2.1. Propiedades da transformada de Fourier

A continuacion probaremos algunhas das propiedades da transformada de Fourier, que igual
que no caso da transformada de Laplace, serdn tutiles posteriormente para a sia aplicacion 4

resolucion de ecuacidns diferenciais.

En primeiro lugar, probaremos a linearidade da transformada de Fourier.

Proposicion 2.5. Dadas dias funcions f,g para as cales existan F[f(x)] e Flg(z)], respectiva-

mente, e dados a, 5 € C, cumprese

Flaf(z) + Byg(x)] = aF[f(x)] + SFg(2)]. (2.4)

Demostracion. Igual que no caso da linearidade da transformada de Laplace, este resultado

dedicese directamente da linearidade da integral, pois

“+oo

Flaf (@) + fg(@) = [

—00

<ae"frf(m) + Be_igxg(x)> dx

—00

= oF[f(z)] + BF[g(z)].

=« /+OO e 8T f(x)dr + 3 /_+OO e Prg(x)dx

Probaremos agora que a transformada de Fourier dunha funcién integrable é continua. Para
demostrar este resultado, precisaremos o teorema da converxencia dominada, que enunciamos a

continuacion e cuxa demostracion podese atopar en [I].

Teorema 2.6 (da converxencia dominada). Seza {f,} unha sucesion de funcidns integrables que
converze puntualmente (c.t.p.) a unha funcion real medible f. Se existe unha funcion integrable

g, tal que
|fnl < g, para todo n,

/fdﬂznlggo/fndu-

Podemos probar entén o resultado sobre a continuidade da transformada de Fourier citado

enton f € integrable, e ademais

anteriormente:

Proposicién 2.7. Sexva f € L'. A sia transformada de Fourier, F[f(x)] ¢ unha funcion conti-

nua.
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Demostracion. Consideremos unha funciéon h € L'. Como |e~%?| = 1, para calquera € perten-

cente ao dominio de h tense que
e h(x) — e h(@)| < [T h(@)] + e ()] = 2|h()]
Considerando f¢(x) = e %%h(z) — e*igmh(x), temos que
fe — f, cando £ — &,
sendo f a funcion idénticamente nula. Ademais, tomando g(z) = 2|h(x)|, temos que
| fel < g, para todo &.

Asi, polo teorema da converxencia dominada,

R o +oo +o0
tim (76 - f©)) =tim [ " femyde= [ s =0

~

é dicir, f = F[f(x)] é continua. O

E interesante tamén ver como se comporta a transformada de Fourier fronte a traslaciéns ou

cambios de escala.

Proposicién 2.8. Sexa f € L'. Para calquera a € R tense que

Flf(x—a)]=ef&) e Flef(2)] = f(&—a). (2.5)

Demostracion. En primeiro lugar, para probar que F[f(z — a)] = e~ f(£) basta con aplicar a

definicién de transformada de Fourier e o cambio de variable y = x — a:

+o00 400
Flf(x—a)] = / flx—a)e ™" da = / Fy)e Wt gy

oo e
- / fly)e " vei€e gy = e~ita / F)e " dy
= e 8 f(¢).

No caso da segunda igualdade,

Fiewfa) - |

—00

“+o00

e f(x)e " do = /+OO e DT £ (1) da = f(€ —a).

—0o0

Proposicién 2.9. Sexa f € L', e sexa 6 > 0. Definimos a funcion f5 como

fs(x) = f(f)-

Enton

A~

&) =f0¢) e  Flfox)] = f5(6).
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Observacion 2.10. Notese que ?5\ e fs denotan cousas distintas: ﬁ;\(f) = F[fs(x)], mentres que

& =41 (5):

Demostracion. Para demostrar a primeira igualdade utilizamos o cambio de variable y = %, co
que obtemos
7 UL (T e L ity T =i gy — 7
Bo=[ 51(5)ede= |  Sfwe®ody= [  fye 0 dy = f(55).

Por outra banda, para probar a segunda igualdade aplicamos o cambio de variable y = dx e

obtemos
—+oo

Fleo) = [ feneEdn = [ ey

7oo+m . A A
5 [ teiay =57 (%) = o

“+o00

|

O

Vexamos agora un resultado que relaciona a transformada de Fourier dunha funcién coa da

stia derivada.

Proposicién 2.11. Sexza f € L' unha funcion continua, de clase C* a cachos e tal que f' € L.

Enton

FI£1(8) = i€ f(6). (2.6)
Demostracion. Como f' € L', por definicién tense que

“+oo
/_ () dx < oo,

e polo tanto

T—r+00

+o0
/0 f@)dr = lim f(z)— £(0) < oo,

é dicir, o limite
+o00

lim f(z) = f(0) + f(z)dz
r—+-+00 0
existe, e ademais, como f € L', necesariamente vale 0. Cun razoamento analogo chegamos a que

lim f(z)=0.

Tr——00
Tendo isto en conta, calculamos F[f’](£) integrando por partes:
+00 +00

AN© = [ e @ == [ " f@-igedo—ic [ f@e s = ife).

—00 —00 o0

+o0

O
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Analogamente, vexamos agora que obtemos ao derivar unha transformada de Fourier.

Proposicién 2.12. Seza f € L' unha funcion que cumpre que xf(x) ¢ integrable. Enton,

Flaf ()] = ilf]'(). (2.7)

Demostracion. Basta ter en conta que

pois entéon

+o0o ) “+oo ) “+o0o ) R
Flaf@) = [ e ap@ydn= [ f@igeede =iz [ e dn = ilf(o).

Vexamos un exemplo no que utilizamos as propiedades anteriores para calcular unha trans-

formada de Fourier.

Exemplo 2.13. Calcularemos a transformada de Fourier dunha funcién f(z) = e~®=, con

a > 0. Para iso, teremos en conta que f satisfai a ecuacion diferencial f'(z) + axf(z) = 0.

Aplicamos a transformada de Fourier 4 ecuaciéon f'(z) + azf(z) = 0. Por (2.4),
Flf'(x) + axf(z)] = FIf' ()] + aF [z f(2)] = 0.
Utilizando e , a ecuacién anterior convértese en
i€ f(€) +ai(f)'(€) =0
ou, equivalentemente, en

£

a

()€ +>f©=0. (2.8)

Resolvemos a ecuacion diferencial obtida. Despexando en ([2.8)), chegamos a que

Gre _ ¢
f€) a
Integrando a ambos lados da igualdade obtemos
R _ £2
log (f(&)) =g, Tl C,

co que
o _¢2

j&) =Cewr.
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Para evaluar a constante C, tomamos £ = 0:

. “+o0o +00 -
C=f(0)= f(z)dx :/ e 2% dx.

—00

Facendo o cambio de variable y = \/E T,

2
2 [T /2
C= \/>/ e v’ dy = il
a ) _o a

Asi, chegamos a que a transformada de Fourier que buscabamos é

F {e—aﬂ (€)= ﬁ = (2.9)

Igual ca no caso da transformada de Laplace, a suma das transformadas de Fourier de duas

funciéns é igual 4 transformada da suma de ditas funciéns, pero o produto de duas transforma-
das de Fourier non é igual 4 transformada do produto. Porén, probaremos que o produto das

transformadas de Fourier de duas funciéns é igual 4 transformada de Fourier da stia convolucion.

Proposicién 2.14. Sexan f1, fo € L', e sexa f1 * f2 a sia convolucion. Tense que

Flf1 = fo] = FLAIF[f2)- (2.10)

Demostracion. Tal e como o definimos en (|1.11)),

400
(hef)a) = [ hlo)fale — s)ds,
polo que .
Fl(fr* fo)]l = / (f1 % f2)(x)67i51 dx

_ / :O ( / :O Fi(s)falz — 5) ds) e~ g

+o0 +oo )
= / / e %% 1 () fo — 5) ds da

7+oo 7+oo ) )
= / / e f1(5)e @) fo (x — 5) d ds.
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Para rematar coas propiedades da transformada de Fourier, veremos un importante resultado,

coniecido como o lema de Riemann-Lebesgue.

~

Lema 2.15 (de Riemann-Lebesgue). Seza f € L'. A sia transformada de Fourier, f, cumpre
que

A~

f(t) = 0 cando & — £oo.
Demostracion. En primeiro lugar, suponamos que f é unha funcién escalonada, é dicir,
k
f(z) = ch¢j($),
j=1

onde para cada 1 < j <k, ¢; € R ¢ unha constante e ¢; ¢ unha funciéon definida por

1 se |z—uzj5 <ay,
¢j(x) =
0  noutro caso,
onde a; € R, a; > 0 representa a metade da lonxitude do intervalo centrado en z; no que ¢; non

se anula.

Por (@3 ¢ (3.

Floj(2)] = Zé sen(aze),

polo tanto, temos que
Fl¢;(z)] = 0, cando £ — +o0.

En consecuencia,

F[f(x)] = 0, cando & — +oo.

En segundo lugar, analizamos o caso xeral. Como f € L', é posible atopar unha sucesion de

funcions escalonadas, {f,}, tales que

/+°° |fn(x) — f(x)]dz — 0 cando n — oco.

Se f é Riemann integrable, isto dedicese do feito de que a integral de f é o limite de sumas de

Riemann. Tamén é certo se f é Lebesgue integrable, pero a proba require dalgins resultados da

teoria da integracion de Lebesgue, que se poden atopar en [7], pero que non detallaremos.
Enton,

+oo
|fn(x) — f(x)| dz — 0, cando n — oo,

s |fa(6) = 6] < /

é dicir, f, converxe uniformemente a f.
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Como ademais f, — 0 cando n — oo, pola converxencia uniforme dedtcese tamén que
f — 0 cando n — oc.

O

A modo de resumo, no Cadro recOllense as principais propiedades da transformada de

Fourier expostas anteriormente.

Cadro 2.1: Propiedades da transformada de Fourier.

() F(&) = Flf ()]
f(@) J23 e f(x) de
af(x) + By(x) aF[f(x)] + BFg(x)]

f(z—a) e f(¢)
e f(x) f(&—a)

AY) e

(6 7 (5)

f'(x) i€f(¢)

of (z) iLf1(€)
(f*9)(z) Ff1F 9]

2.2. Transformada de Fourier inversa

Unha vez visto como calcular a transformada de Fourier dunha funciéon dada, buscamos agora
como resolver o problema inverso, é dicir, buscamos unha férmula que nos permita recuperar, a

partir dunha transformada de Fourier, f , a funcién f.

Veremos un resultado que nos proporciona dita féormula de inversiéon da transformada de
Fourier, pero para demostralo precisaremos o seguinte teorema, cuxa demostracion pddese atopar
en [6].
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Teorema 2.16. Consideramos unha funcion g € L' tal que fj;o g9(y)dy =1 e definimos
0 400
o= [ gwdy e b= [ gway
—0o0 0
Sexa f unha funcion continua a cachos en R e suporiamos que ou ben f € unha funcion limitada

ou ben g anilase foéra dun certo intervalo finito, de zeito que (f = g)(x) estea ben definida para

todo x. Se g. € a funcion definida por

enton
HH(I)(f *ge)(z) = af(z) +bf(x7), para todo x.
E—r
Estamos agora en condiciéns de enunciar e probar o teorema de inversiéon de Fourier.

Teorema 2.17 (de inversion de Fourier). Seza f € L' unha funcién continua a cachos en R,

definida nos seus puntos de discontinuidade de xeito que para todo x se cumpra que

fla) = 5 [F) + 1]
FEnton | oo
fla) =i 5o [ et g de aeR (2.11)
Ademais, se f € L', enton f é continua e
_ L [e e R 2.12
f@ =5 [ e i aer (2.12)

Demostracion. Comezamos probando a igualdade (2.11)). Por definicion de f , tense que
. 1 too 2 ftoo
e () de = / e [ e aya

o
+oo +o0o
[ e ) dyae.

A integral dobre é absolutamente converxente e podemos intercambiar a orde de integracion, asi

Lo
prs

1 +o00 o — 262 o +o0 +oo g
% 62$6€2 27r/ / 'LIEy f()dé—dy
([ e dg> i
—00 —00
1 +0o0 _5262

- f[e } (y— ) fly) dy.

Como, por ([2.9), sabemos que
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chegamos a

L [T ier 2 ; 1 [*°\21 _oy?
o | et i = o [ YIS pay
T J_oo 27 J_ o
1 +oo _ (a—y)?
— e [ iy
eVv2T J_oo
= (f*¢:)(z),

onde

1 _
Fa) =5 ) + 1),
polo Teorema [2.16] tense que
. 1 e € —62£ £ 7 1 — +
i o [ e (€ de =l (75 0) (@) = 5 [F7) + 1] = o)
e—0 27 —oo e—0 2
. 2
Faltanos s6 probar . Supoiiemos agora que f € L'. Como e < 1, temos que
itr 2 ¢ iex| | —22| | 7 ¢
e f(o)] = || |5 | | fo| < |F©).

Podemos entén usar o teorema da converxencia dominada para calcular o limite (2.11]).

[f@™) + f(=D)] = f(a).

N | —

L[ e ey ae — i - / T g e-tS e de =

21 J_ o e—0 27 J_o

O termo da esquerda,
1 [T

27 J_ o

é a transformada de Fourier de f € L' avaliada en —z, multiplicada por 5

e xa vimos que

as transformadas de Fourier de funciéns integrables son funciéns continuas, polo tanto, f é

continua.

O

Podemos entén definir a transformada inversa de Fourier como segue:

Definicioén 2.18. Dada unha funcion f do parametro £ € R, definese a siia transformada inversa

de Fourier como a funcién F~!] f] = f, que para cada x € R vén dada por

+oo )
f(@) = — / f(&)ee de.

27 J_ o
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Como consecuencia directa do teorema anterior, temos o seguinte corolario que afirma que a

transformada inversa de Fourier é tinica:
Corolario 2.19. Sexan f e § dias funcions do pardmetro & € R, e sexan f e g as sias respectivas

transformadas inversas de Fourier. Se f = g, enton f = g.

Demostracion. Se f = g, ent6én pola linearidade da transformada de Fourier

N

Flf-g9l=f—-g=0.

Tendo en conta a igualdade (2.12]), temos que necesariamente f — g = 0, e polo tanto, f =g. O

2.3. Transformada de Fourier multivariable

Neste apartado veremos que os resultados sobre a transformada de Fourier de funciéns dunha
variable real vistos nas secciéns anteriores poden adaptarse facilmente para funciéns de n varia-

bles reais, ¢é dicir, funciéns definidas no espazo R".

Ao longo da seccién denotaremos os puntos de R™ por
x = (x1,22,...,2y),
o produto escalar en R” por
Ty =T1Y1 + T2Y2 + oo+ Tnln,

e a norma en R™ por

x| = (x - w)% = (x% —i—x% + .. —1—95721)%.

Ademais, para simplificar a escritura, para denotar a integraciéon en todo R™ usaremos
+oo +o0o
/f(m)dac :/ / f(x1, o, ..., xy) doy dxy ... dxy,.
—00 —o0

Aclarada a notacién, comezamos vendo como se define a transformada de Fourier dunha

funcion f de n variables reais:
Flf@)] = f€) = [ ¢ ¢ f(a) do.

Igual que no caso univariable, para calquera funcion integrable f, a sta transformada, f (&),

cumpre as seguintes propiedades:

(@) ()] < 17 (@) da,
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(b) f(&) & continua,

(¢) f(&) — 0 cando |&| — oo.
Estudaremos agora as propiedades da transformada de Fourier multivariable. Comezaremos
enunciando unha serie de proposiciéns anélogas &s vistas anteriormente para funciéns dunha

unica variable. Non desenvolveremos as stas probas pois non son significativamente distintas as

vistas no caso univariable.

Proposicion 2.20. Dadas dias funcions f,g para as cales existan F[f(x)] e Flg(x)], respecti-

vamente, e dados a, B € C, cumprese que
Flaf (@) + Bg(x)] = oF [f(2)] + BF[g(z)].
Proposicién 2.21. Sexa f € L'(R"). Para calquera a € R™ tense que
Flf(x—a)]=ef(&) e Fl*f(@)]=f¢-a)

Proposicién 2.22. Seza f € L'(R") e seza § > 0. Definimos a funcion fs como

1(3)
5n

fs(x) =

Enton,

fs(&)=f008) e  Flf(oz)] = fs(€).

0
Proposicién 2.23. Seza f € L*(R"), tal que a derivada parcial 8—f existe e pertence a L' (R™).
Ly

FEnton,
F1 2 @ =ig e (213)
8xj - ’ .
Proposicién 2.24. Sexa f € LY(R") unha funcion tal que z;f(x) € integrable. Enton,

.
Flo;f(z)] = 8§

Respecto do produto de convolucién, este definese igual que no caso univariable, é dicir

fgla) = / f@)g(@ — ) dy,

e mantén as propiedades que enunciamos na Proposicién e no Teorema [1.12

(a) fx(ag+0bh) = a(f *g) +b(f *h),

(b) frg=g=*T,
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(c) (fxg)xh=fx(g*h),

of*g) _0f —_ ..
(d) ij—%j*g—f

99
695]-'

Como cabia esperar, cimprese tamén que a transformada da convolucion é igual ao produto das

transformadas, é dicir, tense o seguinte resultado:

Proposicién 2.25. Sezan f1, fo € L'(R") diias funcions tales que f1 * fo € L*(R™). Entén

Flfy = £21(€) = f1(€) f2(€).

Ademais, a transformada de Fourier multivariable conmuta coas rotaciéns, é dicir, tense o

seguinte resultado:

Proposiciéon 2.26. Sexa f € L'(R") e sexza R unha rotacion de R™. Entdn

FIf(Re)] = f(RE).

Demostracion. Para probar isto, basta ter en conta que as rotaciéns preservan as distancias e os

angulos, e en consecuencia, preservan os produtos escalares e os volumes, é dicir
- x=RE-Rr e d(Rx)=dx.
Asi, tomando y = Rx,

F(f(Re)] = / e % f(Ra) da = / e el f(Ra) d(Rar) = / e Y f(y) dy = f(RE).

O célculo da transformada de Fourier dunha funcién de n variables pode resultar complicado.
Non obstante, nalgins casos particulares, o célculo da transformada de Fourier multivariable

podese simplificar, reducindoa ao célculo de n transformadas de funciéns dunha soa variable.

Proposicion 2.27. Sexa f unha funcion definida en R™ que se poida expresar como un produto

de n funcions f; dunha variable, € dicir,

f(®) = f(z1, 20, .., 20) = fr(21) f2(22) -+ fr(n)-

Enton, a transformada de Fourier de f €
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Demostracion. Por definicién, a transformada de Fourier de f vén dada por

R ) +0o0 +oo .
f& = /f(ar:)ez'g'93 dx :/ / f(xl,:cg,...,xn)efzg'w dzidzs ... dz,.

Desenvolvendo a expresion de e~ %%, temos que

e—iE'CE _ e—i(§1501+€2x2+-~-+§n$n)

— 6—1519616—152962 e_lénrn7

pOIO que, como f(:B) = fl(xl)fQ(CCQ) fn(ﬂfn),

. +o0 +o0 , ) .
f& = / / f(x1, 2, ..., xy) e 1T =i L o= lnTn oy L day,
— 0o —Oo0

+o00 +oo . .

= / / f1 (:L'l) e—z§1ac1 f2 (1'2) 6_252962 fn(iﬁn
9] —0o0

+00 +oo

) e~ %nTn doy das ... da,
. . +oo A
/ fi(x) e doy / fa(wa) €272 g ... / fr(xn) €~ %n%n da,

—0oQ —0oQ —0Q
= f1(&1) f2(&2) -+ fu(&n)-
O
Vexamos un exemplo no que a propiedade anterior permite calcular a transformada de Fourier
de xeito sinxelo.

—a|z|?

Exemplo 2.28. Calculemos a transformada de Fourier da funcién e 2

, con a > 0.
En primeiro lugar, temos que

2
—a|x| 2 2 2 2
o _ 4@t tadttad) .

a _a —
— 6_2$1 e 21'2

Asi, pola Proposicion e por (2.9), temos que
—afe|? —asi —az} —aa,
f-'|:e 2 :|:f|:62:|f|:62:|-~-f|:62:|
[2n _& [2m _& [2 &
= —e 2a —e€ 2a .., —e€ 2a
a a a
n
P2 S e A4
_ [ 2a ,
a

n
2 g2
< ”) el (2.14)
a

Xa para rematar, veremos como se reformula o teorema de inversién de Fourier no caso de

é dicir,

funciéns de varias variables.
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Teorema 2.29 (de inversion de Fourier). Sexa f unha funcion integrable e continua en R™,

enton

f(x) = lim L /e’fa3 6_52|2£‘2 f(&)de, xeR™

e—0 (27(’)”
Ademais, se f tamén € integrable,

f() = —

(2m)"

/ & f(€)de, @ e R".

2.4. Aplicaciéons as ecuacions diferenciais

Neste apartado veremos algiins exemplos de aplicaciéons da transformada de Fourier & resolu-
cion de ecuacions en derivadas parciais. En cada un dos exemplos que imos estudar, suporemos
en todo momento que as funciéons que intervenen nos calculos que realicemos cumpren todas as

hipoteses necesarias para que estes tefian sentido.

2.4.1. Ecuacién da calor
Caso univariable

Consideramos o problema de difusiéon de calor nunha barra infinita, da que se coniece a

temperatura inicial en cada punto:

up(x,t) = uge(z, 1), xreR, t>0,

(2.15)
u(z,0) = f(x), r € R,
82
onde uy(z,t) = au(m,t), e Ugy(x,t) = ?u(x,t).
Aplicamos a transformada de Fourier respecto da variable z a (2.15)). Temos que
o0 )
Flula,0)€) = a(6.0) = | ula, e da,
Por unha banda, aplicando duas veces (2.6)), sabemos que
Fluge(@,1)] = i€ Flug(z,6)] = € Flu(, 1)) = —€*a(€, 1)
Por outra banda, como estamos a aplicar a transformada respecto da variable x,
Flug(z,t)] = (Flu(z, t)])r = t(zx, t).
Asi, obtemos un novo sistema
Gy (€,) = —€20(E, 1), eER, >0,
(& t) = =¢a(g,t), € (2.16)

a(€,0) = f(6), £ER.
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Fixado un £ € R, a ecuacion en derivadas parciais (2.16]), pédese resolver como unha EDO
linear de primeira orde. Enton, integrando is(¢,t) = —£240(&,t) respecto de ¢ e tendo en conta a
condicién inicial, obtemos que

(&, t) = f(&)e ™.
Queremos agora aplicar a transformada inversa para obter a solucién do problema inicial .
Polo Teorema sabemos que

xr T +oo
fla) = L IE) _ L [ e jigag, e,

polo que
1[4 en i e
u(z,t) = — e~ f(§e " dE.
2 J_ &

Nalgtuns casos, podese calcular a integral anterior. Non obstante, no caso xeral, para obter a
transformada inversa de 4(&,t) temos en conta que, por (2.9), tomando a = %:
75215 o 1 ,ﬁ
e = ——F |e x )
=T || ©
Polo tanto,

2

. [] (&) = FIA©) F

2v/mt
Utilizando agora a igualdade (12.10)),

ag,t) = FIAE)

a,t) = F | f(x)

e en consecuencia chegamos a que

e~ 1 [t I Y _=s)?
u(:c,t):f(x)*W:W/_oo flz—s)e = ds-W/_oo f(s)e™ & ds.

E dicir, a solucién que procurabamos é

z2

6747
2

2/t

.. sz o ~ . . .z
Observacion 2.30. A funcion E(x,t) = 82 7 Conécese como nicleo gaussiano ou solucién funda-

u(z,t) = f(x) *

(2.17)

mental da ecuacion da calor.

Comprobemos que, en efecto, u(x,t) é solucién do problema (2.15). E sinxelo verificar que

x

E(x,t) = 62?/%

satisfal a ecuacion da calor. Por unha banda

22 g2 ;962 2
8E(:c,t)_67%2\/7ﬂffeT . (%\/?_\/?)
ot Art a A7t

2

712 2 T 2
— s x — X
e4t\/g<§—1) e it (§—>

4t 4t v/t
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Por outra banda,

OE(z,t) 1 = —x

= e i —,
ox I/t 2t

€ en consecuencia,

—a? 2 1
82E(l‘,t)_ 1 (e:: <x>2+64§21> _€4t <5f?_§)

Ox? 2/t

o2/t At /7t ot

Temos visto enton que E(x,t) cumpre a ecuacion da calor. Como
u(z,t) = f(x) x E(x,t),
por , deducimos que u(x,t) tamén a satisfai. Finalmente, que
u(x,t) = f(x) cando t — 0

dedticese do Teorema [2.16] asumindo que f é unha funcién continua.

Observacion 2.31. u(x,t) non é a unica soluciéon de (2.15). Non obstante, o que si que é certo é
que se f(x) é unha funcién limitada, entéon w(z,t) é a tnica solucion limitada de (2.15)).

—x

. 2, ... .,
Exemplo 2.32. Vexamos o caso particular no que f(x) = e™*", é dicir, calculemos a solucién

de
up(x,t) = ugq(x,t), xR, t>0,

(2.18)
u(z,0) = e, z eR.

Aplicando a transformada de Fourier respecto da variable x, e tendo en conta novamente a
igualdade (2.9), obtemos

w(Et) = —€a&,t), EeR, t>0,
.2
a(6,0)=Vre s,  £€R
Polo Teorema [2.17] sabemos que
1 oo

ula, ) = ¢ f(e)e €t de = o

o oo 27

+oo _g2 5
/ et med e St dg

1 > 205 1y 1 205, 1
- Elt+Deiérge — _~ E+1) | (—p
2\/>7T/co € ve ¢ 2/ [e ! } (—2).

Utilizando novamente ([2.9), esta vez con a = 4/t + %, obtemos finalmente que a soluciéon de
(2.18) é

, a2
1 VT 1 = &
R A

u(z,t) =

=
e
+
)_k-
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Caso multivariable

Analogamente podemos resolver o problema de valor inicial para a ecuacion do calor en R™:

ut(x,t) — Au(x,t) =0, xeR" t>0,

u(z,0) = f(x), x € R"™ (219)

Igual ca no caso unidimensional aplicamos a transformada de Fourier respecto da variable x. Por

(2.13), temos que

2 82 82
FlAu(z,t)| = F [Mu(m,t) + @u(w,t) +..+ aac%u(:z:,t)}
0? 0? 0?
=F [Mu(w,t)] +F [&U%u(m,t)} + ..+ F [(%%u(m,t)]
= —u(x,t) — Eulx,t) — ... — Eu(x,t)
= —[¢[Pu(a, t).

Obtemos asi o problema transformado:

~ 2 _ n
w(€,t) +[€[a(g,t) =0,  E€R"t>0, (2.20)
u(z,0) = f(x), R

Fixado &, quédanos unha EDO de primeira orde, cuxa soluciéon é

a(g,t) = f(&) e e,

Para obter a solucic’)nldo problema inicial, aplicamos a transformada inversa. Botando man de
(2.14)), tomando a = 2 chegamos a que

eePt:Q\}Hf [e E ](E),

co cal temos que

1 a2
(6.0 = FH @) 5 7 | | @
Finalmente, utilizando ,

—|x|?
e 4t

2v/mt ’

W, t) = F | f(z) +

e en consecuencia, chegamos a que a solucién que buscabamos é

2
—lz|

e 4 1 ~|=|? 1 —1s12
u(x,t):f(m)*Q\/H:Q\/H(f(a:)*e 1t >:2\/H/f(w—s)e i ds

—|e—s|?

:%}H/f(s)e i ds.
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2.4.2. Ecuacion de Laplace

Consideramos agora o seguinte problema eliptico, constituido pola Ecuacién de Laplace e
unha condicién de contorno:
Uz (T, Y) + Uyy(T,y) = 0, reR, y>0,
2o (T,Y) + tyy (2, y) (2.21)
u(x,O) - f(x)a z € R,
0? 0?
onde s (¢.9) = (e y) € () = Jgu(e.).
Observacion 2.33. Cabe resaltar que se u(z,y) é solucién do problema (2.21)), u(z,y) + Cy, con

C € R tamén o é. Para quedarnos cunha tinica solucién, tomaremos aquela que estea limitada

cando y — oc.

Aplicamos enton a transformada de Fourier respecto de x a ([2.21]). Por definicion, temos que

—+o00 )
Flu(z, ))(€) = a6, y) = / (. y)e—i€ d.

Aplicando duas veces ((2.6)),
F[umm(may)] = _§2a(§7y)7

e como estamos aplicando a transformada respecto da variable x temos que
Fluyy(z,y)] = tdyy(z, y),

e obtemos o problema

fQQ(é, y) + ﬁyy(&y) = 07 5 € R? y > 07

2.22
a(€,0) = FIf()](©). ceR (2.22)

Fixando &£, a ecuacion en derivadas parciais anterior podemos resolvela como unha EDO linear

de segunda orde, cuxa solucién é

(€, y) = C1(€)elS 4 Oy (g)e V.

Para que u(x,y) estea limitada cando y — oo, precisamos que (&, y) tamén o estea. Con este

fin, tomamos

co que chegamos a que
(€, y) = Ca()e V.

Utilizando agora a condicion inicial, 4(&,0) = F[f(x)](§), concluimos que
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co que finalmente obtemos

a(€,y) = Flf(z)](€)e .

Por outra parte, xa vimos que

F [ef‘xl} — 1552’

polo que, utilizando o teorema de inversiéon de Fourier, chegamos a que

1 e : 1 [t 2 :
F (&) = / e % dy = / — e %y
x?+1 oo X2 H1 2 ) o 2241

- 1/+oo]: [e‘lgl} (a:)e_zfz dzx

2/
=nF ! []—" [e*m” (=€)
= el ¢,

1
Asi, pola Proposicién con § = —, temos que
Yy

gy _ L 1 _1
’ y_ﬂf[fCQJrJ(gy)_wyf (£>2+1

Polo tanto,
i) = FUWIO F | | ©

2% +y?)
e enton, novamente por ([2.10)),

— f@) e Pye) = f@) = [ sy ds
) = [@) < P@) = f@) s e = [ T pa st 229

Y
de denot P, = —.
onde denotamos Py(x) Y
Observacion 2.34. A expresion (2.23)) conécese como formula integral de Poisson da solucion de
(2.21)).

Comprobemos que esta ¢ a solucion que procurabamos. A funcién P, € L', polo tanto, para

calquera funcion limitada f, digamos |f| < M para certo M € R, u é unha funcion limitada pois

+oo y
u(z,y)| < M ————ds =M,
fu(z, y)| < /_Oo A

b
T
MR AU Y Rl SR arctan () L
5y ds = 5 d5 = fm = =1.

oo (8% +Y?) T ) o 24y T b—+oo y Ty
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Por outra banda, é sinxelo comprobar que u(x,y) satisfai a ecuacion de Laplace,
um(:r,y) + uyy(xa y) =0.
En primeiro lugar,

o( 'y N_yo[( 1 \_y 2o
Ox \m(x2+9y2)) mor \a2+y?) 7 (22+942)%’

polo que

Py N_o(y o \_wo(
ox2 \m(x2+4y2)) Oz \m (22+942)2) 7 0x \ (22 +y?)?

=2y (2 P —da (2P +y?) | 2y 2?4y — 4a?
T (2 +y?)* o7 (22 4 y2)3
2y y? — 3z? B -2y + 62%y

o (224923 w(x?4y2)3

En segundo lugar,

0( y ) 18( y >_1($2+y2)—2y2_1 z? —y?
™

Oy \m(a®+y2)) Oy \a?+y> (@ +92)? 7w (22 +y?)?
polo que
0? y 0 (1 2 — g2 10 z2 — 92
ay? (W(iﬂ2 +y2)> 9y <7T (2 +y2)2> S mdy <($2 +y2)2)
_ 1 =2y(@® + %)% — (2° — y°) dy(2® + yP)
T (22 + 12)*
1 222y — 2y3 — da?y + 493 B 292 — 622y
T (22 + y2)3 T (2?4 y2)3
_ o y
o (s
Temos visto enton que Py(x) = S — cumpre a ecuaciéon de Laplace. Como
(2% +y?)

u(z,t) = f(x) * By(),

por (1.12)), deducimos que wu(z,t) tamén o fai. Ademais, supofiendo que f é continua, polo

Teorema temos que
u(z,y) — f(z) cando y — 0,

co cal queda comprobado que u(z,y) é, en efecto, solucion de (2.21]).
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