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Introducciéon

El concepto de médulo cruzado en la categoria de grupos surgi6 en el tra-
bajo de Whitehead [53| en topologia algebraica. Este concepto, ademéas de
en la topologia algebraica, ha jugado roles importantes en otras areas de las
matematicas como son la teoria de representaciones de grupos, K-teoria alge-
braica, homologia ciclica, teorfa combinatoria de grupos, algebra homoldgica y
geometria diferencial. Posiblemente los médulos cruzados son considerados hoy
en dia una de las estructuras algebraicas fundamentales. Los modulos cruzados
de algebras conmutativas han sido usados, en esencia méas que en nombre, por
Lichtenbaum y Schlessinger [36] y Gerstenhaber [27]. Ademas, algunos resul-
tados categoricos fueron dados por Porter [45, 46].

En [43], Norrie desarroll6 el trabajo de Lue [39] e introdujo la nocién de
actor de moédulos cruzados de grupos donde prueba que es el analogo del grupo
de automorfismos de un grupo. Usando la nocién de actor de modulo cruzado
generaliza conceptos de grupos a médulos cruzados como el centro, médulos
cruzados completos y perfectos, submodulos cruzados caracteristicos y estudia
las conexiones entre estos. Parte del trabajo de Norrie surge de analogias entre
grupos y algebras.

Casas y Ladra [14] introducen el concepto de actor en la categoria de mo-
dulos cruzados de élgebras de Lie generalizando la nocién de algebra de Lie de
las derivaciones. Usando este concepto prueban que un cuadrado cruzado de
algebras de Lie es equivalente a un médulo cruzado en la categoria de médulos
cruzados de algebras de Lie.

VII



Porter en [45] utiliza los modulos cruzados de algebras conmutativas para
identificar un invariante de Simis y Vasconcelos con el segundo grupo de ho-
mologia de André-Quillen y en [46] plantea cuestiones categoricas en la cate-
goria de modulos cruzados de algebras conmutativas X Mody /R con el anillo
R fijo. En particular, da la construccién del R-moédulo cruzado libre sobre
una aplicacion X — R, es decir, construye una adjuncion entre Set/UR y
XModg/R.

Carrasco, Cegarra y R.-Grandjean 13| construyen una teoria de homologia
y cohomologia de médulos cruzados que generaliza de algtin modo la teoria
de homologia de Eilenberg-Mac Lane. Para ello utilizan la teoria general de
homologia del cotriple de Barr y Beck [8] y para desarrollarla usan el resultado
fundamental de que la categoria de moédulos cruzados de grupos es algebraica
[9] sobre conjuntos, es decir, existe un funtor de olvido tripleable sobre con-
juntos.

Janelidze, Marki y Tholen [33] introducen el concepto de categoria semia-
beliana como marco adecuado donde se capturan las propiedades algebraicas
validas para grupos, anillos y algebras, del mismo modo que las categorias
abelianas son el marco para el tratamiento generalizado de grupos abelianos
y modulos. Muestran cémo este concepto es el apropiado para establecer teo-
remas de isomorfia, de exactitud y herramientas necesarias para desarrollar el
algebra homologica.

La investigacion de propiedades categéricas de estructuras algebraicas ha
alcanzado grandes logros en los tltimos cincuenta afios y se sigue profundizan-
do en varias direcciones diferentes relacionadas con muchas aplicaciones im-
portantes.

Comenzamos en el primer capitulo estudiando las caracteristicas fundamen-
tales de la categoria de médulos cruzados de élgebras conmutativas, X Modg.
Se recopilan nociones elementales como ideal y cociente de un médulo cruzado
y se construyen algunos limites y colimites finitos en la categoria. Ademas, la
categoria de algebras conmutativas es una de las pocas categorias algebraicas
donde los conceptos de sobreyeccién y epimorfismo no coinciden. De hecho,
no es una categoria equilibrada, es decir, monomorfismo y epimorfismo no im-
plica isomorfismo. Se vera que la categoria X Mody tampoco es equilibrada,
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mostrando un morfismo moénico y épico que no es un isomorfismo, se probara
que las sobreyecciones son los epimorfismos regulares y se dard una condicion
suficiente para que un morfismo sea epimorfismo.

A continuacion se analizan conceptos equivalentes al de moédulo cruzado. Se
comprueba que los conceptos de cat!-algebra [37], 1-cubo [19], categoria interna
en la categorfa de K-algebras conmutativas y médulo cruzado son equivalentes.

Ademas, estudiamos la tripleabilidad sobre conjuntos de la categoria de
modulos cruzados de algebras conmutativas. Aplicamos el criterio de Linton
para probar que el funtor de olvido U : X Modg — Set es tripleable.

Posteriormente vemos que la categoria X Modg es semiabeliana, es decir,
es exacta en el sentido de Barr, protomodular en el sentido de Bourn y tiene
objeto cero y coproductos finitos. Este es el marco idéneo para desarrollar una
teoria de homologia y cohomologia de médulos cruzados de algebras conmu-
tativas ya que en este tipo de categorias se verifica el lema de los cinco roto.
También se prueba en la misma seccién que X Modg no es una categoria de
interés |44]. Este hecho justifica que el estudio de modulos cruzados de algebras
conmutativas tenga diferencias fundamentales con respecto a moédulos cruza-
dos de grupos, ya que esta si es una categoria de interés. Ademas, se muestra
que X Modg es una categoria cartesiana cerrada, al igual que otras categorias
con objeto terminal y productos como Set o Cat y, finalmente, se describe
la estructura de categoria de modelos de X Modg mostrando cuales son las
fibraciones, las cofibraciones y las equivalencias débiles.

El segundo capitulo se inicia introduciendo los conceptos de actor y aniquila-
dor de un moédulo cruzado de algebras conmutativas, que generalizan los con-
ceptos de las multiplicaciones y aniquilador, respectivamente, de algebras con-
mutativas. El concepto de actor nos permite definir una acciéon de un médulo
cruzado sobre otro moédulo cruzado y asi podremos hablar posteriormente del
producto semidirecto de modulos cruzados, de la categoria (C, R, v)-mo6dulos
o de las derivaciones.

En las siguientes secciones del mismo capitulo se estudian los moédulos
cruzados singulares, y se relacionan estos con el aniquilador definido anteri-

ormente. También se define el conmutador y se prueba que proporciona un
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objeto singular al cocientar un moédulo cruzado. A continuacién, se define un
producto tensor de médulos cruzados que generaliza el producto tensor en la
categoria de algebras conmutativas. Méas adelante se vera que el funtor definido
por el producto tensor tiene un adjunto por la derecha.

Se trata también el producto semidirecto de médulos cruzados, relacionan-
dolo con el de algebras conmutativas. Ademaés, se definen los (C, R, v)-mo6dulos
como aquellos modulos cruzados singulares (A, B, o) tales que existe una suce-
sién exacta corta rota a la derecha:

(c1.2)
0— (A, B,o) "G, H,w) ——= (C, R,v) —0

(Wl 7’72)

y se prueba que los (C, R,v)-modulos son equivalentes a los objetos grupo
abeliano en la categoria X Modg /(C, R,v). Después de esto, ademas de definir
la categoria de (C, R, v)-médulos, X Mod(c g ), se prueban ciertos resultados
de exactitud relativos a los morfismos de (C, R, v)-médulos y al producto ten-
Sor.

Para finalizar el capitulo se describen las derivaciones de médulos cruzados
y se prueba el teorema de representabilidad; como consecuencia de este se
tiene que las derivaciones estdn en correspondencia biyectiva con cierta clase
de morfismos de modulos cruzados.

En el tercer capitulo se define una teoria de (co)homologia de modulos
cruzados con coeficientes del tipo (A, 0,0). Para ello, se considera un modu-
lo cruzado (C,R,v) y un (C,R,v)-modulo (A,0,0) y se definen las deriva-
ciones Der((C, R,v), A) y las diferenciales Dif f((C, R,v), A). Si FU denota
el cotriple dado por la adjuncion entre las categorias coma X Mod/(C, R,v) y
Set/U(C, R,v) la (co)homologia se define de la siguiente manera:

Hn((07 R, V)aA) = HnDfo(FU*(Ca R, V)>A)'
H"((C,R,v),A) = H"Der(FU.(C,R,v), A).

A continuacion se muestran algunos resultados sobre la (co)homologia defini-
da, como por ejemplo su relacién con el producto tensor o con la localizacion
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de moédulos. Ademés, se definen las extensiones centrales de moédulos cruza-
dos y se identifican las extensiones de (C, R,v) por (A,0,0) con H!. También
se caracterizan los modulos cruzados (C, R,v) tales que H((C, R,v),A) =0
para todo (C, R,v)-modulo A y se dan sucesiones exactas relativas a las dife-
renciales.

Por otro lado, dado un morfismo de algebras conmutativas se define una
(co)homologia relativa y se relaciona esta con la (co)homologia de modulos
cruzados asféricos, que son aquellos modulos cruzados (C, R, v) tales que el
morfismo v es inyectivo.

Finalmente, y por analogia con la (co)homologia definida, se define la
(co)homologia de un modulo cruzado (C, R, v) con coeficientes en un (C, R, v)-
modulo (0, A4,0). Esta teoria generaliza la (co)homologia de algebras conmu-
tativas.

En el cuarto y ultimo capitulo se calcula de forma efectiva la homologia
de ciertos grupos y se proporciona un método para realizar estos célculos de
forma mas rapida y con menor necesidad de recursos computacionales que si
se realizasen directamente por medio de una resolucién del grupo.

Dado un grupo, por medio de su serie central descendente se le puede
asociar un algebra de Lie. En [34] se prueba que si se tiene un grupo nilpotente
libre de clase 2 su homologia coincide con la homologia de su algebra de Lie
asociada. Por esto, se programan funciones para calcular el algebra de Lie
asociada a un grupo nilpotente y el complejo de Chevalley-Eilenberg de un
algebra de Lie, que permite calcular su homologia. Estas funciones se han
incluido en HAP, uno de los paquetes de GAP enfocado hacia la (co)homologia
de grupos. GAP (Groups, Algorithms, Programming) es un sistema distribuido
gratuitamente orientado hacia el algebra computacional y que proporciona
un lenguaje de programacién y numerosas librerias, organizadas en médulos
y paquetes, en las que se encuentran implementados una gran cantidad de
algoritmos y de objetos algebraicos.

Empiricamente se observa que este método es mucho mas répido y efi-
ciente, y asi se pueden calcular algunas homologias que no habian podido ser
computadas hasta ahora, como por ejemplo la cuarta homologia de un grupo
nilpotente libre de clase 2 y rango 6.
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También se conjetura, a la vista de los célculos que se realizan, que el
resultado mencionado es cierto para cualquier grupo nilpotente libre, y no sélo
para aquellos de clase 2, y se prueba esto para las dos primeras homologias.

Finalmente, se prueban algunos resultados relativos al funtor que aplica un
grupo en su algebra de Lie asociada y se listan las funciones programadas.
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Capitulo 1

Propiedades categoéricas de
modulos cruzados de Algebras
conmutativas

1.1. La categoria XMody

Definicion 1 Sea K un anillo conmutativo y R una K-dlgebra. Un R-mddulo
cruzado (C,R,v) [5, 45, 46] es una R-dlgebra C, junto con una accion de R
sobre C' y un morfismo de R-dlgebras v : C — R tal que para todo c,c € C y
r € R verifica:

o v(rc) =rv(c).
e v(c)d =ccd (identidad de Peiffer).

Si solo se verifica la primera de las dos condiciones, lo que se tiene es un
mddulo precruzado. Se llama a R dlgebra base.

Observacion 2 Los anillos y las dlgebras que se consideran no tienen por qué
tener unidad.
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Ejemplo 3 Sea I un ideal de R. Si consideramos la inclusion ¢ : I — R,
entonces (I, R,i) es un mddulo cruzado.

Reciprocamente, dado un R-mddulo cruzado v : C — R, la identidad de
Peiffer implica que v(C) es un ideal de R.

Ejemplo 4 A un R-mddulo M se le puede dar una estructura de dlgebra con la
multiplicacion cero. Si denotamos por 0 : M — R el morfismo cero, (M, R,0)
es un R-modulo cruzado.

Ejemplo 5 Sea 6 : L — M un morfismo de R-mddulos y M x R el producto
semidirecto con la multiplicacion usual (m,r)(m/,r") = (rm’ + r'm,rr'"). Ddn-
dole a L la multiplicacion cero y estructura de M x R-mddulo via la proyeccion
de M x R sobre R, se obtiene un (M x R)-mddulo cruzado definiendo:

:L—-MxR

(1) = (6(1),0)

Se verifican las dos condiciones de mddulo cruzado:

. é((m,r)l) =0(rl) = (0(rl),0) = (r6(1),0) = (m,r)(6(1),0) = (m,r)é(l).
e () = (O(1),0)' =0I' =0 =1I'.

o
Z

Ejemplo 6 Hay mddulos precruzados que no son cruzados [3].

Sea A una R-dlgebra. Consideramos A x R con el producto (a,r)(a’,7") =
(ad' +rd +r'a,rr’). R actia sobre A x R de la siguiente manera: r' - (a,r) :=
(r' - a,rr’).

(A X R,R,m) es un mddulo precruzado, siendo m la proyeccion:
m:AXR— R w(a,r)=r.

o w(r'(a,r)) = w((r'a,rr’)) = rr’ = rmx(a,r’).

o w(a,r)(dr") =r(d,r") = (rd,rr') # (a,r)(d,7") = (ad’ + ra’ + 'a,rr").

Si tomamos R = 0 (y por tanto m = 0), el médulo que se obtiene es cruzado
si y solo si A2 = 0.
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Definiciéon 7 Si (C, R,v) es un médulo cruzado, un submddulo cruzado es un
mddulo cruzado (C', R, V') tal que:

e O’ es una subdlgebra de C.
e R’ es una subdlgebra de R.

o La accion de R' sobre C' es la restriccion de la accion de R sobre C.

Ejemplo 8 Si M es un R-mddulo y N es un R-submddulo de M, entonces
(N, R,0) es un submddulo cruzado de (M, R,0).

Definicion 9 Un submddulo cruzado (C', R',V') de (C, R,v) se dice que es un
ideal cruzado si:

e (' es un ideal de C y R' es un ideal de R.
e SireRyc e, entonces rd € C'.

e Sir"e R yceC, entonces r'c e C'.

El ejemplo dado de submodulo cruzado no es un ideal cruzado.

Ejemplo 10 Sea I un ideal de R tal que R? C I, entonces (I, R,4) es un ideal
cruzado de (R, R,idR).

Definicion 11 Sea (C', R',v') un ideal cruzado de (C, R,v). El mddulo cruza-
do cociente es (C/C',R/R',U), donde v : C/C' — R/R' viene dada por
v(c+ C") = v(c) + R y la accion de R/R' sobre C/C' viene inducida por
la de R sobre C':

R/R x C/C' — C/C"
r+R) - (c+C)=r-c+C

Vamos a comprobar que 7 esta bien definida: sean ¢, d € C tales que c+C’" =

d+C', es decir,c—d € C' = V(c—d) € R = 7(c)—v(d) € R = v(c) =v(d).

Veamos que (C/C’,R/R',7) es, efectivamente, un modulo cruzado:
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e U((r+R)(c+C") =v(@c+C") =v(re)+C" =rvie)+C' = (r+
R (v(e) +C").

e T(ec+C)N)(d+C)=Wwle)+R)+C)=v(ie)d+C" =cd +C =
(c+C(d + .

Proposicion 12 Sean (C",R",V") y (C', R',V') dos submddulos cruzados de
un mddulo cruzado (C,R,v). El submddulo cruzado interseccion es (C” N
C,, RN R/, 14 |C”ﬂC’)‘

Demostracion:
La prueba es directa. O

Ejemplo 13 Sean I y J dos R-mddulos. La interseccion de los modulos cruza-

dos (I,R,0) y (J,R,0) es el mddulo cruzado (I NJ,R,0).

Proposicion 14 Sean (C",R", V") y (C',R',V') dos ideales cruzados de un
mddulo cruzado (C, R,v). El submddulo cruzado interseccion (C" N C', R’ N
R, v |cnner) es un ideal cruzado de (C, R, v).

Demostracion:

C"NC"y R"N R son ideales de C'y R respectivamente. Ademas, (R" N R')C
esta contenido en C” N C" ya que R'C' y R'C estan contenidos en C” y C’
respectivamente. Analogamente R(C” N C”) esta contenido en C” N C. O

Definicion 15 Un morfismo de mddulos cruzados de (C,R,v) a (C',R',V)
es un par de morfismos de K-dlgebras:

¢:C—C Yv:R— R
tales que ¢(rc) = (r)p(c) yv' o p =1 ow.

Se dice que el morfismo de médulos cruzados (¢,1)) es inyectivo (sobreyec-
tivo) cuando tanto ¢ como Y son inyectivas (sobreyectivas).
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Ejemplo 16 Sea (C, R,in) un mddulo cruzado en el que C' es una subdlgebra
de R. Consideramos un morfismo de dlgebras arbitrario f : R — R y flc :
C — Cj; entonces (f|o, f) : (C,R,in) — (C, R,in) es un morfismo de mddulos
cruzados:

e in(f(c)) = f(c) = fle(e) = fle(in(c)), donde ¢ € C.
o flo(rc) = f(re) = f(r)f(c) = f(r)flc(c), donde ¢ € C,r € R.

La composicién esta definida componente a componente. El morfismo iden-
tidad es ’L'd(c7R7,/) = (id(j, idR).

Se tiene entonces una categoria X Modgk de modulos cruzados. Si se fija el
algebra base R, se obtiene la subcategoria X Modg /R.

Observacion 17 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado.

e kerv es un ideal de C, ya que sic € kerv y ¢ € C se tiene que v(cd') =
v(v(c)d) = 0.

e Imv es un ideal de R, porque sirT € R yv(c) € Imv = rv(c) = v(rc) €

Imv.

e () — kerv — C — Imv — 0 es una extension central de dlgebras con-
mutativas, es decir, kerv es un ideal de cuadrado cero (kerv)? = 0 : ¢, c €
kerv = e = v(c)d =0.

Definicion 18 Sea {(C;, R;,v;)}1 una familia de médulos cruzados. Se define
el producto directo de la siguiente manera: l;I(C'i,RZ-,Vi) = (l;ICi,IITRi,IITVi),

donde IITC'i,IIIRi son los productos directos en la categoria de dlgebras con-

mutativas y 1;[1/2' es la aplicacion inducida entre ellos.

Las proyecciones vienen dadas de la siguiente manera:

p; = (p},p?) : (I;ICi, I;IRZ-, I}IVZ) — (Cj, Rj,vj), donde p},p? son las proyecciones

de algebras. Vamos a ver que p; es un morfismo de modulos cruzados:
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. p?(TIIVi((Ci)I)) = p3((vi(ci)1) = vj(ej) = v(pj(ci)r), donde (c;)1 € L1C;.

o pj((ra)i(ea)n) = rje; = pi((ra) 1)pj((ea)r), donde (ei); € TIC;, (ri)r € TIR;.

El producto directo verifica la siguiente propiedad universal: sea (G, H,w)
un modulo cruzado y {(fi, gi) : (G, H,w) — (Cj, R;,v;)}1 una familia de mor-
fismos. Existe un tinico morfismo (¢, ¢’) : (G, H,w) — IIT(C’i,RZ-,Vi) que hace

conmutativo el siguiente diagrama:

(G’H,W)
| .
(¢’@’)\L (f]agj)
1;[(01, Ria Vi) TJ> (Cja Rj’ Vj)

Este hecho se comprueba trivialmente teniendo en cuenta que ¢ : G — l;ICi
yo H— I}Ri son las aplicaciones dadas por la misma propiedad universal

en la categoria de algebras conmutativas.

Proposicion 19 Dados dos morfismos de mddulos cruzados (¢,v) y (¢',v")
entre (C,R,v) y (C', R',v), su igualador Ig((¢,v),(¢',1")) es el submddulo
cruzado (A, B,7) junto con el morfismo de mddulos cruzados (f,g), siendo
Ig(p,v) = (A, f),Ig(¢',¢") = (B,g) y ¥ la aplicacion inducida por v.

Demostracion:

Vamos a comprobar que ese es efectivamente el igualador en la categoria
XModg :
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o (0,0)(f,9) = (¢f,vg) = (¢'f,¢'g) = (¢, ¢)(f, 9).

e Sea (h,i) : (D, P,§) — (C, R,v) un morfismo de moédulos cruzados tal
que ¢oh = ¢'h y i = 'i; entonces existen m : D — Ay n: P — B tales que
fm=hy gn=i. Es decir, (h,1) se factoriza por (f,g).

So6lo queda por comprobar que (m,n) es un morfismo de modulos cruzados:

e Sea d € D; para ver que nd(d) = vm(d) compondremos con un monomor-
fismo y comprobaremos que gnd(d) = gvm(d) :

gvm(d) = vfm(d) = vh(d) = id(d) = gnd(d)

e Sean p € P,d € D; para ver que m(pd) = n(p)m(d) comprobaremos que
f(m(pd)) = f(n(p)m(d)) :

f(n(p)m(d)) = g(n(p))f(m(d)) = i(p)h(d) = h(pd) = f(m(pd)). O

Proposicion 20 Sea (¢,1) un morfismo de médulos cruzados entre (C, R, v)
y (C', R, V). Entonces (¢p,1)) es mdnica si y sdlo si (¢,1) es inyectiva.
Demostracion:

13 ¢ b))
Sean (a1, 1) y (g, B2) morfismos entre los modulos cruzados (C”, R”, V")

y (Cv R7 V) tales que (d)v 1/})(0517 ﬂl) = <¢7 w)(O‘Q? 62)

n_ v’ 7
C"—R

o Al

C——R

of P

C'——=FR
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Entonces tenemos que (¢pai,9¥031) = (pag,¥fB2) = a1 = pag, y como ¢ es
inyectiva se verifica que a1 = ao. Analogamente, como v es también inyectiva
se tiene que 31 = (s.

13 j 7

Supongamos que (¢,1) es monica; primero vamos a comprobar que v es
monica (y por tanto inyectiva, ya que es un morfismo en la categoria de algebras
conmutativas).

Sean (31,02 : R” — R tales que ¥3; = 2. Consideramos el modulo
cruzado (0, R”,0).

O 0; Rl/

o

C—R

of v

=R

Se tiene que (¢,%)(0, £1) = (¢,9)(0,82) = (0,61) = (0,82) = 1 = P2, ¥

por tanto ¢ es moénica.

Veamos ahora que ¢ es moénica. Sean oy, s : C” — C tales que ¢pay = das.
Consideramos el modulo cruzado (C”,C”,id).

Cl/ id > C/l

o

C ——= R
¢i lzﬁ

C' V=R

Tenemos que (a1, va1)(9,¥) = (az,vaz)(¢, ) = a1 = as. O

Proposicion 21 Sea (¢,1) un morfismo de médulos cruzados entre (C, R, v)
y (C',R',V"). Entonces (¢,1) es un epimorfismo = 1 es un epimorfismo.
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Demostracion:
Consideremos un modulo cruzado (R”, R”,id) y sean (1, 32 : R’ — R” morfis-

mos tales que (19 = Ba1).

B’ uﬁw' B1 \H/BQ

R Zd} R

Se tiene que (510, 51)(p, ) = (B2v/', B2)(¢, 1) = B1 = P2 y por tanto 9 es
épica. Il

Es trivial comprobar que si (¢,1)) es sobreyectiva entonces también es épi-
ca. Sin embargo, la implicacién inversa no se da. A continuacién veremos un
contraejemplo.

Tomamos un algebra C' # 0 tal que C? = C y consideramos el morfis-
o (0,id) entre los modulos cruzados (0,C,0) y (C,C,id). Este morfismo no
es sobreyectivo, pero si es un epimorfismo: sean (a1, 1) y (o, B2) tales que

(a1, 51)(0,4d) = (az, B2)(0, id).

_—

o
O

[
g

Q

B2

Qﬁ:

/ >R/

Se tiene directamente que 1 = f2(= vai(zr) = vas(z)). Falta comprobar
que a1 = ap. Como C? = C basta ver que aq(zy) = as(xy) para z,y € C.

ar(zy) = ar(@)on(y) = via(z))ai(y) = v(ee(z))a(y) = ax(z)ar(y) =
az(z)v(on(y)) = aa(z)v(o(y)) = aa(z)az(y) = as(zy).
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Ademas, (0,id) es también un monomorfismo.

En la categoria X Modg no es sencillo caracterizar los epimorfismos. De
hecho, ya en la categoria de algebras conmutativas resulta complicado: sea
¢ : A — B un morfismo de K-algebras; ¢ es un epimorfismo si y solo si toda
aplicacion A-lineal f : M — N entre dos B-modulos M y N es B-lineal [24].

En el caso de anillos con unidad la caracterizacién tampoco es facil:

e v : A — B esun epimorfismo si y solo si la aplicacién canénica B4 B —
B inducida por la multiplicaciéon en B es un isomorfismo [50].

e v : A — B es un epimorfismo si y solo si el morfismo B — B ®4 B es
sobreyectivo [12].

Vamos a ver a continuaciéon una condicion suficiente para que un morfismo
de moédulos cruzados sea epimorfismo.

Lema 22 Sean (C,R,v) y (C',R',v') médulos cruzados y (f,g) : (C,R,v) —
(C', R',V') un morfismo entre ellos. Se verifica que (f,qg) es un epimorfismo
regular si y solo st es sobreyectivo.

Demostracion:

Sea U : XModg — Set el funtor de olvido. Como X Mody es algebraica
(esto se probara en una seccion posterior) se tiene que (f, g) es un epimorfismo
regular en XModg si y solo si U(f,g) es un epimorfismo regular en Set.
Como en la categoria de conjuntos los conceptos de epimorfismo regular y
sobreyeccion coindicen, se obtiene la proposiciéon enunciada. O

Corolario 23 Los conceptos de epimorfismo regular, epimorfismo extremo,
epimorfismo fuerte y morfismo sobreyectivo son equivalentes en X Mody [1].
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Proposicion 24 Sean (C,R,v) y (C',R',V') dos mddulos cruzados y (f,g) :
(C,R,v) — (C', R',V") un morfismo entre ellos verificando:

e g es un morfismo sobreyectivo de dlgebras conmutativas.
e f(C) es un ideal de C'.

e C'/f(C) coincide con su cuadrado.
Entonces, (f,qg) es un epimorfismo.
Demostracion:

Por ser X Modk una categoria semiabeliana (como se vera en una seccion
posterior) se tiene que (f, g) se puede factorizar de la siguiente manera:

donde f. y g. son epimorfismos regulares y f,, v ¢ son monomorfismos. Como

g es sobreyectiva se tiene que g. = ¢,¢, = id y el diagrama se reduce al
siguiente:
C—2~R
fei lg
V' fm
S—R
fm lid
c' >R

Se verifica que (S, R',V f;,) es un modulo cruzado. La accion de R’ sobre
S viene dada de la siguiente manera:
R'xS—S
(', 8) =1 fin(s)
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Esta accion esta bien definida ya que ' f,,,(s) = g(r) fm(fe(c)) = g(r) f(c) =
flre) = fe(re) € S, donde ¢ € C,r € R. Ademas, es trivial comprobar que se
verifican los axiomas de médulo cruzado.

Por otro lado (fe,9) ¥ (fm,id) son morfismos de modulos cruzados:
oV fnfe(c) =1 f(c) = gv(c), donde ¢ € C.
o fe(re) = f(re) = g(r)f(c) = g(r)fe(c), donde c € C,r € R.

o fm(r's)=fin(g(r)fe(c)) = fm(fe(re))=f(re)=g(r) f(c)=g(r) fm(fe(c)) =
' fm(s), donde c € C,s € S,r,r' € R.

Se tiene que (fe,g) es épica trivialmente. Veamos que (fy,,id) también
lo es. Para ello tomamos (a1,31) v (a9, B2) tales que (a1,1) o (fm,id) =
(OéQ,ﬂQ) o (fvad)

Se verifica entonces que 1 = B2 y a1 = az en f,(S). Como C'/ f,(S)
coincide con su cuadrado basta comprobar que aq (¢c’) = as(cd) parac,d € C.
Como way = BV = (B = way tenemos las siguientes igualdades:

e ay(cd) = ar(c)ai(d) = w(ai(e))ai(d) = w(az(c))ar(d) = as(c)ar(d) =

w(en (c))az(c).

o as(cd) = as(c)as(d) = as(d)az(c) = wlaz(d))as(c) = w(Oq(c’))ag(c).D

Observacion 25 Como anadido a la proposicidn anterior se verifica que si
(f,9) es un morfismo de mddulos cruzados tal que g es sobreyectiva, entonces

f(C) es un ideal de C" y R’/ f(C) coincide con su cuadrado. Comprobaremos
esto a continuacion.
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Por ser g sobreyectiva se tiene, al 1gual que en la demostracion anterior, el
siguiente diagrama conmutativo:

#R

c
|
g V' fm

donde f. es un epimorfismo regular y f,, un monomorfismo.

Supongamos que C'/ f,(S) no coincide con su cuadrado. Se tiene que M =
(C"/C™) ] fn(S) es distinto de cero y por tanto existe h : C' — M no nula tal
que hf, =0.

Se verifica que (M,0,0) es un mddulo cruzado ya que se tiene (¢ + fm(S))
(' + fm(S)) = cc + fim(S) = 0 y por tanto se satisface la identidad de Peiffer.

Como (h,0) = (fm,id) = (0,0)(fm,id) se tiene que (fm,id) no es un
epimorfismo y por tanto (f,g) tampoco lo es.

Para ver que f(C) es un ideal de C' consideremos c € C yc € C'. Debemos
/

comprobar que existe d € C tal que f(d) = f(c)c':

fle)d = fm(fe(e))d = fm(fe(e)) fe(d) = fe(c)fe(d) = fe(cd) = fm(fe(ed) =
f(ed), donde d € C.

Definicion 26 Se dice que un mddulo cruzado (C, R,v) es proyectivo si ve-
rifica que dado un epimorfismo regqular (G, H,w) — (G', H',W') y otro mor-
fismo (C,R,v) — (G',H',w'), entonces existe un unico morfismo (C,R,v) —
(G, H,w) que hace conmutativo el siguiente diagrama:

(C,R,v)
|
\

|
A
(G, H,w) —= (G', H', )
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Andlogamente se dird que (C,R,v) es inyectivo si verifica que dado un
monomorfismo de mddulos cruzados (G, H,w) — (G',H',w'") y otro morfis-
mo (G',H',w'") — (C,R,v), entonces existe un unico morfismo (G, H,w) —
(C,R,v) que hace conmutativo el siguiente diagrama:

(G,H,w)>— (G, H',u")

~
~
~
~
~
A

(C,R,v)

Proposicion 27 Dados dos mddulos cruzados (C, R,v), (C', R',V') y un mor-
fismo (p,1) entre ellos, el nicleo ker(p, ) es el ideal cruzado (ker ¢, ker ¢, v),
donde U es la restriccion del morfismo v a ker ¢, U : ker ¢ — ker .

Demostracion:
Sea ¢ € ker ¢, entonces 7(c) € kerty ya que ¥v(c) = vo(c) = 0. Ademas,
(ker ¢, ker ¢, 7) es un modulo cruzado:

o (rc) = v(re) =rv(c) = rv(c), donde r € kertp C R, c € ker ¢ C C.
e U(c)d =v(e)d =cd, donde ¢ € kerp C C,c’ € ker ¢ C C.

Ademas, (ker ¢, ker ), 7) es un ideal:

e Trivialmente ker ¢ es un ideal de C’ y ker es un ideal de R’.

e Dados r € Ry ¢ € ker¢p C C, entonces rc € ker¢ ya que ¢(rc) =
Y(r)e(c) = ¢(r)0 =0.
e Dados r € kertp C R,c € C, entonces rc¢ € kerty ya que 1(rc)

P(r)g(c) = 0¢(c) = 0. O

Observacion 28 Un ideal cruzado (C',R',vV") de (C,R,v) es el nicleo del
morfismo de mddulos cruzados (p,q) : (C,R,v) — (C/C',R/R,V), dado de
forma natural por las aplicaciones cociente p: C — C/C" yq: R — R/R.

Proposicion 29 Dados dos mddulos cruzados (C, R,v), (C', R',V') y un mor-
fismo (¢,1) entre ellos, el conicleo coker(¢,1) es el médulo cruzado:
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(C"/(@(C)r (P(R) R - C")), cokertp = R' /Y (R) e, V)

donde Y(R)g =< (R) > denota el menor ideal de R’ que contiene a ¢ (R),
¢(C) g la menor R’ -subdlgebra que contiene a ¢(C) en C', y U es la aplicacion
que induce V' en el cociente.

Demostracion:
(C")(@(C)r(W(R)gr - C")),cokerp = R'/1)(R)pr, ) es efectivamente un mo-

dulo cruzado:

o U((r+¢(R)p)(c+d(C)r (Y(R)r - C"))) = D(re+ ¢(C)r (V(R)rr - C')) =
v(re) + Y(R)p = mv(c) + (R)p = (r + Y(R)r)(w(c) + ¥(R)r) = (r +
Y(R)r)((c+ ¢(C)r (Y(R)rr - C')).

* U(ct+o(C)r (V(R) - C))( +0(C)r (V(R)rr-C")) = (v(e) +9(R) r) (' +
P(C)r(W(R)r - C") = v(e)d + ¢(C)p (Y(R)r - C') = e + ¢(C)r (V(R) e -
C") = (c+ o(O)r (P(R)r - C)) (¢ + ¢(C)r ((R) e - C7)).

La comprobacién de que cumple la propiedad universal de conicleo es di-
recta. U

Una construcciéon andloga para el caso de modulos cruzados en la categoria
de grupos se puede ver en [52].

Definicion 30 Una sucesion exacta de modulos cruzados es una familia orde-
nada de mddulos cruzados {(Ci, Ri, v;) Yier y morfismos {(fi, 9i) : (Ci, Ri,vi) —
(Cit1, Riv1,vit1) bier tales que Im(f;, g;) = ker(fit1, gi+1) para todo i € 1.

Definicién 31 Una sucesion exacta corta de modulos cruzados es una suce-
ston exacta del tipo siquiente:

(111,12) (e1,62)

0—> (C/7 R,, l//) P12 (07 R, V) 122/ (C”, R”, l/”) —

Se dice que esta sucesion es rota a la derecha si existe un morfismo (y1,72) :
(C",R", V") — (C, R,v) tal que (€1,€2) © (y1,72) = id(cr gry)-

Se dice que la sucesion es rota a la izquierda si existe un morfismo (A1, A2)
(C, R, V) — (Cl, R/, I//) tal que ()\1, )\2) o (lLLl,MQ) = id(C’,R’,V’)'
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Lema 32 Sea el siguiente un diagrama conmutativo de mddulos cruzados con
filas exactas:

0— (O, R) P2 (C ) 2 (R ) ——

id (¢1,02) lid

OH(C! RI I//)M(A B U)M(C” R// I/”)H‘O

Se verifica que ¢ = (¢1,¢2) es un isomorfismo.

Demostracion:

® ¢ es sobreyectiva:

Sean a € A,b € B. Como ¢ = (e1,¢e2) es sobreyectiva existen ¢ € C,r € R
tales que €'(a,b) = (e, r) = 'd(c, ).

Por tanto (a,b) — ¢(c,r) € kere’ = Imy' = existen ¢ € C',r' € R |
(a7 b) - ¢(Cv 7") = :u/(clﬂal) = ¢IU(C/77J)'

Es decir, (a,b) = ¢u(cd,r") + ¢(c,r).

® ¢ es inyectiva:
Sean c € C,r € R | ¢(e,r) = (0,0) = &(c,r) = '¢p(e,r) = (0,0).
Por tanto (¢,r) € kere = Im pu = existen ¢ € C',7" € R | u(d,r") = (¢, 7).

Es decir, (0,0) = ¢(c,r) = ou(c,r") = p/(c/,r"). Como ' es inyectiva se
tiene que (¢, ") = (0,0) y entonces (¢,r) = u(d, ") = (0,0). O

Observacion 33 El lema anterior también se podria obtener directamente por
ser X Mody una categoria semiabeliana, como se verd en un capitulo posterior.

Lema 34 Si (C, R,v) es un R-mddulo cruzado, entonces C/C? y ker v tienen
estructura de R/I-mdodulos (y por tanto de R-mddulos), donde I denota v(C).
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Demostracion:
Primero veamos que I acttia de forma trivial sobre C/C? y sobre ker v:

e Sia€kerv, v(c)a=ca=cv(a)=c0=0.
eSicd+CeC/C?v(c)(d+C?) =vie)d +C?=cd +C%=0.
Entonces podemos definir aplicaciones:

R/vC x kerv — kerv
(r+ve,a) — ra

R/vC x C/C?* — C/C?
(r +ve,c+ C?) — re+ C?

que trivialmente inducen en los grupos abelianos C/C? y ker v estructura de
R/I-mo6dulos. O

Observacién 35 I/I? es también un R/I-médulo.

Relaciones funtoriales con otras categorias:
e p: XModg — K-Alg, que lleva (C, R,v) en el algebra base R.

e Varios funtores de olvido de X Modg a la categoria de morfismos de K-
algebras, o a la categoria de morfismos de K-modulos (C ~ R donde v es una
aplicacion de R-modulos).

e El funtor nicleo T : X Modg — Modg, de moédulos cruzados a la cate-
goria de modulos sobre K, dado por T'(C, R,v) = ker v.

e El funtor ¢ : X Modx — K-Alg.
(C,R,v) — R/vC

Proposicion 36 La siguiente sucesion de R/I-mddulos es exacta:

ker v c/C? —=1/I? 0
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Demostracion:
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

v

0——kerv C I 0

~N

C/C? ——=1/I? 0

Como v es sobreyectiva, 7 también lo es, y la imagen del morfismo ker v —
C/C? esta contenida en ker 7. Queda por comprobar la inclusién inversa.

Sea c+C? € kerv. Tenemos I? = v(c+ C?) = v(c) + I?, es decir, v(c) € I
Por tanto existen b,b" € C tales que v(c) = v(b)v (V') y entonces k = (¢ — bb')
es la preimagen de ¢ + C? ya que k € kerv y ¢+ C? = k + C2. a
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1.2. Definiciones equivalentes de médulo cruzado

Definiciéon 37 Una cat"-dlgebra [6] es un dlgebra A junto con 2n endomor-
fismos s, t; : A — A (1 <1i<n) tales que:

[ ] tisi = Sy, Siti = ti.
® SiS; = Sjsz‘,titj = tjti, Sitj = tjsi St 1 7é j
e Siackers; ya €kert; entonces aa’ = 0.

Un morfismo de cat"-dlgebras A — A’ es un homomorfismo de dlgebras que
conserva las s; y t;.

Definicion 38 Un n-cubo cruzado de dlgebras conmutativas es una familia de
K-dlgebras conmutativas M7, I C<n >={1,...,n} junto con homomorfismos
pi s My — Mj_(y,1 €< n >y funciones para I,J C<n > h: M; x M;j —
Mjyy tales que para k € K,a,a’ € Mp,b,b € Mj,c € Mp,i,j €< n >y
M; C My se verifica:

o pa=asiié¢l.

® [iftj@ = fjHiQ.

® pih(a,b) = h(pia, pib).

e h(a,b) = h(uia, b) = h(a, ub) sii € AN B.

h(a,d’) =

h(a,b) = h(b,a).
h(a +d’,b) = h(a,b) + h(d',b).
h(a,b+V) = h(a,b) + h(a,V).
e k-h(a,b) =h(k-a,b) = h(a,k-b).
e h(h(a,b),c) = h(a,h(b,c)) = h(b, h(a,c)).
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Un morfismo de n-cubos cruzados es una familia de homomorfismos de
dlgebras conmutativas, para I C<n > fr: My — M}, que conmutan con las
Wiy fth y hyh'. Se tiene entonces una categoria de n-cubos cruzados, denotada
por Crs™.

Definicion 39 Sea C una categoria con cuadrados cartesianos. Una categoria
interna en C es una séxtupla (A, O, s, t,e,m) donde A y O son objetos de C y
s,t,m,e son morfismos, s,t : A — O,e:0 — A, m: AxpA— A (Axp A
denota el objeto que aparece al construir el cuadrado cartesiano relativo a los
morfismost y s), satisfaciendo que los siguientes diagramas sean conmutativos:

(A proporciona los morfismos de la categoria interna, O los objetos, m la com-
posicion, e la flecha identidad para cada morfismo y s y t los objetos dominio
y rango para cada morfismo.)

AxpAxp A—T2 4 vo A
idAXml lm
AXOA di A

(asociatividad de la composicion)

eXidA idAXe

OxpA Ax A AxpoO
A

(aplicacion identidad)
donde p y q son las proyecciones obvias p(x, f) = f,q(f,y) = f. Ademds e debe
ser una seccion de s y t, es decir, se = te = idp [23].
Teorema 40 Los siguientes conceptos son equivalentes:

i) Mdédulo cruzado.

ii) cat!-dlgebra.
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ii1) 1-cubo.

iv) Categoria interna en la categoria de K-dlgebras conmutativas.

Demostracion:
A continuacién se muestran las construcciones que dan lugar a equivalencias
de categorias.

Sea (C, R,v) un moédulo cruzado. Tenemos el siguiente objeto simplicial
truncado:

CxR g R donde las degeneraciones son dg(c,r) = r,dy(c,7) =7+ v(c) y la
cara es ilsl(r) = (0,7).
Si definimos s1,t1 : C xR — C X R,s1 = sodyyt] = sod; tenemos un
cat!-algebra:
e t151 = sdysdy = sdy = s1 (usando las identidades simpliciales).
® s1t1 = sdpsd; = sd; = t1.
e Sean (c,r) € ker sy, (¢/,r') € kert; :
(c,r) € kers; = si(c,r) = (0,7) =0=1r=0.
(d,r")yekerty =1 +v(d)=0=1"=—-v().

(e,m)( 1) = (e +rd +1'e,rr’) = (e —v()e,0) = (ed — e,0) = 0.

i) = i)

S
Tenemos A :1§ A un cat!-algebra. Definimos C' = kert; y R = Ims;.
t1

(C, R, s1) es un modulo cruzado:

e R actiia sobre C definiendo la accién de forma natural: si » € Ims; y
c€kerty,r-c=s1(r")-c=s1(r")c € kerty.

e s1(rc) = rsi(c) ya que se verifica s1(rc) = s1(r)s1(c) = s1(s1(r'))s1(c) =
s1(t1(s1(r)))s1(c) = t1(s1(r'))s1(c) = s1(r)s1(c) = rs1(c).

e s1(c)d =cd & (s1(c)—c)d = 0. Como ¢ € kerty, por la tltima condicion
de cat™-grupo, basta ver que s1(c) — ¢ € ker s; :
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s1(s1(c) —¢) = s1s1(c) — s1(c) = s1(c) — s1(c) = 0.

i) = iii)
Sea (C, R, v) un médulo cruzado. Definimos My = C'y My = R, que junto

con el morfismo del médulo cruzado verifican trivialmente que constituyen un
1-cubo.

Dado un 1-cubo tenemos el siguiente modulo cruzado: (Myyy, My, p1). Va-

mos a comprobarlo:

e My acttia sobre My, mediante h.
o pi(ra) = pi(h(r,a)) = h(pi(r), pa(a)) = h(r, pa(a)) = rui(a).
e ui(a)a = h(pi(a),d’) = h(a,d’) = aa.

i) = iv)

Sea (C,R,v) un modulo cruzado. Consideramos C' x R y definimos las
aplicaciones s,t: C' x R — Ry e: R — C x R mediante s(c,r) :=r,t(c,r) :=
r+v(c) ye(r):=(0,r). Se tiene que s,t y e son claramente homomorfismos:
+(d, ")) =s(c+d,r+7")=r+71" =s(c,r)+ s(c,r).
dr))=s(rec+rd +cd,rr’') =rr’ = s(e,r)s(c, ).

s(
s(A(c, 1)) = s(Ae, Ar) = Ar = As(e, 7).
t

e t((c,r)+(c,r") =tlc+d,r+r") =r+r'+v(c+d) = r+v(e)+r'+v(d) =
t(e,r) +t(c,r")
t((c,r)(d,7")) = t(r'e+rd +cdyrr’) = ' +v(r'e+rd + ) = rr’ +
/

rv(d) +r'v(c) + v(ev(d) = (r+ () (' + v(d)) = tle,r)t(c, 7).
t(A(e,m)) =t(Ae, Ar) = Ar +v(Ae) = Ar+ Av(e)) = A(r +v(e)) = At(e, ).
ec(r+1)=(0,r+7")=(0,7)+ (0,r) =e(r) + e(r').

) = (0,7r") = (0,7)(0,7") = e(r)e(r’).

Ar) = (0, Ar) = A(0,7) = Ae(r).
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Ademas e es una seccion de s y de t : se(r) = s(0,r) = r;te(r) = t(0,r) =
r+v(0)=r.

Solo falta definir una composicién. Para ello debemos tener en cuenta que
los objetos vienen dados por los elementos de R y los morfismos por los ele-
mentos de C' x R. Ademés, s y ¢ proporcionan los objetos dominio y rango
respectivamente. Por tanto, se puede definir la composiciéon de la siguiente
manera;

(c,r)

~N

r+uv(c)

r+v(d)+rv(e)

T
~

es decir, (¢/,r +v(c)) o (¢,r) := (c+ ¢, r). Esta composicion tiene sentido ya
que s(c,r+v(c)) =r+v(c) =t(e,r) y, ademds, como v es un homomorfismo
se tiene que v(c+ ) = v(c) + v(c’). Comprobar la asociatividad y que o es un
homomorfismo es inmediato.

) = 1)
S

Sea (A= 0,0 5 A, o) una categoria interna. Se puede definir una accion
t

de O sobre ker s mediante o - k = e(0)k para o € O, k € kers.

Ademas, cada a € A se puede escribir a = k+e¢(0), donde k = a—(es(a)) €
ker s,0 = s(a). Hay una aplicacion ¢ : A — kers x O, ¢(k + e(0)) = (k,0).

Esta aplicacién es un homomorfismo:

p(aa’) = ¢((k + e(0))(K' + e(0))) = d(ke(d') + K'e(o) + kk' + e(o)e(o')) =
d(ko' + kK'o+ kk' + e(00")) = (ko' + Ko+ kk',00") = (k,0)(K',0") = ¢(a)p(a).
Ademés, ¢ tiene una inversa, ¢! : kers x O — A, ¢~ (k,0) := k + e(0),
que también es un homomorfismo.
Por tanto ¢ es un isomorfismo y A = ker s x O.

Definimos v : ker s — O como la restriccion de t a ker s, es decir, v = ¢ [ker s -
v es un homomorfismo ya que ¢ lo es.
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Tenemos que v(ok) = t(ok) = t(e(o)k) = t(e(0))t(k) = ot(k) = ov (k).

Solo falta comprobar la identidad de Peiffer para tener un moédulo cruza-
do (kers, O,v). Sabemos que ((kK',v(k) + o) - (I',v(l) + p)) o ((k,0) - (I,p)) =
((k,a V(k;) + O) o (ka 0)) ’ ((lla V(l) +p) o (l’p))

Desarrollando ambos términos tenemos :

LD: (K + k,0) - (U + Lp) = (F + K)(U' + 1) + p(k + k) + ot + 1),0p) =
(K'l' + k'l + kU' + Kl + pk’ + pk + ol' + ol, op).

LL: (K1 + (v(l) + p)K' + (v(k) + o), (v (k) + 0)(v(I) + p)) © (Kl + pk + ol 0p) =
(KU +w()+p)k' +(v(k)+o)l, (v(k)v(l)+v(k)p+ov(l)+op)o(kl+pk+ol, op) =
(K" + (v(l) + p)k' + (v(k) + o)l + kl + pk + ol,op) = (K'I" + v(D)K' + pk’ +
v(k)l' + ol' + kl + pk + ol, op).

Asi tenemos la igualdad k'l +kl' = v(1)k' +v(k)l' y tomando k = 0 se tiene
la identidad de Peiffer: k'l = v(1)k'. O
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1.3. Tripleabilidad

En una categoria C un triple es una terna T = (T, n, u) formada por un
endofuntor T : C — C y dos transformaciones naturales, la unidad 7 : idg — T
y la multiplicaciéon p : TT — T, satisfaciendo las siguientes igualdades:

o u(nT) = p(Tn) = idy.
o p(uT) = p(Tp).
Un cotriple en C, G = (G, &, ), es un triple en C.

Ademas, si tenemos un par de funtores F' : C — B,U : B — C tales que F
es adjunto por la izquierda de U, entonces se tiene un triple T' = (U F,n,UcF)
en C y un cotriple G = (FU,e, FnU) en B, donde n : idec = UF, ¢ : FU = idp
son la unidad y counidad de adjuncion.

Hilton conjetur6 que todo triple proviene de una adjuncién, y esto fue
probado casi simultaneamente por Eilenberg y Moore y por Kleisli. Dado un
triple T'= (T, n, ) Eilenberg y Moore construyeron la categoria de T-algebras
CT. Una T-algebra es un par (A, a) donde A es un objetode Cy a: T(A) — A
es una flecha verificando que ang = ida y aT'(a) = ap4.

Se dice que A tiene estructura de T-algebra mediante la aplicacion a. Si
Ay A’ tiene estructura de T-algebras dadas por a y a’ entonces, una flecha
f:A— A en C se dice que es un morfismo de T-algebras si el siguiente
diagrama es conmutativo:

7(4) 2L 7B
f

A Al

La categoria CT de T-algebras tiene a las T-algebras como objetos y a los
morfismos de T-algebras como flechas.
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Definimos UT : CT — C por UT(A,a) = A,UTf = fy FT :C — CT por
FTA=(TA,pA),FTf = Tf donde = UeF. Esos dos funtores son también
adjuntos.

La categoria CT es final entre todas las posibles adjunciones cuyo triple
asociado sea T. Asi, el par de funtores 7, U7 es universal en el sentido de
que, si tenemos cualquier otro par de funtores adjuntos F': C — B,U : B — C
tales que el triple que inducen es también 7', entonces existe un tnico funtor
¢d:B—=Cltalque UT ogp=Uy ¢poF = FT. El funtor ¢ se llama funtor de
comparaciéon de Eilenberg-Moore.

Un funtor U : B — C se dice que es tripleable cuando tiene un adjunto por
la izquierda para el cual el correspondiente funtor de comparacion de Eilenberg-
Moore es una equivalencia de categorias. Si U es funtor “natural” entre By C
también se dice que B es tripleable sobre C. Lo que queremos demostrar es que
X Modg es tripleable sobre Set.

La categoria que construye Kleisli [40], que se denota por K(7") o Cr, tiene
como objetos los mismos que C. Para las flechas definimos Home, (A, A") =
Home(A,TA"). Si tenemos f : A — TA € Home, (A, A)yg: A —TA"
Home, (A’, A”), entonces g o f es la composicion:

T A//
A f TAI 9 T2A”L>TA”

Definimos Ur : Cr — C por Up(A) = T(A) y si f € Home, (A, A7),

entonces Ut f es la composicion:
T A’
TA 4f> T2 A’ L> TA

Definimos Fp : C — Cp por Fr(A) = Ay si f € Home(A, A"), entonces
Frf es la composicién:

A Tf
A

o lo que es lo mismo:

Al
AL M
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Estos dos funtores son adjuntos y el triple que inducen es T. Ademés, la
categoria Cr es inicial entre aquellas adjunciones cuyo triple asociado es T
Se verifica que si tenemos un par de funtores adjuntos U y F' que inducen un
triple T' = (UF,n,UcF), entonces existe un unico funtor ¢ : Cp — B tal que
Uovy = Upy o Fr = F; dicho funtor se llama funtor de comparacién de
Kleisli.

Cr se encaja en CT'. De hecho Cr es equivalente a una subcategoria completa
de CT generada por las algebras libres, Fr :
Cp—— Fr C cT
Ar——(T(A), pa)

f \LMA’OT(f)
)

A (T(A"), par)

Definiciéon 41 Un par (p,q) se dice que es una relacion de congruencia o
par-nicleo si existe un morfismo f tal que

es un cuadrado cartesiano.

Definicion 42 Sea F : A — B un funtor y B un objeto de B. Una reflexion
de B a lo largo de F' es un par (Rp,ng) tal que:

e Rp es un objeto de A ynp : B — F(Rp) es un morfismo de B.

e Si Ry es otro objeto de A y b : B — F(R'3) es un morfismo de B,
entonces existe un unico morfismo a : Rp — Ry y d' : Rl3 — Rp tal que
F(a)ong =b.

Teorema 43 Consideramos dos funtores FF : A — By G : B — A. G es
adjunto por la izquierda de F si, y solo si, existe una transformacion natural
n:1g = F oG tal que para cada B € B,(RB,ng) es una reflexion de B a lo
largo de F [10].
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Teorema 44 (Linton) [9]

Un funtor U : D — Set es tripleable si, y solo si, U tiene un adjunto por
la izquierda y se satisfacen las tres condiciones siguientes:

a) D posee pares-niicleo y coigualadores.

b) p: Y — Z morfismo en D es un coigualador < Up : UY — UZ es un
coigualador.

s Us
¢) X =Y es un par-nicleo < UX = UY es un par-nicleo, donde s y t
t Ut
denotan morfismos en D.

Si tenemos un &lgebra H, consideramos su aumentacion H — Z. En la,
categorfa de algebras conmutativas con unidad, Conmq, el coproducto es el
producto tensor, H x I = H ® I. Para ver quien es el coproducto en la cate-
goria de dlgebras conmutativas sin unidad, Conm, utilizaremos una adjunciéon
entre esta categoria y la de algebras conmutativas con unidad aumentadas,
Conmiau :

F: Conm — Conmiau
H~~~H®Z

G : Conmiau — Conm
(H,e) ~ kere

GoF(H)=ker(H®Z— Z)=H.
GoF(HxI)=G(H®Z)«(IDZ)=G(HOZ)@(Id7Z)=G(HRZ)®
Zeol)e(H)®(ZeZ)=GHele(HRI)®Z)=Hel® (HI).

Vamos a ver como es el producto en H & I & (H ® I'). Tomamos (a,b,a’ ®
V), (c,dd@d)e HeI® (H®I):
(a,b,d’ @V)(e,d,d @ d") = (a,b,d’ @ V,0)(c,d,d @ d',0) = ((a,0) ® (0,1) +
(0,1) ©(b,0) + (a’,0) @ (¥, 0))((¢,0) © (0,1) + (0, 1) @ (d, 0) + (¢, 0) @ (d', 0));
vamos a descomponer este producto en nueve sumandos:

i) ((a,0) ©(0,1))((¢,0) ® (0,1)) = (ac,0) ® (0,1) = (ac® 1,0,0,0).

i1) ((a,0) ® (0,1))((0,1) ® (d,0)) = (a,0) ® (d,0) = (0,0,a ® d,0).
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d,0)® (d',0)) = (ac,0) ® (d',0) = (0,0,ac @ d',0).
(b, O) (¢,0)®(0,1)) = (¢,0) ® (b,0) = (0,0,¢c® b,0).

0,1) ® (d,0)) = (0,1) ® (bd,0) = (0,1 ® bd, 0, 0).
(d,0)® (d',0)) = (d,0) ® (bd',0) = (0,0, @ bd',0).
(¢,0)®(0,1)) = (d'¢,0) @ (b/,0) = (0,0,a’c @V, 0).
((0,1) ® (d,0)) = (d/,0) ® ('d,0) = (0,0,d’ ®b'd,0).
iz) ((a/,0)2(,0))((d,0)&(d,0)) = (d'd,0)a¥'d,0) = (0,0,dd@b'd,0).

Por tanto, (a,b,a’'®b')(c,d,d®d") = (ac,0,0)+(0,0,a®d)+(0,0,ad @d')+
(0,0,c®b)+(0,bd,0)+ (0,0, @bd' )+ (0,0, a’cab’)+(0,0,a’ @b'd)+(0,0,d' ¢ ®
b'd') = (ac,bd,a®@d+ac @d' +c@b+ @bd' +d'c@b +d @Vd+dd V).

Consideremos H; C HxH = H® H® (H ® H), formado por los elementos
de la forma (h,0,0). Hy no es un ideal de H® H ® (H ® H). Si denotamos por
H el menor ideal que contiene a H, se puede comprobar que éste es el nicleo
de la aplicacion 72 : H® H® (H ® H) — H, m%(a,b,c®d) = b :

“g”

Como ker 72 es un ideal de H & H & (H @ H) basta comprobar que H; C
ker 72, lo cual es trivial ya que w2(h,0,0) = 0.

“;)77

Sea (a,b,c®d) € kern? = b= 0. (a,0,c®d) € H ya que (a,0,c®@d) =
(a,0,0) + (0,0,c®d).

Ademas, como H es un ideal de H ® H & (H ® H), si consideramos la
inclusion in : H — H® H © (H ® H) tenemos que (H,H ® H ® (H ® H),in)
es un modulo cruzado.

Seanuj : H - HOH®(H®H),uy: H - HoH®(H®H), u3 : HQH —
HoH®(H®H) las inyecciones, uy (h) = (h,0,0),u2(h) = (0, h,0),us(h®@h’) =
(0,0, h®@h'). Como m2ouy = 0, u; se factoriza por H; es decir, existe u : H — H
tal que in o u = uy. Como u; es inyectiva, u también lo es.

Teorema 45 FEl funtor de olvido U : X Modx — K-Alg,U(C,R,v) =C xR
tiene un adjunto por la izquierda, F : K-Alg — XMody,F(H) = (H,H ®
He& (H®H), in).
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Demostracion:

Sea H una K-algebra. Consideramos el morfismo de modulos cruzados (u, uz) :
H—Hx(H®H®(H®H)).

Vamos a ver que (H,(u,u2)) es una reflexion de H a lo largo de F'; es
decir, tenemos que comprobar que dado un modulo cruzado (C, R,v) y dos
homomorfismos i : H — C, j : H — R, que inducen (i,5) : H - C x R =
U(C, R,v), entonces, existe un unico morfismo de modulos cruzados (f,g) :

(H(H®H @ (H® H),in) — (C,R,v) tal que U(f,g) o (u,u2) = (f x g) o
(u,u2) = (i, 7).

Primero vamos a definir g. Tenemos los morfismos voi: H — R, j: H —
R,(voi)®j: H® H — R.

Por tanto, existe una aplicacion g = voi+j+(voi)®j : HOH®(H®H) — R
tal que gouy = (voi),gous =j,goug = (voi)® j.
g9(a,b,d’ @) =voila) + j(b) + (voi)(a)j).

Ahora definiremos f. Consideramos los morfismos:

H—-CxR
a~ (i(a),0)
H—-CxR
b~ (0,5(b))

HH —-CxR

a' @b ~ (i(a'),0)(0,5 (b)) = (i(a’)j(¥'),0)

Entonces tenemos f: H® H & (H® H) — C x R
(a,b,a" @b') ~ (i(a) + i(a")j(V), j(b))
que compuesto con las inyecciones conmuta con los tres morfismo anteriores.

_Ademis, se verifica que f(H) C C : sea (a,bd ®b) € H = b =
0, f(a,0,a’ @ V) = (i(a) +i(a’)j(V),(0)) = (i(a) +1i(a’)j(¥),0) € C.
Definimos f = f|z.

Vamos a comprobar que (f,g): (H,H® H® (H® H),in) — (C,R,v) es
un morfismo de modulos cruzados:
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HA—2-HoH (Ho H)
| !
C - R

e H esta generado por elementos de la forma wh, donde w € H O H @ (H®
H),h € H.

v(f(wh)) =v(f((a,b,d'®@b)(h,0,0)) = v(f(ha,0, ha' ®b’+h®b) = v(f(ha,0, ha'
Q) + v(f(0,0,h ® b) = v(i(ha) + i(ha')j(¥)) + v(i(h)j(b)) = v(i(ha)) +
v(i(ha'))j(b') + v(i(h))j(b).

g(in(wh)) = g((ha,0,ha’ @ b/ + h ® b) = g(ha,0,ha’ ® ') + g(0,0,h ® b) =
voi(ha)+7(0)+ (voi)(ha')j(b')+voi(0)+5(0)+ (voi)(h)j(b) = v(i(ha))+
v(i(ha'))j (') + v(i(h))j(b).
e Sean (a,b,a’ @V) e H®H®(H® H),(c,0,d @d') € H.
f((a,b,d’ @b)(c,0,d @d")) = f(ac,0,ad @d' +c@b+ @bd' +d'c@V +d'd ®
b'd) =i(ac) + i(ac)j(d) +i(c)j(b) +i(c)j(bd) + i(a’'c)j(b') +i(a'c)j(b'd).
9(a,b,a'@V) f(c,0,d ®@d") = (voi(a)+j(b)+(voi)(a)j(b))(i(c) +i(c")j(d))

v(ia))i(e) + v(i(a)i(¢)j(d) + jb)i(e) + 7(b)i()i(d) + v(i(a')j (b’)()l
v(i(a’))j(0)i(c)i(d).

Aplicando la identidad de Peiffer esto es igual a:

i(a)i(c)+i(a)i(c)j(d')+j(b)i(c)+j(b)i(c")j(d)+i(a")i(c)j(b))+i(a")i(c")j (V)i (d)
= i(ac) +i(ad)j(d) 4+ i(c)j(b) +i(c)j(bd") +i(a'c)j (V') + i(a’'d)j(V'd).

Veamos que (f x g) o (u,u2) = (i,7) :

(fx9)((u, uz)(h)) = (f xg)(u(h), uz(h))
(i(h),3(h)) = (i,5)(h).

Ademsés, supongamos que tenemos otro morfismo de modulos cruzados
(f'.g): (H,(HeH®(H®H),in) — (C,R,v) tal que U(f', ¢')o(u, u2) = (f'x
g )o(u,uz) = (4, 7). Entonces tendriamos que f'ou =i = fou; como u es myec

tiva, y por tanto monica, f’ = f. Andlogamente ¢’ ous = j = gous = ¢ = g.
O

(f (u(h)), g(uz(h))=(f(h,0,0),5(h))=
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Teorema 46 FEl funtor de olvido U : K-Alg — Set tiene adjunto por la
izquierda, F' : Set — K-Alg, F(S) = K¥[x1,...,xs], parte graduada positiva
del dlgebra de polinomios sobre K [49].

Observacion 47 Por los dos teoremas anteriores el funtor de olvido U :
XModg — Set tiene como adjunto por la izquierda a H : Set — K-Alg,
H(S) = (K*[x1,..., x5, KT[z1,...,25) ® KT [21,...,25] & (KF[21,...,25] @
K*[xy,...,25]),in).

Teorema 48 FEl funtor U : X Modi — Set es tripleable.

Demostracion:
Ya hemos visto que U tiene adjunto por la izquierda. Vamos a ver que cumple
el resto de hipotesis del teorema de Linton:

a) X Modg posee pares-nucleo: si tenemos un morfismo de modulos cruza-
dos (¢,v) : (C,R,v) — (C', R',V') su par nucleo se construye de la siguiente

manera:

2 2
(TExo TRy R)

(CXC/C,RXR/R,I/ X I/) (C,R, l/)
(ﬂ-é'xcmll%xR)l \L(%w)
(C.R.v) ) (', RV

donde CXC/C = {(01,62) € (C, C)/SD(Cl) = ‘P(CZ)}aRXR’R = {(Tl’TQ) €
(R, R)/¢(c1) = t(c2)}-

(CxerCyRx g R,v x v) es un moédulo cruzado:

o (vxv)((r,r)(c,d))=wxv)(re,r'd)=(v(re),v(r'd))=(rv(c),rv(d)) =
)(w(e),v(c)) = (r,r")((v x v)(c, ).

(
(v xw)(e, d)(d, d') = (v(c),v()(d,d) = (v(c)d, v()d') = (cd, dd) =
)(d, d).

(ryr’
[ ]
(¢,

Falta ver que el diagrama definido es un cuadrado cartesiano; dicho dia-
grama es conmutativo:
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(p(e); ¥(d)) = (¢, ¥)(c,d) =

—~
S
£
)
—Q
X
2

=]
ool
X
oy
~—
=
~ Q\
/\:-\
&~
&
~—
~
|
—~
S
—~
Q\
=
&
Nt
|

Ahora, dado (A, B, ) un modulo cruzado y un par de aplicaciones (a, o) :
(Cv R7 V) - (C,v Rla V/)? (ﬁa ﬁ/) : (C7 R7 V) - (C,v RI: V,) tales que (907 ?Z)) °
(o, ) = (p, ) o (B,0), entonces, existen t : A - CxCey: B— RXR
tales que by 0T = a, e p0x = B, Thypoy=a/ ,Th . poy=f.

Vamos a ver que el rango de z estd contenido en C' x C' : sea z(a) =
(a1, a2); p(a1) = p(r'z(a)) = p(a(a)) = p(B(a)) = p(r*z(a)) = (az).
Anéalogamente el rango de y esta contenido en RX g/ R.

Lo tnico que queda por comprobar es que (z,y) es un morfismo de modulos
cruzados.

CXC/CLXZ;RXR/R

e Tenemos que demostrar que yy(a) = (v xv)(z(a)). Basta ver que se tiene
esta igualdad al componer con las dos proyecciones:

T (7(@)) = () = vala) = v(r'z(a) = 7 (v x 1)(2(a)).
m(yy(a)) = B'y(a) = vB(a) = v(r?w(a)) = 7*(v x v)(z(a)).
e Hay que ver que z((a,d’)(b,b")) = y(b,V)x(a,d’) :
'z((a,a’) (b, ) = a((a,a') (b, b)) =/ (b,V')a(a, a) = (x'y(b, V) (' z(a, a)) =
( (b,0)x(a,d’)).
R0 ) = ).) =6 ) =0 ) =

Ademas, X Modg tiene coigualadores:

w2

Llamaremos congruencia de un moédulo cruzado (C, R,v) a un submddulo
cruzado (G, H,v x v) del producto (C, R,v) x (C,R,v) = (CxC,Rx R,v X V)
tal que G C C'xC,’H C R x R son relaciones de equivalencia. La interseccion de
congruencias es una congruencia, ya que la interseccién de moédulos cruzados
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es un moédulo cruzado, y la interseccién de relaciones de equivalencia es una
relacion de equivalencia:

e aGa,aHa = aG N Ha.

e aG N'Hb = aGb,aHb = bGa,bHa = bG N Ha.

e aG NHbL,bG NHe = aGb, bHc, aGb, bHc = aGe,aHe = aG N He.

Consideramos morfismos de médulos cruzados (f, f/), (¢,9') : (C', R',v) —
(C, R,v). Estos, inducen el morfismo (f, f') x (g,¢') : (C", R',v') — (C,R,v) x
(C, R, v); si intersecamos todas las congruencias que contienen a la imagen (en-

tre las que esta (C'x C, Rx R, v xv)) obtenemos (G, H, v xv); es decir,(G, H, v X
v) es la menor congruencia que contiene a la imagen de (f, ') x (g, 9).

Tenemos los cocientes C'/G, R/H y el homomorfismo inducido entre ellos
v:C/G — R/H,v([c]) = [v(c)]. Esta aplicacion esta bien definida trivialmente:
si ¢Gc tenemos que ver que v(c)Hv(d) : (¢,d) € G = (v(c),v(d)) = (v x
v)(e,d) € H = v(e)Hr(). Entonces se tiene el moédulo cruzado (C'/G, R/H, V),
modulo cruzado cociente de (C, R, v) por (G, H,v X v).

Las proyecciones candnicas p . C — C/G,p?> : R — R/H definen un
morfismo de moédulos cruzados (p!,p?) : (C, R,v) — (C/Q,R/H,ﬂ) :

eplv(c) =v(c) +H = ﬁ(c—l—g) = vp*(c).

o pl(re) =rc+G = (r+G)(c+H)=p*(r)p'(c).

Este es el coigualador de (f, ') v (g,9") : (p*,p?) o (f, f)(c,7) = (f(c) +

Qf() H) = (()+99( ')+ H) ya que f(c)G () 9(c)Hg(¢'). Por tanto,
®h,p%) o (f. f) = (0", 9%) 0 (9,9).

Supongamos ahora que existe otro morfismo de modulos cruzados (o, ) :
(C,R,v) — (C",R" V") que iguala a (f, ') vy (g,¢'). Definimos la siguiente
relacion:

(a,a") ~ (b,0) < a—0b€ ker(a),d —b € ker(B).

Esta es trivialmente una relaciéon de equivalencia. Ademas, esta relacion
contiene a la imagen de (f, f') x (g,9¢') :

Sean (z,2'), (y,vy') € (C,R,v) tales que (z,2') = (f, f)(m,m), (y,vy') =
(9,4")(m,m’). Tenemos que:
(o, B)((f, f)(m,m')) = (e, B)((g,9") (m, m")) = (a, B)(((f, [')—(g,9"))(m, m")
(: 0 /:)> ((J(c, f'),>—(9,9'))(m7m') € ker(a, 8) = (f, f))(m,m’) ~ (g,¢")(m,m') =
z,r )~\Y,Y )
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Por tanto la relacion de equivalencia dada por (G, H) esta contenida en la
que acabamos de definir.

(. Rv) " 0/, R/H, D)

al

(C//’ R//, 7/”)

Definimos (A, v)([a], [0]) = (a(a), 5(b)). Esta aplicacion esta bien definida
porque si tomamos otros representantes cualesquiera aGa',bHY = a ~ a/,b ~
b = (ala),B(b)) = (a(d’),B(b)). Ademas, por construccion, esta es la tnica
aplicaciéon que hace conmutativo el diagrama.

Lo tnico que queda por comprobar es que (A, ) es un morfismo de modulos
cruzados:

e 10(c+G) = y(v(e)+H) = v(p*v(c)) = B(r(c)) = v"(a(c) = " (M (c) =
V'Xc+G).

e M(r+H)(c+G) = Arc+G) = Ap'(re)) = alre) = B(r)a(c) =
YP*(r) AP (c) = y(r + H)A(c + G).

b) En Set los coigualadores son las aplicaciones sobreyectivas; como en
X Modg un coigualador siempre es sobreyectivo, entonces es claro que U con-
serva coigualadores.

Sea (f,g) : (C,R,v) — (C',R',//) un morfismo de modulos cruzados tal
que U(f,g) = f X g es sobreyectiva. Entonces, f y g son epimorfismos. Tenemos
el morfismo inducido:

(f,9) : (C/C xcr C,R/R xp R, 7) — (C', R ,V/) definido por (f,g)([c], [r]) =
(f(e), g(r)). Sigue siendo un epimorfismo y trivialmente (f,g) es inyectiva; por
tanto es un monomorfismo. Es decir, que (f,g) es un isomorfismo.

(p',p?) : (C,R,v) — (C/C xc C,R/R xp R,7) es el coigualador de los
morfismos (), 7k), (73, 7%) : (C xcr C, R xpr R,v x v) — (C,R,v) :

La comprobaciéon de que los iguala es trivial. Supongamos que existe otro
morfismo (¢, ) : (C,R,v) — (C',R',1/') que los iguala; entonces, definimos
(1,7) : (C xer C,R X Ryv x v) — (C', R, V') mediante i([c]) = ¢(c), j([r]) =

r), que esta bien definida ya que si ¢, ¢’ son dos representantes de la misma
y

clase i([c]) = (ng(c, ) = (nZ(c,c)) = i(c).
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Por construccion, (4, ) es el tinico morfismo que verifica que (i, j)o(p!, p?) =
(¢, 7). Solo queda por comprobar que (7, j) es un morfismo de moédulos cruza-
dos, pero esto se tiene a partir de que (@, 1)) lo es.

Ademis, (f,g)o(p',p?) = (f,g) y por tanto (f, g) también es el coigualador
1 2

1 2
de (77(]’ ﬂ-R)a (WC’ ﬂ-R)'
Con esto hemos demostrado no s6lo que U refleja coigualadores, si no tam-
bién que toda morfismo de mddulos cruzados sobreyectivo es un coigualador.

¢) U tiene adjunto por la izquierda = conserva cuadrados cartesianos =
conserva pares-nucleo.

Vamos a ver que U refleja pares-niicleo. Supongamos que dos morfismos
(f,9),(f",d"): (C",R",v'") — (C,R,v) son un par nicleo en Set.

Esto significa que (f x g, f' x ¢'): C" x R" — (C x R) x (C' x R) es una
aplicacién inyectiva y su imagen es una relacién de equivalencia en C' x R; es
decir, (f, f): C" — CxCy(g9,9') : R” — Rx R son inyectivas y sus imigenes
son relaciones de equivalencia en C' y R respectivamente.

Denotamos G = im/(f, f'), H = im(g, ¢’); tenemos la congruencia (G, H, v x
v) y consideramos la aplicacion cociente:

(»',p*) : (C,R,v) — (C/G, R/H,v).
Ademas, se tiene un isomorfismo de modulos cruzados:

((f7 f/)v (gag/)) : (CﬂaR”a V”) - (C Xc/G CaR XR/H R, v x l/)'

Es inyectivo porque (f, f') v (g, ¢") lo son, y es sobreyectivo por la definicion
de Gy H; CxcigC = {(c,d) € CxCleGd} = {(c,d) € CxCle,d) €
Im(f, f)}, R xgp R = {(r,7") € R x R/rHr'} = {(r,7") € R x R/(r,1") €
Im(g, ¢')}.

Como el siguiente cuadrado es cartesiano (debido a que C' x ¢/ C = C/G x
C’/Q,R XR/H R = R/H X R/H) :

(C XC/Q C, R XR/H R, v X(J;)g (C’ R’ 1/)
(ﬁg)i l(pl,pQ)
1.2
(€, Rov) — L (016, R/H,v)
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(f,9), (f",d) : (C",R", V") — (C, R,v) es el par-niicleo del morfismo (p*, p?) :
(C,R,v) — (C/G,R/H,v). O
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1.4. Propiedades categoricas

1.4.1. Categorias semiabelianas

Una categoria C se dice que es abeliana si:
e C tiene productos finitos y objeto cero.

e Todo morfismo de C se factoriza en un contcleo seguido de un ntcleo, es
decir, tiene factorizaciones en epimorfismo normal-monomorfismo normal.

Estas dos condiciones implican que C sea aditiva.

La nocion de categoria abeliana refleja las propiedades algebraicas tipicas de
grupos abelianos y modulos. Como analogia a este concepto se intenta buscar
una nocién de categoria semiabeliana que refleje las propiedades de grupos,
anillos y algebras. Este sera el marco adecuado para un tratamiento categorico
de la teoria del radical y conmutador, la teoria de homologia de estructuras no
abelianas y el desarrollo de teoremas de isomorfia y descomposicién.

Con este finalidad surge el concepto de categoria Barr-exacta: una categoria
C se dice que es Barr-exacta o regular efectiva si verifica que:

o C tiene limites finitos.

e C tiene un sistema de factorizacién en epimorfismo regular-monomorfismo
estable por cuadrados cartesianos.

e Todas las relaciones de equivalencia son efectivas.

Una relacion de equivalencia en un objeto A de C viene dada por un par de
morfismos r, 7’ : R — A para los cuales las aplicaciones Hom(X,r), Hom(X, ")
son las proyecciones de una relacion de equivalencia en el conjunto Hom/(X, A)
para todo objeto X de C. Se dice que es efectiva si estd inducida por un mor-
fismo f: A — B, es decir, si es el par nucleo de algun f [11].
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Proposicion 49 Sea r,r' : R — A una relacion de equivalencia. Si hay una
estructura en el cociente A/R tal que p: A — A/R es un morfismo, entonces
la relacion de equivalencia es efectiva.

Demostracion:
Como R = A X 4/r A, sip es un morfismo, entonces la relacion de equivalencia
es un morfismo. OJ

Para una factorizacién en epimorfismo regular-monomorfismo f = me en
una categoria C, el morfismo e es necesariamente el coigualador del par nucleo
de f, siempre que este exista. Reciprocamente, si e es el coigualador del par
nicleo de f y m el morfismo tal que f = me, entonces m es un monomorfismo
si todos los cuadrados cartesianos de e son épicos, ya que el par niucleo de m
debe ser trivial. Usando esto y el hecho de que los diagramas:

B
g
AxB
l’(lA’g)XlB
(1a,f)x1p

AxB ——AxCxB

tienen limites isomorfos, las dos primeras condiciones se pueden reformular de
la siguiente manera:

e (C tiene productos finitos.

e C tiene cuadrados cartesianos de pares de monomorfismos rotos.

e C tiene coigualadores de pares niicleo.

e Los epimorfismos regulares son estables por cuadrados cartesianos.

Se verifica que las categorias Barr-exactas y aditivas son las categorias
abelianas. Sin embargo, su generalidad, conduce a que este concepto no sea
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suficientemente restrictivo para capturar las propiedades tipicas que distinguen
a grupos, anillo y algebras de conjuntos con punto, monoides o reticulos.

La nocién de categoria semiabeliana combina la condicién de Barr-exacta
con la siguiente propiedad:

Lema 50 (corto de los cinco)
Para todo diagrama conmutativo:

l q

L—t-r—2-¢
ul w \LU
K-—*~p-2-pB

con epimorfismos requlares p, q y k, | sus nicleos, w es un isomorfismo si u y
v $om isomorfismos.

En el caso de categorias Barr-exactas es suficiente pedir esta propiedad
para epimorfismos rotos, y se puede formular sin hacer referencia al objeto
cero y a nucleos, usando simplemente cuadrados cartesianos. Esta es la nocién
de categoria protomodular en el sentido de Bourn.

Lema 51 (corto roto de los cinco)
Para todo diagrama conmutativo:

L—tsr-ts¢
’UJ\L w \LU
K-—*~p-2-pB

en C con k = kerp y | = kerq; entonces w es un isomorfismo si u y v son
isomorfismos y p y q son epimorfismos rotos.
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Definicién 52 Una categoria es semiabeliana si es Barr-exacta, protomodular
en el sentido de Bourn, con coproductos finitos y objeto cero. O lo que es lo
mismo, si verifica que [35]:

i) C tiene productos y coproductos binarios y objeto cero.
i1) C tiene cuadrados cartesianos de monomorfismos rotos.
iii) C tiene coigualadores de pares nicleo.

iv) Se verifica el lema corto roto de los cinco en C.

v) Los epimorfismos requlares en C son estables por cuadrados cartesianos.

vi) Las relaciones de equivalencia en C son efectivas.

Se verifica que las categorias Barr-exactas y semiaditivas son las categorias
semiabelianas, en el caso de categorias con punto. Al contrario que ocurre con
la abelianidad, la semiabelianidad no es autodual, pero se verifica que:

(semiabeliana)+(semiabeliana)? =(abeliana).

Ejemplo 53 Las categorias abelianas son semiabelianas, ya que las categorias
abelianas son las Barr-exactas aditivas. La categoria de grupos es un ejemplo
de categoria semiabeliana, pero que no es abeliana.

Ejemplo 54 Q-grupos. Toda variedad de dlgebras universales, para una teoria
T, induce una categoria Barr-exacta T -Alg(Set). Ademds, cada variedad de §2-
grupos (es decir, una variedad de dlgebras universales con estructura subyacente
de grupo tal que el subgrupo trivial es una subdlgebra) es protomodular, y por
tanto semiabeliana.

Tenemos entonces que muchas categorias algebraicas cldsicas tales como
anillos (no necesariamente unitarios), dlgebras de Lie o dlgebras de Jordan,
son semiabelianas.
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Ejemplo 55 X Mody es una categoria semiabeliana; vamos a ver que verifica
los seis axiomas:

i) Hemos wvisto en la primera seccion que X Mody tiene productos bina-
rios. Ademds, por ser esta una categoria algebraica es completa y cocompleta y
por tanto tiene coproductos binarios [30]. El objeto cero es el médulo cruzado

(0,0,0).

i1) X Mody tiene cuadrados cartesianos; en particular, los tiene de monomor-
fismos rotos.

ii1) X Mody tiene coigualadores; en particular, los tiene de pares nicleo.
iv) Consideremos el diagrama conmutativo de mddulos cruzados:

Nk !
ker(f, 1) 2% (¢, mov) P (0 R

(u//ﬂ}//)i l(u/ﬂ]/) \L(u’v)
Nk /
ker(g, ¢') (9,9") (D, S, 1) (9,9") (D', 8", ')

con (u”,v"), (u,v) isomorfismos y (f, '), (g,9") epimorfismos rotos. Para ver
que (u',v") es un isomorfismo basta aplicar el lema de los cinco corto roto en
la categoria de dlgebras conmutativas a los diagramas:

k

u//l o’ l lu
g* g

kerg —= D —— D'

1k !
kerf’f*>Ri>R’

UN\L v lv
1k /

kerg’g—>5’i>5’

v) Consideremos los modulos cruzados y morfismos siguientes:
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(£, ) (CRV) = (C,R,v),(g,9") : (C",R",V") — (C, R, v).
El cuadrado cartesiano de (f, ') y (9,9’ :

(X, }/’ #) Ll)) (C//? R/,, ]///)

]
(j,j’)l i(gvg’)

', Ry L (o R,

viene dado por los siguientes cuadrados cartesianos de dlgebras conmutativas:

X i>C//

i|" f ls

' —C

Y if > R//

]
j’J{ lg/
f/

R —R

El morfismo p : X — Y actia de la forma p(z,y) = (V' (2),v(y)), para
(x,y) e X CC'" x C".

Si (f, f") es un epimorfismo regular, f y f’ lo son en dlgebras conmutativas.
Como en esta categoria se conservan los epimorfismos requlares por cuadrados
cartesianos i,i también lo son y, por tanto, (i,i') es un epimorfismo reqular
en XModg.

vi) En XModg la proyeccion en el cociente es un morfismo de mddulos
cruzados y entonces, por la dltima proposicion, todas las relaciones de X Modg
son efectivas.
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1.4.2. Categorias de interés

Orzech define el concepto de categoria de interés [44] y estudia propiedades
de este tipo de categorias. La categoria X Modg no es una categoria de interés
ya que no cumple uno de sus axiomas:

o Siwe N\{—}y*e Q\{+}, entonces
w(axb) =w(a) b,
donde €); denota las operaciones i-arias para ¢ = 1, 2.
Veamos que efectivamente X Modg no cumple este axioma. Para ello se

debe tener en cuenta la equivalencia existente entre médulos cruzados sobre
algebras conmutativas y cat!-algebras.

Sea (C, R,v) un moédulo cruzado. La cat!-algebra inducida es el algebra
C x R con los morfismos s,t : C x R — C x R que actian de la manera
siguiente sobre (¢,7) € C' x R :

s(e,r) = (0,7).
t(c,r) = (0,7 +v(c)).

Estas aplicaciones s y t son las operaciones 1-arias, mientras que la suma
y el producto de C' x R como algebra son las operaciones 2-arias.

s((e1,71) * (c2,72)) = s(crco + racy + rice, mir2) = (0,7r1792).
s(er,7r1) * (co,m2) = (0,71) * (c2,12) = (r1c2,7172).

Por tanto, tomando r1 € Ry co € C tales que rice # 0 no se verifica el
axioma.

La categoria de modulos cruzados de grupos si es una categoria de interés.
Este hecho motiva que el estudio de X Modg tenga diferencias fundamentales
con el estudio de modulos cruzados de grupos.



1.4 Propiedades categoéricas 45

1.4.3. Categorias cartesianas cerradas

El hecho de que una categoria C tenga productos y coproductos finitos
es equivalente a que tenga productos, coproductos, objeto terminal y objeto
inicial. El objeto inicial y el coproducto dan, respectivamente, los adjuntos por
la izquierda de los funtores:

C—0 C—-CxC

C—0 Cw— (C,0)

mientras que el objeto terminal y el producto proporcionan sus adjuntos por
la derecha.

Definicion 56 Una categoria C con productos finitos se dice que es cartesiana
cerrada cuando los funtores:

6:C—0 60:C—-CcxC n:¢>8¢
C—0 Cw— (C,0) C—CxB

tienen un adjunto a la derecha.

Teorema 57 La categoria X Mody es una categoria cartesiana cerrada.

Demostracion:

i) Consideramos el funtor ¢’ : 0 — X Modg tal que ¢/(0) = (0,0,0). Este
funtor es trivialmente adjunto de ¢ a la derecha. Debe notarse que (0,0,0) es
el objeto terminal de X Mody .

i1) Consideramos el funtor ¢ : XModx x XModx — XMody dado por
0'((C,R,v),(C",R',V)) = (C,R,v) x (C", R, V). Este funtor es adjunto de 0 a
la derecha ya que dado otro médulo cruzado (G, H,w), existe un isomorfismo:

Hom(((G,H,w), (G, H,w)), ((C,R,v),(C,R,v),(C",R',V))) &
Hom((G, H,w),(C,R,v) x (C,R,v),(C',R',V"))
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natural en (C,R,v) y en ((C, R,v),(C",R',V)).

iii) Sin: XModx — XModg es el funtor tal que n(C,R,v) = (C,R,v) X
(C',R',V"), consideramos el funtor ' : XModx — XMody, (G, H,w) =
Hom((C',R',V'), (G, H,w)).

Este funtor es adjunto de 7 a la derecha ya existe un isomorfismo:

Hom((C,R,v) x (C",R',V"),(G,H,w)) =
Hom((C,R,v), Hom((C', R',V"), (G, H,w)))

natural en (C,R,v) y en (G, H,w).

1.4.4. Categorias de modelos

Definiciéon 58 Una categoria de modelos [15] es una categoria C junto con tres
clases de aplicaciones distinguidas: equivalencias débiles, fibraciones y cofibra-
ctones. Estas aplicaciones deben cumplir los siguientes axiomas:

1. La categoria C es cerrada por limites y colimites.

2. Las tres clases de morfismos distinguidos son cerrados bajo retractos, es
decir, dado un diagrama conmutativo:

YR

f g

B —>B—=p

tal que go f =id,g' o f' =id, si i es una fibracion/cofibracion/equivalencia
débil, entonces i’ es una fibracion/cofibracion/equivalencia débil.
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3. Dados dos morfismos f: A — B,g: B — C tales que dos cualesquiera
de f,g,90 f son equivalencias débiles, entonces los tres morfismos lo son. A
este axioma se le suele llamar “2 de 37

4. Dado un diagrama conmutativo:

f

A—1sC
"i 4
B—1=D

en el que j es una cofibracion y q es una fibracion, si uno de los dos es ademds
una equivalencia, entonces existe un levantamiento h : B — C' tal que ho j =
f,qoh =g. A este axioma se le suele llamar axioma de levantamiento.

5. Cualquier morfismo f: A — B se puede factorizar de dos maneras:

i) A Lo B , donde i es una cofibracion y q es a la vez fibracion y
equivalencia débil.

.. J p . . . . .
ii) A= C = B, donde j es a la vez cofibracion y equivalencia débil
y p es una fibracion.
A este axioma se le suele llamar axioma de factorizacion.

Vamos a hacer a continuacion varias observaciones:

e Las fibraciones que son a la vez equivalencias débiles se llamarén fibra-
ciones aciclicas, mientras que las cofibraciones que también sean equivalencias
débiles seran llamadas cofibraciones aciclicas.

e Los axiomas referentes a las fibraciones y a las cofibraciones son comple-
tamente simétricos; por eso, una categoria de modelos C induce una estructura
de categoria modelos en CP.

e En la definicion original de categoria de modelos dada por Quillen se pedia
una versiéon mas débil del primer axioma, ya que éste sblo se debia cumplir para
limites y colimites finitos.
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e Las tres clases de morfismos distinguidos no son independientes. Por
ejemplo, las cofibraciones son los morfismos f : A — B que tienen la propiedad
de levantamiento por la izquierda con respecto a las fibraciones aciclicas, es
decir, dado un diagrama conmutativo:

A—=(C
; lq
B-Y~D

donde ¢ es una fibracién aciclica, f es una cofibracién si y solo si existe un
morfismo h : B — C tal que ho f =i,qoh = i'. Analogamente, las fibraciones
son los morfismos que tienen la propiedad de levantamiento por la derecha con
respecto a las cofibraciones aciclicas.

e Las cofibraciones son cerradas bajo varios colimites como por ejemplo co-
productos o colimites secuenciales. También se verifican propiedades similares
para fibraciones usando limites.

e Un objeto A se dice que es cofibrante si el morfismo desde el objeto inicial
es una cofibracién y fibrante si el morfismo al objeto final es una fibracién.

Teorema 59 La categoria de modulos cruzados de dlgebras conmutativas tiene
estructura de categoria de modelos, donde los morfismos distinguidos son los
siguientes:

e FEquivalencias débiles: morfismos (f,g) : (C,R,v) — (C',R',V) que
inducen isomorfismos en homotopia, es decir, que f|ger, : kerv — kerv' y

g: R/v(C) — R'/V(C) son isomorfismos.

e Fibraciones: morfismos (f,q) : (C,R,v) — (C',R',V') tales que g es un
epimorfismo regular, es decir, sobreyectiva.

e Cofibraciones: morfismos (f,q) : (C,R,v) — (C', R', V') tales que f tiene
la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a cualquier morfismo
sobreyectivo, es decir, dado un diagrama conmutativo:
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7
-

C
|

HD

A
|
B
donde f" es un morfismo sobreyectivo, existe un morfismo h : B — C' tal que

foh=1,hof =i.

Demostracion:
Se deduce directamente de [22, 6.7]. O

Observacion 60 De este teorema se deduce que todo mddulo cruzado es fi-
brante.






Capitulo 2

Construcciones en la categoria

2.1. El actor de un moédulo cruzado

Definicion 61 Si A es una K -dlgebra se definen las multiplicaciones de A, M (A)
como la K-dlgebra formada por los morfismos:

A A — A morfismo de K-dlgebras tal que A(ajaz) = A(aq)as.

Lema 62 Si Anna(A) =0 6 A% = A entonces M(A) es una K-dlgebra con-
mutativa.

Demostracion:

e Si An’I’L(A) = 0, se tiene /\1)\2(&) = )\2)\1(&) = )\1)\2(&) — X\ (a) =0&
a'(MAz2(a) — A2A1(a)) = 0 para todo @’ € A, y esta igualdad es cierta:

a’()\l)\g(a) — /\2)\1((1)) = a’/\l)\z(a) — a’)\g)\l(a) = /\1(&’)\2(@)) — )\2(0,/)\1(@)) =
A1(a)Az(a) — Ag(a')A1(a) = 0.

e Si A2 = A, se tiene que MA2(a) = MAa(ajaz) = Ai(ar)Aa(az) =
)\2(0,2))\1 (al) = )\2)\1(&2&1) = )\2)\1(@). Ol

51
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Ademas, A es un M(A)-modulo, con la acciéon dada por:

M(A)x A— A
(A, a) — Aa)

Consideramos ahora el morfismo A - M (A)
ar— v, donde v4(a’) = ad'.

kery = {a | ad’ = 0 para todo a’ € A} = Ann(A).
Im v = Multiplicaciones interiores de A.
(A, M(A),~) es un modulo cruzado:

e Y(Aa) = y(A(a)) = @) € M(A), y esta multiplicacién coincide con
My(a) = My ya que dado @’ € A se tiene v, (q)(a’) = AM(a)a’ = A(aa’) = Mya(a’).

o Y(a)ad = ,a = 4(d') = ad’.

Definicion 63 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado dado. Una multiplicacion de
(C,R,v) es un par (f,g) : (C,R,v) — (C, R,v) tal que:

i) f e M(C),g € M(R).
i) gv =vf.
iii) f(rc) =rf(c) = g(r)c para todo c € C,r € R.

El conjunto de las multiplicaciones de un moédulo cruzado (C, R,v) se de-
nota por M (C, R, v). Este conjunto tiene estructura de K-algebra con las ope-
raciones [4]:

e (flo)+ ([ d) =+ 9+9)

o k(f.9) = (kf, kg).

o (f,9)o(f,g)=(fof 909

Definicion 64 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado. Se denota por U(R,C) el
congunto de todas las aplicaciones lineales d : R — C' tales que d(rr’) = rd(r’)
sir,r’ € R.
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Sid e U(R,C) se tienen multiplicaciones o4 € M(R),04 € M(C) dadas

por:

oq(r) = vd(r),04(c) = dv(c).

La comprobacién de que son multiplicaciones es trivial.

Proposicion 65 Las multiplicaciones oq4, 04 verifican:
i) Oqd = doy.
ZZ) oqv = z/Hd.
Z’LZ) (Qd, Ud) S M(C, R, I/).
Demostracion:
Seanr € R,ce C':
i) Oqd(r) = (dv)d(r) = d(vd(r)) = dog(r).
i1) oqv(c) = (vd)v(c) = v(dr(c)) = vl(c).

(
iii) 04(rc) = dv(rc) = d(rv(c)) = rdv(c) = r64(c), por tanto (64,04) €
M(C,R,v). O

Proposicion 66 Sean o4, 04, las multiplicaciones asociadas a d; € U(R,C),i =
1,2.
i) Si d=dy + da entonces oq = 04, + 04, Y 0q = 04, + 04,.
i1) Si d = kdy entonces oq = kog, y 04 = kg,

ZlZ) Sid= (dl o dg) entonces Od = (Udl o O'd2) Yy 9d = (Hdl o de).

Demostracion:

i) Si d = dy + da, entonces o4(r) = v(dy + da2)(r) = v(di(r) + da(r)) =

v(di(r)) +v(da(r)) = 04, (1) + 0ay(r)-
Y anélogamente 04(c) = 04, (c) + 04,(c).

1) Si d = kdy, entonces o4(r) = opg,(r) = v(kdi)(r) = v(k(di(r)) =
kv(di(r)) = kog, (r).
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Y analogamente 64(c) = k64, (c).

iii) Si d = (di o d2) entonces 04(r) = 0(d4,0d)(7) = v(d1 0 do)(r) =

(r
v(divdy)(r) = vdi(vdy(r)) = 04, (vda(r)) = 04,(0a,(r)) = (04, © 0a,)(r)-
Y anéalogamente 04(c) = (04, © 84,)(c). O

Por tanto, tenemos una K-algebra (U(R,C),+,-,0) y homomorfismos:

I:U(R,C)— M(R) &:U(R,C)— M(C)
d+— oy d— 0y

Teorema 67 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado. Consideramos el morfismo A :
U(R,C) — M(C,R,v) dado por A(d) = (04,04). Entonces, A(C,R,v) =
(U(R,C),M(C,R,v),A) es un médulo cruzado llamado mddulo cruzado actor.

Demostracion:

Una accion de M (C, R, v) sobre U(R, C) viene dada por (f,g)-d = fd ya que
fd(?“l’l“g) = f(?“l . d(?“z)) = d11/(7“1 . d(?"g)) = dl(’l”lljd(’l“Q)) =T71" dll/d(’l“Q)) =
r1 - fd(re). Por tanto fd € U(R,C).

Ahora, sean (f,g) € M(C,R,v),d € U(R,C) :

e A((f,9)d) = A(fd) = (0fa,04a) = ((fd)v,v(fd)) = (fdv,gvd) = (f,g) o
(dv,vd) = (f,9) o (04,04) = (f,9) o A(d).

L4 A(dl)dg = (9d1,0'd2) = 9d1d2 = dll/dg = d1 9} dg. O

Observacion 68 El actor de un mddulo cruzado (C, R,v) sélo existe cuando
M(C) y M(R) tienen estructura de K -dlgebra conmutativa.

Proposicion 69 El morfismo (f,g) : (C,R,v) — A(C,R,v), donde f : C —
U(R,C) viene dado por f(c¢) = fo: R— C, fo(r)=rcyg: R— M(C,R,v)
viene dado por g(r) = (ir,jr),ir(c) = re,jr(r') = ', es un morfismo de
mddulos cruzados.
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Demostracion:
Tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

Ademaés:
o Af(c) = Afe(r) = (05.(), 04.(r)) = (fev (), vfe(r)) = (v()e,v(re)) =
(de,rv(c)) = (v(e)d,v(e)r) = (iue) () Jue) (1)) = gv(c).

o g(r) o f(e)(r") = (ir, jr) fe(r') = irfe(r) = ir(r'c) = r(1'c) = '(rc) =
fre(r") = f(re)(r'). =

~

Las imagenes de f y g se denotan por E(R,C) y R respectivamente. La
accion de M(C, R,v) sobre U(R,C) induce una accion de M(C, R,v) sobre
E(R,C) dada por (f, g)-ic = i(). Se puede comprobar facilmente que E(R, C)
es un ideal de U(R,C) y R es un ideal de M (C, R, v).

Proposicion 70 La imagen del morfismo de mddulos cruzados (f, g), Im(f, g) =
(E(R,C),R,A) es un ideal de (U(R,C), M(C,R,v),A).

Demostracion:
Primero veamos que E(R,C) es un ideal de U(R,C) y que R es un ideal de
M(C,R,v) :

Sean d € U(R,C) vy f. € E(R,C). Entonces, (do f.)(r) = dvf(r) =
dv(re) = d(rv(c)) = r(dv(c)) = faue(r) € E(R,C).

Ahora sean (i,5) € M(C, R,v) e (i, j,) € R.

Tenemos que i, (c) = i(rc) = dv(rc) = d(rv(c)) = d(v(c)r
cd(r) = d(r)c = v(d(r))e = j(r)c = ije)(c) y jir(r') = j(r
jj('r) (T/)'

= ~—

Por tanto, ((¢,7) o (ir, jr)) = (iir, jir) = (ij(r), Jjir)) € R

Quedan por comprobar otras dos cosas:
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e Sean (i,7) € M(C,R,v) vy f. € E(R,C). Tenemos que (i,7)fc(r) =
fic(r) = f(re) = dv(re) = d(rv(c)) = rdv(c) = ri(c) = fi)(r) € E(R,C).

e Sean (i, j.) € Ry d € U(R,C). Tenemos que (i, j,)d(r") = i.d(r') =
rd(r') = d(rr') = d(r'r) = r'd(r) = fam (') € E(R,C). O

El moédulo cruzado (E(R,C),R,A) se llama actor interior del médulo
cruzado (C, R,v) y se denota por I(C, R,v). Este objeto es el analogo a las
multiplicaciones interiores en la categoria de élgebras conmutativas.

Como I(C, R,v) es un ideal de A(C, R, v), se puede considerar el moédulo
cruzado cociente A(C, R,v)/I(C, R,v) que se llama actor exterior del modulo
cruzado (C, R,v) y se denota O(C, R, v).

Ejemplo 71 Si I es un ideal de R con la inclusion i : I — R, entonces
A(I,R,i) es el modulo cruzado (U(R,C),X,A) donde X es isomorfo a la
subdlgebra de M(C) consistente en las multiplicaciones que se restringen a
multiplicaciones de 1.

Ejemplo 72 Casos especiales del ejemplo anterior son que A(0, R,i) es iso-
morfo a (0, M(R),i) y A(R, R, id) es isomorfo a (M(R), M(R),id).

Definicion 73 Sea (C,R,v) un mddulo cruzado. El aniquilador del mddu-
lo cruzado de dlgebras conmutativas es el nicleo del homomorfismo (f,g) :

(C,R,v) — A(C,R,v), y se denota por Ann(C, R, v).

Ann(C, R,v) = ker(f,g) = (Annc(R), Anng(C) N Anng(R),v) ya que:
o ker(f) = {c € C| fe(r) =0 para todor € R} = {c € C | rc = 0 para
todo r € R} = Anng(R).

o ker(g) = {r € R | g(r) = (ir,jr) =0} ={r € R | rc = 0,r' = 0 para
todoce Cy 1’ € R} = Anng(C) N Anng(R).

Como Ann(C, R,v) es el nicleo de un morfismo de médulos cruzados, es
un ideal del modulo cruzado (C, R, v).
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Ejemplo 74 Si I es un ideal de R con la inclusion i : I — R entonces
Ann(I, R,i) = (I N Anng(R), Anng(R),1).

Si consideramos el caso particular en el que I = R,i = id, entonces
Ann(I, R,i) = (RN Anng(R), Anngr(R),id) = (Anng(R), Anng(R),id).

Si I =0,Ann(0, R,i) = (0, Anng(R),1).

Ejemplo 75 Consideramos el mddulo cruzado (R, M(R),v); se tiene entonces

que Ann(R, M(R),v) = (Anng(R), 0NAnnyrg) (M (R)),v) = (Anng(R),0,0).

En la categoria de algebras conmutativas se tiene la siguiente estructura:

Sea R una K-algebra y M (R) sus multiplicaciones. Existe un homomorfismo
de algebras v : R — M(R) cuya imagen son las multiplicaciones interiores
I(R) y su niucleo es el aniquilador de R. El cociente M (R)/I(R) es el algebra

de multiplicaciones exteriores de R y se denota por O(R).

Si tenemos una sucesion exacta corta de algebras:

0 J R Q 0

existe un homomorfismo 6 : R — M (J) que hace conmutativo el diagrama:

T

0 I(J) M(J) O(J) 0

En médulos cruzados se tiene la misma situacién. Dada una sucesion exacta
corta:

0 - (C’/7 R/’ V/) - (07 R, I/) - o (C//’ R//’ 7/”) - o 0

existe un morfismo de modulos cruzados (g,0) : (C,R,v) — A(C', R,V tal
que el siguiente diagrama es conmutativo [4]:

OH (C/,R/,V,) (07 _R7 V) (C”,R”,V”) HO

e

0 [ I(Cl, R/, 1//) S A(Cl, R,, I//) o O(Cl, R,, I/l) o O




58 2 Construcciones en la categoria

2.2. Moédulos cruzados singulares

Definiciéon 76 Sea (C, R,v) un médulo cruzado. Se dird que es singular cuan-
do R?> = 0 y la accion de R sobre C sea la accion trivial, es decir, para todo
ce C,r € R se verifica rc = 0.

Ejemplo 77 Sea C un dlgebra tal que C? = 0; entonces (C,C,id) es un mo-
dulo cruzado singular.

Ejemplo 78 Sea R un dlgebra tal que R*> = 0 e I un ideal de R; entonces
(I, R,in) es un mddulo cruzado singular.

Observacion 79 El hecho de que la accion de R sobre C' sea trivial implica,
utilizando la identidad de Peiffer, que C? =0, ya que cc’ = v(c)d =0, donde
c,c e C.

Este concepto es andlogo al que se tiene en otras estructuras; por ejemplo,
se dice que un algebra conmutativa A es singular o abeliana cuando A% = 0.
Esto significa que la multiplicacién sea trivial, o dicho de otra manera, que el
morfismo natural:

AxA— A

(a,a") — ad’

sea trivial. En moédulos cruzados este concepto corresponde a decir que el
morfismo:

(C,R,v) x (C,R,v) — (C,R,v)

((e,7), (7)) — (¢ +rd +1'c,rr')

sea trivial. Desarrollando esta condicién se llega a la definiciéon dada.
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Observacion 80 Si (C, R,v) es un mddulo cruzado singular, entonces existe
el modulo cruzado actor A(C, R,v). Como C? =0 se tiene que Anng(C) = C
y entonces M(C) tiene estructura de K-dlgebra conmutativa. Andlogamente,
M(R) también tiene estructura de K -dlgebra conmutativa.

Lema 81 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado singular. Cualquier submddulo cruza-
do (C',R',V) es también singular.

Demostracion:
La prueba es directa. O

Proposicion 82 Sea (C, R,v) un mdodulo cruzado. Si (C,R,v) es singular,
entonces es un objeto grupo abeliano.

Demostracion:

Para realizar la demostraciéon es necesario recordar que dada una categoria C
con productos finitos, un objeto C' € C es un objeto grupo abeliano si y sélo si
Hom(C’,C) es un grupo abeliano para todo objeto C’ de la categoria [40].

Sea (C,R,v) un moédulo cruzado singular. Veremos a continuaciéon que
Hom((C',R',V"),(C, R,v)) es un grupo abeliano para cualquier (C’, R', /).

Consideremos dos morfismos (f,¢),(f",¢") : (C',R',v) — (C,R,v). La
suma viene inducida de forma natural por la suma de morfismos en la cate-
goria de algebras conmutativas, es decir, ((f,9) + (f,¢)(,7")=(f+f,9+
INE) = ((F+ ) (g + ) = () + F()g0) + /7)), donde
c € C,r" € R'. Se puede comprobar facilmente que tanto f + f’ como g + ¢
son morfismos de algebras.

- R
f+f’l ig+g’
C—=R

Primero, se debe comprobar que (f, ¢g)+ (f’,¢’) es un morfismo de modulos
cruzados:
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e Sid € C'r'" € R se tiene que (f + f)(r'd) = f(r'd) + f'(r'd) =
g(r"Yf(e) + ¢ () f' () = 0 ya que como (C, R,v) es singular, la accion de R
sobre C' es la accion trivial. Por el mismo motivo ((g+¢")(*"))((f+ f") () = 0.

0 Si ¢ € (' se tiene que (g+¢)or/)(¢) = 9t/ () +9'( () = v( () +
V(f()) = o (f + [))(E).

Es trivial comprobar que la operacion definida cumple las propiedades aso-
ciativa y conmutativa. Ademas, el elemento neutro es la aplicacion (0,0) :
(C,R,v) — (C',R',V).

Solo queda por comprobar que todo (f,g) € Hom((C',R',V'),(C,R,v))
tiene inverso. Su inverso sera el morfismo (—f,—g) definido de la siguiente
manera: (—f, —g)(c,r") = (=(f()),—(g(r")), donde ¢ € C’,r" € R'. Veamos
que asi definido (—f, —¢g) es un morfismo de médulos cruzados:

o (=)r'd) = —=(f(r'd)) = =(g(") f(c) =0
(—g(r")(=f(c)), donde ¢ € C", 7" € R'.

* ((=9)o)() = =(g(V())) = =(w(f(¢))) = v((=£()) = (vo(=1))(¢),

donde ¢ € C'.

I
|
—~
i)
—
3
~
~
~—
~—
|
—~
~
—
Q
~
~—
~—
~—
I

Finalmente comprobaremos que (—f,—g) es efectivamente el inverso de

(f,9) = ((f,9) + (=f.=g))(c, ") = (f() = f(), 9(r") — g'(r")) = (0,0), donde
dedl' v eR. O

Observacion 83 En la demostracion anterior se muestra que dados dos mo-
dulos cruzados Hom((C, R,v), (C', R',V")) tiene estructura de grupo abeliano.
Ademds, se le puede dar estructura de K -dlgebra con las siguientes operaciones:

o ((f:9) - (f9))(e,r) = ((f - f)(e), (g - 9)(r) = (F(e)f'(c),9(r)g'(r)),
donde f,g € Hom((C,R,v),(C',R",V")),ce C,r € R.

hd (k<fvg))(cv T) = (kf(c),kg(r)), donde f?g € HOWL((C, R7 V)a (Cl7RI7VI))a
ke K.

Proposicion 84 Sea (C, R,v) un médulo cruzado. Se verifica que (C, R,v) es
singular si y solo st Ann(C, R,v) = (C, R,v).
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Demostracion:

13 : 7
Ann(C,R,v) = (Annc(R), Anng(C) N Anng(R),v) = ker(f,g), donde
(f,g) es el morfismo anteriormente descrito (f,g) : (C, R,v) — A(C, R,v).

o Annc(R) ={ce C | rc=0Vr,r € R}. Como la accién de R sobre C es
la trivial Annc(R) = C.

e Anng(R) = {r' € R | rr' = 0 Vr,r € R}. Como R? = 0, se tiene que
Anng(C) = R.

e Annp(C) ={r e R|rc=0VYe,ce C}. Como la accion de R sobre C es
la trivial Anng(C) = R.

Por tanto Ann(C, R,v) = (Annc(R), Anng(C) N Anng(R),v) = (C,RN
R,v)=(C,R,v).

“¢’7
o Annc(R) ={ce C|re=0Vr,r € R} = C = la acciéon de R sobre C es

la trivial.

e Annp(C) N Anng(R) = R = R C Anng(R) = {r € R|r' =0
Vr,r € R} = R?> =0. O

Observacion 85 La proposicion anterior muestra que el aniquilador de modu-
los cruzados presenta un cardcter andlogo con respecto al concepto de aniquilador
en la categoria de dlgebras conmutativas ya que se verifica que dada A un dlge-
bra, A es singular si y sélo si A2 =0 (es decir, si el aniquilador de A es todo
A).

Definicién 86 Dado un mddulo cruzado (C, R,v), el conmutador serd el sub-
mddulo cruzado [(C, R,v),(C,R,v)] = (RC, R?,v).

Lema 87 Sea (C,R,v) un mddulo cruzado. Se verifica que el mddulo cruzado
[(C,R,v),(C,R,v)] es un ideal cruzado de (C,R,v).
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Demostracion:

e RC es un ideal de C : sean ¢, € C,r € R; entonces ¢ (rc) = v(d)(re) =
(v(d)r)e=r'c.

e R? es un ideal de R trivialmente.
e Sean rc € RC,r" € R; entonces r'(rc) = (r'r)c € RC.

e Sean rr’ € R% ¢ € C; entonces (17')c € RC. O

Observacion 88 Cuando se considera un dlgebra conmutativa R como un mo-
dulo cruzado, lo que se obtiene al calcular su conmutador es el dlgebra R?, que
es el objeto que juega el papel de conmutador en la categoria de dlgebras con-
mutativas:

e Consideremos el mddulo cruzado (0, R,0) = R; se verifica que:

[(0,R,0),(0,R,0)] = (0, R?,0) = R? = [R, R].

e Consideremos el mddulo cruzado (C,C,id) = C; se verifica que:

[(C,C,id), (C,C,id)] = (C?,C?,id) = C* = [C, ().

Ademas, la definicién dada es la que se tendria si X Modg fuese una cate-
goria de interés: dado (C, R, v) su correspondiente cat!'-algebra es (C'x R, s, 1),
donde t(c,r) = (0,7), s(c,r) = (0,7 + v(c)).

El conmutador de esta cat!-algebra serfa [(C x R,s,t),(C x R, s,t)] =
([C x R,C x R],s,t) = (< (¢ +rd +7'c,rr’) | ¢, € Cyryr’ € R >, s,t) =
(RC x R?,s,t).

Ahora, el modulo cruzado correspondiente seria (kert¢,Im s, s) y se puede
comprobar facilmente que este médulo cruzado coincide con (RC, R?,v) :

o kert = {(rc,r'r") € RC x R? | t(rc,r'r") = (0,7'rr"") = 0} = RC.

e Ims = {s(re,r’rr") | (re,7”’7") € RC x R*} = {(0,7'rr" + v(rc) |
(re,r'r") € RC x R?*} = R2.
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e s(rc) = s(0,7¢) = (0,v(rc)) = v(rc), donde ¢ € C,r € R.
Las deméas comprobaciones son también inmediatas.

Por otro lado, esta definicion de conmutador se ajusta a la definicion
categorica dada por Huq [32], para el cual el conmutador de un objeto A € A es
el menor A’ subobjeto de A, tal que A/A’ es abeliano (singular, si la categoria
que se esta considerando es modulos cruzados de algebras conmutativas).

Lema 89 Dado un médulo cruzado (C, R,v), se verifica que el médulo cruzado
(C,R,v)/[(C,R,v),(C,R,v)] = (C/RC,R/R? v) es singular.

Demostracion:

e Sean 7,5 € R/R?. Como rs € R? se tiene que 75 = 0.

e Sean ¢ € C/RC,7 € R/R?. Como rc € RC se tiene que 7¢ = 0. O
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2.3. Producto tensor de moédulos cruzados

A continuacién se vera como funciona el producto tensor en médulos cruza-
dos. Para ello, debemos hacer unas consideraciones previas.

Sean (C,R,v),(C',R,V"), (A, B,o) modulos cruzados que verifican que
C,C’,R, R’ son B-algebras (y por tanto también son A-algebras). En este
caso se pueden construir los productos tensores de algebras C ®4 C',C ®p
R,C' ®p R,R®p R'. A continuaciéon vamos a definir dos aplicaciones: sean
ceC, el ,reRreR:

a:C®sC" - (CepR)®(ReopC")

(e,d)—rv(ie)@d —c@V(d)=(—cxV(d),v(e) @)

B:(CepR)®(RopC')— Rop R

c®r’|—>y(c)®T
red—reuv(d)

Se verifica que foa =0:

(Boa)e,d) = Br(c)®d —ca () = B(v(c) ® ) = Blc@ V() =
vie)@ V' (d)—v(c)@ V() =0.

Este hecho permite definir una aplicacion o = v ®@ v/’ :
oc=v@v :cokera=((C®pR)®(Rep(C'))/Ima — R@p R’

(c@r)Imar— v(c) @1
(red)mar—rev(c)

Este sera el modulo cruzado tensor de (C, R, v), (C’, R',v') sobre (A, B, o):
(€. B8 (45.0) (O V) 1= (C2pR)®(R25C)/ Ima, Rop R, v0)

Veamos que asi definido es efectivamente un médulo cruzado:
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e o(rc) =ro(c).

—o((rer)(cer)ima) = o((re® r'r")Ima) = v(rc) @ r'r" =
rv(e) @r'r" = (re@r)(vie)@r") = (r@r)o((c®r”)Ima), donde c € C,r €
R r" e R.

—o((rer)(r" @ d)Ima) = o((rr’ @ r'd)Ima) = r” @V (r'd) =
rr’ @ r'V/(d) = (re )" @V(d) = (r@r)e((r @ ¢)Ima), donde ¢ €
c',r' e R,r,v" € R.

—o(lc@r)(d®s) =) ar)(dos)=v(e)ders =cder's =
(c@r)(d®s'), donde ¢,d € C,7",s' € R'.

—o(red)(se@d)=reV(d)(sed)=rseV(d)d =rsedd =
(red)(s®d), donde ¢,d € C',r,s € R.

Un caso particular se encuentra al considerar la misma estructura como
algebras para C, C’, R, R'; es decir, si R, R’ son K-algebras, como C, C’ heredan
esta estructura, se puede considerar el producto tensor de (C, R,v)y (C', R, /)
sobre el modulo cruzado (K, K, id) :

(C,R,v) &k i ia) (C", R V) = (Cok R) & (ReK C'), ROk R\ v @)
Definicion 90 Se definen las K-dlgebras de homotopia de un maodulo cruzado
(C,R,v) de la siguiente manera:

mo(v) = coker(v).
m1(v) = ker(v).

7n(v) = 0 para todo n > 1.

Proposicion 91 Dados dos mddulos cruzados (C, R,v), (C', R',V') se verifica:

1) mo(o) = mo(v) @ mo(V').
2) m(o) = (mo(v) @ m (V")) & (m1(v) @ mo (V).

donde o denota el morfismo del mddulo cruzado (C,R,v)® (C',R',V').
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Demostracion:

1) Consideremos la siguiente aplicacion:

¢:7mo(0) = (R®R)/Imo — my(v) @ mo (V') = (R/Imv) @ (R'/Imv")

(r@r)Imo — rImv ®r' Imv/'
Veremos que es un isomorfismo:

e ¢ esta bien definida: sean r®7r’, s®s’ € RQR' tales que r®r'—s®s’ € Imo.

Por tanto, r @' —s® s’ € Im(v ® V') serd combinacion lineal de elementos
del tipo v(a) @ b,a @ V'(b) con a € R,b € R'. Pero ¢(v(a) ® b) = (v(a) Imv) ®
(bImv') =0y ¢p(a®v/(b)) = 0. Es decir, se tiene que ¢p(r@r' —s®@s') =0 =
b(r & 1') = (s — o).

e ¢ es sobreyectiva: sea (rImv) ® (r'Imv’) un elemento generador de
(R/Imv) ® (R'/Imv'). La preimagen de este elemento es (r ® r')Imo €
(R®R')/Imo.

e ¢ es inyectiva: sean r € R,r’, s’ € R’ tales que ¢((r @ v')Imo) = ¢((r ®
NImo) = (rImv) @ (rImv') = (rlmv) @ (s'Imv'). = Por tanto, existe
ceClrar—resd=vie)a( —¢)eln(o)=>rer=res.

e El resto de las comprobaciones es trivial.

2) Consideremos la siguiente aplicacion:

¢ : (coker(v) ®@ ker(v)) @ (ker(v) @ coker(v')) — w1 (o) = kero
(rimv)®@cd — (re@d)Ima
c® (r'Imv) — (c® ) Ima

Veremos que es un isomorfismo:

e ¢ esta bien definida en el sentido de que Im ¢ C kero :
—o((red)Ima)=r®@ /() =r®0=0, donde r € R, € kerv/'.
—o((c@r)Ima) =v(c)@r =0® 1" =0, donde ¢ € kerv, " € R'.

e ¢ esta bien definida en el sentido de que no depende del representante

elegido: sean r,7’ € R | r — 7 € Imv,c € C’'. Tenemos que comprobar que
d(rImrv) @) =o((r'Imv) @ ).
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H((rImv) @)= (red)Ima }
O((r'Imv) @) = (r' @ d)Ima

red-—red=(r-r)od=v)edclma.

El razonamiento es analogo para comprobar que, dados r,7’ € R’ | r—1' €
Imv/, c € C, se verifica ¢((rImv) @ ) = ¢((r' Imv) @ ¢).

e ¢ es sobreyectiva: dados ¢ € C,c € C',r € R,7" € R, consideramos
(c@r)Ima, (r ® ¢)Ima € kero. Sus preiméagenes son respectivamente ¢ ®
(r'Imv) y (rImv') ® .

e ¢ es inyectiva: sean r € R,c € (' tales que ¢((rIma) ® ) =r® ¢, con
r®cd € Ima = existe (a,0) €e CRC" | v(a)@b=r®d =r € Ima =
(rima) ® ¢ =0.

El razonamiento considerando ¢ € C,r’ € R’ tales que ¢(c @ (r' Im ') =
r@cd,conr®c €Ima es analogo.

e Las deméas comprobaciones son triviales. U

Observacion 92 El producto tensor definido para mddulos cruzados genera-
liza el producto tensor existente en dlgebras:

e Sean C y C' dos R-dlgebras conmutativas y consideremos los mdodulos
cruzados (C, C,id) y (C',C',id). Se tiene que (C,C,id) @ g rq) (C',C',id) =
(CerC) & (C'"or C)/Ima,C ®@r C',0), pero los generadores de Im «
serdn de la forma (—c® c,c® ') con lo que (C,C,id) @ g ga) (C',C",id) =
(CorC',C®r(Cid) que representa el producto tensor de dlgebras.

e Sean R y R’ dos K-dlgebras conmutativas y consideremos los mddulos
cruzados (0, R,0) y (0, R',0). En este caso las aplicaciones o y o definidas en
la construccion del producto tensor son ambas la aplicacion cero. Por tanto se
tiene que (0, R,0) ®(k k,iq) (0, R',0) = (0 @k R') ® (R®K 0)), R®K R',0) =
(0, R®xk R',0) que representa el producto tensor de dlgebras.
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2.4. Producto semidirecto de moédulos cruzados

Vamos a introducir ahora el concepto de producto semidirecto de dos mo-
dulos cruzados (C', R',") y (C, R,v). Para ello es necesario que (C, R,v) sea
singular y (C’, R', V') actie sobre (C, R,v), es decir, debe existir un morfismo

(o, 8) : (C", R, V') — A(C, R,v) = (U(R,C), M(C, R,v), A = (8,0)).

/

c’ R

al iﬁ—(ﬁl,[b)

U(R,C) —2~ M(C,R,v)

Vamos a hacer las siguientes consideraciones:

e (' actta sobre C : sean ¢ € C,¢ € C'. Se tiene que o) € U(R,C)
induce 0,y € M(C) definida de la siguiente manera: 0,()(c) = a(c)(¥(c)),
es decir, ¢ x ¢ = a(d')(v(c)). Por tanto, se puede construir C' x C”.

e R actia sobre R :sean r € R,1’ € R'. B2(r') € M(R) y permite definir
" s r = PBa(r")(r). Por tanto, se puede construir R x R'.

e R x R’ actiia sobre C' x C’ de la siguiente manera: sean (¢,c) € C %

C' (r,r") € Rx R (r,r") * (¢,d) = (a(d)(r) + B1(r")(c) + re, ') € C x C.
Asi definida es una accién ya que induce una aplicacion:

AR xR — Mult(C x C")
(r, ") = (r,7)

Se puede comprobar facilmente que (r,7')x € Mult(C x C"); para ello
deberemos tener en cuenta la siguiente igualdad: f(rv(c)) = f(r)v(c) = f(r)e,
donde f € U(R,C),ce C,r € R.
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Sean (¢, ), (d,d") € CxC', (r,7")x((c,d)(d,d")) = (r,r")x(cd+a(d)v(c)+
al(d)(d),dd) = (red + ra(d)v(c) —l— ra(d)v(d) + a(dd)(r) + B1(r")(cd) +
Br(r")(a(d)v(c)) + Bu(r')(ale)v(d)), r'd'd’).

Por otro lado se tiene que ((r,r") * (¢, c ))(d d) = (a(d)(r) + B1(r)(c) +
re,r'd)(d,d") = (red + a( (r)(d) + B1(r")(c)d + a(r'd)(d) + a(d)(r)d +
a(d')(v(re)) +d'Bi(r')(c),r'dd").

Vamos a ver que ambos desarrollos son iguales término a término:

r
Cc

o ra(d)(v(c)) = a(d)(rv(c)) = a(d)(v(rc)).

o ra(d)(v(d)) = a(c)(rv(d)) = a(c)(v(rd")).

o a(dd)(r) = a(d')(v(a(d)(r)) = d'(v(a(c)(r))

o 51(r")(cd) = B1(r")(e)d.

o 51(r")(a(d)v(c)) = Br(r") (Br(v(d))(c)) = Br (r' (V' (d)) () = Br((+/ (d)r") (c)
= A1V (d)(Bi(r')(c)) = a(d) (v (Bi(r')(c))) = d'(BL(1)(c))-

o Bi(r)(e(c)v(d)) = (Bi(r)a(e))v(d) = a(r'd)(v(d)).

Por tanto (r,7") x ((¢,d)(d,d")) = ((r,7") x (¢, ) (d,d").

Definiciéon 93 Sean (C,R,v) y (C',R',V') dos mddulos cruzados tales que
(C,R,v) es singular y (C', R',V') actia sobre (C, R,v). Se define:

(C,R,v)x (C",R',V'):=(CxC',Rx R ,vx)
donde (v x V') (c,d) = (v(c), V().

Veamos que efectivamente (C' x C’', R x R',v x ') es un modulo cruzado:
/

i) (vx)((r,r")(c, ¢ )) (VNV )ald)(r)+Bi(r")(c)+re, ') = (v(a(d)(r))+
v(Bi(r')(c)) +v(re), V' (r'd)) = ( H(V () (r) + Ba(r') (v(c)) +rv(c), r'V/ () =
V() xr+7r"*v(c)+ T‘V( ), 7'V (d)) = (r,r")(v x V) (e, ), donde (¢,d) €
c,cn,(r,7") € (R,R).

i) (v xv)(c,d))(d,d) = (v(c),V(¢))(d, d') = (a(d)(v(c)) + Br(v'(¢))(d) +
v(e)d,v'()d) = (a(d)(v(c)) + Oy (d) + v(c)d, V' ()d) = (a(d)(v(c)) +
a(d)(v(d)) + v(e)d, V' (d)d') = (d ’*c+c xd+ cd,dd) = (¢,d)(d,d'), donde

(d)) +
e,d),(d,d)eCxC".
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Observacion 94 La definicion anterior generaliza el producto semidirecto de
dlgebras:

e Consideremos los mddulos cruzados (0, R,0),(0,R',0) donde R*> = 0 y
(0, R',0) actia sobre (0, R,0), es decir, existe un morfismo de médulos cruzados

(o, 8) : (0, R',0) — (U(R,0), M(0, R,0), A).

En este caso U(R,0) sdlo contiene al morfismo trivial 0 : R — 0 y ademds
M(0,R,0) = (M(0), M(R),0) = M(R). Por tanto la accion de (0, R,0) sobre
(0, R,0) es un morfismo 5 : R' — M(R), es decir, una accion de R’ sobre R.

Finalmente (0, R,0) x (0, R',0) = (0,R x R',0) = R x R'.

e Sean ahora (C,C,id) y (C',C",id) mddulos cruzados tales que (C,C,id)
es singular y (C',C",id) actia sobre (C,C,id), es decir, existe un morfismo de
mddulos cruzados (o, ) : (C',C";id) — (U(C,C), M(C,C,id),A).

En este caso se tiene que U(C,C) = M(C) y M(C,C,id) = M(C). Por
tanto A = idyc) y o = B representa la accion de C’" sobre C.
Finalmente (C,C,id) x (C',C",id) = (C x C",C xC"id) = C x C".

Hay ademés un punto de vista sobre el producto semidirecto anélogo al
de algebras. Sea (C,R,v) un modulo cruzado con submodulos (C', R,V y
(C",R", V") satisfaciendo:

e (C',R',V) es singular.

e (C',R',V') es un ideal de (C, R,v).

«C=C'+C"\R=FR +R"

e C'NC"=0,RRNR"=0.

Entonces, hay un morfismo (¢, p) : (C”, R",v") — A(C’, R',v") definido de
la siguiente manera:

e:C" — U(R,C") viene dado por €(d) = g4, donde g4(r) = rd parar € R.

p: R" — M(C' R,V viene dado por p(s) = (is,Jjs), donde is(c) =
se,js(r) =rs para c € C,r € R.

El producto semidirecto resultante (C, R', V") x (., ,) (C", R", ") es isomorfo
al modulo cruzado (C, R,v) [4].
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2.5. La categoria de (C, R, v)-mdédulos

Definiciéon 95 Sean (A, B,o) y (C, R,v) dos mddulos cruzados. Se dird que
(A,B,0) es un (C,R,v)-mddulo si es singular y existe otro mddulo cruzado
(G, H,w) y una sucesion exacta corta rota a la derecha:

(e1,62)
0——(A,B,o) M(G,H,w) ;42) (C,R,v) —=0
(71772)

Ejemplo 96 Sea (C,R,v) un mddulo cruzado singular. Se tiene la sucesion
exacta corta rota:

(id,i1) (0,p2)
0—— (C,R,v) —— (C,R x R,V)%(O,R,O) —0
0,22

con lo que se verifica que (C, R,v) es un (0, R,0)-mddulo.

Teorema 97 Sean (A, B,o) y (C, R,v) mddulos cruzados con (A, B, o) singu-
lar. Entonces (A, B,o) es un (C, R,v)-mddulo si y solo si existe un morfismo
de mddulos cruzados (o, B8) : (C,R,v) — A(A, B, o).

Demostracion:

L(¢77
Como (C, R, v) acttia sobre (A, B, o) podemos tomar (G, H,w) = (A, B,0)x
(C,R,v) y consideramos la sucesion:

(i1,i2) (p1.p2)
OH(AaBﬂT);)(AvBﬂj) o (C7R7V)(<%.)(07Ray)4>0
J1.J2

donde dados a € A,b € B,c € C,r € R se definen:
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e (i1,i2)(a,b) = ((a,b),(0,0)).
* (p1,p2)((a,b), (¢;7)) = (¢, 7).
* (J1,52)(¢;r) = ((0,0), (¢, 7).
Es trivial comprobar que estas aplicaciones son morfismos de modulos

cruzados.
Veamos ahora que la sucesion definida es exacta y rota:

e Es trivial comprobar que (i1,1i2) es inyectiva y (p1,p2) sobreyectiva.

e ker(pi,p2) C Im(iy,iz) : sean a € A,b € B,c € C,r € R tales que
(p1,p2)((a,b),(c,r)) = (0,0) = (¢,7) = (0,0) = (a,b) es la preimagen de

e Im(iy,i9) C ker(py, p2) trivialmente.

e (p1,p2)((j1,72)(¢c, 7)) = (p1,p2)((0,0), (¢, 7)) = (¢, 7). Por tanto (j1, ja) es
una seccion de (p1, p2).

t(:>77
Como (A4, B, o) esun (C, R, v)-mddulo se tiene un moédulo cruzado (G, H, w)
y el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas y rotas:

Se define:
a:C—U(B,A)
c— a(c) donde dado b € B, a(c)(b) = ia2(b)y1(c).

Veamos que iz2(b)yi(c) € A : e1(ia(b)11(c)) = e2(i2(b))e1(v1(c)) = 0 =
i2(b)y1(c) € kere; = Imiy y como i es inyectiva A se identifica con Im ;.

e a:C — U(B,A) es un morfismo de algebras:

— a(c+ ) () = ia(b)v1(c+ ) = ia(D)y1(c) + i2(b)1 (") = ale)(b) +
a(d)(b), donde ¢, € C;b € B.
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— a(ke)(b) = ia(b)y1(ke) = kia(b)y1(c) = ka(c)(b), donde k € K, c €

— a(cd)(b) = iz (b)11(cc’) = iz (b)y1(c)m1(c)) = i2(b) (0" (11 (<)) m(c)) =
(0’ (n(c))iz(b)n(c)) = (' (1())(0)11(e)) = (0" (11()b)n1(c) = o' (71(c)
7(e) = (b)) (e) = o(iz(b)n(c ))’71( ) = a(c) (o(iz(b)n(c))) = alc)(o
(a(d) (D)) = (a(c)a(d))(b), donde ¢, ¢ € C,b € B.

e Dado ¢ € C se verifica que a(c) es lineal:

— a(e)(b+ ) = iz(b+ 0)(c) = (ia(b) + i2(V))1i(c) = ia(b)1(c) +
i2(b)m1(c) = alc)(b) + a(e)(V'), donde b,b" € B.

— af(c)(kb) = ia(kb)y1(c) = kia(b)y1(c) = ka(c)(b), donde k € K.

e Dado c € C,a(c) e U(B,A) :

a(c)(b') = i2(bb)yi(c) = (ia(b)iz(b))(ni(c)) = i2(b)(ia(t)n(c)) =
i2(b)(a(c)(b)) = bla(c)(V')), donde b, b’ € B.

Por otro lado definimos:

ﬁ: (61762) :R— M(AaBaU)
r— (B1(r), B2(r))

donde dados a € A,b € B, By (r)(a) = 72(r)i1(a), Ba(r)(b) = 72(r)iz(b).
Vamos a comprobar que pertenecen a A y B respectivamente:

e1(r2(r)ir(a)) = e2(v2(r))er(ir(a)) = 0 = Bi(r)(a) € kerey = Imi;. Como
11 es inyectiva se puede identificar A con Im 4.

ga(y2(r)iz(b)) = 0 = Ba(r)(b) € kereg = Imis. Como i es inyectiva se
puede identificar B con Imis.

e 31 :R— M(A)y B2: R— M(B) son morfismos de algebras. Vamos a
comprobarlo para 3 (el razonamiento para (2 es similar):

- ﬁl(r —i—r/)(a) - 72(r+ 7’/)7:1(61) = ’yg(r)z'l(a) —i—’yg(r/)il(a) =01 (r)(a) +
B1(r')(a), donde 7,7’ € R,a € A.
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— Bi(kr)(a) = va(kr)ii(a) = kya(r)ii(a) = kfB1(r)(a), donde k € K, r €
R,a € A.

= Bi(rr’)(a) = v2(rr')ir(a) = (v2(r)y2(r"))ir(a) = y2(r)(v2(r)ir(a)) =
B1(r)(Bi(r")(a)) = (B1(r)B1(r"))(a), donde r,7" € R,a € A.

e Dador € R, 51(r) € M(A) (de forma totalmente analoga se puede probar
que [a(r) € M(A)):

— Bi(r)(ka) = y(r)it(ka) = ky2(r)ii(a) = kBi(r)(a), donde k €
K,re€ R,a € A.

— Bi(r)(a+a’) = y2(r)ir(a+a’) = y2(r)ii(a) +y2(r)ir(a’) = Bi(r)(a)+
B1(r)(a’), donde r € R,a,d’ € A.

By aa) =l Yin(aa) = () i () (@) = ()i (@) i () =
(B1(r)(a))d’, donde r € R,a,d’ € A.

Finalmente veremos que (o, 3) : (C, R,v) — A(A, B, o) es un morfismo de
moédulos cruzados:

C R
‘| g
U(B, A) =222 a4, B, o)

e Veamos que Aa = [v :

— (Ara())(a) =a(c)(o(a)) =ia(o(a))1i(c) = (o"ir(a) 1 (c) = ir(a)mi(c) =
o' (v1(e))ir(a) = y2(v(e))ii(a) = (ﬁly( ))(a), donde c € C,a € A.
)

(Aa(c))(a)=0(alc)(b)) =0 (iz(b)11(c)) =0'(i2(b)71(c)) = 0" (11(c))i2(b) =
v2(v(c))iz(b) = (Bav(c))(b), donde ¢ € C,b € b.

)(b) = i2(b)y1(re) = bya(r)y1(c) = y2(r)byi(c) = 12(r)ir(byi(c)) =
c)) = B1(r)(i2(b)v1(c)) = Bi(r)(alc)(b)) = (B(r)a ( ))(b), donde ¢ €
C re R,be B. O
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Corolario 98 Sean (C,R,v),(A, B,o) mddulos cruzados tales que (A, B, o)
es un (C, R,v)-mddulo, es decir, existe un mddulo cruzado (G,H,w) y una
suceston exacta corta rota a la derecha del siguiente tipo:

(c1.2)
0— (A, B,o) ™26, H,w) == (C, R,v) —0

(71,72)

Dicha sucesion es equivalente a la sucesion exacta corta rota a la derecha:

(i1,i2) (p1,p2)
0——(A,B,0)—=(A,B,0) % (C,R,V)((;j(C,R,V)HO
J1,J2

en el sentido de que existe un isomorfismo de mddulos cruzados (¢1,¢2) :
(A,B,0) x (C,R,v) — (G, H,w) que hace conmutativo el siguiente diagrama:

(’il,i2) (p17p2)

0—(A,B,0) —=(A,B,0) x (C,R,v) —= (C,R,v) —=0
(41,42)
z‘di (¢>17¢>2)i idl
(e1,62)
OH(A,B,U)M(G,H,W) — (C,R,V)HO

('Yl 7’72)

Demostracion:

En la demostracion del anterior teorema se describe como es la accién de
(C,R,v) sobre (A, B,o). Ademas, basta demostrar que existe un morfismo de
modulos cruzados:

(¢1,¢2) : (A,B,O’) A (C,R, I/) — (G,H,w)

que hace conmutativo el diagrama, ya que por el lema 32 éste serda autométi-
camente un isomorfismo.

Sean a € A,b € B,ce€ C,r € R; definimos (¢1, ¢2)((a,b), (¢,r)) = (p1(a) +
(), p2(b) + v2(r)). Asi definido (¢1, ¢2) hace el diagrama conmutativo:

o (e1,€2)(d1, ¢2)((a,0), (¢, 7)) = (e1,82) (1 (a) +71(¢), 2 (D) +72(r) = (e1m1
(a) + e1m(c), e2p12(b) + £272(r)) = (¢,7) = (p1,p2)((a; b), (¢, 7).

® (o1, d2)(i1,i2)(a, b) = (¢1,¢2)((a,b),(0,0)) = (pa(a), pa(b)).
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Es trivial comprobar que tanto ¢; como ¢ son morfismos de algebras.
Veremos a continuacion que (41, ¢2) es un morfismo de modulos cruzados:

i) ¢2(0 ¥ v)(a,c) = ¢2(0(a),v(c)) = p2(o(a)) + 12(v(c)) = wui(a) +
wy1(c) = woi(a,c), donde a € A,c € C.

ii) ¢1((b,7)(a,c)) = ¢1(ba + alc)(b) + Bi(r)(a),rc) = ¢1(ba + pa(b)y1(c) +
Ye(r)pa(a),re) = pa(ba) + pa(pe(b)yi(c)) + p1(v2(r)pa(a)) + y1(re), donde
ac Abe B,ce C,r € R.

Por otrolado ga(b, r)é1(a, €) = (1 (@)+71(€)) (a2 (B) +12(r)) = pus (@)pab)-+
Ya(r)p1(a)4y1 () pa(b)+71(¢)y2(r), y teniendo en cuenta que y es un monomor-
fismo y estamos identificando A con u(A), se verifica la igualdad de ambos
términos. O

Observacion 99 FEste teorema muestra que un (C, R, v)-modulo es un mddulo
cruzado singular (A, B, o) sobre el que actia (C, R,v) mediante un morfismo
(a,8) : (C,R,v) — (U(B,A),M(A,B,0),A). Por esto, cuando se quiera ex-
plicitar dicha accion se dird que (A, B,o) es un (C, R,v)q,g)-mddulo.

Observacion 100 El teorema y el corolario que se acaban de enunciar po-
nen de manifiesto que los (C, R,v)-mddulos son los objetos grupo abeliano en
la categoria coma X Modg /(C,R,v), que es la definicion cldsica. Asi, da-
do (A,B,0), un (C, R,v)-mddulo, el objeto grupo abeliano que define en la
categoria X Modg /(C, R,v) viene dado por la proyeccion natural (A, B,o) X
(C,R,v) - (C,R,v).

Lema 101 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado. Consideremos ahora un (C, R,v)-
mddulo, (C',R',V"). Entonces (C',R',V') verifica que es también un (C' x
C, R x R,V x v)-mddulo.
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Demostracion:

Solo hace falta comprobar que (C' xC, R’ x R,V xv) actia sobre (C', R', V'), y
esta accion vendra dada via las proyecciones p; : ¢’ xC — C,py : R' xR — R,
donde p1(c¢,¢) = ¢, pa(r',r) = 1.

C'xC R' xR
l po
C R
‘| 5

U(R,C") —5 M(C',R,V/)

Lema 102 Consideremos el complejo de cadenas:

(£:f")

(9.9)
i (anla anhwnfl) — (Gna Hn>wn) g (Gn+17 Hn+1a wnJrl) I

de (C, R,v)-mddulos. La homologia en el punto n-ésimo de este complejo es
también un (C, R, v)-mddulo.

Demostracion:
Se tiene que ker(g,¢’) e Im(f, f’) son singulares porque ker(g, g’), Im(f, f') C
(G, Hpywp). Ademas, la sucesion exacta corta rota:

0 — (Gpn, Hp,wy) — (G, Hpywp) X (C,R,v) —= (C, R,v) —=0

induce las sucesiones exactas cortas rotas:

0 ——=ker(g,9") —=ker(g,9') x (C,R,v) == (C,R,v) —=0

0 ——1Im(f, f') —Im(f, /') @ (C, R,v) == (C, R,v) —=0
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que a su vez inducen la sucesién exacta corta rota:

ker(g, ¢')/ Im(f, f') =——ker(g,¢")/ Im(f, ') » (C, R,v) === (C, R, v)
O

Lema 103 Sean (A, B,o) y (G, H,w) dos (C, R,v)-mddulos. Su producto ten-
sor (A, B,0) ®c,rw) (G, H,w) es un (G, H,w)-mddulo.

Demostracion:

Por ser (A4, B,o) un (C, R, v)-moédulo, existe un morfismo (f,g) : (C,R,v) —
A(A,B,o) = (U(B,A),M(A,B,o),A). Se tienen entonces morfismos R —
M(A),R — M(B) y por tanto A y B son R-algebras.

El mismo razonamiento muestra que G'y H son también R-algebras y por
tanto se puede considerar el tensor (A4, B, o) ®(c gy (G, H,w).

Se tienen también morfismos (G, H,w) — (A, B,0) @ r, (G, H,w) —
((A B J) (C,R,V) (G,H,CU)) y ademaés (A7 B')U) ®(C,R,V) (G7 Haw) = (((B ®
G)®d(H® A))/Ima,B® H,0 ® w) es singular porque tanto (A, B,o) como

(G, H,w) lo son:

e (bh)(V@h)=0®@hh =0,donde b@ h, b/ @ ' € B® H.
e (bah)(V®g)=b'®hg=0,donde b@he B HV ®ge BRG.

e (bh)(W ®a)=b"®@ha=0,dondeb@h € BQ Hh®aec H®A. O

Definicion 104 Consideremos (A, B,o) un (C, R, V) (q,g)-mddulo y (A', B', o")

n (C, R,v)( g)-mddulo. Se define un morfismo de (C, R,v)-mddulos (f,g) :
(A,B,0) — (A", B',¢") como un morfismo de mddulos cruzados que ademds
conserva la accion, es decir:

i) f(rxa) = f(Bi(r)(a)) = B1(r)(f(a)) =7 x f(a), donde a € A,r € R.
i1) g(r xb) = g(Ba2(r)(b)) = B1(r)(g(b)) = r * g(b), donde b € B,r € R.
iii) f(a(e)(b)) = a'(c)(g(b)), donde b € B,c € C.
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Al conjunto de todos los morfismos de (C, R, v)-médulos entre (A, B, o) y
(A’, B, 0") lo denotaremos por Homc r.)((A, B, o), (A’, B',0")). Este conjun-
to tiene estructura de grupo abeliano con la operacién definida de la siguiente
manera:

((f, f)+(9,9))(a,b) == (f+g, f'+9)a,b) = (f+g)(a), (f'+9') (b)) = (f(a)+
g(a)v f/(b) + g,(b)), donde (fa f/)v (g, g/) € Hom(C,R,V)((Av B7 J)v (A,’ B/’ 0/))7
a € Ab € B. La aplicacion (f, f') + (g9,¢') asi definida es un morfismo de
modulos cruzados:

o o'(f +9)(a) = d'(f(a) + g(a)) = o'(f(a)) + 0'(g(a)) = f'(o(a)) +
g'(o(a)) = (f' + g')(o(a)).

e La segunda condicién se tiene automaticamente ya que la acciéon de B
sobre A y la de B’ sobre A’ son singulares, por ser (A, B,o) y (A',B,d’)
singulares.

Ademas (f, f')+ (g, ¢") conserva la accion ya que cada uno de los sumandos
la conserva; por tanto es un morfismo de (C, R, v)-mddulos. Por otro lado, es
trivial comprobar que el morfismo (0, 0) es el elemento neutro de la operacion
y que, dado un morfismo (f, '), se tiene que (—f, —f') es su inverso.

Hemos definido una categoria X Modc g ) cuyos objetos son los (C, R, v)-
modulos y las flechas los morfismos de (C, R, v)-mo6dulos. Dado (A, B,o) un
(C, R, v)-mddulo podemos también definir funtores partiendo de esta categoria:

Homc p)((A, B,0),—) : XModc g,y — Ab
(G7 H, CU) — Hom(C,R,ll)((Aa B, 0)7 (G7 H, LU))

Hom(C,R,V)(_7 (Av B7 J)) : XMOd(C,R,V) — Ab
(G7 Ha CU) — Hom(C,R,l/)((Gv Ha CU), (A7 Ba U))

El primero de ellos es covariante mientras que el segundo es contrava-
riante. Vamos a comprobar el cardcter funtorial para el contravariante; para ello
primero se debe estudiar como funciona sobre los morfismos: sean (G, H,w),
(G' H' W) dos (C,R,v)-modulos y (f, f') : (G,H,w) — (G', H',w') un mor-

fismo de (C, R, v)-moédulos entre ellos:
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(G,H,w)+—— Hom(c’Ry,,)((G, H,w),(A,B,0))
(f,f’)i O(ﬁf/)T
(G H' " —— ((G',H',u"), (A, B,0))

Dado (h, h') € Homc r,)((G', H',W'), (A, B,a)), (o(f, f'))(h, k") = (h, h')o
(f,f) = (ho f,h of"). Asi definida o(f, f’) es claramente un homomorfismo
de grupos abelianos. El caricter funtorial es entonces trivial:

e Dado (G”,H" ") otro (C, R,v)-mo6dulo y otro morfismo de (C, R, v)-
modulos, (g,¢') : (G',H',w') — (G", H" ,w"), entonces (o(f, ")) o (o(g,4")) =
o((g,g/) © (fa f,))v ya que si (hah/) € Hom(C,R,u)((GﬁvH,law”)a (AvB>U)) se
tiene (o(f, f)) o (o(g,g"))(h,h') = (o(f, f))((h,h') 0 (g,9")) = (h, 1) o (g,9')
(fs f') = (o((g:9") o (f, £')) (R, I).

e Tomando (idg,idy) : (G,H,w) — (G, H,w) entonces o(idg,idy) =
i Homc, gy (G H w'),(A,B,0))-

Teorema 105 Dado un (C,R,v)-mddulo (G,H,w) el funtor contravariante
Homc,p ) (—, (G, H,w)) : XModc, g, — Ab verifica:

i) es exacto a la izquierda.

i1) es también exacto a la derecha cuando (G, H,w) es inyectivo.

Demostracion:
Consideremos una sucesion exacta de (C, R, v)-modulos,

0— (A, B, o) LI (4, B, o) 2L (a7, B o) —

Aplicindole Hom ¢ g,,)(—, (G, H,w)) obtenemos la sucesion

0— Hom(C,R,V)((A//7 Bl/a 0-”)7 (Ga H,w ) 0(9_’€/) Hom(C,R,V)((Aa B, U)a (Ga H, w))
o(fif")

HY Homo (A B, 0'), (G, H,w)

~—
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donde dado (a, ') € Homc gy (A", B",0"),(G, H,w)):
¢ (o(9,9))(a,0') = (aog,a’ o g).
o (o(f, f)aog,a'og)=(acgofaogof)

Veamos que es una sucesion exacta a la izquierda:

e Im(o(g,9')) € kel"( (f, f7)) : sea (B, ') € Im(o(g,g')) = existe (a,a’) €
Homc,ru) (A", B",0"), (G, H,w)) | (a,a') o (g,9') = (B,0') y por tanto se
Eiene)que( (£ )8, 8") = (o(f, f)((o(g:9") (e, ")) = (aogo f,a'og o f') =
0,0).

o ker(o(f, f')) € Im(o ( g')) : en este caso, tomando un morfismo (3, 3') €
Homc,p)((4, B, 0), (G, H,w)) | (5, B)o(f, ") =(0,0) = Bo f(a')=0,50
/(b)) = 0 para todo o' € A/,b' € B'. Es decir f(z) = 0,6'(2') = 0 para todo
xe€lImf,a' € Imf' = B(z) =0,5 (') =0 para todo = € ker g, 2’ € kerg'. Se
tiene el diagrama:

ker(8, 3) " (4, B, o) 2% (4" B o")
(B,ﬁ’)l
(G, H,w)

Como, por lo dicho anteriormente (3, 3") o (i,i') = (0,0), por la propiedad
universal del nucleo existe (k, k') : (A", B",0") — (G, H,w) | (k, k") o (g9,¢") =
(B3,8).

El morfismo (k, k') es la preimagen de (3, 3'). Para que esto sea cierto se
debe comprobar que (k, k') es un morfismo de (C, R, v)-mo6dulos, es decir, que
conserva la accion de (C, R, v) sobre (A", B" 0") :

a) Sean r € R,a” € A”. Se debe comprobar que k(ra”) = rk(a”). Como g
es sobreyectiva existe a € A | g(a) = a” = g(ra) = rg(a) = ra’ = k(ra) =

k(g(ra)) = B(ra) = rB(a) = rk(g(a)) = rk(a”).

b) Sean r € R,b" € B”. Como ¢’ es sobreyectiva existe b € B | g(b) = b" =
g'(rb) = rg'(b) = rb" = K'(rb) = K'(g'(rb)) = 5'(rb) = r3'(b) = rk'(4'(b)) =
rk'(b").
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¢) Sean ¢ € C,b" € B”. Como ¢ es sobreyectiva existe b € B | g(b) = V"' =
g'(cb) = cg'(b) = b = K'(cb) = K'(g'(cb)) = B'(cb) = cB'(b) = ck'(g'(b)) =
ck/(b").

e o(g,4') es inyectiva: sea (a,a’) € Hom, (A", B",0"), (G, H,w)) |
(o(g:9"))(,a’) = (0,0) = (o g(a),a’og'(b)) = (0,0) para todo a € A,b € B.
Como g y ¢’ son sobreyectivas se tiene necesariamente que o = 0,/ = 0.

Asi se ha probado 7). Para probar ii) veremos que o( f, ') es sobreyectiva si
(G, H,w) es inyectivo: sea (p, p’') € Homc py)((A', B',0'), (G, H,w)). Se tiene
el diagrama:

A, B, o)LL (4, B, o)

(pm/)l

(G,H,w)

Como (f, f) es inyectiva existe (8,3') : (4, B,o) — (G, H,w) haciendo el
diagrama conmutativo. Esta sera la preimagen de (p, p); se comprueba de una
manera similar a la anterior que (p, p’) es un morfismo de (C, R, v)-mddulos.

0

Teorema 106 Considerando un (C, R,v)-mddulo (G, H,w), el funtor cova-
riante Homc g, (G, H,w), =) : XModc g,y — Ab verifica:

i) es exacto a la derecha.
i1) es también exacto a la izquierda cuando (G, H,w) es proyectivo.
Demostracion:

La demostracion es dual de la anterior. O

Consideremos ahora un (C, R, v)-médulo (G, H,w); el producto tensor da
lugar al siguiente funtor:

(G, H,w) @ rp) — : XModc ry)y — XModc g,
(A7 B, J) — (Gv H, w) ®(C,R,V) (A, B, U)
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Al ser (A,B,0)y (G,H,w) (C,R,v)-mbdulos, tiene sentido considerar su
producto tensor sobre (C, R, v). Ademas, por un lema enunciado anteriormente
(G, H,w) ®,ry) (A, B,0) es un (A, B,0)-modulo, y por tanto un (C, R,v)-
modulo.

Antes de comprobar el caracter funtorial de (G, H,w) ®(c, ) —, veamos
como funciona éste sobre los morfismos de X Mod ¢ g,.).-

Sea (A’, B, ¢’) otro (C, R,v)-modulo y (f, f): (A,B,0) — (A", B’,¢’) un
morfismo de (C, R, v)-mo6dulos, entonces el morfismo (G, H,w) ®c,r,) (f; f') :
(G, H,w)® ) (A, B,0) = (G, H,w)®,ru) (A, B',0') acttia de la siguiente
manera: sean a € A,b€ B,ge G,h € H :

e (G, H,w) @) [(h®a), (b@g)]) = [(h f(a)), (f'(b) © g))].

* (G, H,w) ®c,pu) f)(h @ b) = h & f'(b).

Ast definida (G, H,w) @,y (f; f') es de (C, R, v)-mo6dulos:

Es trivial comprobar que es de modulos cruzados. Veamos que ademaés
conserva la accion de (C, R,v) sobre (G, H,w) ®,ry) (A, B,0) : sean r €

R,ceC,ac Ajbe B,ge G,h € H. Como (f, f’) es un morfismo de (C, R, v)-
modulos y por tanto conserva la accion de (C, R, v) sobre (A, B, o) se tiene:

e (G, H,w) ®c,rp) [)r+[(h®a), 0@ 9)]) = (G, H,w) ©c,ru) [)[(h&
T*a),(r*b@) ) = ([h@ f(rea), f/(rb) @ g]) = ([h®7“*f( ) f(b) @ g]) =
*([h@ fla), f'(b) @ g]) = 7+ (G, H,w) @c,rw) [(h©a), (0@ g)]).

o (G.H,w) Sic P+ (&) = (G H,w) Scpm F)(hET D) =
h@ f'(r«b) =h@rxf'(b) =r*(h® f'(b) =r* (G, H,w) @crw [)(h©b).

* (G H,w) ®c,rp) [)cx (h@b)) = (G, H,w) &c,pp) f)(h®cxb) =
h® f'(cxb) = h®0*f’( ) = cx (h® f(b)) = cx (G, H,w) @c,rw) [)(h D).

A continuacién veremos el carcter funtorial de (G, H,w) ® g,y — Para
esto debemos consider otro (C, R, v)-modulo (A”, B”,¢") y otro morfismo de
(C, R,v)-modulos (j,5') : (A", B',0") — (A", B",0").
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(A,B,0)—— (G, H,w) ®c,ru) (A, B,0)
(Lf’)l l(G’HN))@(C,R,u)(f»f/)
(A, B',0")—— (G, H,w) ®c,rw) (A, B',0")
(J}j’)l l(Gvva)®(C,R,u)(jvj/)
(A", B",0")—— (G, H,w) ®(c,r, (A", B",0")

Debemos comprobar que ((G, H,w) ®(c,ru) (4:4) © (G, H,w) ®(c,R)
(f? f/)) = <G7va)®(C,R,1/)(jofaj/ofl)' Seana € A, b, Ve B,g € G, h, h e H,

tenemos:

(G, H,w) ©(c,rp) (4,3") o (G, H,w) ©(c,rp) (f, (@ a), (b @ g)], M @
b) = (G, H,w) ®c.rp) U, IN(h @ f(a)), (f'(b) ® g)l, " ® f'(b)) = ([(h ®
3f(a)), G'f'(b) @g)l, W @ 5 f'(V) = (G, H,w) ®c,rw) (G0 f,5 0 f))([(h &

a), (b® g)],h' @b').

Ahora, si consideramos (id4,idg) : (A, B,0) — (A, B,o) se tiene trivial-
mente que ((G, H,w) ®@(c,r,) (ida,idp))([(h @ a), b ® g)l,h' @) = ([(h®
a),(b®g)],h' @b").

Veamos ahora una proposiciéon relativa a este funtor.

Proposicion 107 El funtor (G, H,w)®c ry)— : XModc g,y — X Modc g
es exacto a la derecha.

Demostracion:
Consideremos una sucesion exacta de (C, R, v)-modulos,

EF) (99)(

0— (A", B,0) == (A, B,0) "> (A", B",0") —=0

Al tensorizar obtenemos la sucesion:

((GeB)Y®(H®A")/Imd,HOB',o'@w) — (G&B)®(H®A))/Ima, H®
Bioow)— (GeaB")Y®e(H® A")/Imd", H® B",¢" @ w).
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Como el tensor en la categoria de Algebras conmutativas es exacto a la
derecha tenemos la exactitud a la derecha en las segundas componentes de
esta sucesion:

HRB —H®B—HQB'"'"—0

Veamos ahora qué ocurre en la sucesiéon relativa a la primera componente:

(GeB)Ya(H®A))/Imd - ((GeB)®(H® A))/Ima — ((G® B")®
(H® A"))/Ima".

La aplicacion inducida entre (G B)® (H® A))/Imay (G B")®(H®
A"))/Ima” es (1d® g,id @ ¢').

(GeB)& (H®A)/Ima— (Go B") & (He A”)/Ima”

[(F ©b,0)] — [(k ©g'(b),0)]
[(0,h® a)] — [(0,h ® g(a))]

Veamos que esta aplicacion estéa bien definida: supongamos que (d®d’, c®c’)
es un representante de la misma clase que (k ® d’,0). Se tiene entonces que
(k—d)®d,c®d) € Ima. Tenemos que existen (u,v) € GRA | w(u) @ v —
uo(v)=(k—d)od,cad).

Las iméagenes de (k®d',0) y (d®d', c®c’) por (id®g’,id®g) son (k®g'(d'),0)
y (d® ¢'(d),c® g(c)) respectivamente. Lo que se debe comprobar es que
(k—d)®dg'(d),—c® (—g(c))) € Ima”, pero teniendo en cuenta la igualdad
anterior es inmediato verificar que o’ (u, g(v)) = (k—d)®¢'(d"), —c®(—g(c'))).

De la misma manera se puede ver que la aplicacién esté bien definida en
los generadores de tipo (d ® b,0), (0,h ® ), (0,¢ ® a). Queda por comprobar
que es un morfismo de moédulos cruzados:

(GeB)®(H®A))/Ima (id®g’ id®g)

J’®wl la"@w
(id®g")’

H®B H® B"

(GeB") o (HoA")/Ima”
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donde (id ® ¢')" denota idy ® ¢'.

i.i) (0" @w)(id® ¢, id ® g)[k @ b,0]) = (6" @w)([k @ ¢'(b),0]) = 0" (k) ®
g'(b) = (id2g") (o (k)®b) = (o' @w)((id®g") ([k®b,0])), donde k®b € GR B.

i.ii) (0" ®w)((id®g ,id®g)[0, h®a]) = (6" ®@w)([0, h®g(a)]) = h®o"g(a) =
h®go(a) = (id®g¢)(h®o(a)) = (6! @w)((id® ¢)([0,h ® a,])), donde
h®aec H® A

ii.4) (id ® ¢',id @ g)((h @ V)[k ® b,0]) = (id ® ¢,id @ g)[hk @ V'b,0] =
[hk®g (b'D),0] = [hk@ g (V)g'(b),0] = (h@g'(V))[k®g'(b),0] = ((id®g') (h®
V) (id® g, id @ g)([k ®b,0]), donde k@ be G® B,h®b € H® B.

i) (id ® g id ® g)((W @ b)[0,h ® a]) = (id ® ¢',id @ g)[0, h'h @ ba] =
[0, "h® g(ba)] = [0,h'h @ g'(b)g(a)] = (W ®@¢'(D))[0, h® g(a)] = ((id®g") (N &
D) (id® ¢',id ® g)([0,h ® a]), donde h®@a € H® A, W ®be H® B.

Analogamente, la aplicacion inducida entre (G ® B') @ (H ® A"))/Im o/
y (GeB)® (H® A))/Ima es (id® f,id ® f'). Faltan por realizar varias
comprobaciones:

e (id®g,id®g’) es sobreyectiva. Sea [(¢®@b”, h®a”)] un elemento generador
de (G® B")® (H® A”))/Ima”. Como g y ¢ son sobreyectivas, existen
be B,ae A|g(b) =1b",4'(a) = a". Por tanto, la preimagen de [(g@b", h®a")]
es [(g®b,h@a).

e Im(id ® f,id ® f') C ker(id ® g,id ® ¢'). Como gf = 0,¢'f' = 0, este
contenido se tiene trivialmente.

e Im(id® f,id ® f') D ker(id ® g,id ® ¢'). Consideremos el siguiente dia-
grama:

(GeB)®(H®A))/Im«a (GeB"Y®(H®A"))/Im "

((GeB)®(H®A))/Ima)/Im(id ® f,id @ f')
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Este diagrama, en el que (7, ') acttia como (id® g,id® ¢'), es conmutativo
debido a que Im(id ® f,id ® f) C ker(id ® g,id ® ¢’). Lo tnico que resta por
hacer es encontrar una inversa de (j,j'). Para construirla definimos:

(G, H) x (B", A" ) (G B) & (H® A))/Ima)/Im(id ® f,id o ')
((g,h), (¥",a")) — [(g @), (h ® a)]

donde b y a son preimagenes de b y a” por g y ¢’ respectivamente.

Este morfismo esta bien definido: sean ¢, ¢’ otras preiméagenes de b’ y a”. Se
debe comprobar que (g® (b—c¢),h®@(a—¢')) € Im(id® f,id® f'). Se tiene que
g(b—c) = g(b)—g(c) =V"=b" =0 = b—c € ker g = Im f. Anadlogamente a—c’ €
Im f’. Por tanto se verifica que (¢ ® (b—¢),h® (a — ) € Im(id ® f,id ® f’).

Se tienen aplicaciones en la categoria de algebras conmutativas:
p:GxB"-G®B
(g:0") — g @b
P :HxA"->H®A
(h,d")— h®a

Estas aplicaciones inducen los morfismos

a:GeB" - G®B
gV —g®b
d: HA" - H®A
h®ad" — h®a
Si consideramos el morfismo

(@,@): (GeB"Yo(H®A") — (G B)® (H®A)

pasando al cociente se obtiene la inversa de (j, ;). O

A continuacién se verd que el funtor (G, H,w) ®c g,y — tiene un adjun-
to por la derecha. Consideremos dos moédulos cruzados (C, R,v) y (G, H,w).
Podemos definir el morfismo de K-algebras siguiente:
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0:Hom(R,G) — Hom((C,R,v),(G,H,w))
fr=(forwof)

Ademés, Hom(R, G) tiene estructura de Hom((C, R, v), (G, H,w))-algebra
con la siguiente accion:

(£, f1) * g)(r) = f'(r) * g(r)

donde (f, f') € Hom((C,R,v),(G,H,w)),g € Hom(R,G),r € R. Se verifica
que (Hom(R,G), Hom((C,R,v), (G, H,w)), ) es un modulo cruzado:

Este modulo cruzado lo denotaremos por HOM ((C, R,v), (G, H,w)). Es
inmediato comprobar que esta construccion induce un funtor:

HOM((C,R,v),—) : XModc ) — XModc g,
Proposicion 108 Dados dos (C, R,v)-mddulos (G, H,w), (A, B,o) y un md-
dulo cruzado (M, N, u) existe un isomorfismo natural:

HOTI’L((G, Ha w) ®(C,R,V) (Aa Ba U)a (Mv Na ,LL)) =
Hom((G, H,w), HOM((A, B, ), (M, N, 1))).

FEs decir, el funtor HOM((A, B,o),—) es adjunto por la izquierda de — ®
(A, B, o).
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Demostracion:
Sea ((f, f'),j) € Hom((G, H,w) ®c,ru) (A, B,0),(M, N, i)). El isomorfismo
lleva este elemento al morfismo:

G = H

sl i(t,t’)
Hom(B, M) —~ Hom((A, B,), (M, N, p))

donde:
e 5(g) = sq4 es el morfismo tal que s4(b) = f([g ® b]) € M.
e t(h) =ty es el morfismo tal que ty(a) = f'([h®a]) € M.
o t'(h) = t}, es el morfismo tal que t} (b) = j(h®b) € N.

Asi definido, (s, (¢,t')) es un morfismo de modulos cruzados:

i.1) 0(s(9))(a) = s4(0(a)) = f(lg @ o(a)]) = f'([w(g) ® a]) = t(w(g))(a)

i.2) 6(s(9))(b) = u(s4(0)) = u(f([g © b)) = j(w(g) @ b) = t'(w(g))(b)

it) s(hg)(b) = f([hg ® b)) = f((h@b)lg@b]) = j(h@b)f(lg®b]) =
(#'(R)(0))(s(9)(b)) = {((&,#')(R))(s(9)) } (b)

Reciprocamente, el isomorfismo enunciado aplica un morfismo (s, (¢,t')) €

Hom((G,H,w), HOM((A, B,o),(M,N,u))) en:

(G®B)® (H® A))/Ima —~H@ B

M a N

donde:
e f([g b)) =s(g)(b) € M.
o f/([h®@a]) =t(h)(a) € M.

o j(h®b) =t (h)(b) € N.
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Estos morfismos estan bien definidos, ya que si tomamos z € G e y € A se
tiene que (f, f')([z ® o(y), —w(z) @ y]) = s(x)(o(y)) — t(w(x))(y) = 0, porque
s(z)(a(y)) = 0(s(z))(y) = t(w(z))(y).

Es trivial comprobar que asi definido ((f, f'), ) es un morfismo de modulos

cruzados. Las comprobaciones restantes son también inmediatas.
O
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2.6. Derivaciones

Definicién 109 Dado un anillo H, sea (C, R,v) un mddulo cruzado tal que C
y R son H-mddulos y (C', R',V") un (C, R,v)(q,g)-mdédulo. Una H-derivacion
son dos aplicaciones lineales (f,q) : (C,R,v) — (C', R',V') verificando:

i) f € Derg(C,C"), es decir, f es un morfismo de H-mddulos tal que
fled) =cx f(d) + ¢ * f(c) = alc)(V'(f(¢)) + a(d) (V' f(c) parac,d € Cy

g € Derg(R, R).
it) V' f = gv.
iii) f(re) = (B1(r)(f(e)) + (a(e))(g(r)), donde c € C,r € R.

El conjunto de las H-derivaciones entre (C, R,v) y (C', R',V') lo denotare-
mos por Dery((C, R,v), (C', R',V")).

En general H coincidird con K, y cuando el contexto sea claro se hablard
de una derivacion, en lugar de una H -derivacion.

Observacion 110 FEsta definicion generaliza las derivaciones de dlgebras:

e Consideremos los mddulos cruzados (0, R,0),(0,R’,0), donde R actia
sobre R' y sea el morfismo (0,g) : (0,R,0) — (0,R’,0). Para que (f,g) sea
derivacion debe verificar:

i) g € Der(R, R').

ii) Sea r € R, (1(r)(0) + «(0)(g(r)) =0+ 0 = 0, con lo cual la igualdad
enunciada en iit) se verifica siempre.

Por tanto, (0, R,0) ©.9) (0, R',0) como derivacion de mddulos cruzados se
identifica con R 4 R’ como derivacion de dlgebras.
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e Consideremos los mddulos cruzados (C,C,id), (C',C",id), donde C actia
sobre C'; esta accion induce de forma trivial una accion de (C,C,id) sobre
(C',C",id) de la siguiente manera: (¢,d) * (¢, d') = (¢x,d*d'), donde ¢,d €
c,d,d e

Sea la aplicacion (f,g) : (C,C,id) — (C',C",id). Por ser un morfismo

de mddulos cruzados se tiene que f = g. Para que (f, f) sea derivacion debe
verificar:

i) f € Der(C,C").

i) f(de) = B1(d)(f(c)) + a(c)(f(d)) = d=* f(c) + cx f(d) = df (c) + cf(d),
donde ¢, d € C.

Por tanto (C,C,id) 1) (C',C",id) como derivacion de médulos cruzados

. . f . . p
se identifica con C = C" como derivacion de dlgebras.

Observacion 111 Los mddulos cruzados (C, R,v) y (C',R',V') son equiva-
lentes a las cat'-dlgebras (C x R, s,t),(C' x R',s',t'). Una derivacidon entre
estas cat'-dlgebras es una derivacion de dlgebras h : C x R — C' x R’ que
ademds conmuta con s y t, es decir, hs = s'h, ht = t'h.

Dada una derivacion (f,g) : (C,R,v) — (C', R',V'), la derivacion inducida
es:
h:(CxR,s,t)— (C'"xR )
(c,r) — (f(c), 9(r))

La condicion i) en la definicion de las derivaciones implica que h € Der(Cx
R,C" x R'), mientras que ii) y iii) implican que h conmuta con s y t.

Ejemplo 112 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado y (C', R',V") un (C, R,v)(4,5)-
mddulo (por tanto un (C'XC, R'X R, V' XV) (ap, gpy)-mddulo). Entonces (q1,qz) :
(C'"x C,R' x R,V xv) — (C'",R',V), donde (q1,q2)((c, ), (r',7)) = (', 1),
es una derivacion. Vamos a comprobarlo:

i) @1 € Der(C' x C,C") : qi((c,¢),(d',d)) = qi(dd + dc + ed',cd) =
dd'+dd +cd =dd +cd = (d,d)d +(,e)d = (d',d)q (¢, c)+ (¢, e)q1(d, d),
donde (¢, ¢), (d',d) € C" x C.
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Andlogamente qa € Der(R' x R, R').
it) vqr(cd,c) =V () = q((vV xv)(d,¢)), donde ¢ € C',c € C.

i) @i ((r',r)(¢, ) =aq1(a(c)(r')+B1(r) () +r'c, re) =alc) (r) + B (r) () =
ap1(d,e)(qa(r',r)) + Bip2(r',7)(q1(c, ¢)), donde ¢ € C',r' € R',c € C,r € R.

Lema 113 Sean (C,R,v) y (C', R',V') dos mddulos cruzados y (C",R", V")

n (C', R, V") (a,3-mddulo. Dados un morfismo de médulos cruzados (f,g) :
(C,R,v) — (C',R',V") y una derivacion (f',g¢") : (C',R,v") — (C",R", V"),
se verifica que (f',g") o (f,g9) = (f o f, g o g) es una derivacion.

Demostracion:

C——R

)

C'——FR

f,l l y

ol v R"

Primero se debe observar que (C, R,v) acttaa sobre (C”, R”, V') via (f,g).
Vamos ahora a comprobar que (f’ o f, ¢’ o g) es efectivamente una derivacion:

i) [ fled) = f(c) = f'(f(d)) + f(d) = f'(f(c)) = alf(e)("(f f(d)) +
a(f(d)W"(f'f(c)) = cx ff(d) +d= [ f(c), donde c,d € C.
Por tanto f'f € Der(C,C") y anélogamente ¢'g € Der(R, R").

it) (g’ og)ov=ygo(gov)=go(Wof)=(gov)of =" of)of=
"o (f e f)

iii) f'f(re) = f'(g(r)f(c)) = Bulg(r) (' f(e))+a(f(e)(g'g(r)) = (Brg(r))
(f'f(c)) + (af (€))(g'g(r)), donde c € C, 7 € R. O
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Lema 114 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado, (A, B,o) un (C, R,v)(q,g)-mddulo
y (A", B',0") un (C, R,v)( gy-mddulo. Dada una derivacion (f,g):(C, R,v) —
(A, B,o) y un morfismo de (C, R,v)-mddulos (f',q') : (A, B,o) — (A, B',d’),
entonces (f',g') o (f,g) = (f' o f,g og) es una derivacion.

Demostracion:

i) ['f(cd) = f/(ale) (o f(d))+a(d)(a(f(c))) = f(ale) (o f(d)))+f (ald)(o f
(c))), donde ¢,d € C.

Como (f’,¢') es un morfismo de (C, R,v)-modulos se tiene que esto es
Zé;;f}(iq’sf(d)ﬂa'@)(9'(0f(d)) =a/(c)(0"f' f(d))+a'(d) (o' f f(d)) =c(f'f(d))+

Por tanto f'o f € Der(C,C") y anadlogamente ¢’ o g € Der(R, R").
i1) Trivial.

iii) f'f(re) = ['(Bi(r)f(c) + alc)g(r)) = f/(Bi(r)f(c)) + f'(alc)g(r))
Bir)(f' () + /(c)(¢'g(r)), donde ¢ € C,r € R.

Ol

Es trivial comprobar que las derivaciones inducen un funtor. Para ello se
deben hacer ciertas consideraciones:

Dados un modulo cruzado (C, R,v) y un (C, R,v)-médulo (C', R',V') se
verifica que el conjunto Der((C, R,v),(C’, R',1/)) es un subgrupo abeliano de
Hom((C,R,v),(C",R',V)) :

e El morfismo (0,0) : (C, R,v) — (C', R',) es una derivacion.

e Dada una derivacion (f,g) : (C, R,v) — (C', R',1/"), el morfismo inverso
(—=f,—g) es también una derivacion:

i) f€Der(C,C") = —f € Der(C,C"). Andlogamente —g € Der(R, R').
i) V' f=gv=v(-f)=(-g)v.

iii) Sean ¢ € C,r € R. Se tiene f(rc) = (61(r))(f(c)) + (a(c))
—f(re) = (Bi1(r)(=f () + ((c))(—g(r)). Como Bi(r) € M(C") y af

€S una

(9(r)) =
9)
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aplicacion lineal tenemos (831(r))(—f(c)) =

—(B1(r)(f(e) ¥
—(a(e))(g(r)). Por tanto —f(rc) = —(61(r))(f(c (=

) + (afc))

e LLa suma de derivaciones es trivialmente una derivacion.

(a
g(?“))

Asi, dado un moédulo cruzado (C, R, v) se tiene un funtor Der((C, R,v),—) :
XModc, gy — Ab, que a cada (C, R,v)-médulo (C, R', ') le asigna el grupo
abeliano Der((C, R,v), (C’, R',V")).

Dado un morfismo de (C, R, v)-modulos (f, g) : (C', R',v") — (C",R", V"),
se tiene el morfismo de grupos abelianos Der((C, R,v), (f,q)) = (f,g)o

(f,g)o: Der((C,R,v),(C'",R',V)) — Der((C',R',V),(C",R",V"))
(f's9") — (fy9) o (f',9")

Lema 115 Sean A,C,C’ K-dlgebras conmutativas tales que C' es singular y
C actia sobre C'. Dados un morfismo de dlgebras f : A — C y una derivacion
d: A— C', existe un unico morfismo de dlgebras h : A — C’ x C que hace
conmutativo el siguitente diagrama:

P
Demostracion:
Primero debemos observar que, como C' acttia sobre C’, A acttia sobre C’ via

Ahora definimos:

h:A—C'"xC
a — (d(a), f(a))
Es obvio que asi definida hace el diagrama conmutativo, y que ademas es

la tnica que verifica esta condicién. A continuaciéon vamos a comprobar que h
es un morfismo de algebras:
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o ha+d) = (da+d), fla+ ) = (do) +d(@), f(a) + f(a)) =
(d(a), f(a)) + (d(d), f(a')) = h(a) + h(da'), donde a,a’ € A.

o h(ka) = (d(ka), f(ka)) = (kd(a),kf(a)) = k(d(a), f(a)) = kh(a), donde
ke K,a€

(d(aa’), f(ad')) = (axd(a’) +a’ xd(a), f(a) f(a")) = (f(a)d(a) +
f(a)d(a), f(a)f(a')), donde a,a’ € A. Como C’ es singular esto coincide con

(d(a)d(a')’ + fla)d(a’) + f(d')d(a), f(a)f(a)) = (d(a), f(a))(d(d), f(d')) =
h(a)h(a’). 0

Teorema 116 (de representabilidad)

Sean (C, R,v) y (A, B, o) mddulos cruzados y (C', R, V") un (C, R,V)(q,8)-
mddulo. Dados un morfismo de mddulos cruzados (f1, f2) : (A, B,o) — (C,R,v)
y una derivacion (dy,ds) : (A,B,o) — (C',R',V), existe un inico morfismo
de mddulos cruzados (hi,hs) : (A, B,0) — (C',R,V') x (C,R,v) que hace

conmutativo el siguiente diagrama:

(A, B, o)

dy,d: s
% l(hl,hz) (f1,f2)

(C",R',V)=— (C",R",V) % (C,R,u)ﬁ(C,R,V)

(q1,92) (p1,p2

Reciprocamente, dado un homomorfismo de mddulos cruzados (hi,ha) :
(A,B,0) — (C",R',V) x (C,R,v) determina:

i) Un morfismo de mddulos cruzados (f1, f2) : (4, B,0) — (C,R,v).

i1) Una derivacion via (f1, f2), (d1,d2) : (A, B,0) — (C', R',V/).

Demostracion:
“:”

Como (C,R,v) actia sobre (C’, R',v') mediante («,3), (A, B,o) actta
sobre (C', R',V') via (af1, Bf2).

De las hipotesis se tienen los siguientes diagramas:
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Por tanto existen:

hi:A—C' xC ho:B— R xR
ar— (di(a), fi(a)) b (d2(b), f2(b))

que son morfismos de algebras y son los tinicos que hacen los diagramas con-
mutativos.

Queda por demostrar que (hy,h2) : (A, B,0) — (C", R',V/') x (C, R,v) es

un morfismo de modulos cruzados:

B

J

C/XIC&)R,NR

i) Sea a € A; (V' xv)(hi(a)) = (V' xv)(di(a), fi(a)) = (Vdi(a),vfi(a)) =
(dao(a), fao(a)) = ha(o(a)).

i) Sean a € Ab € Bihi(ba) = (di(ba), fi(ba) = (Bufo(b)(da(a)) +
afi(a)(dz(b)), f2(b) f1(a)).

Por otro lado ha(b)hi(a) = (d2(b), f2(b))(di(a), f1(a)) = (afi(a)(d2(b)) +
B1(f2(b))(d1(a)) + d2(b)d1(a), f2(b) f1(a)), pero como (C’, R', 1) es singular se
tiene ha(b)hi(a) = afi(a)(da(b)) + B1(f2(b))(d1(a)), f2(b) f1(a)) = ha(b)hi(a).



98 2 Construcciones en la categoria

L(¢77
i) Como (p1, p2) es un morfismo de modulos cruzados, basta tomar (f1, f2) =

(p17p2) © (hlahQ) : (A,B,U) - (Ca R7 V)'

i1) (C, R,v) actaa sobre (C', R',v") por medio del morfismo de modulos
cruzados (o, 3) : (C,R,v) — A(C',R',V). Esto permite definir una acciéon
de (4, B,o) sobre (C', R',v) mediante el morfismo (af1,(8f2) : (4, B,0) —
A(C',R'V").

Ademas, (g1, ¢2) es una derivacion y por tanto (di,ds) = (q1,q2) o (h1, he) :
(A,B,0) — (C',R',V') también lo es. O

Corolario 117 Sean (C, R,v) un mddulo cruzado y (C',R',vV') un (C, R,v)-
mddulo. El grupo abeliano Der((C,R,v),(C",R',V")) estd en corresponden-
cia biyectiva con los morfismos de mddulos cruzados (hi,hs) : (C,R,v) —
(C",R',V") x (C,R,v) tales que el siguiente diagrama es conmutativo:

(C,R,v)

(h1,h2)l W

(C',R',v)x (C,R,v) —= (C,R,v)

(p17p2)



Capitulo 3

Algebra homolégica de modulos
cruzados

3.1. (Co)Homologia de médulos cruzados

El siguiente objetivo es desarrollar una teoria de (co)homologia de médulos
cruzados con coeficientes de la forma (A, 0,0). Para ello, ahora consideraremos
modulos cruzados de algebras conmutativas unitarias (Modulos cruzados con
1). Por medio de la adjunciéon dada para estudiar la tripleabilidad, se puede
encontrar otra adjuncion entre Set y Modulos cruzados con 1. Esta se obtiene
como resultado de componer tres adjunciones:

Set == K-algebras
S KT [xq,..., 74

que es una de las dos adjunciones usadas en el capitulo relativo a la tripleabi-
lidad.

K-algebras =—= K-algebras con 1
Kty ...,zs) — Klx1, ..., T§]

99
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que es una adjuncién conocida, construida a partir de la adjuncién de anillos
[47]:
kere <— (H,¢)
Anillos =— Anillos con 1
A——=ABZ

donde ¢ es el morfismo aumentacion de H, H = Z. Y finalmente:
Cx R<—(C,R,v)
K-algebras con 1 =—< Médulos cruzados con 1
H+— (H,H ® H,in)

donde H denota el menor ideal de H ® H que contiene a todos los elementos
de la forma (h,0). La comprobacion de que esta es una adjuncion es completa-
mente andloga al caso de algebras sin unidad descrito para probar la tripleabi-
lidad, con la tnica diferencia de que el coproducto de dos algebras unitarias es
su producto tensor.

De ahora en adelante, para definir la teoria de (co)homologia, conside-
raremos un modulo cruzado (C,R,v) y un (C, R,v)-modulo, (4,0,0). Esta
estructura de (C, R, v)-modulo induce una acciéon de 0 x R sobre A x C'y, por
tanto, de R sobre A x C' (en particular, induce una acciéon de R sobre A) de
la siguiente manera:

e (0,7) % (a,c) = rx*(a,c) = (P1(r)(a),rc), donde c € C,r € Rja € Ay
(ar, B) es la accion de (C, R, v) sobre (4,0,0).

Ademas, A tiene estructura de R/v(C)-modulo, es decir, de m-modulo:
acabamos de ver que R actiia sobre A; ahora, aplicando la identidad de Peiffer
al modulo cruzado (A x C,0 x R,0xv) = (A x C,0 x R,7) se tiene que han
de coincidir:

o (7(a,c))(d'c') = (0,v(c))(d, ) = (v(c)a, v(c)c)
e (a,c)(d,d) = (ad + da+cd,cd) = (da+ cd,cd)

donde (a,c), (d/,) € AxC.
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Por tanto debe verificarse v(c)a = 'a 4+ ca’. Tomando a = ' y ¢ = 0 se
tiene que 0 = ca = v(c)a. Por tanto A tiene estructura de R/v(C)-modulo.

Observacion 118 El mddulo cruzado (A,0,0) es un (C, R,v)-modulo < A
es un C-mddulo ya que una sucesion exacta corta rota a la derecha:

0——=(A4,0,0) — (A,0,0) x (C,R,v) —= (C, R,v) ——=0
o escrita de otra manera:
0—=(4,0,0) —= (AxC,0x R,0xv) —=(C,R,v) —=0
que induce una sucesion exacta corta rota a la derecha:
0—A——AxXC—=C——0
Reciprocamente, si A es un C-modulo se tiene la sucesion exacta:
0—=A—=AxC <497> C——=0

que induce la sucesion exacta:

(f.pr2)
0— > (4,0,0) — > (A% C,0 % R,0 x ) == (C, R, v) — 0
(9,(0,id))

donde (g, (0,id))(c,r) = (g(c),r) para c € C,r € R, es claramente una seccion
de (fa pr?)‘

Es un hecho conocido que existe un isomorfismo Der((C, R,v), (A,0,0)) =
Homx vrod(c,rv)((C; R, 1), (A,0,0) x (C, R,v)). Ademés, es trivial compro-
bar que Hom x yrod/(c,r)((C; R,v), (A,0,0) x (C, R,v)) = Hompg(C, A); bas-
ta tener en cuenta que dado un morfismo de algebras f : C' — A, el morfismo
que induce en Homx yrod/(c,r) ((C; R, V), (A,0,0) x (C, R,v)) es:

c R

(O,f)l lid
OXv

AxC—R




102 3 Algebra homologica de modulos cruzados

y para que esto sea un morfismo de médulos cruzados debe verificarse que
dados ¢ € C,r € R, se tenga (0, f)(rc) = id(r)(0, f)(c); es decir, f(rc) =
rf(c) = f € Homg(C, A).

A continuacién vamos a interpretar estas derivaciones y el isomorfismo con
Hompg(C, A) desde el punto de vista de cat'-algebras. Para ello previamente
debemos considerar que la accion de (C, R, v) sobre (A, 0,0) induce una acciéon
de C' x R sobre A x 0, es decir, sobre A, de la siguiente manera:

o (c,r)xa=(c,r)*(a,0) = (r*a+cxa,0)=(61(r)(a) + alc)0(a),0) =
(Bi(r)(a),0) = Bi(r)(a), donde ¢ € C,r € Rya € Ay (a,3) es la accion de
(C,R,v) sobre (A4,0,0).

Ademas, como A es singular, es un C' x R-moédulo. A también es un -
modulo, ya que C x 0y 0 x v(C) actiian de manera trivial sobre A.

Una derivacion en cat!-algebras es, segtin [44], una derivacién de alge-
bras que conmuta con las operaciones l-arias w € €;\{—}. En nuestro ca-
so debemos interpretar Der((C x R, s,t),(A,0,0)). Por construccion, dado
(e,r) € C x R,s(c,r) = (0,r),t(c,r) = (0,7 + v(c)). Si consideremos d €
Der((C x R, s,t),(A,0,0)), para cumplir las conmutatividades con las opera-
ciones l-arias se debe verificar d(s(c,r)) = d(t(c,r)) = 0(d(c,r)) = 0. Es decir,
d(0,r) = 0 para todo r € R.

Con todo esto se tiene que Der((C x R,s,t),(A,0,0)) = {d € Der(C x
R, A) | d(0,R) = 0}; este conjunto se denotara por Der((C, R,v), A). Vamos a
comprobar que {d € Der(C x R, A) | d(0, R) = 0} es isomorfo a Hompg(C, A),
con lo cual las dos maneras de ver las derivaciones son equivalentes.

Definimos « : {d € Der(C x R, A) | d(0,R) =0} — Hompg(C, A)
d — a(d)

donde a(d)(c) = d(c,0). Esta aplicacion es un isomorfismo:

e « es inyectiva trivialmente.
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e «a es sobreyectiva ya que dado f € Homp(C,A) su preimagen es d |
d(e,7) = f(c). Asi definida d pertenece al dominio; claramente d(0,R) = 0
y ademas es una derivacion ya que dados (¢,7), (¢/,7’) € C x R tenemos que
d((e,r), (")) =d(cd +rd +1'e,rr’) = fled +rd +71'c) = f(ed) + f(rd) +
f(r'e) = fle)f(d)+rf(d)+ 7" f(c). Como A es singular, se tiene que esto es
igual a (¢, r)f() + (") f(c) = (e,r)d(d,r") + (¢, r")d(e, 7).

Si pasamos a la categoria coma sobre (C, R, v) se tiene un funtor contrava-
riante Der(—, A) : XMod/(C, R,v) — C x R-Mod; de hecho, dado un objeto
(C",R',V') — (C,R,v) la acciéon de (C,R,v) sobre A induce una acciéon de
(C',R', V") sobre A.

La comprobacion del caracter funtorial es inmediata. Der((C’, R',v") —
(C,R,v), A) (que denotaremos por Der((C',R',v'), A) cuando el contexto sea
claro) es isomorfo a Homp(C" — C, A) que es un grupo abeliano. La estructura
de C x R-Mod es la inducida por la estructura de C' x R-Mod de A; es decir,
dados (¢,7) € C x R,(d,7") € C" x Ry d € Der((C',R',V'), A) se tiene
((e,m)d)(c,r") = (¢,r)(d(d,r")). Claramente, (¢, r)d(0, R) = 0.

Observacion 119 Las derivaciones Der((C, R,v), A) que se acaban de definir
son una particularizacion de las derivaciones que se definieron para el caso de
dos mddulos cruzados generales Der((C, R,v), (A, B,o)) donde, en el caso que
acabamos de tratar, B = 0,0 = 0.

Observacion 120 Cuando se quiera explicitar sobre qué anillo H se conside-
ran las derivaciones se hablard de una H-derivacion y se usard la notacion

Derg((C,R,v),A) ={d € Derg(C x R, A)|d(0,R) = 0}.

A continuacion vamos a estudiar el objeto anédlogo a las diferenciales en la
categoria de algebras conmutativas, esto es, un objeto que proporcionara un
funtor que representa a las derivaciones.

Sabemos que Der(C x R, A) =2 Homoxr(Qoxr, A), siendo Qowpr las dife-
renciales definidas en algebras conmutativas [2], es decir, Qowpr = I /12, donde
I =ker((CxR)®(CxR)— (CxR)).
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Homeoxwr(Qowr, A) — Der(C x R, A)
fr— fod

donde ¢ € Der(C x R,Qcwr),d(c,r) = (¢,r) ® (0,1) — (0,1) ® (¢, 7).

El objeto que interesa estudiar es Der((C, R,v), A) = {d € Der(C x R, A)
| d(0, R) = 0}; para ello se debe imponer la restriccion fod(0,7) = 0, es decir,
f((0,7)®(0,1) — (0,1) ® (0,7)) = 0.

Ademas, dada d € Der((C, R,v), A), el morfismo f € Homcxr(Qoxr, A)

al que corresponde se anula en:
e < (0,7r)®(0,1) >: f((0,r)®(0,1)) = (0,7)d(0,1) = 0.
e < (0,1)®(0,r) >: f((0,1) ® (0,7)) = (0,1)d(0,7) = 0.

Por tanto se tiene el isomorfismo Homexr(Qoxr/ < (0,r—1)®(0,1—7) >
,A) = Der((C,R,v), A). Este isomorfismo motiva la siguiente definicion.

Definiciéon 121 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado. Se definen las diferenciales
Dfo(C,R,V) - QCNR/ < (0,7’) ® (07 1) - (071) ® (0,7’) >

Observacion 122 C, R y C' x R son K-dlgebras; los tensores intervinientes
en la definicion de Dif f(C, R,v) se realizan, en este caso, sobre K. Cuando se
quiera explicitar sobre qué anillo se realizan estos tensores, se usard la notacion

Diff((C,R,v)/K) = Qcmyx/ < (0,7) @ (0,1) = (0,1) @ (0,7) > .

Observacion 123 Se puede comprobar trivialmente que se tienen dos funtores
Der((C,R,v),—),Dif f(C,R,v)®—: C x R-Mod — C x R-Mod. El isomor-
fismo senalado antes de la definicion muestra que Der((C, R,v), —) es adjunto
por la derecha de Dif f(C,R,v) ® —.

Observacion 124 Dif f(C, R,v) tiene estructura de C' x R-mddulo, que here-
da de Qo wr. Ademds, y por analogia con el caso de dlgebras conmutativas, da-
do un C' x R-mddulo A se usard Dif f((C,R,v),A) o Dif f((C,R,v), (A,0,0))
para denotar (Qoxr/ < (0,7) ® (0,1) — (0,1) ® (0,7) >) ®cxr A.
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Las diferenciales verifican cierto tipo de propiedad universal, como se vera
en la siguiente proposicion.

Proposicion 125 Sea (C, R,v) un modulo cruzado y (A,0,0) un (C,R,v)-
mddulo. Dada una derivacion h € Der((C,R,v), A) existe un inico morfismo
de C x R-mddulos f : Dif f(C,R,v) — A que hace conmutativo el siguiente
diagrama:

C x R—2=Diff(C,R,v)

h ///Jj

A

A

donde D es la composicion de la derivacion d : C x R — Qowr y la proyeccion
en el cociente Qowr — Diff(C,R,v).

Demostracién:
Utilizando la propiedad universal que verifica d se tiene un morfismo ¢ :
Qoxr — A que hace conmutativo el diagrama:

CxR—%Qcun

Ademés, dado r € R se tiene que ¢((0,7) ® (0,1) — (0,1) ® (0,7)) =
g(d(0,7)) = Rh(0,7) = 0. Por tanto, el morfismo g se puede extender, obte-
niendo el diagrama:

[ Qcxr —— Dif f(C, R, v)

-
-
g ~
J/ ///f

A

A

donde I denota el ideal < (0,r) ® (0,1) — (0,1) ® (0,7) >. Ademés, fo D =
fopod=god=h. O

Considerando la categoria coma sobre (C, R,v) obtenemos un funtor co-
variante Dif f(—, A) : XMod/(C,R,v) — C x R-Mod; al igual que para las
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derivaciones dado un objeto (C’, R',v') — (C, R, v) la accion de (C, R, v) sobre
A induce una accion de (C’, R',v') sobre A.

El caracter funtorial es de comprobacién trivial. La estructura de C x
R-Mod de Diff((C",R',V) — (C,R,v),A) es la inducida por la estructura
de C x R-Mod de A; por tanto, serfa inmediato dotar de méas estructura a
Diff(C",R,v') — (C,R,v), A) si a A se le pide también una mayor estruc-
tura (en el caso de las derivaciones habria que hacer también alguna consid-
eracion sobre los modulos cruzados intervinientes). Cuando el contexto sea
claro se usaré la notacion Dif f((C', R',v"), A).

Antes de definir la (co)homologia veremos algunos lemas referentes a las
propiedades de las derivaciones y las diferenciales.

Lema 126 Sea un mddulo cruzado (C, R,v) tal que C es libre, A una C x R-
dlgebra y W un A-mddulo. Si K es una familia de generadores independientes
de C y a cada k € K se le asocia una copia Wy del A-mddulo W, se tienen los
isomorfismos naturales de A-mddulos:

Der((C,R,v),W) = ng

Demostracion:

Una derivacion d € Der((C, R,v), W) viene determinada por los valores que
toma en los elementos (c,0), donde ¢ € C, ya que dado r € R se tiene que
d(c,r) =d(c,0) + d(0,r) = d(c,0).

Por tanto, dada una familia de elementos w; € W, k € K, existe una sola
derivacion d € Der((C, R,v),W) tal que d(k) = wy, donde k € K y entonces
se tiene que Der((C, R,v),W) = II;IW;{;

Para probar el isomorfismo relativo a las diferenciales consideramos otro
A-modulo W’. Se tienen los isomorfismos:

Homu(Dif f((C,R,v),W),W') = Homa(Dif f(C, R,v)QW,W') = Hom s (W,

Homu(Dif f(C,R,v),W'))=Homs(W, Der((C,R,v), W'))= Homs(W,TIW})
=THoma(W,W)) = Hom (W, W').
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Como esto se ha probado para cualquier A-modulo W’ se verifica que

Lema 127 Sea un mddulo cruzado (C, R,v) tal que C es libre. Sean A una
C X R-dlgebra y W, M A-mddulos. Se tiene un isomorfismo natural de A-
mddulos:

Dif f((C,R,v),W) ®a M = Dif f((C,R,v), W @4 M).

Ademds, si C' es de tipo finito se tiene un isomorfismo natural de A-
mddulos:

Der((C,R,v),W)®a M = Der((C,R,v),W ®4 M).

Demostracion:

Basta tener en cuenta el lema anterior, que el tensor conmuta con las sumas
directas y que en el caso de que C sea de tipo finito el producto directo y la
suma directa coinciden. O

Lema 128 Sea un mddulo cruzado (C,R,v) tal que C es libre. Sean A una
C % R-dlgebra, I un sistema filtrante y (Wi, fij) un sistema inductivo de A-
modulos. Existe un isomorfismo natural de A-mddulos:

hl)nDfo((Cv R, V)a Wz) = szf«C’ R, V)?@Wi)'

Ademds, si C es de tipo finito existe un isomorfismo natural de A-mddulos

limDer((C, R,v), W;) = Der((C, R,v), imW;).

Demostracion:
Basta tener en cuenta que las sumas directas y los limites inductivos conmu-
tan. (|

Lema 129 Sea un mddulo cruzado (C,R,v) tal que C es libre. Sean A una
C % R-dlgebra y W un A-mddulo plano/libre/proyectivo. Se verifica que el A-
mddulo Dif f((C,R,v),W) es plano/libre/proyectivo respectivamente.
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Ademds, si C' es un dlgebra de tipo finito se verifica que el A-mddulo
Der((C,R,v),W) es plano/libre/proyectivo respectivamente.

Demostracion:
Basta tener en cuenta que las sumas directas de modulos libres, planos o proyec-
tivos son también moédulos libres, planos o proyectivos, respectivamente. [

Lema 130 Sea un mddulo cruzado (C,R,v) tal que C es libre. Sean A una
C x R-dlgebra y W un A-mddulo inyectivo. El A-mddulo Der((C,R,v),W) es

mnyectivo.

Ademds, si C' es un dlgebra de tipo finito se wverifica que el A-mddulo
Diff((C,R,v),W) es inyectivo.

Demostracion:
Basta tener en cuenta que el producto directo de médulos inyectivos es también
inyectivo. Il

Lema 131 Sea un mddulo cruzado (C,R,v) tal que C es libre y A es una
C x R-dlgebra. Sea:

0 w’ w w” 0

una sucesion exacta de A-mddulos. Entonces existen dos sucesiones exactas de
C-mddulos:

0= Diff((C,R,v),W') = Dif f(C,R,v),W) = Dif f((C,R,v), W") =0
0 — Der((C,R,v),W') — Der((C,R,v),W) — Der((C, R,v), W") —0

Demostracion:
Basta tener es cuenta que las sumas directas y los productos directos de suce-
siones exactas son sucesiones exactas. O

La adjuncién previamente mencionada entre Set y Modulos cruzados con 1
induce una adjuncién entre las categorias coma X Mod/(C, R,v)y Set/U(C, R,
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v). Denotando por FU el cotriple correspondiente, para construir la (co)homolo-
gia de (C, R,v) con coeficientes en el (C, R,v)-modulo (A4,0,0), se derivaran
los funtores Dif f(—, A) y Der(—, A) respecto al cotriple FU.

Definiciéon 132 Sea (C, R, v) un mddulo cruzado y (A, 0,0) un (C, R, v)-mddulo.
Se define, para cada n > 0 :

H,((C,R,v),A) = H,Dif f(FU.(C,R,v), A).
H™((C,R,v),A) = H"Der(FU,(C,R,v), A).

Observacion 133 Dado un mddulo cruzado (C, R, v), para calcular su (co)ho-
mologia, también se pueden usar algunas resoluciones no estandar, como por
ejemplo, una resolucion simplicial proyectiva, es decir, un complejo simplicial
aumentado de mddulos cruzados (C,R,v), — (C,R,v) tal que (C,R,v), es
proyectivo para todo n > 0 y la aplicacion simplicial inducida entre U(C, R, V)«
y el complejo simplicial constante U(C, R,v), es una equivalencia de homo-
topia.

Como la resolucion obtenida utilizando la adjuncion FU es una resolucion
simplicial proyectiva, se tiene que para cualquier otra resolucion de este tipo
(C,R,v) y un (C,R,v)-mddulo A se verifican los isomorfismos [8]:

Hn((C, R, v), A) = Hy(Dif f((C, R, v)+, A)).
H™"((C,R,v),A) =2 H,(Der((C,R,v), A)).

U((C,R,v).) es el conjunto simplicial Cy X R, y por tanto U((C, R,v))
es siempre un conjunto simplicial de Kan. Por ello, U(C,R,v), — U(C, R,v)
es una equivalencia de homotopia si y solo si los morfismos simpliciales Cy —
C,R. — R son equivalencias débiles, es decir, si mo(Cy) = C,mo(Rs) = R y
mi(Cy) = mi(Rs) = 0 para todo i > 0.
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Observacion 134 La (co)homologia definida generaliza la (co)homologia de
dlgebras conmutativas singulares.

Dada un dlgebra singular C' se tiene el médulo cruzado (C,0,0); sea (A, 0,0)
un C-mddulo. En este caso Der((C,0,0),A) = {d € Der(C x0,A) | d(0,0) =
0} = Der(C, A) y por tanto H"((C,0,0),(A,0,0)) = H"(C, A).

Por otro lado Dif f((C,0,0)) = Qcxo/ < (0,7)®(0,1) — (0,1) ® (0,7) >=
Q¢ y por tanto Hy,((C,0,0),(A,0,0)) = H,(C, A).

La homologia induce un funtor
H,((C,R,v),—):C x R-Mod — C x R-Mod

Ademas, este funtor puede verse como un funtor covariante en ambas va-
riables, ya que si se tiene f : (C, R,v) — (C’, R',v') un morfismo de modulos
cruzados, A un C x R-moédulo, A" un C’ x R'-mo6dulo y un morfismo entre
ellos g : A — A’, estos inducen morfismos o : C x R — C' x R, : Qowg —
Qcrwr,a: Dif f(C,R,v) — Dif f(C',R',V'),a : Dif f((C,R,v),A) — Diff
((C',R',V),A") y por tanto tenemos un morfismo w : H,((C,R,v),A) —
H,((C",R',V),A".

Analogamente, la cohomologia también induce un funtor H"((C, R,v), —) :
C x R-Mod — C x R-Mod, pero en este caso, si lo consideramos como funtor
en dos variables, es contravariante en la primera.

Proposicion 135 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado y (A,0,0) un (C,R,v)-
maodulo. Se verifica:

i) Ho((C, R, v), A) = Dif f((C, R, v), A).
HY((C,R,v), A) = Der((C, R,v), A).

i1) Si (C, R,v) es un mddulo cruzado proyectivo se verifica que:
H,(C,R,v),A)=0 H"((C,R,v),A) =0 para todo n > 0.

i71) Dada una sucesion ezacta corta de (C, R, v)-mddulos:
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0 A’ A A" 0

se tienen sucesiones exactas largas en (co)homologia:

.. — H,((C,R,v),A") — H,((C,R,v),A) — H,((C,R,v),A”) — H,_1((C, R,
v),A) — ..

.. = H"((C,R,v),A") — H"((C,R,v),A) — H"((C, R,v),A") — H" ((C, R,
v),A) — ..

Demostracion:
Esta proposicion es consecuencia de la teoria general del cotriple. U

Proposiciéon 136 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado y {(A;,0,0)}; una familia
de (C, R,v)-mddulos. Se verifica que:

Ho((C, R,v), B4;) = H,((C, R v), 4).

Demostracion:
La prueba es consecuencia de los dos isomorfismos siguientes:

a) (C,R,v)® ?(Aj, 0,0) = ?((C, R,v)® (A;,0,0)).

Vv

b) Diff((C,R,u),EJ]Aj) = Qexr/ < (0,7) ® (0,1) — (0,1) ® (0,7)
® (45, 0,0) = B/ < (0,1) ® (0,1) = (0,1) © (0,7) > ©(4;,0,0))
SDIff((C. R, v), 4y).

La prueba del segundo isomorfismo es trivial, asi que vamos a ver el primero:

(C,R,v) ®§(Aj,0,0) =(R® ?Aj)/lma,0,0) =~ (%](R@Aj)/lma,(),()) =
%]((R ® A;)/Ima,0,0) = %]((C, R,v) ® (4;,0,0)).

O

Proposicion 137 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado y {(Ay,0,0)}; una familia
de (C, R,v)-mddulos. Se verifica que:

H((C, R,v), 1L4;) = LLH"((C, R, v), 4;).
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Demostracion:
DGT((C, R, I/),l}Aj) = HomCX]R(QCXIR/ < (O,T) ® (O, 1) — (O, 1) ® (0,7“) >
,I;IAJ-), pero esto es isomorfo [31] a lj]IHomCNR(QCNR/ < (0,7) ® (0,1) —

®
=
=
v
=

O

(0,1)® (0,r) >, Aj) = I}Der(QcXR/ < (0,7r)®(0,1) —(0,1)

Teorema 138 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado, (A,0,0) un (C, R,v)-médulo
y (W,0,0) un (A4,0,0)-mddulo (es decir, W un A-mdédulo). Existe un isomor-
fismo de A-mddulos:

H,(C,R,v),A)®a W = H,((C,R,v), W)

st se verifica alguna de las condiciones siguientes:
o W es un mddulo plano.

o El funtor H,((C,R,v),—) : C x R-Mod — C x R-Mod es ezacto a la
derecha.

Demostracion:

Ho((C,R,v), A) @4 W = H,((C,R,v), A g W) = H,((C, R, v), W).

El primero de los isomorfismos consiste en aplicar el lema 2.18 de [2]; es
posible aplicar este lema ya que H,((C, R,v),A) = H,Dif f(FU.(C,R,v), A)
y Dif f(FU.(C, R,v),A) es un complejo de cadenas en la categoria de &lgebras
conmutativas. O

Observacion 139 La seqgunda hipdtesis se puede cambiar por la condicidn de
que el funtor H,_1((C,R,v),—) : C x R-Mod — C »x R-Mod sea exacto a la
1zquierda: Sea:

0——(4,0,0) —(4,0,0) — (A4”,0,0) —0

una sucesion exacta de (C, R,v)-mddulos; Podemos entonces escribir la suce-
sion exacta larga de homologia:

= Ho((C,R,v), A) S Ho (G, H,w), A") % H, 1 ((C, R, v), A" 2 H,_1((C,
R7 V), A) [N
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Como Hy,—1((C, R,v),—) es ezxacto a la izquierda se tiene que:

ker=0=Imw=0= kerw=H,((G,H,w),A”) = Ima = H,((G, H,w),
A") = « es sobreyectiva.

Teorema 140 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado, (A,0,0) un (C, R,v)-mddulo
y (W,0,0) un (A,0,0)-mddulo (es decir, W un A-mddulo). Existe un isomor-
fismo de A-mdodulos:

H"((C,R,v),W) = Homu(H,((C,R,v),A), W)
si se verifica alguna de las condiciones siguientes:
e W es un mddulo inyectivo.

o El funtor H"((C,R,v),—) : C x R-Mod — C x R-Mod es ezxacto a la
1zquierda.

Demostracion:

La demostracion es dual a la del teorema anterior, teniendo en cuenta que, al ser
Homy(—, W) un funtor contravariante, Hom4((C, R,v)., W) es un complejo
de cocadenas. O

Observacion 141 La sequnda hipdtesis se puede cambiar por la condicion de
que el funtor H" 1((C,R,v),—) : C x R-Mod — C x R-Mod sea exacto a la
derecha.

Proposicion 142 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado, A una C x R-dlgebra, W
un A-mddulo y M un A-mddulo plano. Entonces existen isomorfismos natu-
rales:

Hn((cv R, I/),W) ®a M = Hn((C7 R, V)7W®A M)

Ademds, si K es noetheriano y el dlgebra C' x R es de tipo finito se tienen
los isomorfismos naturales:

Hn((C7R7V)7W) ®a M= Hn((C,R,I/),W(X)A M)
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Demostracion:
Este resultado se obtiene aplicando el lema 4.58 de [2], que puede ser utilizado
ya que tanto Dif f(FU.(C, R,v), A) como Der(FU,(C, R,v), A) son complejos

en la categoria de algebras conmutativas. O

Corolario 143 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado, A una C x R-dlgebra, W
un A-mddulo y S un subconjunto de A multiplicativamente cerrado. Se tienen
isomorfismos naturales:

S=UH,((C, R, v),W) 2 H,((C,R,v),S~'W).

Ademds, si K es noetheriano y C x R es de tipo finito, se tienen los iso-
morfismos naturales:

S=YH™((C, R, v), W) = H((C, R, v), S~'W).

Demostracion:
Es un caso particular de la proposicién anterior considerando el A-modulo
plano S™'C, ya que W ®@¢ S~1C = S~1W. O
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3.2. Extensiones de moédulos cruzados y sucesiones
exactas

Definiciéon 144 Sean (C,R,v) y (G, H,w) dos mddulos cruzados tales que
existe un morfismo (C, R,v) — A(G, H,w). Una extension central de (C, R,v)
por (G, H,w) es una sucesion exacta corta:

=(i7) F=(f.1")

— (G, H, ) (A,B,0) —>(C,R,v) —=0

tal que dados g € G,h € H,a € A,b € B se verifica la igualdad (a,b)I(g,h) =
I(F(a,b)(g, ).

Observacion 145 Debido a esta igualdad se tiene que (G, H,w) debe ser sin-
gular (y por tanto, un (C, R,v)-mddulo):

e Sean h,h' € H; consideremos los elementos h e i'(h') € B. Se tiene
que (0,4 ()10, h) = (0,7 (1"))(0,4'(h)) = (0,i"(h")i(h)) = (0,7 (hh')). Pero
esto, a su vez, debe coincidir con I(F((0,7'(h"))(0,h)) = I((0, f'i'(h'))(0,h)) =

I(0) = 0. Luego hh' =4'(hh') = 0.

e Sean g € G, h € H; consideremos los elementos g ei'(h) € B. Se tiene que
(0,4'(h))I(g,0) = (0,4 (h))(i(g),0) = (i'(h)i(g),0) = (i(hg),0). Pero esto, a su
vez, debe coincidir con I(F((0,i7(h))(g,0)) = I((0, f'i'(h))(g,0)) = I1(0) = 0.
Luego hg = i(hg) = 0.

Observacion 146 Dado (G, H,w) un (C, R,v)-mddulo siempre se tiene la ex-
tension trivial:

I= (zd 0)

0—— (G, H,w) (@, H,w) % (C,R,v) =2 (C,R,v) — >0
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o escrito de otra manera:

0—— (G, H,0) =G % O, H x R,w » ) 272 (C, R, 1) —— 0

Esta es una extension central ya que coinciden:

o I((F((g,h), (c,r))g", 1)) = I((e,7)(g", ")) = I(cg',rh") = ((eg', 7h"), (0,0)).
* ((g,¢), (h,7))I(g', 1) =((g, h), (c,7))((g', "), (0,0)) = ((99'+cg’,rh’), (0,0)) =

((cg', "), (0,0)),
donde ce C,r € R,g,9' € G,h,h/ € H.

Definicion 147 Dos extensiones centrales (A, B,o), (A, B',0’) de (C,R,v)
por (G, H,w) se dice que son congruentes si existe un morfismo (es decir, un
isomorfismo) f : (A, B,o0) — (A', B',d’) tal que el diagrama:

0—— (G, Hw)—(A,B,0) — (C,R,v) —=0

\ v /
(A, B',d")

es conmutativo.

Esta relacion de congruencia, que denotaremos por (A, B,o) = (A', B',d'),
es una relacion de equivalencia. Se denotara por Ex((C, R, v), (G, H,w)) el con-
junto de todas las clases de equivalencia de extensiones centrales de (C, R,v)
por (G, H,w).

Lema 148 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado tal que C es un cociente de K,
C = K/I. Consideremos un (C, R,v)-mddulo (A,0,0). Se tiene entonces que
Ex((C,R,v),A) = Exz((C,R,v),(A,0,0)) = Ex(C, A).

Demostracion:
Consideremos un elemento de Exz(C, A):
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donde f es un morfismo de K-algebras, y en particular de K-moédulos. Como
C’ es un C-mobdulo y existe un morfismo sobreyectivo K — K/I = C' se tiene
que f es de C-modulos [48], y también de R-modulos.

S N
EN.
0 0 R—4. R 0

. vof .
Se verifica que C' — R es un moédulo cruzado:

e (rof)e)d =v(f(c)d = f(e)d =cd, donde ¢, € C'.
e (vo f)(rec)=v(f(rc)) =v(rf(c)) =rv(f(c)), donde c € C',r € R'.
Ademas, se verifica trivialmente que (f,id) es un morfismo de modulos

cruzados. Finalmente veremos que este diagrama cumple la igualdad necesaria
para que sea una extension de (C, R,v) por (4,0,0) :

Usaremos la notacion I = (4,0), F = (f,id) para los morfismos de modu-
los cruzados. Se tiene que (¢,7)I(a,0) = (¢,r)(i(a),0) = (ci(a) + ri(a),0) =
(i(f(c)a) +i(f(r))a,0) = I(f(c)a + f(r)a,0) = I((f(c), f(r)),(a,0)), donde

acAceC',reR.

El resto de comprobaciones son inmediatas. O

Teorema 149 (de clasificacion)

Sea (C, R,v) un mddulo cruzado tal que C' es un cociente de K, C = K/I.
Dado (A,0,0) un (C, R,v)-mddulo se tiene un isomorfismo:

Ex((C,R,v),A) = H((C,R,v), A).
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Demostracion:
Consideremos la resoluciéon usada para calcular la cohomologia de (C, R, v) :

—=(J,J®J,in) —= (H,H ® H,in) —= (C,R,v) —0

T~

(C,R,v)

donde H = K[C x R] y J = K[H x (H ® H)|]. Aplicando los coeficientes
correspondientes y considerando el complejo asociado se obtiene:

0— Der((C,R,v),A) — Der((H,H ® H,in), A) = Der((J,J ® J,in), A) - -

Der((C,R,v),A)

Utilizando el isomorfismo entre las derivaciones y los homomorfismos se
tiene el complejo:

0 — Homp(C,A) — Hompygy(H,A) — Hom jg;(J, A) —

Tanto H como J son algebras de polinomios sobre K; debido a esto, existen
morfismos sobreyectivosde HQ H y J®J a K, y por tanto a C' = K/I; ademas
H y J son C-moédulos. Con todo esto, el complejo cadena se puede sustituir
por otro complejo isomorfo [48]:

0— Hom¢(C,A) — Hom¢(H, A) — Homg(J, A) —
Este complejo nos permite calcular la cohomologia de C' con coeficientes

en Ay por tanto H'((C, R,v), A) & Ex(C, A) = Ex((C, R,v), A). O

Definiciéon 150 Sea (C,R,v) un mddulo cruzado. Se dice que (C,R,v) es
débilmente liso (sobre K) si para cualquier extension central de un mddulo
cruzado (A, B, o) por otro del tipo (A’,0,0) :
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0—= (A',0,0) —= (A", B,o") —L (4, B,0) —=0
y para cualquier morfismo g : (C,R,v) — (A, B,o) existe un morfismo h :
(C,R,v) — (A" ,B,d") tal que foh=g.
(K,K,id) —— (C,R,v)

ho-"
-
A

0 — (4,0,0) — (A", B,o") —L = (A,B,0) — 0

Ejemplo 151 Cualquier médulo cruzado del tipo (K [x1, ..., xn], K[2z1, ...20], id)
es débilmente liso.

Teorema 152 En las condiciones del teorema de clasificacion, un mddulo
cruzado (C,R,v) es débilmente liso si y solo si H'((C,R,v),A) = 0 para
todo (C, R,v)-mddulo A.

Demostracion:

Léj”
Como (C,R,v) es débilmente liso dado un (C, R,v)-modulo (A4,0,0) se

tiene diagrama:

(C,R,v)
9 .
/ lzd

0——(4,0,0) —> (A", R,v)) 1= (C,R,v) —=0

es decir, se tiene una seccion def, fog = id. Por tanto (A’, R, V') es isomorfo a
(A,0,0) x (C, R,v) y la extension es la trivial; con esto H!((C, R,v), A) = 0.

£(¢77
Consideremos una extensién central:
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y un morfismo (g,¢’) : (C, R,v) — (A, B, o). Construimos ahora el cuadrado
cartesiano relativo a los morfismos (g,¢’) : (C,R,v) — (A4, B,0),(f, f) :
(A", B,0") — (A,B,0):

(G, H,w) L (0 R, v)

|
(i,i’)l l(%g’)
00— (4",0,0) — (4, B,0) — (A,B,0) —=0

Este cuadrado cartesiano se construye a partir de los dos cuadrados carte-
sianos siguientes en la categoria de algebras conmutativas:

G—C H——R
R T
A—A B——B

Se tiene por ello que H = Ry ademas el nticleo de G — C es A”. Por tanto
se puede reescribir el diagrama:

O*)(A”,O,O)H(G,H,W)M(C,R,V)HO

|
i (i,i’)l l(gy’)
(f.f")

0—= (A",0,0) —= (A", B,0) 14 (A, B,o) —=0

donde la fila superior es una extension central. Esta extension debe ser trivial
ya que H*((C, R,v), A”) = 0 y por tanto existe una seccién de (h, h’), es decir,
(4,5) : (C,R,v) — (G, H,w) tal que (j, j')o (h, h') = id(q ). De esta manera
(i,7") o (4,4') es el levantamiento de (g, ¢’). O



3.2 Extensiones de médulos cruzados y sucesiones exactas 121

Teorema 153 (Primera sucesion exacta fundamental)

Sea (C,R,v) un modulo cruzado y H un anillo tal que existe un morfismo
de anillos j : H — K. Entonces hay una sucesion exacta:

Diff((K.K,id)/H)®x (Cx R) % Dif f((C,R,v)/H) 2 Dif f((C,R,v)/K)

— 0

Los morfismos « y B vienen dados por las expresiones:

a(D(k, k') @ (c,r)) = (¢,r)D'(f(k), g(K'))
ﬂ(D/(C, 7’)) = DN(C7T)

donde f y g son los morfismos f : K — C,g : K — R que existen por
ser C'y R K-dlgebras y D, D" y D" representan los morfismos naturales D :
Kx K — Diff(K,K,id),D' : C x R — Diff((C,R,v)/H),D" : C x R —
Diff((C,R,v)/K).

Demostracion:

De la misma forma que en el enunciado del teorema, en la demostracién vamos
a realizar un abuso de notacién omitiendo las clases de equivalencia para que
esta sea mas clara.

Los morfismos a y 3 estan bien definidos ya que «(((0, k) ® (0,1) — (0,
(0,k)®(c,r)) = a(D(0,k)®(c,r)) = (¢, 1) D'((f,9)(0, k)) = (c,r)D'(0, g(k
0y B((0,r)®(0,1) = (0,1) ® (0,7)) = B(D'(0, 7“)) D"(Oﬂ“) 0.

El médulo cruzado (C, R,v) es un objeto de X Mod, pero por medio del
morfismo j : H — K es también un objeto de X Modp.

El morfismo § es claramente sobreyectivo. Para comprobar la exactitud de
la serie se aplicara el lema de Yoneda [51] en la categoria de C' x R-modulos;
con esto se tiene que es suficiente comprobar la exactitud de:

Homgr(Dif (K, K,id)/H)®x (CxR), A) & Homexr(Dif f((C, R,v)/H),
A) & Homewr(Dif f((C, R, v)/K), A)

para cualquier C'x R-moédulo A. A su vez, y teniendo en cuenta el isomorfismo
(C % R) ®xr)y A = A, esta sucesion es equivalente a:
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Derp((K, K,id), A) <*— Dery((C, R, v), A) <" Derg((C, R, v), A).

e Im 3* C ker o* ya que cualquier K-derivacion d : (C, R,v) — (A,0,0) se
anula sobre K x K.

e kera* C Im f3* : sea d una H-derivacion d : (C, R,v) — (A,0,0) tal que
d(K x K) = 0. Como ademas d(0, K) = 0, se tiene que d(K,0) = 0 y por tanto
d es una K-derivacion [29]. O

Teorema 154 (Segunda sucesion exacta fundamental)

Sea (C, R,v) un mddulo cruzado e (I,J,p) un ideal cruzado. Entonces se
tiene una sucesion ezxacta:
(IxJ)/[IxJ,IxJ] % Dif f(C, R, 1)@ (CxR)/(IxJ)) > Dif f((C,R,v)/
(I, ;) = 0

donde a es el morfismo a(i,j) = D(i,j)®(0,1), con D la composicion C xR LA
Qcxr — Dif f(C,R,v).

Demostracion:
Como ya se ha hecho en el anterior teorema, en este también se van a omitir
las clases de equivalencia en la notacion.

Sean (i,7) € IxJ,(¢,r) € CxR;se tiene que (¢, 7) (2, 7)) = d((4,7)(e, 7))@
(0.1) = (e.)d(i, ) © (0,1) + (i, j)d(e,r) ® (0,1) = d(i ) & (c.r). Por tanto,
a es C' x R-lineal.

Ademas, dado (¢, j') € I x J se tiene que «((¢, j')(i,7)) = 0 y el morfismo

esta bien definido.

Aplicando el lema de Yoneda, la exactitud de la sucesién propuesta es
equivalente a la exactitud de:

Home /s ((I 3 J)/[I x J, 1 x J],A) & Homegyp/r«s(Dif f(C, R, v) @K
((Cx R)/(I % 7)), 4) & Homesxp/ras(Dif f((C, R, v)/(I,J,¢)),A) < 0
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para cualquier (C'x R)/(I x J)-moédulo A. Ademas, esta sucesion la podemos
sustituir por:

Homeg 1y (Ix1)/[T50], IxJ), A) & Derge((C, R,v), A) & Der((C, R,
v)/(I,J,),A) — 0.

e 0% es inyectiva trivialmente.
eImpB* Ckera*:seadeImfB*=d(I xJ)=0=d¢e kera™.
e kera* CImf3* :sead: C'x R — Auna K-derivacion tal que d(0, R) = 0;

(a*d)(i,5) = d(i, 7). Si a*(d) =0=d(I x J) =0y d se puede ver como una
K-derivacion de C' x R/I x J en A que ademas verifica d(0, R) = 0. O
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3.3. (Co)Homologia de modulos cruzados asféricos

Definicion 155 Se dice que un mddulo cruzado (C, R,v) es asférico si el mor-
fismo v es inyectivo.

Los médulos cruzados asféricos forman una subcategoria dentro de los mo-
dulos cruzados, que ademas es isomorfa a la categoria de morfismos de dlgebras
sobreyectivos:

Morfismos sobreyectivos — Moédulos cruzados asféricos
f:R— R +— (ker f,R,in)

Mobdulos cruzados asféricos — Morfismos sobreyectivos
(C,R,v) — R — R/v(C)

Ademas, sean R, R’ dos K-algebrasy f : R — R’ un morfismo sobreyectivo
entre ellas. (ker f, R,in) es claramente un modulo cruzado asférico. Ademés,
a este modulo cruzado le corresponde el morfismo f : R — R/ker f = R’
La comprobacion reciproca es también inmediata. Al modulo cruzado asférico
inducido por un morfismo sobreyectivo lo denotaremos por X M(f).

Ahora, sea A un algebra singular tal que existe una accion de X M (f) sobre
ella, es decir, (4,0,0) es un X M(f)-modulo. En este caso, A es un R’-médulo
y también un R-moédulo via f.

Lema 156 Sean f : R — R',f' : ' — R morfismos de dlgebras tales que
ff =1id. Sea A un XC(f)-mddulo. Se verifica que hay una sucesion ezacta
corta:

0 — Der(R'; A) —— Der(R, A) — Der(XC(f),A) —=0

Demostracion:
Definimos:
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a: Der(R,A) — Der(XC(f),A)
d — (a(d))(i, j) = d(z)

Se verifica que:

i)(a(d))(0,) =0

i) (e(d)) (4, 7) (@', 5)) = (a(d)) (@@ +j"i+ji’, jj') = d(id’ +j'i+ji') = d(ii")+
d(j'i) 4 d(ji") = id(i") +4'd(i) + j'd(i) +id(j") + jd(i") +i'd(j) = j'd(i) + jd(i").
Esta ultima igualdad se tiene porque la accion de ker f sobre A es trivial.

Por otro lado (i, j) (a(d) (7', j'))+ (7', ') (a(d) (i, ) = (i,5)d(i")+(7', j)d(i) =
Jd(i’) + j'd(9).

Los dos puntos anteriores prueban que a(d) € Der(XC(f),A). Ademas,
dada d € Der(XC(f),A), se verifica que d( 1) = d'(i+ f' f(i),0) es la preimagen
7)-

de d ya que (a(d))(i,i) = d(i) = d'(i,0) = d'(4,

La exactitud en los otros términos es inmediata. O

Consideremos un morfismo de algebras sobreyectivo f : R — R’ y sea A un
XC(f)-moédulo. Denotaremos por Ty (R, A),T*(R, A) los complejos estandar
utilizados para computar la (co)homologia de R con coeficientes en A.

El morfismo f induce un morfismo inyectivo de cadenas Ty (R, A) — Ty(R', A)
y un morfismo sobreyectivo de cocadenas T*(R’, A) — T*(R, A). Esto nos per-
mite definir la siguiente (co)homologia relativa:

H, (R, R; A) = Hy, ker(T,(R, A) — T.(R', A)).
H"(R',R; A) = H" coker(T*(R', A) — T*(R, A)).

Teorema 157 Sea f : R — R’ un morfismo sobreyectivo de dlgebras y A un
XC(f)-modulo. Entonces:

Hn(XO(f), A) = { b f((ﬁ,cé% 3)[: Zg '
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Demostracion:

Sea FU el cotriple que se utiliza para computar la (co)homologia de modu-
los cruzados; usaremos las notaciones FU(XC(f)) = (ker fi, Rx,in4), Sx =
R./ker fi, g« : R — S.

Se tienen resoluciones simpliciales libres C, — ker f, R, — R, S, — R/ ker f
ya que XC(f) es asférico y toda subalgebra de un algebra libre, también es
libre. Hay entonces una sucesién exacta corta de complejos simpliciales:

Consideremos ahora I' el cotriple libre en algebras; se tiene un morfismo de
complejos simpliciales I'y f : ['wR — I'yR' y como I, f v g, tienen una seccion
para todo n se tiene, aplicando el lema anterior, el siguiente diagrama:

0 — Der(Sy, A) — Der(R., A) — Der((ker g., Ry, ins), A) —= 0

| ! |

0 — Der(T'yR', A) — Der(I'xR, A) — Der((ker ' f,T'\ R, in), A) — 0

Los dos primeros morfismos verticales son equivalencias de homotopia.
Tomando las sucesiones exactas largas en cohomologia en cada una de las
filas y aplicando el lema de los cinco se obtiene, paran > 0 :

H"Der((ker Iy f, xR, iny), A)= H" Der((ker gs, R, ins), A)=H" Der((in(C),
R, in.),A) = H"Der((ker f, R,in), A).

También se tiene el diagrama:

0 — Der(T'xR', A) = Der(I'yR, A) — Der((kerI'. f, T\ R, iny), A) — 0

| | |

0 —>T*(R', A) —= T*(R, A) —> coker(T*(R', A) — T*(R, A)) =0

donde los dos primeros morfismos verticales inducen isomorfismos en coho-
mologia |7]. Tomando las sucesiones exactas largas en cohomologia en cada
una de las filas se tiene para cada n > 0:

H"Der((ker 'y f, T\ R, iny), A) = H"(coker(T*(R', A) — T*(R, A)))
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y el miembro de la derecha es H"(R', R; A).

El argumento para la homologia es similar y més sencillo; basta tener en
cuenta que se verifica el analogo al lema previo ya el morfismo Qyer rur, ®
A — Qg, ® A es inyectivo [2] y este, a su vez, induce un morfismo inyectivo
Dif f((ker f,R,in), A) — Qp, ® A. O
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3.4. (Co)Homologia con coeficientes (0, A, 0)

El objetivo de esta seccion es, procediendo de manera analoga a como se
ha hecho para definir la (co)homologia de médulos cruzados con coeficientes
de la forma (A4, 0,0), definir una teoria de (co)homologia de médulos cruzados
diferente con coeficientes de la forma (0, 4,0). Esta teoria sera mas general,
pues generalizard la (co)homologia de algebras conmutativas (y no sélo la de
algebras conmutativas singulares).

Para esto, consideraremos un modulo cruzado (C,R,v) y un (C,R,v)-
modulo (0, A4, 0) (es decir, un (C, R, v)-mo6dulo A). Se tiene entonces una accion

de C x R sobre A.

Observacion 158 El mddulo cruzado (0, A,0) es un (C, R,v)-modulo < A
es un R/v(C)-mddulo:

Supongamos que (0, A,0) es un (C, R, v)-mddulo; entonces existe una suce-
sion exacta corta rota a la derecha:

0—=(0,4,0) —= (0, 4,0) x (C,R,v) = (C,R,v) —=0
o escrita de otra manera:
0—=(0,4,0) — (C,AXx R,0xv) —=(C,R,v) —=0

que induce una sucesion exacta corta rota a la derecha:

0—A——AXR—R——0

Por tanto se tiene que A es un R-mddulo. Falta por comprobar que la accion
de R sobre A restringida a v(C) es la trivial. Para comprobarlo consideremos
c € C,a€ Ar € R. Aplicando una de las identidades del mddulo cruzado
(0xC,Ax R,0xv) se tiene que han de coincidir:
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e (0xv)((a,r) - (0,¢)) = (a,7)((0 % ¥)(0,¢)) = (a,r)(0,v(c)) = (v(c) -

a,rv(c)).

e (0xv)((a,r)-(0,¢)) = (0 xv)(ca,rc) = (0,v(rc)) = (0,rv(c)).

Por tanto, se tiene que v(c)-a =0 y entonces A es un R/v(C)-mddulo.

Ahora, supongamos que A es un R/v(C)-modulo. Entonces A tiene estruc-
tura de R-mddulo inducida por el morfismo candnico R — R/v(C') y por tanto
(0, A,0) tiene estructura de (C, R, v)-maodulo.

A continuacion, vamos a identificar las derivaciones Der((C, R,v), (0, A,0)).
Por la correspondencia con las cat!-algebras esto es lo mismo que las Der((C'

R,s,t), (A, s, 1)), donde:

s;t:CxR—CxR
(¢,r) — s(c,r) = (0,7)
(c,r) — t(e,r) = (0,7 + v(c))

St :0xA—-0xA
(0,a) — s'(0,a) = (0,a)
(0,a) — t'(0,a) = (0,a)

Por tanto para que d € Der((C x R, s,t),(A,s',t')), dados c€ C,r € C'y
si d(c,r) = (0,a), se deben verificar las siguientes igualdades:

e d(s(e,r)) = d(0,r) = s'd(e,r) = §'(0,a) = (0,a) = d(0,r) = d(c,r) para
todo c € C,r € R = d(c,0) = 0 para todo ¢ € C = d(C,0) = 0.

e d(t(c,r)) = d(0,7 + v(c)) = d(0,7) + d(0,v(c)) = t'd(c,r) = t'd(0,r) <
(0,a) 4+ d(0,v(c)) = t(0,a) = (0,a) < d(0,v(c)) = 0 para todo ¢ € C =
d(0,v(C)) = 0.

Por tanto se tiene Der((C xR, s,t), (A, s',t')) = {Der(Cx R, A)|d(C,0) =
0,d(0,v(C)) = 0}. Ademas, se puede definir el siguiente morfismo:

{Der(C x R,A)|d(C,0) =0,d(0,v(C)) =0} — Der(R/v(C), A)
d v d', donde d'(7) = d(0,r)
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que es trivialmente un isomorfismo.

Ahora, pasando de nuevo a la categoria coma sobre (C,R,v), se tiene
un funtor contravariante Der(—, A) : XMod/(C, R,v) — C x R-Mod. Estas
derivaciones en la categoria coma Der((C', R',v') — (C, R,v), A) se denotaran
por Der((C’, R',v"), A) cuando el contexto sea claro.

Observacion 159 Las deriwaciones Der((C, R,v), A) que se acaban de definir
son una particularizacion de las derivaciones que se definieron para el caso de
dos mddulos cruzados generales Der((C, R,v), (A, B,0)) donde, en el caso que
acabamos de tratar, A = 0,0 = 0.

A continuacién, para estudiar las diferenciales debemos recordar que se
tiene el isomorfismo:

HomCNR(QCN}%A) — DGT(C X R, A)
fr—fod

donde § € Der(C x R,Qcxr),d0(c,7) = (¢,7) @ (0,1) — (0,1) @ (e, 7).

El objeto que interesa estudiar es Der((C,R,v),A) = {d € Der(C x
R, A)|d(0,v(C)) =0y d(C,0) = 0}; para ello, se deben imponer las restric-
ciones (f0d)(c,0) =0y (fod)(0,v(c)) =0, es decir, f((¢,0)®(0,1)—(0,1)®
(¢,0)) =0y f((0,¥(c)) © (0,1) = (0,1) @ (0, v(c))) = 0.

Ademas, dada d € Der((C, R,v), A), el morfismo f € Homcxr(Qoxr, A)

al que corresponde se anula en:
< (¢,0)®(0,1) >: f((¢,0) ® (0,1)) = (¢, 0)d(0,
(¢,0) >: £((0,1) ® (¢,0)) = (0,1)d

0,1)®
<(0,7()) ® (0,1) >: f((0,v(c)) ® (0,1)) =
(0,1) ® (0,v(c)) >: f((0,1) ® (0,v(c))) =

o,

Por tanto se tiene el isomorfismo Homcxr(Qoxr/ < ((c —1,0) ® (1 —
¢,0)),((0,v(c)—1)®(0,1—v(c))) >, A) = Der((C, R,v), A). Este isomorfismo

motiva la siguiente definicion.
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Definiciéon 160 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado. Se definen las diferenciales
Diff(C,R,v) = Qcxr/ < ((c=1,0)@(1=¢,0)), ((0,v(c) =1)®(0,1-r(c))) > .

Observacion 161 FEsta definicion generaliza la de las diferenciales de dlgebras
conmutativas, pues si consideramos el mddulo cruzado (0, R,0) se tiene que

Diff(O,R, 0) = QOXR/ < 0>=Qpg.

Observacion 162 Se puede comprobar trivialmente que se tienen dos funtores
Der((C,R,v),—),Dif f(C,R,v)® — : C x R-Mod — C x R-Mod. El isomor-
fismo senalado antes de la definicion muestra que Der((C, R,v), —) es adjunto
por la derecha de Dif f(C,R,v) ® —.

Considerando la categoria coma sobre el modulo cruzado (C, R,v) obte-
nemos un funtor covariante Dif f(—, A) : XMod/(C,R,v) — C x R-Mod;
dado un objeto (C',R',v") — (C, R,v) la accion de (C, R,v) sobre A induce
una accion de (C, R',V') sobre A. El caracter funtorial es de comprobacion
trivial. La estructura de C' x R-moédulo de Dif f((C', R',V') — (C,R,v), A) es

la inducida por la estructura de C' x R-mo6dulo de A.

Proposicion 163 Sea (C, R,v) un modulo cruzado y (0,A,0) un (C,R,v)-
mddulo. Dada una derivacion h € Der((C, R,v), A) existe un unico morfismo
de C x R-mddulos f : Dif f(C,R,v) — A que hace el siguiente diagrama
conmutativo:

C x R—2=Diff(C,R,v)
h -7

-7
A

~

donde D es la composicion de la derivacion d : C x R — Qcxr y la proyeccion
en el cociente Qowp — Dif f(C, R, v).

Observacion 164 Todos los lemas referentes a las derivaciones y a las dife-
renciales enunciados para la teoria de (co)homologia previamente definida, se
verifican también para las derivaciones y diferenciales que se han definido en
esta seccion, sustituyendo la hipdtesis de que C' sea libre (de tipo finito) por que
lo sea R/v(C). Los argumentos para probarlos son exactamente los mismos.
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Para construir la (co)homologia de (C, R, v) con coeficientes en el (C, R, v)-
modulo (0, A, 0) se derivaran los funtores Dif f(—, A) y Der(—, A) respecto al
cotriple F'U proporcionado por la adjuncién existente entre las categorias coma
Set/(C,R,v) y XMod/U(C, R,v).

Definiciéon 165 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado y (0, A,0) un (C, R, v)-mddulo.
Se define, para cada n = 0 :

Hn((cv R, V)a A) = HnDfo(FU*(Ca R, V)v A)
H"((C,R,v),A) = H"Der(FU,(C,R,v), A).

Observacion 166 Dado un médulo cruzado (C, R, v), para calcular su (co)ho-
mologia también se pueden usar algunas resoluciones no estdndar, como por
ejemplo, una resolucion simplicial proyectiva, es decir, un complejo simplicial
aumentado de mddulos cruzados (C,R,v), — (C,R,v) tal que (C,R,v), es
proyectivo para todo n > 0 y la aplicacion simplicial inducida entre U(C, R, V)«
y el complejo simplicial constante U(C, R,v), es una equivalencia de homo-
topia.

Como la resolucion obtenida utilizando la adjuncion FU es una resolucion
simplicial proyectiva, se tiene que para cualquier otra resolucion de este tipo

(C,R,v)« y un (C, R,v)-mddulo (0, A,0) se verifican los isomorfismos [8]:
H”((Cv R7 V)a A) = Hn(,Dfo((Ca Ra V)*a A))
H"((C,R,v),A) = Hp(Der((C,R,v)., A)).
Observacion 167 La (co)homologia definida generaliza la (co)homologia de
dlgebras conmutativas.
Consideremos un mddulo cruzado (0, R,0) y un (0, R,0)-mddulo (0, A,0).
En este caso Der((0, R,0),A) = {d € Der(0xR, A)|d(0,0) =0} = Der(R, A)
y por tanto H"((0, R,0), (0, A,0)) = H"(R, A).

Por otro lado Dif f(0,R,0) = Qoxr/ < 0 >= Qg y por tanto se tiene que
H,((0,R,0),(0,4,0)) = Hy(R, A).
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La homologia y cohomologia inducen funtores:

Hp(—,—): C x R-Mod — C x R-Mod
H*(— —): C x R-Mod — C x R-Mod

el primero de los cuales es covariante y el segundo es contravariante en la
primera variable.

A continuacion, se describen diversos resultados sobre la (co)homologia que
se acaba de definir. No se recogen sus demostraciones ya que estas son com-
pletamente analogas a las realizadas para la teoria de (co)homologia definida
previamente.

Proposicion 168 Sea (C, R,v) un modulo cruzado y (0,A,0) un (C,R,v)-
mddulo. Se verifica:

i) Ho((C, R,v), A) = Dif f((C,R,v), A).
HO((C, R,v), A) 2 H"Der((C, R,v), A).

i1) Si (C, R,v) es un mddulo cruzado proyectivo se verifica que:
H.(C,R,v),A) =0 H'((C,R,v),A) =0 para todo n > 0.

i71) Dada una sucesion exacta corta de (C, R,v)-mddulos:

0 A A A" 0
se tienen sucesiones exactas largas en (co)homologia:

- — Hn((C,R,v),A) — H,((C,R,v), A) — Hn((C,R,v), A”) — Hn-1((C,
Rv),A) — -

- — H"((C,R,v),A") — H"((C,R,v), A) — H"((C,R,v), A") — H""1((C,
Rv),A) — -

Proposicion 169 Sea (C, R, v) un mddulo cruzado y {(0, A;,0)} s una familia
de (C, R,v)-mddulos. Se verifica que:

Hn((C,R,v), %JAj) = ZJJHn((C, R,v),Aj).
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Proposicion 170 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado y {(0, Ay, 0)}; una familia
de (C, R,v)-mddulos. Se verifica que:

H"((C, R, V)vl}Aj) = EIHTL((C, R,v), Aj)'

Teorema 171 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado, (0, A,0) un (C, R, v)-mddulo
y (0, W,0) un (0, A,0)-mddulo (es decir, W un A-mddulo). Existe un isomor-
fismo de A-mddulos:

Hu((C,R,v), A) @4 W = H,((C,R,v),W)
st se verifica alguna de las condiciones siguientes:
o W es un maodulo plano.
o El funtor H,((C,R,v),—) : C x R-Mod — C x R-Mod es ezacto a la

derecha.

Observacion 172 La sequnda hipdtesis se puede cambiar por la condicion de
que el funtor Hy,—1((C, R,v),—) : C x R-Mod — C x R-Mod sea ezacto a la

1zquierda.

Teorema 173 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado, (0, A,0) un (C, R, v)-mddulo
y (W,0,0) un (0, A,0)-mddulo (es decir, W un A-mddulo). Existe un isomor-
fismo de A-mddulos:

H"((C,R,v),W) = Homa(H,((C,R,v),A), W)
si se verifica alguna de las condiciones siguientes:

o W es un mddulo inyectivo.

e El funtor H™"((C,R,v),—) : C x R-Mod — C x R-Mod es exacto a la

derecha.
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Observacion 174 La sequnda hipdtesis se puede cambiar por la condicion de
que el funtor H" *((C, R,v),—) : C x R-Mod — C x R-Mod sea exacto a la
derecha.

Proposicion 175 Sea (C, R,v) un mddulo cruzado, A una C x R-dlgebra, W
un A-mddulo y M un A-mddulo plano. Entonces existen isomorfismos natu-
rales:

Ho((C,R,v),W) @4 M = H,((C,R,v), W @4 M).

Ademds, si K es noetheriano y el dlgebra C' x R es de tipo finito se tienen
los isomorfismos naturales:

H"((C,R,v),W)®@a M =ZH"((C,R,v), W @4 M).

Corolario 176 Sea (C,R,v) un mddulo cruzado, A un C x R-mddulo, W
un A-mddulo y S un subconjunto multiplicativamente cerrado de A. Se tienen
isomorfismos naturales:

STH((C, R, v), W) = Ha((C, R, v), S™'W).

Ademds, si K es noetheriano y C' X R es de tipo finito, se tienen los iso-
morfismos naturales:

S=YHP(C, R, v), W) = H*((C, R, v), S~'W).

Por otra parte, H! también se puede identificar con cierta clase de exten-
siones, como veremos a continuacion.

Teorema 177 (de clasificacion)
Sea (C,R,v) un mddulo cruzado tal que R es un cociente de K, y sea
(0, A,0) un (C, R,v)-mddulo. Entonces, se tiene un isomorfismo:

Ex(R/v(C),A) = HY((C,R,v), A).
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Demostracion:
Consideremos la resoluciéon usada para calcular la cohomologia de (C, R, v) :

== (J,J® J,in) —= (H,H ® H,in) —= (C,R,v) —0

T~

(C,R,v)

donde H = K[C x R| y J = K[H x (H ® H)|]. Aplicando los coeficientes
correspondientes y considerando el complejo asociado se obtiene:

0— Der((C,R,v),A) = Der((H,H ® H,in), A) = Der((J,J ® J,in), A) ---

Der((C, R,v), A)
o escrito de otra forma:

0 — Der(R/v(C),A) — Der((H ® H)/H,A) — Der((J® J)/J, A)

Der(R/v(C), A)

y como este complejo proporciona la cohomologia de R/v(C') con coeficientes en

Der(—, A), tenemos que H!((C, R,v), A) = HY(R/v(C), A) = Ex(R/v(C), A).O0

En las condiciones del teorema que se acaba de enunciar, si se define un
concepto analogo al de moédulo cruzado débilmente liso pero con respecto a
extensiones centrales del tipo:

0—— (0, B',0) — (A, B",0") —*~ (4, B,0) — 0

se tiene que H'((C, R,v), A) = 0 para todo (C, R,v)-mo6dulo (0, A, 0) si y solo
si (C, R,v) es débilmente liso.
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Ademas, dado un moédulo cruzado (C, R,v) y un anillo H tal que existe un
morfismo de anillos j : H — K, entonces se tiene una sucesion exacta:

Dif f((K, K,id)/H) ®x (C x R) % Dif f((C,R,v)/H) > Dif f((C, R, v)/K)

— 0

y si (I, J, ) un ideal cruzado de (C, R, v), existe una sucesion exacta:

(InJ)/[IxJ,IxJ] % Dif f(C, R, )0k (CxR)/(IxJ)) 2 Dif f((C,R,v)/
(I,J,¢)) =0

Las demostraciones son anélogas a las previamente realizadas.






Capitulo 4

Calculo efectivo de homologia
con HAP

GAP (Groups, Algorithms, Programming) [25] es un programa de codigo li-
bre orientado hacia el 4lgebra computacional discreta. Proporciona un lenguaje
de programacion, una gran libreria de funciones con algoritmos algebraicos im-
plementados escritos en lenguaje GAP y una libreria con datos de numerosos
objetos algebraicos. Este sistema y toda la documentacién y manuales rela-
cionados se pueden encontrar en:

http://www.gap-system.org/gap.html

GAP empez6 a ser desarrollado en 1986 en Lehrstuhl D fiir Mathematik,
RWTH Aachen. Mas tarde, en 1997, el desarrollo de GAP comenz6 a ser co-
ordinado en St. Andrews y, actualmente, hay cuatro centros que colaboran en
continuar desarrollando y manteniendo GAP. Estos cuatro centros se encuen-
tran localizados en Aachen, Braunschweig, Fort Collins y St. Andrews.

Durante todos estos afios GAP ha experimentado muchos cambios y ha
tenido diferentes versiones. Desde 2001 esta constituido por un nicleo (escrito
en C), en el que se agrupan las estructuras y utilidades bésicas, y una gran
libreria dividida en moédulos, cada uno de los cuales tiene funcionalidades en

139
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distintas areas. Ademés, hay una larga lista de paquetes aceptados progra-
mados por gente que colabora en el desarrollo de GAP. Cada uno de estos
paquetes tiene que ser instalado de forma adicional y suelen estar orientados
hacia funcionalidades més especificas.

Entre las utilidades proporcionadas por GAP y sus paquetes algunos ejem-
plos son: diversos computos con modulos cruzados y cat!-grupos tales co-
mo derivaciones o morfismos (paquete XMod), funciones relacionadas con la
(co)homologia de grupos (paquete HAP), célculos con grupos nilpotentes (pa-
quete nq), funcionalidades para manejar algebras de Lie y sus representaciones
(modulo Lie algebra)... Ademas, algunos paquetes proporcionan nexos con
otros sistemas:

e Una interfaz al sistema KANT /KASH para teoria algebraica de ntimeros.

e Una interfaz al sistema SINGULAR para geometria algebraica (que per-
mite, en particular, realizar calculos con bases de Grobner).

e Una interfaz de GAP a Maple que se esta desarrollando actualmente.

e Una interfaz al programa DISCRETA.

GAP esta programado de tal manera que puede ser usado con diferentes sis-
temas operativos: UNIX/Linux, Windows o Macintosh. Sin embargo, algunos
de los paquetes no funcionan completamente con Windows.

La version actual de GAP es la 4.4.9, que fue publicada durante Noviem-
bre de 2006 e incluye méas de sesenta paquetes. Desde 1995 existe un Consejo
formado por varios matematicos e ingenieros informaticos de distintas areas
dentro de la teoria computacional de grupos. Los miembros de este Consejo
ejercen de editores y coordinan el proceso mediante el cual los paquetes pre-
sentados son revisados para su admision. Otra de sus funciones fundamentales
es aconsejar sobre las futuras lineas de desarrollo de GAP.

GAP ha demostrado ser una util herramienta de investigacion y, de hecho,
se han encontrado muchas aplicaciones en diversas areas, incluso en algunas
bastante sorprendentes. Asi, GAP se ha usado para estudiar y encontrar re-
sultados sobre superficies de Riemann compactas, técnicas de condensacion,
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espectroscopia molecular o teoria de invariantes para grupos finitos. Algunos
de estos ejemplos se pueden encontrar en:

http://www.gap-system.org/Doc/applications.html

Como prueba de esto cabe destacar el hecho de que GAP ha acumulado un
gran nimero de citas en diversa bibliografia; desde 1997 el ntimero de citas por
ano ha estado normalmente en torno a 80 ¢ 90, llegando a 116 durante 2004.

El objetivo de este capitulo es, usando GAP, comparar la homologia entera
de un grupo nilpotente libre con la de su algebra de Lie asociada y propor-
cionar un método que permita computar algunas homologias enteras de grupos
que todavia no han sido calculadas. Para ello, se usaré en particular el paquete
HAP (Homological algebra programming) que esta especialmente enfocado ha-
cia los célculos relacionados con la (co)homologia de grupos [26]. También he
programado algunas funciones nuevas que han sido incluidas en este paquete.

Definicion 178 Dado un grupo G, se define la serie de subgrupos Gp,n > 0
COmo Sigue:

n)
Gy =G, G, =[G, 1,G] =[G, G,G], - G,
donde [Gpn—1,G| denota el subgrupo de G generado por los elementos de la
forma x_ly_lxy, reGn 1,y€d.

Esta, se llama serie central descendente de G. Ademds, si existe un n tal
que Gpi1 = {e}, entonces se dice que G es nilpotente de clase a lo sumo n. Si
m es el menor niumero natural que satisface dicha propiedad se dice que G es
nilpotente de clase m.

Observacion 179 La serie central descendente de un dlgebra de Lie se define
de forma andloga a la de grupos.

Para el n-ésimo término de la serie central descendente también es habitual
utilizar la notacion v, (G).
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Definiciéon 180 Se dice que un grupo (dlgebra de Lie) G es nilpotente libre
de rango n y clase ¢ si G =2 F/F,, donde F es un grupo libre (dlgebra de Lie
libre) de rango n.

Dado un grupo G, a partir de él se puede construir un &lgebra de Lie
L(G). Consideremos su serie central descendente; como G,4; es normal en
G, podemos tomar los cocientes L, (G) = G,,/Gpn+1 que son abelianos [31].

Tomando ahora la suma directa L(G) = Li1(G) & L2(G) & L3(G) & ---
la podemos considerar un algebra de Lie ya que el conmutador de G induce
funciones L;(G) x L;j(G) — Li4+;(G) que proporcionan una operacioén corchete
bilineal [ , |: L(G) x L(G) — L(G) que satisface la identidad de Jacobi [21].

Tomando ahora un homomorfismo de grupos f : G — G’, se tiene que
este induce homomorfismos f,, : L,(G) — L,(G’) que definen un morfismo de
algebras de Lie L(f) : L(G) — L(G’). Es inmediato comprobar que entonces
se tiene un funtor:

L : Grupos — Algebras de Lie sobre Z

Se tienen varios resultados sobre este funtor:

Teorema 181 Sea G un grupo libre (nilpotente libre de clase ¢). Entonces, el
dlgebra de Lie asociada L(G) es también libre (nilpotente libre de clase ¢) [41].

También hay resultados que relacionan la homologia de ciertos grupos con
la de su &lgebra de Lie asociada [34]:

Teorema 182 Sea G un grupo nilpotente libre de clase 2. Entonces, la ho-
mologia entera del grupo Hy,(G,7Z) es isomorfa a la homologia entera del dlge-
bra de Lie asociada H,(L(G),Z) para cualquier n > 0.

Debido a este resultado, la homologia de algunos grupos puede ser calcu-
lada por medio de su algebra de Lie asociada. Para ello, hemos escrito varias
funciones que realizan los siguientes célculos:
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e Computar el algebra de Lie asociada a un grupo por medio de su serie
central descendente.

e Computar el morfismo inducido por un morfismo de grupos entre sus
algebras de Lie asociadas.

e Construir el complejo de Chevalley-Eilenberg asociado a un algebra de
Lie.

e Construir el morfismo inducido por un morfismo de algebras de Lie entre
sus complejos de Chevalley-Eilenberg asociados.

e Comprobar si un morfismo dado es un morfismo de algebras de Lie.

El codigo de estas funciones se puede encontrar al final de este capitulo.

Observacion 183 La primera funcion no se puede utilizar con cualquier grupo;
se puede aplicar a grupos G para los que cada L, (G) es abeliano libre (en este
caso se tomaria al anillo de los enteros como el anillo base de L(G)) o cada
L, (G) es un p-grupo abeliano elemental (en este caso se tomard como anillo
base el cuerpo con p elementos).

Esto no supondrd una restriccion para el objetivo que se habia marcado,
pues solo necesitaremos utilizar esta funcion con grupos nilpotentes libres, y
para estos se tiene que cada L,(G) es abeliano libre.

La primera observaciéon que se puede realizar es que calcular el algebra
de Lie asociada a un grupo y su homologia es computacionalmente mucho
més rapido y menos exigente con respecto a los recursos que se necesitan que
calcular la homologia del grupo directamente.

Por ejemplo, si consideramos un grupo nilpotente libre de clase 2 y rango
4, calcular su cuarta homologia lleva méas de cuarenta segundos. Sin embargo,
computar el dlgebra de Lie asociada y calcular su cuarta homologia lleva menos
de medio segundo.

Veamos a continuacion los resultados que se obtienen al calcular la ho-
mologia entera de un &lgebra de Lie nilpotente libre de clase 2, es decir, la
homologia de un grupo G nilpotente libre de clase 2:
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e Rango de G: 2

H\(G,Z) =2 & L.

Hy(G,Z) =7 & Z.

H3(G,Z) = Hy(G,Z) = --- =7.

e Rango de G: 3
H(G,Z) =707

8)
Hy(G,Z)=7& --- &L

12)
H3(G,Z)=7& --- @7

Hy(G,Z) =Z® ¥ ez

He¢(G,Z) = Hy(G,Z) = --- = 7.

e Rango de G: 4
H\(GZ)=720L& L& L.

20)
Hy (G, Z)=7Z® - &Z.

56)
H3(G,Z)=7Z& --- ®Z.

84
Hy(G,Z) =230 L3 ® L3 D L3 DL D ) >7Z.

90
H5(GZ) =23 ©Zs D L3 DL3 DL D ) YA

He¢(G,Z) =Z @ ) ez

56)
H:(G,Z)=7Z& --- ®Z.

20)
Hs(G,Z)=Z® - ®Z.

Ho(G,Z)=ZL&Z& L.
Hy(G,Z) = H1(G,Z) = --- = Z.
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e Rango de G: 5

5)
H(GZ)=Z® - ©Z.

40)
HyG,Z)=7& -- &L

H3(G,2)=7® 170 D Z.

30 440
Hy(G,Z) = Z3 @ i ©Zs DL D ) D Z.
e Rango de G: 6

6)
H(GZ)=Z& - &Z.

70)
HyG,Z2)=7Z& -+ ©Z.

441)
H3(G,Z2)=7Z@® - ®Z.

126 1616
Hy(G,Z) =73 ® 2 G Zs DL D 616) o 7.

490 4600
H5(G,Z) =73 & ) ®L3DLD 2 ¢z

51) 11984)

6
He(G,Z)=Z3& - ©TL3®LD ® Z.

Observacion 184 Algunos de estos cdlculos no se podrian haber hecho direc-
tamente usando una resolucion del grupo, pues la dimension de los cdlculos
necesarios para ello es demasiado grande, asi que deben ser hechos usando este
método.

Ademas de esto, y teniendo en cuenta mas célculos realizados con grupos
nilpotentes libres de clase mayor que 2, parece que el iltimo resultado enun-
ciado también es verdadero para cualquier grupo nilpotente libre, es decir, la
hipodtesis del teorema “de clase 2”7 podria ser eliminada. Como ejemplo, con-
sideremos el grupo G nilpotente libre de clase 3 y rango 3. Usando HAP para
realizar los calculos, obtenemos:
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e H\(G,2)=7® LS L.

18)
s H)(G,Z)=7Z& --- ®Z.

73)
OHg(G,Z):Z@ @Z

171
.H4(G7Z):ZZ@ZQ@ZQ@Z@ ) P 7.

Si tomamos el algebra de Lie asociada L(G) y calculamos su homologia,
obtenemos los mismos resultados.

De hecho, esto puede ser probado para los dos primeros grupos de ho-
mologia.

Proposicion 185 Sea G un grupo nilpotente libre de clase n > 2. Entonces,
se tienen isomorfismos:

Hy(G,Z) = Hs(L(G),Z).
Demostracion:

Dado G un grupo nilpotente libre de clase ¢ tenemos que G = F'/~.(F'), donde
F es libre. El algebra de Lie asociada a G es:

L(G) = F/n(F)® - &7%e1(F)/7(F).
Ahora, calculando la primera homologia, obtenemos:

o H\(G,Z) = G/[G. G| = (F/r(F))/IF. F] = F/[F, F).
oH\(L(G), Z) = L(G)/[L(G), L(G)] = F/[F, F).

Para calcular la segunda homologia tenemos que considerar el algebra de
Lie L(F), que también es libre.
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LIF)=F/v(F)& - ©%-1(F)/7(F) ®v(F)/Yet1(F) © - - -

Tenemos la siguiente presentacion libre:

K — L(F) - L(G)
donde K = ’YC(F)//-YC-'Fl(F) D ’Yc+1(F)/’Yc+2(F) ®---

Ahora podemos calcular la segunda homologia [31]:

d HQ(G7Z) = ’YC(F) N [F7 F]/['YC(F)vF] = 'YC(F)/’YC-H(F)'

o Hy(L(G),Z) = KN [L(F), L(F)]/[K, L(F)] = 7(L(F))/7e+1(L(F)) =

VelF)/Ver1(F).
O

Ademas de esto, también hay ejemplos que sugieren que la hipétesis “nilpo-
tente libre” no puede ser debilitada. Si tomamos como G el grupo de Heisenberg
con 3 generadores, tenemos que G es un grupo nilpotente de clase 2 libre de
torsion. Si calculamos su homologia entera obtenemos:

14
H3(G,Z) =72 Z & 1 @ Z.

Por otro lado, si calculamos la homologia de su algebra de Lie asociada
L(G) se comprueba que esta no es isomorfa a H3(G,Z):

Hy(L(G),Z) =7 . &1

Se tienen algunos otros resultados sobre el funtor que lleva un grupo a su
algebra de Lie asociada, pero antes de verlos recordaremos algunas definiciones.

Definicion 186 Dada una categoria C, un cat™-objeto es un objeto C € C
Junto con 2n endomorfismos s;,t; : C — C (1 < i < n) tales que:

[ ] tisi = Si,Siti = ti.

® 5,55 = SjSi,titj = t]’ti, Sit]’ = t]’Si St 1 75 j



148 4 Calculo efectivo de homologia con HAP

e [Kers;, Kert;] =0 y el subobjeto generado por los elementos de la forma
cxc, donde c € Kers; y d € Kert;, es el trivial.

Definiciéon 187 Unn-cubo cruzado de grupos es una familia de grupos My (I C
<n >= {1,..,n}) junto con homomorfismos p; : My — M;_g,i €E<n >y
funciones para I,J C< n >,h : My x M; — Mjyy tales que para a,a’ €
My, b,b € My, c € Mp,i,j €E<n > con M C My y denotando “b = h(a, )b,
se verifica:

o pia=asii¢l.

o [iftja = L.

i /’Lih(av b) = h(:u’iaa M’Lb)

e h(a,b) = h(pia,b) = h(a,u;d) siie AN B.

e h(a,d') = [a,d]

e h(a,b) = h(b,a)!

e h(a,b)=1sia=10b=1
e h(ad',b) = “h(d’,b)h(a,b)
e h(a,bt’) = h(a,b)h(a,b)

e °h(h(a=t,b),c) h(h(c™t, a),b) P h(h(b,c),a) = 1.
o “h(b,c) =h(, %) sil CJylCL.

Definicion 188 Un n-cubo cruzado de K-dlgebras de Lie es una familia de K -
dglgebras de Lie My, I C<n >= {1,...,n} junto con morfismos de K-dlgebras
de Lie p; : Mp — Mp_pn,i €< n >y funciones para I,J C<n >, h: My x
M; — My tales que para k € K,a,a’ € Mp,b,t/ € My, c € Mp,i,j €<n >
se verifica:

o pia=asiié¢l.
® [iftja = fjHiQ.

i /"‘ih(av b) = h(:U’iaa Mzb)
e h(a,b) = h(pia,b) = h(a, pu;b) sii € ANB.
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e h(a,d’) = [a,d].

o h(a+d,b) = h(a,b)+ h(d,b).

e h(a,b+1b') = h(a,b) + h(a,b).

o k- h(a,b) = hik - a,b) = h(a, k - b).

e h(a,a) =0.

e h(h(a,b),c) = h(a,h(b,c)) = h(b, h(a,c)).

Observacion 189 FEl concepto de cat™-grupo (cat™-dlgebra de Lie) es equiva-
lente al concepto de n-cubo cruzado de grupos (n-cubo cruzado de dlgebras de
Lie) [19]. Ademds, un 1-cubo cruzado de grupos (dlgebras de Lie) es un mddulo
cruzado de grupos (dlgebras de Lie).

Definicién 190 Dados dos grupos G, G’, el producto tensor no abeliano GG’
[17] es el grupo generado por los elementos g ® ¢',g € G, g € G’ sujetos a las
relaciones:

o (gh)®@g = 9(h®g)(g®g'), donde h € G.
e g (dN)=(g®d) (g h), donde g’ € G'.

Ademds, si los grupos G y G’ se obtienen de los mddulos cruzados de grupos
(G,H,w),(G',H,u"), el producto exterior no abeliano GAG' se obtiene a partir
de G ® G' anadiendo la relacion:

e g®¢ =1, cuando w(g) = w'(¢').

Definiciéon 191 Dadas dos dlgebras de Lie L, L' (sobre A) tales que hay una
accion de G sobre G', el producto tensor no abeliano G @ G' [16] es el dlgebra
cociente generada por los elementos [@1',1 € L,lI' € L' sujetos a las relaciones:

ea(l®l)=ad@l'=1lxadal.

e (l+m)R=1U4+mU ylol'+m) =1l +1lam.
e[lm@l=10™ —me W ylol!,m]="1cl-"lem.
o [(I®l),(ma@m)]=-"1 ™m.
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donde a € A,m e L,m' € L.

Ademds, si las dlgebras de Lie L y L' y sus acciones se obtienen de los
mddulos cruzados de dlgebras de Lie (L, M,w), (L', M,w'"), el producto exterior
no abeliano LAL" [18, 20] se obtiene a partir de L ® L' anadiendo la relacion:

e [®1'=0, cuando w(l) = w'(I").

Dado un grupo G, se puede construir un modulo cruzado de grupos (G A
G,G,v) definiendo v(g A ¢g') = g 99~ ".

Anélogamente, dada un algebra de Lie L, se puede construir un modulo
cruzado de algebras de Lie (L A L, L,v) definiendo v(I Al') = V1.

Proposicion 192 Sea (G, s,t) un cat™-grupo. Entonces, (L(G), L(s), L(t)) es
una cat™-dlgebra de Lie.

Demostracion:
Sea T un generador de L(G); hay un n tal que T € L,,(G)/Ly,+1(G). Entonces:

L(s)(L(5)(T)) = L(s)(L(s)(x + Ln11(G))) = L(s)(s(2) + Ln11(G)) = ss(x) +
Lnt1(G) = 5(2) + Ln41(G) = L(s)(z + Lnt1(G)) = L(s)(7).

El resto de las igualdades relativas a L(s) y L(t) se comprueban de manera
analoga. Todavia hemos de probar que dados T € Ker(L(s)) e y € Ker(L(t))
entonces [T, 7] = 0. Es suficiente probarlo para dos generadores.

Sean T e y dos generadores de L(G) tales que T € Ker(L(s)) e ¥
Ker(L(t)). Entonces, existen m y n tales que T € Ly, (G)/Ln+1(G) e G

L, (G)/Lp+1(G). Tenemos:

[, 7] = 2, 4]+ Lingn(G) < [ws(@)” 18(37),1/75(1/) 't (y)]+Lm+n(G):

=@ s(w), yt(y) "1 VO [s(2), t(y)] [es(a) "Lyt (y) VO [ws(2) T )]+
Lin(G).

Como 7 € Ker(L(s)) e g € Ker(L(t)) tenemos que s(z) € Ln11(G) y
t(y) € Lpy1(G). También se tiene que xs(z)~! € Ker(s) e yt(y)~! € Ker(t).
Por tanto obtenemos:

7]
)
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o [zs(x) "L yt(y)~] = 0, ya que zs(z)”! € Ker(s),yt(y)"' € Ker(t) y
(G, s,t) es un cat"-grupo.

o [z5(2) L, t(y)] € Lintn+1(G) C Linsn(G) ya que xs(x)~" € Lyu(G) y
t(y) € LnJrl(G)'

o [5(2),yt(¥) '] € Lisnt1(G) S Linin(G) ya que s(z) € Lint1(G) e
yt(y)~! € Ln(G).

® [5(2),5(y)] € Lin4n+2(G) € Liin(G).

Como consecuencia se tiene que [z,y] € Ly,4n(G) y entonces [T,7] = 0.
U

Por tanto, podemos considerar a L como un funtor L : cat™-grupos — cat”-
algebras de Lie sobre Z, es decir, como un funtor entre las categorias de n-cubos
cruzados de grupos y n-cubos cruzados de algebras de Lie.

Proposicion 193 Sea F' un grupo libre y consideremos el mddulo cruzado
v:FAF — F. Entonces, L(FANF % F)= L(F)A\NL(F) % L(F).

Demostracion:

Como F' es libre, entonces Hy(F,Z) = 0 y esto implica que el morfismo v :
F AN F — F es inyectivo. Por tanto F' A F' = [F, F].

Ahora, si consideramos FAF — F como un cat'-grupo, obtenemos ([F, F]x

F,s,t), donde s(a,b) = b,t(a,b) = bv(a). Aplicando el funtor L a la primera
componente de este catl—grupo obtenemos:

(F/IF, FIo[F, FI/[[F, Fl, F)o((F, FI/[[F, F], FIo[[F, F], FI/[[[F, Fl, Fl, Fl)®

Reordenando los términos, esto es igual a:

|@©---) & ([F, FI/|[F, F], Fle|[[F, F], F|/[[[F, F], FJ,
(F/72(F)@72](F)/73(F)@--~)69(VQ(F)/’yg(F)@'m(F)/m(F) ®
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Por tanto tenemos L([F, F| x F,s,t) = ([L(F), L(F)] @ L(F), L(s), L(t)),
pero como L(F) es libre esto coincide con ((L(F) A L(F)) @& L(F'), L(s), L(t)).

Dados Z un generador de [L(F'), L(F)] e g un generador de L(F'), entonces
T =z+(F),y =y+~(F) para algunos i y j, donde z € ~,_1(F),y €
vj—1(F). L(s) y L(t) acttan de la siguiente manera:

o L(s)(@,y) = L(s)(z +7i(F),y + 7 (F)) = s(x,y) + 7 (F) = 7.
o L(t)(@9) = L(t)(x + 7(F),y +7;(F)) = t(z,y) + 7 (F) = v(2)y.

Si calculamos el médulo cruzado asociado a esta cat!-algebra de Lle, como
Ker(L(s)) = L(F)AL(F) e Im(L(s)) = L(F), obtenemos L(F)AL(F) % L(F),

donde (%) = L(t)(Z,€) = v(x). O

Proposicion 194 Sea G un grupo nilpotente libre y consz’deremosiel maodulo
cruzado v : G A G — G. Entonces, L(G NG % G) = L(G) A L(G) % L(G).

Demostracién:
Tenemos que G = F/v.(F), donde F' es un grupo libre y también se tiene la
siguiente sucesion exacta:

W(FYNFLFAF S GAG

y por tanto G A G % G es isomorfo a (F A F)/Im(f) % F/7.(F). Ademas,
como F es libre, tenemos que esto coincide con [F, F|/yer1(F) 2 F/v.(F).

Ahora, viéndolo desde el punto de vista de cat'-grupos, lo que obtenemos

es (([F, F1/7e11(F)) % (F/7e(F)), 5,t), donde s(a,b) = b,t(a,b) = bv(a). Si
aplicamos el funtor L a la primera componente de este cat'-grupo obtenemos:

(F/72(F)® F/72(F)) & (y2(F)/73(F) @73(F) /7a(F)) & - - & (Ye1(F) /7e(F) &
Ye—2(F)/Ye-1(F)) © (Ye-1(F) /7e(F)) © (ve(F) /ve+1(F))-

Reordenando los términos, esto es igual a:
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(F/72(F)®72(F) /73(F)®- - -©Ye1(F) /7e(F) S (v2(F) /73 (F)@73(F) /14 (F)®
B %e(F)/Yer1(F)) = (L(F) /ver1 (L(F)) & ([L(F), LIF)]/7e(L(F))).

Por tanto la imagen de (([F, F]/Ye+1(F)) X (F/7.(F)), s, t) mediante L es

(L(F), L(F)] /et (L(F)) @ L(F) /7 L(F)), L(s), L(#)), ¥ como L(F) es libre,
esto coincide con ((L(F) A L(F))/Yer1(L(F)) @& L(F)/v.(L(F)), L(s), L(t)).

Procediendo de manera analoga a como se hizo en la proposiciéon previa se
obtiene que el moédulo cruzado de algebras de Lie asociado a esta cat'-algebra

de Lie es (L({j) A L(F))/ves1(L(F)) Z L(F)/~v.(L(F)), que es isomorfo a
L(G) A L(G) 5 L(G). O

Para terminar, y como se menciond anteriormente, a continuaciéon se reco-
gen las funciones programadas. Ademas de las que ya se comentaron hay otras
dos funciones cuya finalidad es computar el complejo asociado a un dlgebra de
Leibniz para calcular su homologia y el morfismo inducido por un morfismo de
algebras de Leibniz entre sus complejos asociados.



InstallGlobalFunction(LowerCentralSeriesLieAlgebra, function(G)

local LCSeries, Lgth, i, Ablnvariants, j, aux, QuotLCS, Dim, DimLieAlgebra,
Generat, n, ITPair, Bracket, SCTabl, L, NatHom, Homs;

if not IsPcpGroup(G) then
Print("The group must be a pcp group.");
return fail;

NatHom:=function(i)
local NH;

if IsPolycyclicGroup(G) then
NH:=NaturalHomomorphism(LCSeries|i],LCSeries|i+1]);

else
NH:=NaturalHomomorphismByNormalSubgroupNC(LCSeries|i], LCSeries
[i+1]);

ﬁ.

)

return NH;
end;

LCSeries:=LowerCentralSeries(G);
Lgth:=Length(LCSeries);

Dim:=|];

Generat:=||;
Homs:=List([1..Lgth-1],i->NatHom(i));
QuotLCS:=List(|1..Lgth-1],i->Range(Homs]i]));
aux:=AbelianInvariants(QuotLCS[1])[1];

for i in [1..Lgth-1] do
Ablnvariants:=AbelianInvariants(QuotLCS|i] );
Dim|i]:=Length(AbInvariants);

154



for j in [1..Length(AbInvariants)| do;
if not Ablnvariants|j|=aux then
return "The abelian invariants are not all the same";
fi;
od;

Generat|i]:=GeneratorsOfGroup(QuotLCS|[i] );
if not Length(Generat[i])=Dimli|] then
return "Error finding generators of abelian group";
fi;
od;

DimLieAlgebra:=Sum([1..Lgth-1],i->Dimli]);

[TPair:=function(n)
local s, suma, Term, BasisEl,

if n>DimLieAlgebra then
return [Lgth,1];
ﬁ.

)
suma.:=0;

for s in [1..Lgth-1] do
suma:=suma-+Diml|s[;
if n<=suma then
Term:=s;
break;
fi;
od;
suma:=suma-Dim|Term)|;
for s in [1..Dim|Term]|| do
if n=suma-+s then
BasisEl:=s;

break;
fi;
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od;

return |Term,BasisEl|;
end;

SCTabl:=function(i,j)

local x, y, Bracket, Commut, k, aux, F, Homomor, a, b;

Bracket:=||;

for k in [1..2*DimLieAlgebra| do
if IsOddInt(k)=true then
Bracket|k|:=0;
else
Bracket|[k|:=1;
fi; od;

if ITPair(i)[1|4+ITPair(j)[1]>Lgth-1 then
return Bracket;
ﬁ.

)

if ITPair(i+j)[1]>Lgth-1 then
return Bracket;
fi;

aux:=Sum(|1..ITPair(i)[1]+ITPair(j) [1]-1] k- >Dim|k|);

x:=ITPair(i); y:=ITPair(j);
a:=PrelmagesRepresentative(Homs|x[1]|],Generat[x[1]][x[2]]);
b:=PrelmagesRepresentative(Homs|y[1]],Generat[y[1]][y[2]]);
Commut:=a*b*Inverse(a)*Inverse(b);
Commut:=Image(Homs[ITPair(i)[1]+ITPair(j)[1]], Commut);
F:=FreeGroup(Length(Generat|ITPair(i)[1]| +ITPair(j)[1]]));
Homomor:=GroupHomomorphismByImagesNC(F,QuotLCS|ITPair(i)[1]+
ITPair (j)[1]],GeneratorsOfGroup(F),Generat[ITPair(i)[1]+ITPair(j)[1]]);
Commut:=PrelmagesRepresentative(Homomor,Commut);
Commut:=LetterRepAssocWord (Commut);
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for k in [1..Length(Commut)| do
Bracket[2*(aux+AbsInt(Commut|k|))-1]:=Bracket|2*(aux-+AbsInt (Commut
[k]))-1]+SignInt(Commut|k]);
Bracket|2*(aux+AbsInt(Commut[k|))|:=aux+AbsInt(Commut|k]);
od;

return Bracket;
end;

L:=EmptySCTable(DimLieAlgebra,0," antisymmetric");

for i in [1..DimLieAlgebra| do for j in [i..DimLieAlgebra| do
SetEntrySCTable(L,i,j,SCTabl(i,j));
od;od;

if aux=0 then
L:=LieAlgebraByStructureConstants(Integers,L);
else
L:=LieAlgebraByStructureConstants(GF (aux),L);
fi;

return L;

end);

157



InstallGlobalFunction(LowerCentralSeriesLieMap,function(f)

local Map, Sour, Ran, BasisSour, i, LCSeriesSour, LgthSour, HomsSour, QuotL.C-
SSour, GeneratSour, DimSour, I'TPairSour, Imag, LCSeriesRan, LgthRan, Hom-
sRan, QuotLCSRan, GeneratRan, DimRan, BasisRan;

Sour:=LowerCentralSeriesLieAlgebra(Source(f));
Ran:=LowerCentralSeriesLieAlgebra(Range(f));

BasisSour:=Basis(Sour);

BasisRan:=Basis(Ran);

LCSeriesSour:=LowerCentralSeries(Source(f));
LCSeriesRan:=LowerCentralSeries(Range(f));
LgthSour:=Length(LCSeriesSour);

LgthRan:=Length(LCSeriesRan);

HomsSour:=List([1..LgthSour-1],i- > (NaturalHomomorphism (LCSeriesSourli,
LCSeriesSour|i+1])));
HomsRan:=List([1..LgthRan-1|,i->(NaturalHomomorphism(LCSeriesRan]i], LC
SeriesRan[i+1])));
QuotLCSSour:=List([1..LgthSour-1],i->Range(HomsSour|i]));
QuotLCSRan:=List([1..LgthRan-1],i->Range(HomsRanli|));

GeneratSour:=|[;

GeneratRan:=|[;

DimSour:=||;

DimRan:=||;

Imag:=[l;

for i in [1..LgthSour-1] do
GeneratSour[i]:=GeneratorsOfGroup(QuotLCSSourli);
DimSour|i]:=Length(GeneratSour]i);

od;

for i in [1..LgthRan-1] do
GeneratRan|i]:=GeneratorsOfGroup(QuotLCSRanli] );
DimRanli|:=Length(GeneratRanli|);

od;
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ITPairSour:=function(n)
local s, suma, Term, BasisEl,
suma.:=0;

for s in [1..LgthSour-1| do
suma:=suma-+DimSour][s|;
if n<=suma then
Term:=s;
break;
fi;
od;

suma:=suma-DimSour|Term];

for s in [1..DimSour|Term|| do
if n=suma+s then
BasisEl:=s;
break;
fi;
od;

return |Term,BasisEl|;
end;

Map:=function(n) local Preim, Img, aux, F, Homomor, k, coef, map, sum, j;

if ITPairSour(n)|[1]>LgthRan-1 then
return 0*BasisRan|[1];

ﬁ.

)

sum:=0;

aux:=ITPairSour(n);

map:=0One(Ran!.Left ActingDomain);

coef:=List(|1..DimRan[aux][1]]],i->0);
Preim:=PrelmagesRepresentative(HomsSour|aux[1]],GeneratSour[aux|1]][aux[2]]);
Img:=Image(f,Preim);
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Img:=Image(HomsRan[aux|[1]],Img);

F:=FreeGroup(DimRan|aux|1]]);
Homomor:=GroupHomomorphismByImagesNC(F,QuotLCSRan[aux[1]],Gene
rators OfGroup(F),GeneratRan|aux|1]]);
Img:=PrelmagesRepresentative(Homomor,Img);
Img:=LetterRepAssocWord(Img);

if Img=[| then
return 0*BasisRan|[1];
fi;

for k in [1..Length(Img)] do
coef[AbsInt(Img|[k])|:=coef[ AbsInt (Img][k] )| +SignInt (Img[k]);
od;

for k in [1..aux|1]-1] do
sum:=sum-+DimRan|k];
od;

for k in [1..DimRan|aux[1]]| do

if not coef[k]=0 then

for j in [1..coef[k]] do
map:—map*BasisRan[sum-+Xk];

od;fi;od;

return map;
end;

for i in [1..Length(Basis(Sour))| do
Imagli]:=Map(i);
od;

return LeftModuleHomomorphismByImagesNC(Sour,Ran,BasisSour,Imag);
end);
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InstallGlobalFunction(ChevalleyEilenbergComplex, function(A,s)

local Sctab, B, Dim, n, i, d, j, Boundary, bound, r, Comb, ITT, TTI, ONE,
Charact;

B:=Basis(A);
Sctab:=StructureConstantsTable(B); d:=Length(B);
Comb:=List([1..s],r->Combinations([1..d],r));

Charact:=function(M)

if not IsFinite(M!.LeftActingDomain) then
if Name(M!.Left ActingDomain)=Name(Integers) then
return 0;
fi;
if Name(M!.Left ActingDomain)=Name(Rationals) then
return -(1/2);
fi;
else
ONE:=One(M!.Left ActingDomain);
return Characteristic(M!.LeftActingDomain);
fi;
end;

ITT:=function(j,n);

return StructuralCopy(Comb|n][j]);
end;

TTI:=function(n);

return Position(Comb|Length(n)|,SSortedList(n));
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end;

Dim:=function(n);

if n>s then
return fail;
else
return Binomial( d, n );
fi;
end;

Boundary:=function(n,j)
local a7 b7 X7 p7 q7 R‘) m7 Q;

if n>s then
return fail;

fi;

if j>Binomial(d,n) then
return fail;

fi;

bound:=List([1..Binomial(d,n-1)|, i->0);
Q:=ITT(j,n);

for a in [1..n-1] do
for b in [a+1..n|] do
p:=Length(Sctab[Q[a]][Q[b]][1]);
for m in [1..p] do
R:=StructuralCopy(Q);
Add(R,SctabQlal][Q[b]][1][m],1);
Remove(R,a+1);
Remove(R,b);
if IsSSortedList(SortedList(R))=true then
q:=Position(SortedList(R),R[1]);
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bound[TTI(R)]:=bound|TTI(R)|+(-1)" (a+b+q-1)*Sctab|Q[a]][Q[b]][2][m];
fi;
od;
od; od;

if IsPrimelnt(Charact(A)) then
return bound*ONE;

else
return bound;

fi;

end;

return Objectify(HapChainComplex,rec(dimension:=Dim,
boundary:=Boundary,
properties:=
[["length" s],
["reduced" true|,
["type","chainComplex"|,
["characteristic",Charact(A)]]));

end;)
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InstallGlobalFunction(ChevalleyEilenbergMap, function(A,s)

local Sour, Ran, DimSour, DimRan, Charact, Map, Comb, CombSour, ITT,
TTI, j, n, r, BasisSour, a, BasisRan, Applicat, SourComp, RanComp, Chara,
ONE, Arr;

Sour:=Source(A);

Ran:=Range(A);

BasisSour:=Basis(Sour);

BasisRan:=Basis(Ran); DimSour:=Length(BasisSour);
DimRan:=Length(BasisRan);
CombSour:=List([1..s],r->Combinations(|1..DimSour|,r));
Comb:=List([1..s|,r->Combinations(|1..DimRan],r));
SourComp:=ChevalleyEilenbergComplex(Sour,s);
RanComp:=ChevalleyEilenbergComplex(Ran,s);
Arr:=List([1..s],r->Arrangements([1..DimRan|,r));

Chara:=function(M)

if not IsFinite(M!.Left ActingDomain) then
if Name(M!.LeftActingDomain)=Name(Integers) then
return 0;
fi;
if Name(M!.Left ActingDomain)=Name(Rationals) then
return -(1/2);
fi;

else

ONE:=One(M!.Left ActingDomain);

return Characteristic(M!.Left ActingDomain);
fi;
end;

ITT:=function(j,n);
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return StructuralCopy(CombSour|n][j]);
end;

TTL:=function(n);

return Position(Comb|Length(n)|,SSortedList(n));
end;

Map:=function(n,i)
local Mapping, j, k, coef, count, perm;

if n>s then
return fail;

fi;
Mapping:=List([1..Binomial(DimRan,n)]|, i->0);

for j in Arr[n| do
coef:=1;
count:=0;
for k in j do
count:=count+1;
a:=BasisSour[ITT(i,n)[count]|;
coef:=Coeflicients(BasisRan,Image(A ,a)) k| *coef;
od;
perm:=SortingPerm(j);
Mapping| TTI(SortedList(j))|:=Mapping| TTI(SortedList(j))]+SignPerm
(perm)*coef;
od;

return Mapping;
end;
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Applicat:=function(v,n)
local w;

if not Length(v)=SourComp!.dimension(n) then
return fail;

ﬁ.

)

w:=Sum(|[1..SourComp!.dimension(n)]|, i->v|i|*Map(n,i));
return w;
end;

return Objectify(HapChainMap,rec(source:=SourComp,
target:=RanComp,
mapping:=Applicat,
properties: =
[["type","chainMap"],
|"characteristic",Chara(Sour)]]));

end;
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InstallGlobalFunction(IsLieAlgebraHomomorphism, function(f)

local BasSour, BasRan, i, j, k, m, n, 1, a, b, DimSour, DimRan, Vectorl, Vec-
tor2, TabSour, TabRan, count, Vec;

if not IsMapping(f) then
return false;
fi;

if not IsLieAlgebra(Source(f)) then
return false;

fi;

if not IsLieAlgebra(Range(f)) then
return false;
fi;

BasSour:=Basis(Source(f));
BasRan:=Basis(Range(f));
DimSour:=Length(BasSour);
DimRan:=Length(Basis(Range(f)));
TabSour:=StructureConstantsTable(BasSour);
TabRan:=StructureConstantsTable(BasRan);

if not IsLeftModuleHomomorphism(f) then
return false;

else
count:=0;

for i in [1..DimSour-1] do

for j in [i+1..DimSour| do
Vectorl:=0*BasSour[1];
Vector2:=List(|1..DimRan]|, r->0);

for k in [1..Length(TabSourli|[j][1])] do
Vectorl:=Vectorl+BasSour| TabSour|i]|j][1][k]|]*TabSour|i][j]|2][k];
od;

Vectorl:=Image(f,Vectorl);
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Vectorl:=Coefficients(BasRan, Vectorl);
a:=Coefficients(BasRan,Image(f,BasSour|i]));
b:=Coefficients(BasRan,Image(f,BasSourlj]));

for m in [1..DimRan| do
for n in [1..DimRan| do
Vec:=List([1..DimRan]|, r->0);
for 1 in [1..Length(TabRan[m][n][1])] do
Vec|TabRan|m|[n|[1][l]:=TabRan|m|[n][2][1];

od;
Vector2:=Vector2+a|m|*b[n|*Vec;
od;od;
if not Vectorl=Vector2 then
count:=1;
fi;
od;od;

if count=1 then
return false;
else
return true;
fi; fi;
end);
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InstallGlobalFunction(LeibnizComplex, function(A,s)

local Sctab, B, Dim, n, i, d, j, Boundary, bound, r, Tup, ITT, TTI, ONE,
Charact;

B:=Basis(A);
Sctab:=StructureConstantsTable(B);
d:=Length(B);
Tup:=List(|1..s|,r->Tuples([1..d],r));

Charact:=function(M)

if not IsFinite(M!.Left ActingDomain) then
if Name(M!.Left ActingDomain)=Name(Integers) then
return O;
fi;
if Name(M!.Left ActingDomain)=Name(Rationals) then
return -(1/2);
fi;
else
ONE:=One(M!.Left ActingDomain);
return Characteristic(M!.LeftActingDomain);
ﬁ.

)

end;

ITT:=function(j,n);

return StructuralCopy(Tup|n]|[j]);
end;

TTIL:=function(n);
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return Position(Tup|[Length(n)],n);
end;

Dim:=function(n);

if n>s then
return fail;
else
return d”"n;

ﬁ.

)

end;

Boundary:=function(n,j)
10C&1 a’ b7 X? p’ q? R’? m7 Q;

if n>s then
return fail;

ﬁ.

)

if j>d"n then
return fail;

fi;
bound:=List([1..d"(n-1)], i->0); Q:=ITT(j,n);

for a in [1..n-1] do
for b in [a+1..n] do
p:—Length(Sctab|Q[a]]|Q[bI][1]);
for m in [1..p| do
R:=StructuralCopy(Q);
Add(R Sctab|Qlal [Qb]][1][m]2);
Remove(R,a+1);
Remove(R,b);
bound[TTI(R)]:=bound|TTI(R)|+((-1) "b)*Sctab|Q[a]||Q[b]|[2]||m];
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od;
od; od;

if IsPrimelnt(Charact(A)) then
return bound*ONE;

else
return bound;

fi;

end;

return Objectify(HapChainComplex,rec(dimension:=Dim,
boundary:=Boundary,
properties:=
[["length" s],
["reduced" true],
["type","chainComplex"],
|"characteristic",Charact(A)]]));

end);
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InstallGlobalFunction(LeibnizMap, function(A,s)

local Sour, Ran, DimSour, DimRan, Charact, Map, Tup, TupSour, I'TT, TTTI,
j, n, r, BasisSour, a, BasisRan, Applicat, SourComp, RanComp, Chara, ONE,
Arr;

Sour:=Source(A);

Ran:=Range(A);

BasisSour:=Basis(Sour);

BasisRan:=Basis(Ran);
DimSour:=Length(BasisSour);
DimRan:=Length(BasisRan);
TupSour:=List([1..s],r->Tuples(|1..DimSour],r));
Tup:=List([1..s],r->Tuples([1..DimRan|,r));
SourComp:=LeibnizComplex(Sour,s);
RanComp:=LeibnizComplex(Ran,s);

Chara:=function(M)

if not IsFinite(M!.Left ActingDomain) then
if Name(M!.Left ActingDomain)=Name(Integers) then
return 0;
fi;
if Name(M!.LeftActingDomain)=Name(Rationals) then
return -(1/2);
fi;
else
ONE:=One(M!.Left ActingDomain);
return Characteristic(M!.LeftActingDomain);
fi;

end;

ITT:=function(j,n);
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return StructuralCopy(TupSour(n][j]);
end;

TTIL:=function(n);

return Position(Tup|Length(n)|,n);
end;

Map:=function(n,i)
local Mapping, j, k, coef, count, perm;

if n>s then
return fail;

fi;
Mapping:=List(|1..DimRan "n|, i->0);

for j in Tup(n| do
coef:=1;
count:=0;
for k in j do
count:=count+1;
a:=BasisSour[ITT(i,n)[count]|;
coef:=Coeflicients(BasisRan,Image(A,a)) k| *coef;
od;
Mapping|TTI(j)|:=Mapping|TTI(j)|+coef;
od;

return Mapping;
end;

Applicat:=function(v,n)
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local w;

if not Length(v)=SourComp!.dimension(n) then
return fail;

ﬁ.

)

w:=Sum(|[1..SourComp!.dimension(n)|, i->v|i|*Map(n,i));
return w;
end;

return Objectify(HapChainMap,rec(source:=SourComp,
target:=RanComp,
mapping:=Applicat,
properties:=
[["type","chainMap"], ["characteristic",Chara(Sour)]]));
end);
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