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1. ESPACIO AFIN

En este tema introducimos el concepto de espacio afin como una generalizacion del plano y espacio
ordinario. Cada espacio afin lleva asociado un espacio vectorial y en los espacios afines estudiamos
Unicamente las propiedades geométricas que se pueden deducir de las propiedades de sus vectores.

Un concepto fundamental en este tema es el paralelismo. La teoria de figuras homotéticas esta
dentro de la geometria afin. Los conceptos de traslaciéon y homotecia y més en general el concepto de
aplicacién afin son conceptos afines. El estudio de longitudes, angulos, perpendicularidad y distancias
corresponde a la geometria euclidea.

Las figuras que utilizamos se refieren al plano o espacio ordinario y estan aqui principalmente para
apoyar nuestra intuicion; las demostraciones deben hacerse de forma légica y ser independientes de las
figuras.

1.1. Espacio afin sobre un espacio vectorial
Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.

1.1.1. Definicién. ([3, p. 498]) Un espacio afin sobre el espacio vectorial V' es una terna (A,V,—)
formada por un conjunto no vacio A cuyos elementos se llaman puntos, el espacio vectorial V' y una
operacién externa:

—S:AxA: — V Pg o
(P, Q) — PG P

donde por 1@ o también por P, (qi denotamos la imagen por la aplicacion — del par (P, @), verificindose
los siguientes axiomas:

(1) Relacion de Chasles: Para cualesquiera puntos P, Q, R € A, se verifica ]@ + Cﬁ = ﬁ

P

(2) Para cada punto P € A y cada vector v € V, existe un tnico punto ¢) € A tal que ]@ = v
PR

generalmente denotaremos ) por P + v y entonces se tiene que P, P + v = v, para cada P € A
y cada v e V.

v P+v
P.—/_/‘a.

Con frecuencia denotaremos el espacio afin (A, V, —) simplemente por A. Si K = R diremos que A
es un espacio afin real. Si K = C diremos que A es un espacio afin complejo.



1.1.2. Proposicion. Sea A un espacio afin sobre V. Se tiene:
(1) P+F§ = @, para todo P,Q € A.
(2) PP= 0, para todo P € A.
(3) PO=PQ — Q=0
4) PO=0+=Q=P.
(5) Cﬁ’ = —@, para todo P, Q € A.
(6) Relacion del paralelogramo: ]?6 = ﬁ = Ffl = 67% .

]
S
~

u
Q4

=5)

"\-.]

P >4 R

(7) P+v=P+v =v="0.
(8) P+ (u+wv) = (P + u)+ v, para todo P € A y para cualesquiera u,v € V.
(9) P+ 0= P, para todo P € A.
Demostracion. (1) Se sigue de la definicion 1.1.1 (2).
(2) Dado que ﬁ = ]ﬁ’ + ]?}%, se tiene que ﬁ =0.
3) Pongamos v = P@ = ]ﬁ Por la definicion 1.1.1 (2), Q =P +v =Q'.
4) Se sigue de (2) y (3).
5) Es consecuencia de que Fé + aﬁ = I—Tﬁ =0.

Se tiene
o PR _ P04 0% T+ O — Ghs 7 — G

_—
(Yv=P,P+v=PP+v =1
(8) Dado que

P, (P+u)+v=P,P+u + P+u, (P+u)+v=u+U:P,P+(u+v;,

(3)
(4)
(5)
(6)

el resultado se sigue de (3).

(9) Se sigue de (3), puesto que P, P+ 0 =0 = PP.



1.1.3. Ejemplos.

(1) El conjunto de los puntos del plano (espacio) ordinario, junto con el espacio vectorial de los
vectores libres del plano (espacio) y con la aplicacion que lleva cada par de puntos P, @) del plano

(espacio) al vector libre [@], forman un espacio afin.

(2) Sea V un espacio vectorial sobre K. La terna (V,V,—), donde para cualesquiera P,Q € V,
]@ = @ — P, es un espacio afin. En efecto, la relacion de Chasles se verifica puesto que

PG+QR=(Q-P)+(R-Q=R-P=PL.

El axioma (2) se verifica, puesto que para cada punto P € V y cada vector v € V el punto
@) = P + v es el tnico punto que verifica la ecuacion @ — P = v.

Asi, todo espacio vectorial V' puede ser considerado como un espacio afin sobre V'; este espacio

afin se llama el espacio afin de V' y lo denotaremos por V.

1.1.4. Definicién. Sea P un punto de A y sea U un subespacio de V. Se llama variedad lineal o
subespacio afin de A que pasa por P y con direcciéon U al conjunto

P+U={P+u|uelU} CA.

1.1.5. Observacion. Las variedades lineales del espacio afin de V' son los subconjuntos de V' de la
forma

P+U={P+u|uelU},

donde P € V' y U es un subespacio de V, es decir, son los elementos del espacio vectorial cociente V/U.

El espacio afin A sobre el espacio vectorial V' es una variedad lineal de A. En efecto, A = P+ V|,
para todo P € A.

1.1.6. Proposicién. Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V.

(1) Sea L = P + U una variedad lineal de A y @ € A. Son equivalentes:
(a) Q€ L.



(b) PO e U.
(¢ L=Q+U.

(2) Sea L = P + U una variedad lineal de A. Si R, S € L, entonces RS eU.

(3) Sean L1 = P; + Uy y Ly = P, 4 Us variedades lineales de A. Se tiene
L1 C Lo <— P el U ClU,.

y en particular,
L1:L2 = Ul:UQ.
Demostracion. (1) (a) = (b) Existe u € U tal que @Q = P + u. Por tanto ]@ =uel.

(b) = (c) Para cada u € U, se tiene

Ptu=Q+QP+uecQ+U.

Asi, L € Q + U. De forma similar se prueba que Q + U C L.
(c)=(a) Q=Q+0cQ+U=L.
(2) Por (1) se tiene que L = R+ U y dado queSGR—i—U,]@GU.

(3) Si Ly C Lo, entonces Py € Ly y por (1), Ly = P; + Us. Veamos que U; C Us. Si u; € Uy,
Pr+wuy € Ly C Ly = P + Us, luego existe un vector ug € Us tal que P + u; = P; + u9. De la
proposicion 1.1.2 (7), se sigue que u; = ug € Us. Reciprocamente, si Py € Lgy, entonces Ly = P; + Uy
y dado que Uy C Us, se tiene L1 = Py + Uy C Ls. ]

1.1.7. Observacion. Como consecuencia de la proposicién 1.1.6, toda variedad lineal tiene un tnico
subespacio direccidn.

Veamos que toda variedad lineal es un espacio afin.

1.1.8. Proposicion. Sea L = P+U una variedad lineal de A. La terna (L, U, —), siendo —: L x L — U
la aplicacion que lleva cada par (Q, R) € L x L al vector QR de V', es un espacio afin sobre U.

Demostracion. Dado que Q, R € L, el vector Cﬁ € U. La relacion de Chasles se verifica para los
puntos de L, puesto que se verifica para los puntos de A. También se verifica el axioma (2), puesto que
para cada punto Q € L y cada vector u € U el punto R=Q +u € L = @Q + U es el tnico punto que
verifica la ecuacion QR = u. O

1.1.9. Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre K. Una combinacion lineal de los elementos
V1,...,Up, € V es una suma

T
Z)\ivi, NeEK, i=1,...,r1
i=1
Si S es un subconjunto de V, se llama subespacio generado por S,y se denota por (S), al conjunto de
todas las combinaciones lineales de los elementos de todos los subconjuntos finitos de S.



Si S es un subconjunto de V', entonces (S) es el menor subespacio de V' que contiene a S.

1.1.10. Observacion. Una base de un espacio vectorial V' de dimension n es una n-pla (vq, ..., v,)€V"
tal que el conjunto {vy,...,v,} genera V; en particular, los vectores vy, ..., v, son linealmente inde-
pendientes.

1.1.11. Definicion. Se llama dimension del espacio afin (A, V,—) a la dimension de V' como espacio
vectorial sobre K.

Si A es un espacio afin y L = P + U es una variedad lineal de A, entonces dim L = dimg U.

1.1.12. Definicién. Se llaman rectas y planos a los espacios afines de dimensiones 1 y 2, respectiva-
mente. Si la dimension de A es n, se llaman hiperplanos de A a las variedades lineales de dimension
n — 1. El espacio afin A tiene dimension 0 si, y solo si, A = { P}, para algtin P € A. El conjunto vacio
se considera una variedad lineal de dimensiéon —1.

1.1.13. Proposiciéon. Si Ly = Py + Uy y Ly = P> + Us son variedades lineales de igual dimension de
un espacio afin A y L1 C Lo, entonces L1 = Lo.

Demostracion. Por la proposicion 1.1.6 (3), Uy C Uy y Pi € Ly. Dado que dimg Uy = dimg Us, se
tiene que U; = U y entonces, por la proposicion 1.1.6 (1), Lo = P + Uy = P + Uy = L;. O

1.1.14. Proposicioén. Si {L;}icr es un conjunto de variedades lineales de A, entonces (),.; L; es una

variedad lineal de A. Ademas, si Li = P, +U; y Q € ;s Li,

ﬂLi=Q+ﬂUi-

i€l i€l

icl

Demostracion. Por la proposiciéon 1.1.6, L; = @ + U; para cada i € I y se tiene

Pe (L < PeL,Vicl < QP cU,Viel «— QP e (Ui <= PecQ+ (U O
i€l i€l i€l

Como consecuencia, si (,c; L; # &, entonces dim ((;c; Li) = dimg ((,c; Us).

i€l
1.1.15. Definicion. Si S C A, se llama variedad lineal generada por S y la denotaremos por ((S)) a la

variedad lineal
() =N L
i€l
donde {L;};er es el conjunto de variedades lineales de A que contienen a S.

La variedad lineal generada por S es la menor variedad lineal de A que contiene a S.

La siguiente proposicion da una descripcion de los elementes de ((S)).
1.1.16. Proposiciéon. Si S # @ un subconjunto de A, entonces
() =Q+(QP | PeS),

para cualquier @) € S.



Demostracion. La inclusion S C @ + <Q¢ | P €5S) sesigue de las igualdades
Q=Q+0, P=Q+Qb, VPeS5.
Si L = R+ U es una variedad lineal de A tal que S C L, entonces, por la proposicion 1.1.6,
L=Q+U, (QP|PeS)cU.

Asi,
Q+(QP | PeS)cC L —

1.1.17. Ejercicio. Sean S y S’ subconjuntos no vacios de A. Prueba que:

1) §c((S))
2) Si S C 9, entonces ((S)) C ((5)).

(

(2)

(3) S es una variedad lineal de A si, y solo si, ((S)) =S.

(4) Si A tiene dimension finita, existe un subconjunto finito Sy de S tal que ((S)) = ((So))-
(5)

5) Dados P,Q € A, si Q € ((SU{P})) y Q & ((S)), entonces P € ((SU{Q})).

1.1.18. Proposiciéon. Sean L1 = P, + Uy y Ly = P + Us variedades lineales de A. Se tiene
—_—
LiLe#2 <= PPelUi+U,

Demostracion. Si Ly N Ly # &, existen uy € Uy y ug € Us tales que P; + u; = P> + us. Entonces
P, = P, + us — uy, de donde se sigue que PPy = u1 —ug € Uy + Us.

Reciprocamente, si Py P, € Uy + Us, existen vectores uy € Uy y ug € Us tales que Py Py = uy + uo,
luego P, = Py + PP, = Py + u1 4 us. Por tanto P, — uo = Py +uy € L1 N Ls. O

1.1.19. Observacion. Si Ly y Lo son variedades lineales de A su unién conjuntista L1 U Lo no es,
en general, una variedad lineal de A. Si el cuerpo K tiene caracteristica distinta de 2 y L1 U Lo es
una variedad lineal, entonces L1 C Lo 0 Ly C Lj. En efecto, sean L1 = PL+ Uy y Lo = Pob+Us y
supongamos que U es el subespacio direcciéon de Ly U Ly. Dado que P, P € L1 U Lo, se tiene que
PP, € U, luego
—_—
Pi+2P Py, € LiULs.

— — —
SiP+2PPc Ly, entonces 2 PP, € U; y si Pi+2P P e Lo,

N N —
PiPh=PP +2PP,=PFP,P+2P P cU,.

Por tanto, si la caracteristica de K es distinta de 2 se tiene que ]TP; € U; UUs, de donde se sigue que
LiNLs #@.5i Pe LiN Ly, entonces L1 ULy = P+ U, luego U = U; UUs, y por ser U un subespacio
de V se tiene que U; C Uy o Us C Uy. Por la proposicion 1.1.6, L1 C Ly o Lo C L.

Si K = 7Zsy no se verifica necesariamente que si L1 U Lo es una variedad lineal de A, entonces
L1 C Ly 0o Ly C Ly. En este caso, las rectas de A son todos los conjuntos formados por dos puntos
distintos; por tanto si P,Q € A, P # @, se tiene que {P, Q} es una recta.



1.1.20. Definicion. Sea {L;};c; un conjunto de variedades lineales de A. Se llama variedad lineal
union o suma de las variedades {L;};cr de A a la menor variedad lineal de A que contiene a | J;c; Li;
la denotaremos por o;cr L;. Se tiene

ojer Ly = <<U L;)).

i€l
En particular, si S = {Py,..., P}, escribiremos Pj o...0 P, = ((5)).

La siguiente proposicién da una expresion sencilla de los elementos de Ly o L.

1.1.21. Proposition. Si Ly = P, + Uy y Ly = P + Us son variedades lineales de A, entonces
—
LioLy =P+ (PP)+ U + Us.

Demostracion. Se tiene que Ly C P1+<P1—P2>>+U1+U2 puesto que P;+uq € P1+(1TP2>>+U1+U2, para
cadauy € Uy y Lo C P + (]ﬁ> + Uy + Us porque Py +us = P + ]TP; + ug, para cada us € Us. Sea
L = @+ U una variedad lineal de A tal que L1 U Lo C_L.)Dado que Uy C U& CU,esU1 +Uy CU.
Puesto que Py, Py € L, se tiene que L =P, +U y (P1P2) CU. Asi, P+ (P1P)+U; +Us C L. O

1.1.22. Corolario. Sea A un espacio vectorial de dimensién finita y sean L1 = P+ Uy y Lo = Po+Us
variedades lineales de A. Se tiene:

(1) Identidad de Grassmann para variedades lineales afines: Si L; N Ly # &, entonces

dim (Ly o Lg) + dim (Ly () L) = dim L; + dim Lo.

(2) Si L1 Le = @, entonces
dim (Ll o Lg) =1+ dimg (Ul + Ug).
Demostracion. (1) Si L1 N Ly # @y Q € L1 N Ly, entonces L1 N Ly = Q + (U1 NUs) y Lio Ly =
P, + Uy + U,. El resultado se sigue de la identidad de Grassmann para subespacios.
— —
(2) Si L1 N Ly = @, entonces PPy, ¢ Uy + Uy y por tanto (P1Pe) N (Up + Us) = {0}. Asi,
dim (L o Ly) = 1 + dimg (U + Us). ]

1.1.23. Definicién. Se dice que las variedades lineales Ly = Py + Uy v Ly = P + Us son paralelas,
si Uy C Uy o Uy C Uy. Se escribe Ly || Ly .

1.1.24. Proposicion. Sean L = Q + U, L1 = P, + U; y Ly = P> + Us variedades lineales de A. Se
tiene:

(1) Si Ly || Lo y dim Ly = dim Lo, entonces Uy = Us.

(2) Si Ly || Loy L1 N Ly # &, entonces Ly C Ly o Ly C Ly; ademaés, si dim L1 = dim Lo, entonces
L1 = Lo.

(3) La “relacion de paralelismo” es una relacion de equivalencia en el conjunto de las variedades
lineales de la misma dimensién de un espacio afin.



(4) Axioma de paralelismo: Si P es un punto de A tal que P ¢ L, entonces existe una unica
variedad lineal L' de la misma dimensién que L que pasa por P y es paralela a L.

P
[/

(5) Si Ly || Ly y dim Ly < dim Lo, entonces existe una tnica variedad lineal L” tal que dim L” =
dim Ly, Ly € L" y L || Lo.

Demostracion. (1) Dado que U; C Uy y dimg Uy = dimg Us, se tiene que Uy = Us.

(2) SiQ € L1 N Ly, entonces Ly = Q + Uy y Ly = Q + Uy. Dado que Ly || Lo, se tiene U; C Uz 0
Uy CUq. Asi, Lqn C Lo o Ly C Ly.

(3) Se sigue de (1).
4) L'=P+U.
(5) L" = Py + Us. O

1.1.25. Definicién. Sean L1 y Lo variedades lineales del espacio afin A sobre V. Se dice que L1 y Lo
se cortan si Ly N Lo # @. Se dice que Ly y Lo se cruzan si no son paralelas y no se cortan.

Si P es un punto de A, diremos que la variedad lineal L pasa por P si P € L.

1.1.26. Ejemplo. Consideramos las rectas r, = (0,1,1) + ((—1,2,a)) y so = (1,0,1) + ((a — 1,4, —2)),
y vamos a estudiar la posiciéon relativa de 4 y s, segin los valores de a € R.
Las rectas 1, y s, son paralelas si, y solo si, ((—1,2,a)) = ((a — 1,4, —2)). Por tanto,

Ta || Sa <= A(—1,2,a) = (a—1,4,—2) para algin A € R <= a = —1.
Por la proposicién 1.1.18,

reNSq # @ <= (1,-1,0) € ((—1,2,a), (a — 1,4, -2)),

ysia#—1,
1 -1 a-—1
reNSg # 0 <— | —1 2 4 | =0<=a=-2.
0 a -2

Asi, r_q || S—1, T—2 N S_9 # D, 79 # S_9y Ta ¥ Sq se cruzan para todo a € R — {—1,—2}. Ademés,
T_9MNS_9 = {(—1/2,2,0)}

10



1.1.27. Incidencia de variedades lineales en el plano.

Sea A un plano afin sobre el espacio vectorial V. Se tiene:
(1) Por dos puntos distintos pasa una tnica recta.

(2) Dos rectas distintas son paralelas si, y solo si, no se cortan.
Demostracion. (1) Si P,Q € A, P # @, entonces Po@Q = P + <1@> es una recta que pasa por Py Q.
Si L es otra recta tal que P,Q € L, entonces P o @) C L y por la proposicion 1.1.13, L = P o Q.

(2) Sean L = P+ (u) y L' = P’ + (v) rectas distintas. Veamos que si L || L', entonces LN L = @.
Razonando por reduccion al absurdo, supongamos que LN L' # @ y L || L. Por la proposicion 1.1.24

(2), se tiene que L = L'. Reciprocamente, si LNL' = &, se tiene PP’ & (u, v). Por tanto dim g (u,v) = 1,
luego (u) = (v). O

1.1.28. Incidencia de variedades lineales en el espacio afin tridimensional.
Sea A un espacio afin de dimensién 3 sobre el espacio vectorial V. Se tiene:
(1) Por dos puntos distintos pasa una tnica recta.
(2) Por tres puntos no alineados pasa un tnico plano.

(3) Si dos puntos distintos de una recta estan en un plano, entonces la recta estéd contenida en el
plano.

Si dos planos distintos se cortan, su interseccién es una recta.

)

5) Dos planos distintos son paralelos si, y solo si, no se cortan.
) Un plano y una recta no contenida en el plano son paralelos si, y solo si, no se cortan.
)

Dos rectas distintas son paralelas si, y solo si, son coplanarias y no se cortan.
Demostracion. (1) Si P,Q € A, P # @, entonces PoQ = P + <1@> es la tnica recta que pasa por P
y Q.

(2) Si P, @ y R no estan alineados, entonces la variedad lineal Po Qo R = P + (1@, ﬁ} es un
plano. En efecto, si ﬁ = )\@ para algin A € K, entonces P,Q, R € P + (PQ). Si Il es otro plano
tal que P,Q.R € II, entonces Po () o R C 1l y por la proposicion 1.1.13, Il = Po Q o R.

(3) Sea L una recta, P,Q € L, P # @ y II un plano. Si P,Q € II, entonces L = Po @ C II.

(4) Sean II y IT' planos distintos tales que II NII"' # @. Dado que II # IT', se tiene que IT C 1o IT'
y II # Il o IT'. Por tanto, dim(II o IT") = 3. Asi,

dim(ITNT') = dim I + dim Il — dim(T o ') =2 +2 -3 = 1.

(5) Sean Il = P+ U y I' = P’ 4+ U’ planos distintos. Supongamos, por reduccion al absurdo,
que IT | I y que ITNTI" # &. Por la proposicion 1.1.24 (2), IT = II'. Reciprocamente, puesto que la

11



condicion IINTI" = @ implica que dim(IToIl') = 1+dimg (U +U’) < 3, se tiene que dimg (U +U") < 2.
ComoUCU+U yU cU+U",esU=U". Asi, IT || II".

(6) La demostracion es similar a la de (5).

(7) Sean L = P + (u) y L' = P’ + (u) rectas paralelas distintas. Por la proposicion 1.1.24 (2),
LNL =, luego dim(Lo L") = 1 + dimg (u) = 2. Reciprocamente, si L = P+ (u) y L' = P' + (v)
son rectas coplanarias tales que L N L' = &, entonces L || L', por 1.1.27 (2). O

1.2. Referencias afines. Coordenadas

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y A un espacio afin sobre el espacio vectorial V. En
esta seccion se introducen coordenadas en el espacio afin A y se estudian las ecuaciones lineales de las
variedades lineales de A.

A . . . . . —_— —_—
1.2.1. Definicién. Se dice que P4, ..., P, € A son afinmente independientes si los vectores P Ps, ..., Pi P,
son linealmente independientes.

1.2.2. Proposicion.

(1) Sean Py,...,P. € A. Son equivalentes:

(a) Pi,..., P, son afinmente independientes.

(b) dim(Pyo...0oP.)=r—1.

(¢c) g Pro...o 131 o...oFP., i=1,...,r, donde con IBZ indicamos que se elimina el punto F;.
(2) Los puntos Pi,..., P. son afinmente independientes si, y solo si, los puntos Py(1),. .., Py son

afinmente independientes para toda permutacién o € S,.

(3) Si Py,...,P. son puntos afinmente independientes y P ¢ Pj o ... o P,, entonces los puntos
Py, ..., P, P son afinmente independientes.

Demostracion. (1)
(a) < (b) Se sigue de que Pyo...0o P, =P, + (P Ps,...,PIP,).
(a) < (c) Se sigue de que

—

PP e (PP, ...,.PP,....PP,) < P,c Plo...oPio...oP,.

donde con ]% indicamos que se elimina el vector P; ﬁl
(2) Pro...o P, = P,qy0...0P.

— s

(3) Dado que P ¢ P, + (PP, ..., P P,), se tiene que PP Z (P1P;...,PP,;). Como los vecto-
res PP, ..., PP, son linealmente independientes, los vectores P Ps, ..., P, P., P P son linealmente
independientes, Asi, los puntos los puntos P, ..., P., P son afinmente independientes. ]
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1.2.3. Proposicidon. Se tiene:

(1) Si la dimension de A es n, entonces A tiene n + 1 puntos afinmente independientes; ademas el
mayor niamero de puntos afinmente independientes es n + 1.

(2) SiPy,...,P,y1sonpuntos de A afinmente independientes y dim A =n, entonces A= Pjo...0P, ;1.

(3) Sila dimensién de A esny Pi,...P., r <n+ 1, son puntos afinmente independientes, entonces
existen puntos Pyy1,..., P41 tales que P, ..., P,y son afinmente independientes.

Demostracion. (1) Veamos que existen m + 1 puntos afinmente independientes. Si P es un punto
de Ay (v1,...,v,) es una base de V, entonces los puntos P, P + v1,...,P + v, son n + 1 puntos
afinmente independientes. Si Pj,..., P, son puntos afinmente independientes, entonces los vectores

PP, ..., PP, son vectores linealmente independientes y por tanto r — 1 < n.

(2) Dado que dim(P;y o...0 P,41) = n, por la proposicion 1.1.13 se tiene que A = Pyo...0 Py 41.

(3) Sean vy, ..., v, vectores tales que P\ Pa, ..., Pi P, vy, ..., v, son linealmente independientes. Si
tomamos P; = P; +v;_1, parat=1r+1,...,n+ 1, entonces los puntos P, ..., Py, Pry1,..., Ppy1 son
afinmente independientes. O

1.2.4. Ejemplos. Sea A un espacio. Se tiene:
(1) Dos puntos Pi, P, € A son afinmente independientes si, y solo si, P} # P.

(2) Tres puntos Pi, Py, P3 € A son afinmente independientes si, y solo si, Pj, Py, P3 € A no estan
alineados.

(3) Cuatro puntos Pi, Py, P3, Py € A son afinmente independientes si, y solo si, Pj, Py, P3, Py no son
coplanarios.

1.2.5. Observacion. De la proposicion 1.2.3 (1) y de los ejemplos 1.2.4, se sigue que toda recta tiene
al menos dos puntos distintos, todo plano tres puntos no alineados y en todo espacio afin de dimensién
3 existen cuatro puntos no coplanarios.

1.2.6. Definicién. Sea A un espacio afin de dimensién n. Una referencia o referencia afin R de A es
una (n + 1)-pla (Py,..., Py, Q) de A" tal que los puntos Py, ..., P,,Q son afinmente independien-
tes. Escribiremos R = {P,..., Pp;Q} vy diremos que Q es el origen y Br = (Q—Pl),,@) es la
base asociada a R.

Los siguientes dibujos muestran una referencia en el plano y una referencia en el espacio afin
tridimensional, respectivamente.
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1.2.7. Ejemplos.

(1) La referencia canonica C = {E1, F2; O} del plano ordinario es una terna (Ei, Ea, O) de puntos

——
rig) alineados tal que las rectas O o E1 y O o E3 son perpendiculares, los vectores ¢ = [OF1] y
j = [OEs] tienen modulo 1y al girar de ¢ a j siguiendo el menor angulo resulta un giro en el

sentido contrario al de las agujas del reloj.

La referencia canonica C = {E1, Fa, E3; O} del espacio ordinario es una cuaterna (E1, E2, E3,O)
de puntos no coplanarios tal que las rectas Oo E1, Oo E5 y O o E3 son perpendiculares dos a dos,
los vectores @ = [OE,], j = [OFE3] y k = [OE3] tienen modulo 1 y tales que un sacacorchos
situado eng direccién de k al girar de ? a j siguiendo el menor dngulo avanza en el sentido
del vector k.

(2) La referencia ¢ = {(1,...,0),...,(0,...,1); (0,...,0)} de K™ se llama referencia candnica
de K. Su base asociada es la base candnica C' = (e; = (1,...,0),...,e, = (0,...,1)) de K™.

(3) {(1,2),(2,—1); (3,2)} es una referencia de R2.
1.2.8. Definicién. Sea A un espacio afin de dimensiéon n y sea R = {Pi,..., P,; Q} una referencia

de A. Se llaman coordenadas o coordenadas afines del punto P € A en la referencia R a la n-pla
(1,...,xy,) de coordenadas del vector QP en la base Bg, es decir a la n-pla (z1,...,2,) € K™ tal

que
QP =Y = QP
i=1

El siguiente dibujo ilustra esta definicion en el caso n = 2.

P
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1.2.9. Ejemplos.
(1) En la referencia canénica C de K", el punto P = (z1,...,x,) tiene coordenadas (z1,...,x,).

(2) En la referencia R = {(1,2), (2, —1); (3,2)} de R?, el punto P = (0, 5) tiene coordenadas (2, —1).

1.2.10. Definicién. Si la caracteristica de K es distinta de 2, se llama punto medio de los puntos
Py Py al punto M tal que MP| = —MP;.

/ 2
Pl

1.2.11. Lema. Si la caracteristica de K es distinta de 2, entonces M es el punto medio de P; y P» si,
y solo si, M = Py + (1/2) P, P, o, equivalentemente, si M = P + (1/2) P, P;.

Demostracion. Se tiene:

MP, = —MP; < PM = —-P,M < PLM = —-P,P, — PLM
<— 2P M=PP <:>M:P1+(1/2)P1P2
<:>M:P2—|—P2P1—(1/2)P2P1

—
<:>M:P2+(1/2)P2P1 O
1.2.12. Lema. Sean A un espacio afin sobre el espacio vectorial V, R = {P,..., P,; Q} una referencia
de Ay Br = (v1,...,0p).
(1) Si el punto P tiene coordenadas (z1,...,zy,) en R y el punto P’ tiene coordenadas (2, ..., z})
en R, entonces las coordenadas del vector PP" en Bg son (2] — z1,..., 2, — ).
(2) Si el punto P tiene coordenadas (x1,...,x,) en R y el vector v tiene coordenadas (z1,...,2,)
en Bpg, entonces las coordenadas del punto P 4+ v en R son (1 + 21, ..., Tn + 2n).
(3) Si el punto P tiene coordenadas (z1,...,zy,) en R y el punto P’ tiene coordenadas (zf,...,z),),
entonces las coordenadas del punto medio de Py P’ en R son (1/2)(x1 + 2}, ..., zn + 2,).

Demostracion. (1) Se tiene
” — U — s
Q?:invi, QP':Zﬁvi, PP’Z@—I-QP/:QP'—@’,
i=1 i=1

luego
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(2) Dado que

n n
Cﬁzzxivia ’U:Z'Zivl', Q,P—FU:@—}—P,P—F’U:@—F’U,
=1 i=1

se tiene .
S
Q,P+0=> (xi+z)v.
i=1
(3) Se sigue del lema 1.2.11 y de (1) y (2). O
1.2.13. Definicion. Sean B = (vy,...,v,) y B’ = (v],...,v],) bases de un espacio vectorial V' y sea
n
vg = Zajivj, 1=1,...,n.
j=1
La matriz
a1l ... Qin
idpp = Cos | = (ay)
anl ... Qpn

se llama matriz de cambio de base de B’ a B.
1.2.14. Proposicién. Sean L una variedad lineal de A, R = {Pi,..., P,; Q} una referencia de A,

R' = (P{,...,P/; Q) una referencia de L, Bg = (v1,...,v,) y Brr = {v],...,v.}. Supongamos que
(a1,...,a,) son las coordenadas de ' en R y que

n

! .

vjzg aijvi, J=1,...,7.
i=1

Si P es un punto de L de coordenadas (x1,...,2,) en Ry (z,...,2)) en R’, entonces
/
il al all e a1y Ty
= + 7
/
Tn an Apl ... Qg x.

que es la ecuacion matricial del cambio de coordenadas de los puntos de L de la referencia R’ a la
referencia R.
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. H H .
Demostracion. Dado que Q? = QQ" + Q'P, se tiene

T n n

n n n
} : _2 : z : o _} : § : / } :

T; V; = a; v; + .Tj Uj = a; v; + l’j ( Qij Ui)
i=1 i=1 J =1 J=1 =1

—
n n T
/
= E a; v; + E (E aij:cj)vi,
i=1 i=1 j=1
de donde se sigue

'
/ .
T, = a; + E a;j;jxy, t=1,...,n. ]
j=1

1.2.15. Cambio de coordenadas.
Sean R = {P1,...,Py; Q} y R = {P{,..., P,; Q'} referencias de A, Bg = (v1,...,v,) y Brr =

(v],...,v)). Sea P un punto de coordenadas (x1,...,x,) en la referencia R y coordenadas (1, ..., z),)

en la referencia R'. Si idp,, B = (aij) es la matriz de cambio de base de Brs a Br, entonces

/
X1 bl a1 ... Qin Ty
= + )
/
Tn by anl .- Gpn z,,
donde (by,...,b,) son las coordenadas de @' en R. Esta ecuacion se llama ecuacion matricial del

cambio de coordenadas de R' a R.

Demostracion. Es un caso particular de la proposicion 1.2.14; basta tomar L = A 1.
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1.2.16. Proposicion. Sea R = {Py,..., P,; @} una referencia de A y Bg = (v1,...,v,). El conjunto S

de puntos de A cuyas coordenadas (z1,...,x,) en R son solucion del sistema de ecuaciones lineales
ci1xr + ... + cipxn = di
11 + ... + cogpmy = do
cm1T1 + ...+ ConTn = dp,

donde ¢;j,d; € K, i =1,...m, j = 1,...,n, es una variedad lineal de A y si S # &, entonces la

dimension de S es n —rango (¢;;). Los vectores de la direccion de S son los vectores cuyas coordenadas
en By son solucién del sistema de ecuaciones lineales homogéneo asociado al anterior.

Demostracion. Si f: V — K™ es la aplicacion lineal definida por

fvi) = (c1ir-vomi), i=1,....n,

entonces
n n n
f(g %%‘):(E Cuiﬂi,---,g Cmi 5)-
i=1 i=1 i=1
Si P es el punto de coordenadas (x1,...,2,) en R, se tiene

n n n
PefS @chixi:dj j:1,...,m<:> (Zcuxi,...,Zcmixi) = (dl,...,dm),
=1 i=1 =1

es decir, P € S si, y solo si, f(Q?) = (dy1,...,dp). Si A € S, entonces S = A + Nuc f, donde
Nuc f ={v €V | f(v) = 0}; en efecto,

PeS@f(cﬁ’):(dl,...,dm):f(—fl)@cﬁ’—@eNucf@ﬁeNucf@PeA+Nucf.

Por tanto,
dim S = dimg Nuc f = n — dimg f(V) = n — rango (¢;;).
Ademaés, un vector de coordenadas (x1,...,%,) en Bg esta en la direccion de S, si, y solo si,
n n n
f(levl) = (0,,0) <~ (Zcuxi,...,Zcmixi) = (O,...,O),
i=1 i=1 i=1

de donde se sigue que unas ecuaciones en la base Bgr del subespacio direccion de S son

n
> gimi=0, j=1,...,m. O
=1
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1.2.17. Ecuaciones paramétricas de una variedad lineal. Sean I, = A + U una variedad lineal
de A, R ={P,...,P,; Q} una referencia de A, Bg = (v1,...,v,) y By = {u1,...,u,} una base de U.

Supongamos que (az, ..., ay) son las coordenadas de A en R y que
n
uj:Zaijvi, jZl,...,’I“.
i=1
Si P es un punto de L de coordenadas (x1,...,x,) en R, entonces

r
P€L<:>EI)\l,...,)\TGK|xi:ai+2)\jaij, 1=1,...,n.
=1

Los escalares Aq,..., A, se llaman pardmetros.

Demostracion. Se tiene que P € L si, y solo si, existe u € U tal que P = A + u, equivalentemente si
existen escalares Aq,..., A\, € K tales que

s
P:A'FZ)\JUJ
j=1
Por el lema 1.2.12, se tiene
Pel<3dX,..., €K ‘ (a:l,...,xn) = (al,...,an)—i—)\l(an,...,arl)+...+)\T(a17~,...,am),

y el resultado se sigue igualando coordenadas. O

1.2.18. Ejemplo. Unas ecuaciones paramétricas del plano IT = (0,1,1) + ((1,1,1),(1,0,2)) de R? en
la referencia canoénica estan dadas por

T =M+ Ao
(r,y,z) ell <= Sy =1+ )\
z=14+A+2)\y,

donde A1, A9 € R.

Para calcular unas ecuaciones paramétricas del plano II en la referencia
R = {(17 -1, 0)7 (07 1, O)a (0’ 1, 1); (1a 1, 1)}

obtenemos que las coordenadas del punto (0,1,1) en R son (0,0, 1), las coordenadas del vector (1,1,1)
en Bgr = ((0,-2,-1),(-1,0,—1),(—1,0,0)) son (—1/2,—1/2,—1/2) y las coordenadas del vector
(1,0,2) en By son (0,—2,1). Si P es el punto de coordenadas (x,y, z) en R, entonces
r=—(1/2)
Pell = (y=—(1/2) A1 — 2\
z2=1—(1/2)A1 + Ao,

donde A1, A2 € R, con lo que se tienen unas ecuaciones paramétricas de Il en R.
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1.2.19. Ecuaciones lineales o implicitas de una variedad lineal. Sean . = A + U una va-
riedad lineal de A de dimension r, R = {P,..., Py; Q} una referencia de A, Bg = (v1,...,v,) ¥

By ={ui1,...,u,} una base de U. Supongamos que (ay,...,a,) son las coordenadas de A en R y que
n
U :Z aijvi, Jj=1,...,71.
i=1
Si P es un punto de L de coordenadas (z1,...,x,) en R, se tiene
r1 — a1 ail e alyr
P e L <= rango : o =
Tp —Qn Apl ... Qpp

En particular, si

aij;p ... Qip
A= 0,
Arl ... Qpp
entonces
r1 — a1 aiqi e alr
Pel : : o =0, j=r+1,...,n.

Ty — Qr Qp] R Ay
Tj —aj; Gj1 . Q gy

Asi, toda variedad lineal de dimensién 7 en un espacio afin de dimensién n queda determinada por el
conjunto de soluciones de un sistema de n — 7 ecuaciones lineales y n incégnitas, donde el rango de la
matriz de coeficientes es n — r. Por la proposiciéon 1.2.16, unas ecuaciones del subespacio direccion U
de L en la base Br estdn dadas por el sistema de ecuaciones lineales homogéneo asociado al sistema
de ecuaciones lineales de L en R.

Demostracion. Se tiene que P € L si, y solo si, ﬁ € U, es decir,

PEL@@—!—@EU@%(@—@)W€<Zn:ai1vi,...,zn:airvi>,
i=1 i=1 i=1

luego
r1 —aj ail ajp

|
<
O

P € L <= rango

Tp —QAp Apl ... Qpp

1.2.20. Observacion. Sea A un espacio afin de dimensién n y L una variedad lineal de A de dimen-
sién 7. El menor ntmero de ecuaciones lineales de un sistema de ecuaciones lineales de L es n — r.
En efecto, por 1.2.19, las coordenadas de los puntos de L son el conjunto de soluciones de un sistema
de n — r ecuaciones lineales y n incégnitas. Si las coordenadas de los puntos de L son el conjunto de
soluciones de un sistema de m ecuaciones lineales y n incognitas y A es la matriz de coeficientes de
este sistema, entonces por la proposicion 1.2.16, dim L = n — rango A > n — m; luego, m > n —r.
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1.2.21. Ejemplo. Una ecuacion lineal del plano IT = (0,1,1) 4+ ((1,1,1),(1,0,2)) del ejemplo 1.2.18 en
la referencia canénica se obtiene de la siguiente forma:

T 1 1 T 1 1
(r,y,2) €ell <= rango| y—1 1 0 | =dimll=2«=|y—1 1 0 |=0<+<=2z—y—2+2=0.
z—1 1 2 z—1 1 2

Sea P el punto de coordenadas (', 3/, 2’) en la referencia R = {(1, —1,0), (0,1,0),(0,1,1); (1,1,1)}.
Una ecuacion lineal del plano II en R se obtiene de la siguiente forma:

2  =1/2 0
Pell <= Y -1/2 -2 |=0<=32" -y -2/ +2=0.
Z—-1 -1/2 1

También se puede calcular una ecuacién lineal de II en R a partir de su ecuaciéon lineal en la
referencia canénica y de las ecuaciones del cambio de coordenadas de la referencia R a la referencia
canodnica (1.2.15).

1.2.22. Ejemplo. Sea H el hiperplano de R* cuya ecuacion en la referencia canénica es z+y+z+t = 2.
Sea L la recta de R* cuyas ecuaciones en la referencia canoénica son

T—y=
L=<2¢+2z=
t=0.

Se tiene que L C H y que los puntos (1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1) y (0,1,0,1) son puntos de H
afinmente independientes. Vamos a calcular unas ecuaciones lineales de la recta L en la referencia

R ={(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1); (0,1,0,1)}

de H. Las coordenadas del punto (0,—2,4,0) de L en R son (0,1,3) y las coordenadas del vector
(1,1,—2,0) de la direccién de L en la base Bg = ((1,0,0,-1),(0,0,1,-1),(0,—1,1,0)) son (1,—1, —1).
Si P es el punto de coordenadas (2/,y/, 2’) en R, entonces

v ! x’ 1 x’ 1
P € L <= rango y -1 —1 :1<:>‘ , ‘—0, , ’:07
2 -3 -1 y_l -1 zZ—-3 -1
luego
/ /_1:0
Pel< L= Ty
¥ +2-3=0.

También se pueden calcular unas ecuaciones lineales de L en R a partir de las ecuaciones de L
en la referencia canodnica y de las ecuaciones del cambio de coordenadas de la referencia R de H a la
referencia canonica (proposicion 1.2.14). Obsérvese que 3 el nimero minimo de ecuaciones lineales de

L como variedad lineal de R* y que 2 es el ntmero minimo de ecuaciones lineales de L como variedad
lineal de H.
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1.2.23. Definicién. Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V. Sean Py, P», P3 yPy cuatro
puntos distintos y Iy, ls, I3 y l4 cuatro rectas distintas. Se dice que los puntos P;, P», P35, Py son los
vértices del paralelogramo de lados lq,1s,13,14 si se verifican las siguientes condiciones:

(1) L[l 13, b2 || la
(2) 1Nly = {Pl}, 1Nl = {PQ}7 loNly = {Pg}, IsNly = {P4}

Las longitudes de los lados opuestos de un paralelogramo se pueden comparar, ya que los lados
opuestos de un paralelogramo son paralelos. La siguiente proposiciéon demuestra que los lados opuestos
de un paralelogramo tienen la misma longitud.

1.2.24. Lema. Sean P;, P», P53, P4 los vértices de un paralelogramo. Se tiene

PP = PPy, PPy=PPFs.

Demostracion. Dado que PioP, || ProPsy PyoPy || Pyo Py, existen escalares a,b € K tales que
P Pé =aPPsyPPPL=0P; Pg;. Veamos que a = b = 1. Por la relacion de Chasles,

PP+ PoP3s=P Ps=P Py+ Py P3,

y por lo tanto

aPyP3+ Py Py =bP, Ps+ Py P,

de donde se sigue
(CL— 1)P4P3—|—(1 —b)Png = 0.

_—
Dado que loNlg = {Ps}, los vectores Py P3y Ps P son linealmente independientes, luego a =b=1. O

1.3. Aplicaciones afines

En esta secciéon consideraremos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. La geometria afin
estudia las propiedades que se conservan por isomorfismos afines. Si K = Q o K = R, el teorema
fundamental de la geometria afin [14] afirma que los isomorfismos afines de un espacio afin de dimension
finita n > 2 sobre un espacio vectorial son las aplicaciones biyectivas que llevan puntos alineados en
puntos alineados. Damos la definicién algebraica de isomorfismo afin y estudiamos sus propiedades
algebraicas y geométricas; entre los isomorfismos afines destacan las traslaciones y las homotecias que
en espacios afines de dimensién n > 2 son las aplicaciones biyectivas que llevan cada recta en una recta
paralela.

22



e GRUPO AFIN

1.3.1. Definicién. Sean V y V' espacios vectoriales, A y A’ espacios afines sobre V' y V', respectiva-
mente, y O un punto de A. Se dice que una aplicacion a: A — A es afin si la aplicacion @: V — V/
dada por

@) =a(0),a(0+v), veV,

es una aplicacién lineal.

1.3.2. Lema. Si a: A — A’ es una aplicacién afin, entonces

- _

d()=a(P),a(P+v), vev,
para cada P € A.

Demostracion. Se tiene

a(P),a(P +v) = a(O + OP),a 0+(ﬁ%+ — (01 0P),a(0) + a(0).a(0 + 0P + 1)

:—aO—}%—i-oa(ﬁ’—i-v (v). O

1.3.3. Definicién. Si a: A — A’ es una aplicacién afin, la aplicacion lineal @V = V' se llama la
aplicacion lineal asociada a «.

Se dice que la aplicacion afin ao: A — A’ es un isomorfismo de espacios afines si existe una aplicacion
afin 8: A’ — A tal que Boa = idy y a0 = idys; los isomorfismos de espacios afines se llaman afinidades.
Se dice que los espacios afines A y A’ son isomorfos si existe una afinidad a: A — A’.

1.3.4. Lema. Si a: A — A’ es una aplicacion afin, entonces a(P), a(Q; = 3(@), para todo P, Q € A.

Demostracion. Siv = Pﬁ, se tiene ﬁ(f@) =a(P),a(P + f@; = (P),a(Q;. O

1.3.5. Proposicion. Sean A y A’ espacios afines sobre los espacios vectoriales V' y V', respectivamente.

(1) Si A es un punto de A ; A" un punto de A’ y f: V — V' una aplicacion lineal, entonces la
aplicacion «: A — A’ dada por a(P) = A"+ f (ﬁ) es una aplicaciéon afin cuya aplicacion lineal
asociada es f.

(2) Sia: A — A es una aplicacion afin y A € A, entonces a(P) = a(A) +a>(ﬁ), para cada P € A.

(3) Toda aplicacion afin av: A — A’ esta determinada conocida la imagen de un punto y su aplicacion
lineal asociada.

Demostracion. (1) La aplicacion o : A — A’ dada por a(P) = A’ + f(ﬁ) es una aplicacion afin. En
efecto, para cada v € V,

@ () =a(0), (O +v) = A + F(A0), A + f(A, o+5 —HAD)+F(A, 0+ ) = £(0,0 1+ 0) = f(v).

(2) Dado que a(A),a(P) = ﬁ(ﬁ), se tiene que o(P) = a(A) + 3(1@)

(3) Se sigue de (2). O
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1.3.6. Ejemplo. La aplicacién afin o: R3 — R* tal que o(1,0,1) = (2, —1,1,0) y cuya aplicacién lineal
asociada es @ : R3 — R4, E(x, y,2) = (x,2y — 2,0, + y + 2), es la aplicacion dada por

a(a:,y,z) :(2,—171,O)+5>(a:—1,y,z—1):(2,—1,1,0)4—(1’—1, 2y—2+17 07$+y+2_2)
=(1+xz,2y—2,1, 2+z+y+2).

1.3.7. Proposicion.
(1) Siaj: Ay — Ay y ag: Ay — Ag son aplicaciones afines, entonces ag o a es una aplicacion afin.
(2) idp: A — A es una aplicacion afin.

(3) El conjunto
G(A) ={a: A - A | aafinidad }

es un grupo con la operacién composicion.

Demostracion. (1) Sea O € A, para cada v € V,

(@z0a1)(v) =(az 0 a1)(0), (az 0 1)(0 + 1)) = az(a1(0)), az(a1(0) + &i (v))

=aj(ai(v)) = (a0 af)(v),

luego as o af = 075 o 071 es una aplicacién lineal.
(2) La aplicacion identidad idy : A — A, idy (P) = P para cada P € P, es una aplicacion afin con

aplicacion lineal asociada idy .
(3) Se sigue de (1) y (2). O

El grupo (G(A), o) se llama grupo afin de A y se denota simplemente por G(A).
1.3.8. Proposicion.

(1) Sean A un espacio afin sobre el espacio vectorial V' y v € V. La aplicacion traslacion por el

vector v, dada por

ty: A — A ._____E--/-"’.‘D_"
P

Pr— P+,

es una afinidad.

(2) El conjunto
TA)={t,: A>A|veV}

es un grupo abeliano con la operacién composiciéon.

Demostracion. (1) Si O es un punto de A, entonces

E?(w):tv(O),tv(O—i-wj:O—H},O—i-w—i-v:w, we V.

Asi, t, es una aplicaciéon afin cuya aplicacion lineal asociada es idy; ademas, ¢, es una afinidad, puesto

que (t,)~! =t_, es una aplicaciéon afin.

(2) Se sigue de las siguientes igualdades: t,q, =ty 0 t,, to=1iday t_, = (t,)" L O
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El grupo (T'(A), o) se llama grupo de traslaciones de A 'y se denota por T'(A).

1.3.9. Proposicion.
(1) Sea a: A — A" una aplicacion afin. Son equivalentes:

(a) « es una afinidad,
(b) « es una aplicacion biyectiva,

(¢) @ es un isomorfismo de espacios vectoriales.

(2) Sean A y A’ espacios afines sobre los espacios vectoriales V' y V' respectivamente, dim A =

dimA’ = n. Sea a : A — A’ una aplicacion afin y Pi,..., P,11 puntos de A afinmente inde-
pendientes. Entonces « es una afinidad si, y solo si, a(P}),...,a(P,+1) son puntos afinmente
independientes.

(3) Sea o : A — A’ una aplicacion afin. Se tiene:

(a) Si L es una variedad lineal de A, entonces (L) es una variedad lineal de A'.
(b) Si v es una afinidad y L es una variedad lineal de A, entonces dim (L) = dim L.

(¢) Si{L;}ier es un conjunto de variedades lineales de A, entonces
a( oierLi) = oier a(Ly),
y si « es una afinidad,
a( (VL) =) aL).
iel el
(d) Si « es una afinidad y Ly y Lo son variedades lineales de A, entonces
Ly | Ly <= a(L1) || a(Le).
Demostracion. (1) (a) = (b) Trivial.
(b) = (c) Veamos que o es inyectiva. Sea v € V tal que @ (v) = 0. Se tiene
a(P),a(P+v)=a (PP +0)=a() =0,

luego (P 4+ v) = «(P). Por ser « inyectiva, P = P 4+ v, y por la proposicion 1.1.2 (7) y (9), v = 0.
Para probar que o es suprayectiva tomamos v’ € V' y P’ € A'. Sean P,Q € A tales que a(P) = P’ y

a(Q) = P’ +v'. Entonces
V' = a(P),a@) = A (PQ)
(¢) = (a) Sean A € Ay §: A" — A la aplicacion afin dada por
B(P) = A+ Y(a(A),P)), P eh
Es inmediato que foa =1idy y ao 8 =idy.
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(2) Sean P, ..., P11 puntos de A afinmente independientes. Dado que « es una afinidad si, y solo
si, o es un isomorfismo de espacios vectoriales, y que a es un isomorfismo si, y solo si, los vectores

F(PLP,) = a(P),a(Py) ..., @(PiPort) = a(Pr), a(Prt),

son linealmente independientes, o es una afinidad si, y solo si, los puntos a(P),...,a(P,+1) son
afinmente independientes.

(3) (a) Si L = A+ U, entonces a(L) = a(A) + @ (U).
(3) (b) Si a es una afinidad, dim L = dimg U = dimg o (U) = dim «(L).
(3) (¢) Dado que

OieILi:A+<ﬁ ‘PGULZ>7 AEULi7
i€l el

se tiene

a(omerLi) = a(A) + (A (AP) | P e|JLi) = a(4) + (a(A),a(P) | a(P) € | JalLy)) = oeralLy).

i€l i€l
Si a es una afinidad, entonces a( ();c; Li) = [;e; @(Li), puesto que « es inyectiva.

(3) (d) Sean L1 = A+ Uy, Ly = B + Uy y « una afinidad. Entonces
Li|Ly<= Ui C U 0 U CUy <= Q(U1) C d(Ua) o @ (Us) C & (U1) <= (L) || a(Lz). O
El conjunto
GL(V)={f:V — V| fisomorfismo de espacios vectoriales }

es un grupo con la operaciéon composicion. El grupo (GL(V'),0) se llama grupo lineal general de V' y
se denota por GL(V).

1.3.10. Lema. Sea A un espacio afin sobre V' y a: A — A una aplicaciéon afin. Si @ = idy, entonces
« es una traslacion.

Demostracion. Para cada P,(Q € A,

aP)  aP) Q) a(Q)
a(P),a(Q) = PG
P 5 o
y por la relacién del paralelogramo, .
P,a(P) = Q,a(Q)
Pongamos v = P, a(P;,
a(P)=P+ P,a(P)=P+v=t,(P), PecA. O
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1.3.11. Teorema. Los grupos G(A)/T(A) y GL(V') son isomorfos.
Demostracion. Si « es una afinidad, por la proposicion 1.3.9 (1) su aplicacion lineal asociada es un

isomorfismo de espacios vectoriales. La aplicacion

¢: G(A) — GL(V)

a+—>5>

es un homomorfismo de grupos suprayectivo cuyo ntcleo es T'(A). En efecto, si a € Nuc(¢), entonces
@ =idy vy, por el lema anterior, a € T(A). La aplicacion ¢ es suprayectiva, puesto que si f € GL(V),

la aplicacion afin a: A — A dada por a(P) = A + f(ﬁ), donde A € A, es una afinidad por las
proposiciones 1.3.5 (1) y 1.3.9 (1) y verifica que @ = f. Por tanto, la aplicacion

é: G(A)/T(A) — GL(V)
aoT(A) — o
es un isomorfismo de grupos.

1.3.12. Ejemplos.

(1) Si L = P+ U es una variedad lineal de A, entonces la aplicacion inclusion ir: L — A es una
aplicacién afin; su aplicacién lineal asociada es la aplicacion inclusion i, : U — V.

(2) Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V, R = { Py, ..., P,; @} una referencia afin de A
y Br = (v1,...,v,). La aplicacion

AR A — K"
P+— (xl,.. . ,a;n),
donde (z1,...,x,) son las coordenadas de P en R, es una afinidad cuya aplicacion lineal asociada
es la aplicacion

an:V — K"

n
Zzivi — (21, . ,Zn).
=1

En particular, si A es el plano (resp. espacio) afin ordinario y C es la referencia canénica, la
afinidad a¢ permite identificar el plano (resp. espacio) ordinario con R? (resp. R3).

(3) Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V', C' un punto de A y A € K, A # 0 . Se llama
homotecia de centro C'y razon X a la aplicacion

H): A — A ,
P>—>C—|—)\C*ﬁ. C/

H(P)
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La aplicacion Aidy: V — V, (Aidy)(v) = Av para todo v € V, es un isomorfismo de espacios

vectoriales y HM(P) = C + (/\idv)(ﬁ). Por las proposiciones 1.3.5(1) y 1.3.9 (1), H) es una
afinidad.

(4) Sean V' y V' espacios vectoriales sobre K y f: V — V' una aplicacion lineal. La aplicacion f
considerada como aplicacion entre los espacios afines de V' y V’ es una aplicacion afin. En efecto,

F(0) = 7(0), FO+0) = f(v) = £(0) = f(v), veEV,

donde 0 es el vector cero de V.

(5) Si V' y V' son espacios vectoriales, v € V''y f: V — V' es una aplicacion lineal, entonces t, o f
es una aplicacion afin entre los espacios afines de V' y V', respectivamente, por ser composicién
de aplicaciones afines. Reciprocamente, si a: V — V' es una aplicacion afin, entonces existe un
vector v/ € V' tal que o = t,y o &. En efecto, por la proposicion 1.3.5 (2),

a(P) = a(0) + T (0P) = (ta) 0 @)(P), PEV.
Basta tomar v' = «/(0).
1.3.13. Teorema.
(1) Todo espacio afin (A, V,—) es isomorfo al espacio afin de V.
(2) Dos espacios afines de igual dimension finita son isomorfos.

Demostracion. (1) Fijemos un punto A de A. La aplicacion ay: A — V dada por a4 (P) = zﬁ es una
afinidad, En efecto,

Th(v) = ax(0), (0 + v} = as(O+v) —as(0)=A, 0+ 0-A0=0,0 + 0 =1

Asi, aA = idy.

(2) Sean A y A’ espacios afines de la misma dimension sobre los espacios vectoriales V' y V/,
respectivamente. Por (1), existen afinidades a: A — V' y 8: A’ = V'. Si f: V! = V es un isomorfismo
de espacios vectoriales, la aplicacion 371 o foa: A — A’ es una afinidad. ]

1.3.14. Corolario. Si A es un espacio afin sobre V', el grupo G(A) es isomorfo a G(V).

Demostracion. Sea ¢: A — V una afinidad. La aplicacién ¥: G(A) — G(V), ¥(a) = poaop !, es
un isomorfismo de grupos. O

e DETERMINACION DE UNA APLICACION AFIN

1.3.15. Teorema. Sean A y A’ espacios afines sobre los espacios vectoriales V' y V', respectivamente,

dim A = n. Sean Py,..., P41 son puntos de de A afinmente independientes y Pj,...,P) ; puntos de
A’. Existe una tnica aplicacion afin a: A — A’ tal que a(P;) = P/, i =1,...,n+ 1. En particular, si
dimA"=ny Pj,..., P, son puntos afinmente independientes, entonces « es una afinidad.
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Demostracion. Consideremos la aplicaciéon lineal dada por
f:v—Vv
ﬁ —
P1 7 P{Pi/,

y la aplicacion afin

a: A — A/
P P+ f(PP).
Se tiene
a(P)=PF, i=1,...,n+1

Sea B: A — A’ otra aplicacion afin tal que B(F;) = P/

>, 1 =1,...,n+ 1. Entonces

PP =B(P),B(B) = B(PP), i=2....n+1.

Por tanto, ? = f = @ y por la proposicion 1.3.5 (3), # = a. Si dimA = n y P{,...,P; ; son
afinmente independientes, por la proposicion 1.3.9 (2) se tiene que « es una afinidad. O

1.3.16. Corolario. Sea A un espacio afin sobre V, dimA =n, y Py,..., P,41 puntos de A afinmente
independientes. Se tiene:

(1) Si o, 3: A — A’ son aplicaciones afines tales que «(P;) = 5(FP;), parai=1,...,n+ 1, entonces

a=p.

(2) Si a: A — A es una aplicacion afin tal que a(P;) = P;, parai=1,...,n+ 1, entonces o = idy.

1.3.17. Ejemplo. Existe una tinica aplicacién afin a: R? — R3 tal que «(0,0,0) = (1,0,2), a(1,0,0) =
(2,1,2), «(1,1,0) = (2,0,2) y «(0,1,—1) = (1,1,1), puesto que los puntos (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) y
(0,1, —1) son afinmente independientes. La aplicacion lineal asociada a « es la aplicacion a:R3 S R3
tal que

a(1,0,0) = (1,1,0), o (1,1,0) = (1,0,0), @(0,1,—1) = (0,1, —1).
Se tiene que ﬁ(x,y, z) = (z,x —y — 2z, z). Por tanto,

az,y, z) =a(0,0,0) + ﬁ(x,y, 2)
=(1,0,2) + (z,2 —y —2z,2) = 14+ z,2 —y — 22,2+ 2).

Ademas, « es una afinidad, puesto que los puntos (1,0,2), (2,1,2), (2,0,2) y (1,1,1) son afinmente
independientes.

1.3.18. Proposiciéon. Si a: A — A es una aplicaciéon afin, L es una variedad lineal de A de dimensién r
vy a deja fijos r 4+ 1 puntos afinmente independientes de L, entonces « deja fijos todos los puntos de L.

Demostracion. Sean L = A+ U y Py,..., P11 puntos de L afinmente independientes y tales que
a(P)) = P;, parai=1,...,r+ 1. Se tiene que L = P; o...0 P41 y entonces, por la proposiciéon 1.3.9
(3) (c), a(L) = a(Pr)o...oa(Prr1) = Pio...o Py = L. Veamos que o|z: L — L es una aplicacion
afin. Dado que

af(u) = a(Py),a(P +u) = d(u), uel,

y que ﬁ(u) € U, puesto que a(Py),a(Py + u) € L, se tiene que OTE = E‘U es una aplicacion lineal.
Por el corolario 1.3.16 (2), oz, = idp. O
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1.3.19. Ejemplo. Sea II el plano de R3 cuya ecuacién en la referencia canénica es y — 2z = 2. Vamos
a calcular la afinidad a: R® — R3 que deja fijos los puntos del plano IT y tal que «(1,0,0) = (0,0,0).
La aplicacién buscada es la aplicacion afin dada por

a(1,0,0) = (0,0,0), «(1,2,0)=(1,2,0), «(0,0,—1)=(0,0,-1), «(0,2,0)=(0,2,0).
Su aplicacion lineal asociada es la aplicacion o R3 = R3 dada por

@(0,2,0) = (1,2,0), @ (—=1,0,—1) = (0,0,—-1), a(-1,2,0)=(0,2,0),

equivalentemente, ﬁ(x,y, z)=(x+1/2y—zy,z2), luego

a(r,y,z) = (1,0,0) + @ (z - 1,y,2) = (1 + 2+ 1/2 y — 2,9, 2).

La afinidad « deja fijos los puntos de I, puesto que deja fijos los puntos (1,2,0), (0,0,—1) y (0,2,0),
que son tres puntos de II afinmente independientes.

1.3.20. Definicién. Sean V y V' espacios vectoriales sobre K, B = (v1,...,v,) una base de V' y
B’ = (v{,...,v},) una base de V'. Si f: V' — V' es una aplicacion lineal y

m
f(vi) Zzaﬁv}, 1=1,...,n,
j=1

la matriz
ail ... A1n

BB = P Do = (ay)
aAml .- Amn

se llama matriz asociada a f respecto a las bases By B'. Si V = V' y B = B’ denotaremos fgp/
por fp.

1.3.21. Ecuaciones de una aplicaciéon afin. Sean V un espacio vectorial de dimension n y V'
un espacio vectorial de dimension m. Sean A y A’ espacios afines sobre V' y V', respectivamente, y
a: A — A’ una aplicacion afin. Sean R = {Pi, ..., P,; @} una referencia de A, R' = {PJ,..., P};Q}
una referencia de A’, Bg = (v1,...,v,) y Brr = (v1,...,v,). Si (a;j) es la matriz asociada a
respecto a las bases Bg y Bgr/ y (21, ...,%y,) son las coordenadas del punto P € Aen Ry (zf,...,2},)
son las coordenadas de a(P) en R', entonces

Ty bl allr ... A1n I

/
Ty, bm aAmli  --- Qmn Tn

donde (by,...,by) son las coordenadas de «(Q) en R’. Esta ecuacion se llama ecuacidn matricial de
la aplicacion afin « en las referencias R y R'.
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Demostracion.

n m m
Q? = Zazz vi, Qa(P)= Zx;v;, A (v)) = Zaij vi, j=1,...,n.
i=1 i=1 i=1
Puesto que Q'a(P) = Q'a(Q) + a(Q)a(P) = Qa(Q) + 3(@?), se tiene
m m n m n m m n
Dowivp = b+ A i) =Y bivi+ Y @i (Y aiv)) =Y (bi+ Y aya;) v,
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1  i=1 i=1 j=1
de donde se sigue
n
.%;:bi—i- Zaijxj, 1=1,...,m. ]
j=1

Como consecuencia, se obtiene la ecuacion del cambio de coordenadas ya estudiado en 1.2.15. En
efecto, la ecuacion del cambio de coordenadas de la referencia R a la referencia R’ es la ecuacion de
la afinidad o = idy: A — A en las referencias R y R’. Si L es una variedad lineal de A, R’ es una
referencia de L y R es una referencia de A, la ecuaciéon de cambio de coordenadas de los puntos de L
de la referencia R’ a R es la ecuacion de inclusion ir: L — A en las referencias R’ y R.

e EJEMPLOS DE AFINIDADES. DILATACIONES
Sea A un espacio afin sobre un espacio vectorial V, dim A > 2.

1.3.22. Definicion. ([11, p. 37]) Se dice que D: A — A es una dilatacidn si D es una aplicacion
biyectiva tal que para toda recta L de A se tiene que (L) es una recta y «(L) || L.

Denotaremos por Di(A) el conjunto de todas las dilataciones del espacio A.

1.3.23. Proposicion. El conjunto Di(A) es un grupo con la operaciéon composicion.

Demostracion. Si Dy, Dy € Di(A), entonces Do o Dy es una aplicacion biyectiva. Ademaés, si L es una
recta de A, Di(L) es una recta paralela a L, por ser D; una dilatacion y Ds((D1(L)) || D1(L), por
ser Do una dilataciéon. Por la transitividad de la relaciéon de paralelismo en el conjunto de rectas de A,
(DQ o Dl)(L> H L. Luego Dyo Dy € DI(A)

Claramente, idy € Di(A).

Sea D € Di(A) y veamos que D~! € Di(A). Sea L una recta de A y P € L. Por el axioma de
paralelismo existe una tinica recta L’ tal que D~*(P) € L' y L || L. Por ser D una dilataciéon, D(L')
es una recta paralela a L' y pasa por D(D~1(P) = P. Por el axioma de paralelismo, L = D(L'). Asi,
D YL) = L', luego D~Y(L) || L.



O]

1.3.24. Proposicion. Sea a: A — A una afinidad y A € K, A # 0. Si @ = Aidy, entonces a es una
dilatacién; en particular, las traslaciones y las homotecias de A son dilataciones.

Demostracion. Si Aidy es la aplicacion lineal asociada a a« y L = A 4 (v) es una recta de A, entonces
a(L) = a(A) + (Av) = a(4) + (v),
luego (L) es una recta paralela a L. O

1.3.25. Definiciéon. Una configuracion o figura en A es un subconjunto de A. Se dice que dos figuras
en A son homotéticas si existe una dilatacién que lleva una figura en la otra.

Los dos triangulos en azul de la figura de la izquierda son homotéticos y los dos tridngulos en azul
de la figura de la derecha también lo son.

t"'(P'J tv{P}

1.3.26. Lema. Si D € Di(A) y Ly y L2 son rectas de A paralelas, entonces las rectas D(L1) y D(L2)
son paralelas.

Demostracion. Dado que D(Ly) || L1, L1 || L2 y Lo || D(L2), por la transitividad del paralelismo en
rectas se tiene D(L1) || D(L2). O

1.3.27. Teorema. Si D € Di(A), entonces existe A € K, A # 0, tal que D es una afinidad cuya
aplicacion lineal asociada es Aidy .

Demostracion. Sean v € V' y P € A. Consideremos la aplicacion B: V — V dada por

D) = D(P),D(P + v}, weV.

Veamos que B no depende del punto P € A. Si v =0,

\

D(P),D(P +0)=D(P),D(P)=0, PeA.
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Sea v # 0 y sean P, € A. Veamos que:

D(P),D(P +v) = D(Q),D(Q +v).
Caso 1: Si Q € P + (v) =1, se tiene

L=Po(P+v)|ls=Qo(Q+v), lb=PoQ|li=(P+v)o(Q+v), LAl I+l
l1ﬁl2:{P}, lQﬂng{Q}, l3ﬂl4={Q+U}, l1ﬂl4:{P+U}.
Por el lema 1.3.26, puesto que D lleva rectas a rectas,
D(1) = D(P) o D(P +v) || D(ls) = D(Q) o D(Q +v),
D(l2) = D(P) o D(Q) || D(ls) = D(P +v) o D(Q + v).

Por la definicién 1.2.23, los puntos D(P), D(P+wv), D(Q+v) y D(Q) son los vértices del paralelogramo
de lados D(l1), D(l4), D(I3) y D(l2),

D(P+v) Diils) D(@+v)

Diiy) D(l5)

D(F)

D(iz)

y entonces, por la proposiciéon 1.2.24,

D(P),D(P +v) = D(Q), D(Q + vi.

Caso 2: Si Q € P + (v), dado que dimA =n > 2, existe R ¢ P + (v) = Q + (v). Por el caso 1,

D(P),D(P +v) = D(R), D(R +v) = D(Q), D(Q + v).

Puesto que D(ly) || l1, existe A, € K tal que

D(v) = D(P), D(P + v} = Ay 0.

Veamos que para todo w € V — {0}, A\, = Ay. Si v y w son vectores linealmente independientes

Motw (v +w) = D(P),D(P +v+w) = D(P), D(P 4 v) + D(P +v),D(P + v +w) = A\ v + Ay w,

luego Ay = Aptw = Aw. Si v y w son linealmente dependientes, entonces (v) = (w) y como dimV > 2,
existe u € V tal que u ¢ (v). Los vectores u y v son linealmente independientes y v y w también lo
son. Asi, A, = A\, = A\y. Por tanto, si A = A, (cualquiera que sea v # 0), se tiene B = Aidy. O

33



1.3.28. Corolario. Una aplicacién D: A — A es una dilatacion si, y solo si, D es una afinidad cuya
aplicacién lineal asociada es \idy, para alguin A € K, A # 0.

Demostracion. Se sigue de la proposicion 1.3.24 y del teorema 1.3.27. O

1.3.29. Proposicién. Sea D una dilatacion con isomorphismo lineal asociado Aidy : V' — V. Se tiene:
(1) Si A =1, entonces D es una traslacion.

(2) Si A # 1, entonces D es una homotecia distinta de id. El punto fijo de D es el centro y el escalar
A es la razon.

Demostracion. (1) Si A = 1, entonces la aplicacion lineal asociada a D es idy. Por el lema 1.3.10,
D =t,, donde v = P,D(P; para todo P € A.

—
(2) Si A # 1, entonces el tinico punto fijo de D es el punto C = A+ (A —1)"1D(A), A, siendo A un
punto cualquiera de A. En efecto,

D(P) = P« D(A)+ A\AD — P «— D(A), P = \AP <= D(A), A+ AP — A\ AP
s D(A), A= (A= 1)AP « 4P = (A\— 1)"'D(A), 4
e P—A+(\—1)"'D(A), A
Por la proposicion 1.3.5 (2),

D(P) = C + (Aidy)(CP) = C + A\CP = HA(P), PeA. O

1.3.30. Ejemplo. Vamos a calcular la dilatacion D: R?* — R? que verifica D(1,1,—-1) = (1,1,1) y
D(0,2,2) = (3,~1,-5).

Las dilataciones de R? son afinidades cuya aplicacién lineal asociada es la aplicacion

Ags: R — R3
(z,y,2) — Mz, y,2) = (A, Ay, Az),

con A € R, X\ # 0. Por ser D una aplicacion afin,
D((0,2,2) — (1,1, -1)) = D(0,2,2) — D(1,1, 1),

luego
DB(-1,1,3) = (2,-2,-6) = (~2)(~1,1,3).

Por tanto, A = —2 y entonces D es una homotecia de razéon —2. Se tiene

D(z,y,z) =D(1,1,-1) = 2(z -1,y — 1,2+ 1) =(1,1,1) + (2 — 22,2 — 2y, —2 — 2z)
=3 —-2x,3—2y,—1—22).

El centro de « es el tnico punto fijo de «a, es decir el punto (1,1, —1/3).
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1.4. Ejercicios.

(1) Sea A un espacio afin de dimension n > 4 sobre un espacio vectorial. Estudia cuales de las
propiedades de incidencia de (1.1.28) relativas a puntos, rectas y planos se verifican en A.

(2) Prueba que si Ly y Lo son rectas del espacio afin A de dimension n > 3 sobre un espacio vectorial,
entonces L1 y Lo se cruzan si, y solo si, no son coplanarias.

(3) Sea A un espacio afin de dimensién n > 2 sobre un espacio vectorial, L una variedad lineal y P
un punto de A. Prueba que si P ¢ L, entonces dim (L o P) =1+ dim L.

(4) Sea A un espacio afin de dimension n > 2 sobre un espacio vectorial, L una variedad lineal no
vacia y H un hiperplano tal que L }f H. Prueba que dim (LN H) = dim L — 1.

(5) Sea A un espacio afin de dimension 3, Ly y Lg rectas que se cruzan y P un punto tal que P ¢ Ly
y P & Ls. jExiste alguna recta coplanaria con Ly y con Lo que pase por P? ;jPara que puntos
P € A es cierto este resultado si dim A > 47

(6) Sea A un espacio afin de dimension 3, Ly y Lo rectas que se cruzan y P un punto tal que P ¢ L,
y P & Ls. jPara que puntos de A existe una recta que pasa por P y corta a Ly y a Lo? Estudia
el mismo problema cuando L; || Ly y L1 # Lo.

(7) Sea A un espacio afin sobre V., R = {Py,..., P,; Q} una referencia de A y Bg = (v1,...,v,) su
base asociada. Calcula las coordenadas de los puntos Py,...,P,,Q vy Q +vi + ...+ v, en R.

(8) Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, V' un espacio vectorial sobre K de dimensiéon
n > 2 y A un espacio afin sobre V. Prueba que las diagonales de un paralelogramo se cortan en
su punto medio.

(9) Teorema de Desargues: Sea A un plano afin sobre un espacio vectorial. Sean L, Ly y L3 rectas
distintas que son paralelas. Sean A, A’ € L1, A# A", B,B'€ Ly, B#B'y C,C" € L3, C # C".
Supongamos que A, B y C no estan alineados y que A’, B’ y C’ no estén alineados. Prueba que
sitAoB||AoB yAoC | A oC’ entonces BoC || B o (.

A I

Ny

TS
?

B'

(10) Calcula una referencia de R? donde el plano II cuya ecuacion en la referencia canénica es 2z +
y — z = 1 tiene la ecuacion 2’/ = 0.
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(11) Sea A un espacio afin de dimension 3 y sea R una referencia de A. Estudia la posicion relativa

(a) de dos planos,
(b) de una recta y un plano,
(¢) de dos rectas,

segun el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada con los términos independientes
del sistema de ecuaciones lineales en la referencia R de sus correspondientes intersecciones.

(12) Estudia la posicion relativa de las rectas L1 = (—1,2,0)+((3,—3,1)) y L2 = (0,2,0)+((1,—1,1))
de R3. Calcula la recta que pasa por P = (2,—2,0) y corta a las rectas L; y Lo. {Existe una
recta que pasa por P/ = (1,1,0) y corta a L1 y a Lo?

(13) Sean L y L’ rectas de R* cuyas ecuaciones en la referencia canénica son

r=3
20 —y+1=0
L=XLx—2=0 L/E y:1+>\
P z =2\
7 t= A\

(a) Estudia la posicion relativa de L y L. Calcula unas ecuaciones lineales de Lo L'.

(b) Calcula unas ecuaciones lineales de la recta que pasa por el punto (0,0, —2, —2) y es copla-
naria con las rectas L y L.

(¢) (Existe alguna recta que pasa por el punto (1,0,0,0) y es coplanaria con las rectas L y L'?
onsideremos el espacio afin R”.
14) Consid 1 espacio afin R?
(a) Encuentra los numeros reales a para los cuales los puntos P, = (1,0,a), Q. = (0,a — 2,1)
y T = (2,0,3) estan alineados.

(b) Para cada ntumero real a calcula la menor variedad lineal que pasa por los tres puntos del
apartado anterior.

(¢) Para los valores de a para los cuales P,, Q, y T no estan alineados, encuentra un punto S
tal que los puntos P,, @, Ty S no son coplanarios y calcula unas ecuaciones lineales de la
recta T o S en la referencia R = {P,, T, S;Qq}.

(d) Sea II el plano cuya ecuacion en la referencia canénica es 2x — 2y — z — 1 = 0. Prueba que
(P1,Q1,T) es una referencia de II.

(e) Sea r la recta cuyas ecuaciones en la referencia canénica son

r=1
r=
204+ 2= 1.

. Esté la recta r contenida en el plano II7 En caso afirmativo, calcula unas ecuaciones lineales

derenR ={P,Qy;T}.
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(15)

(16)

(22)

(23)

Sean A y A’ espacios afines sobre los espacios vectoriales V' y V', respectivamente. Prueba que
a: A — A’ es una aplicacién afin si, y solo si, existe una aplicacion lineal f: V — V' tal que

a(P),a(Q) = f(PQ), P,QeA.

Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea A un espacio afin sobre V. Sea R =
{Py,...,P,;Q} una referencia afin de A y o : A — A’ una afinidad. Prueba que el punto
P € A tiene coordenadas (x1,...,z,) en R si, y solo si, «(P) tiene coordenadas (z1,...,z,) en

la referencia a(R) = {a(Py),...,a(P,); a(Q)}.
Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K, dimV > 2, y sea A un espacio afin sobre V.

(a) Prueba que las homotecias de centro C' forman un grupo abeliano con la operacion compo-
sicion isomorfo al grupo (K*,-).

(b) Prueba que la composicion de dos homotecias de distinto centro y razones \ y p es una
homotecia si Ay # 1 y una traslaciéon si Ay = 1.

(¢) Sean \,u € K, Apu # 1, y sean C,D € A, C # D. Calcula el centro y la razon de la
homotecia composicion H l? o Hf

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, V' un espacio vectorial sobre K y A un espacio
afin sobre V. Prueba que si a: A — A es una afinidad, M es el punto medio de P; y Ps si, y solo
si, «(M) es el punto medio de a(Py) y a(Pa).

Sea A un espacio afin y sean L y L' rectas paralelas de A, L # L’. Sean P; y P, puntos de L,
Py # Py, y P y Pj puntos de L', P| # P;. Prueba que existe una tnica dilatacion D: A — A
tal que D(Py) = P{ y D(P,) = Pj.

Sea A un plano afin sobre un espacio vectorial V' y sean Lq, Lo vy L3 rectas tales que no pasan
las tres por un mismo punto, Ly |[f Lo, Lo [ Lz y Ly f|Ls, y sean L}, LY, y L% otras tres rectas
con las mismas propiedades. Prueba que existe una tnica afinidad o: A — A tal que a(L;) = L,
para ¢ =1,2,3.

Considera en R? las rectas L; y L’ cuyas ecuaciones en la referencia canoénica son

Li=x+1=0, Lo=x+y—5=0, Ly=zxz—y—-1=0,
Li=4r -3y +1=0, Ly=4r —y—5=0, Li=y+1=0.

Calcula las ecuaciones en la referencia canénica de la afinidad a: R? — R? tal que a(L;) = L,
para ¢ = 1,2, 3. jExiste una unica afinidad verifiando estas condiciones?

Sea II el plano cuya ecuacién en la referencia canénica es x + y + z — 1 = 0. Estudia si existe
alguna afinidad a: R? — R? tal que o(II) = IT y «(1,0,1) = (0,1, 1). En caso afirmativo, razona
si existe una tnica afinidad verificando estas condiciones.

Considera en R? las rectas r; y ri, 1 =1,2,3,4, cuyas ecuaciones en la referencia canénica son

m=2x—y—1=0, m=x4+y—2=0, mr=z+y—5=0, ry=2x—y—4=0,
rm=3r+y—3=0, rh=x-3y—1=0, T§E$—3y—11=0, =3z +y—13=0.
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a) Estudia si existe alguna afinidad o: R? — R? tal que a(r;) = r}, para i = 1,2,3, 4.

b) Existe una tnica afinidad verificando estas condiciones? En caso afirmativo, calcula las
ecuaciones de « en la referencia canoénica.

(24) Sea A un espacio afin sobre V' y a: A — A una afinidad.

(a) Prueba que si « deja fijos dos puntos distintos de A, entonces 1 es un autovalor del isomor-
fismo lineal asociado a a.

b) Reciprocamente, supongamos que 1 es un autovalor del isomorfismo lineal asociado a «.
g
. Deja a dos puntos fijos distintos?

(25) Sea a: A — A un afinidad. Demuestra que el conjunto {P € A | a(P) = P} de puntos fijos de
« es vacio o un punto o una variedad lineal cuya direcciéon es el subespacio de vectores propios
asociados al autovalor 1 de o.
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2. ESPACIOS VECTORIALES EUCLIDEOS

En este tema se introduce el concepto de producto escalar en un espacio vectorial real, que generaliza
el concepto de producto escalar usual de vectores libres del plano o espacio. Trasladaremos a los espacios
vectoriales euclideos las nociones de longitud de un vector y angulo entre dos vectores, de forma que
se conserven las propiedades que tienen en el espacio vectorial de los vectores libres.

Probaremos la existencia de bases ortonormales en un espacio vectorial euclideo de dimensién finita.
Las transformaciones ortonormales de un espacio vectorial euclideo son las aplicaciones lineales que
conservan el producto escalar o, equivalentemente, la longitud de los vectores. Se estudian y clasifican
las transformaciones ortogonales de un plano y de un espacio vectorial euclideo tridimensional.

2.1. Espacios vectoriales euclideos

2.1.1. Definicién. Sea V un espacio vectorial real. Se dice que una aplicacion o: V x V — R es un
producto escalar en V si verifica las siguientes condiciones:

(1) o es una aplicacion bilineal o una forma bilineal, es decir:

(a) O'()\l V1 + Ao Ug,w) =)\ a(vl,w) + Ao a(vg,w), v, v2,w €V, A, Ay € R,
(b) o(v,\wi + Agwa) = A1 o(v,wr) + Ao o(v,wa), v,wr,we €V, A\, \g € R,

(2) o es simétrica, es decir o(v,w) = o(w,v), para todo v,w € V,
(3) o es definida positiva:

a) o(v,v) >0, para todo v € V|

b) o(v,v) =0 = wv=0.

Si o es un producto escalar, denotaremos con frecuencia o(u,v) por u-v.

Un espacio vectorial euclideo es un par (V, o), donde V' es un espacio vectorial real y o es un
producto escalar en V. Lo denotaremos por (V, o) o simplemente por V.

2.1.2. Ejemplos.

(1) Sean Va y V3 los espacios vectoriales reales de los vectores libres del plano y del espacio ordinario,
respectivamente. La aplicaciéon o;: V; x V; = R, i = 2,3, dada por

0, si 72? o} 7:3,
Ui(ﬁ’m:{WHm cos (T, T), si T£O0 vy T£0,

donde 4(7, 7) es el angulo no orientado entre los vectores U y o (es decir, el menor de los

— —
angulos que forman un representante OP; de U y un representante OP, de 7), es un producto
escalar en V;, para ¢ = 2,3. Por tanto, (V;,0;) es un espacio vectorial euclideo para i = 2, 3.

39



(2)

La aplicacién o: R" x R” — R, dada por

O'((LU]_,. . 'a$n)7 (yl) .. ayn)) = T1Y1 + ... +xnyna

es un producto escalar en R", que llamaremos producto escalar usual. Asi, R™ con el producto
escalar usual es un espacio vectorial euclideo.

En el espacio vectorial R[X] de polinomios en una variable con coeficientes en R, si a,b € R,
a < b, la aplicaciéon o: R[X] x R[X] — R dada por
b
S(F(X),60) = [ F@)Gla)ds, F(X),6(X) € RX]
a

es un producto escalar en R[X]. La bilinealidad de o se sigue de las propiedades de la integral
definida. Claramente, o es simétrica y es definida positiva, puesto que

b
o(F(X),F(X)) :/ F(z)?dz >0,

y F2(=) : [a,b] — R, F?(z) = (F(z))?, es una funcién continua no negativa que se anula a
lo sumo en un namero finito de puntos de [a, b]. (R[X],0) es un ejemplo de espacio vectorial
euclideo que no tiene dimension finita.

Si (V, o) es un espacio vectorial euclideo y U un subespacio de V', entonces la aplicacion

oy:UxU — R
(u,v) — o(u,u)

es un producto escalar en U. Asi, todo subespacio U de un espacio vectorial euclideo es un espacio
vectorial euclideo con el producto escalar oy inducido.

Vamos a introducir el concepto de matriz de Gram de una forma bilineal, ya que facilita el estudio
del producto escalar y permitira utilizar el criterio de Sylvester para determinar cuando una forma
bilineal simétrica es definida positiva.

2.1.3. Definicién. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita, o: V' x V' — R una forma

bilineal y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Se llama matriz de Gram de o respecto a la base B a
la matriz

gir gi2 .- Jin

921 922 --- G2n

B
GE = o : = (9ij);

gnl1 Gn2 .- YGnn

donde g;; = o(v;,v;), para i,j =1,...,n.

2.1.4. Observacion. Sea o:V XV — R una forma bilineal y B = {v1,...v,} una base de V. Si
V=x1V1 + ...+ TpUpn, W =Y1v1 + ...+ Yn¥, son vectores de V' y Gf = (gij) es la matriz de Gram de
o respecto a B, entonces

n Y1
a(v,w):Zgijxiyj:(ml xn)Gf :
=1 Yn
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2.1.5. Definicion. Sea K un cuerpo y C'y D matrices nxn sobre K. Se dice que C'y D son congruentes,
si existe una matriz regular P tal que P! CP = D, donde P! es la matriz traspuesta de la matriz P.

La relacion “ser congruentes” en el conjunto de matrices n X n sobre K es una relacion de equiva-
lencia.

2.1.6. Proposiciéon. Sea V un espacio vectorial euclideo, B = {v1,...v,} y B’ = {v],... v} } bases de
V y sean

n
v;- :Zpijvi, j=1,...,n.
i=1
Si P =idp/p = (pi;), entonces
GE =ptaEp.
Asi, las matrices GZ y GF' son congruentes.
Demostracion. Sean G2 = (g;;) y G5 = (9i;)- Se tiene

n n n
iy = v v = O privr) - O pijvs) = Y PriPij 9hi- O
k=1 =1

k=1

2.1.7. Proposiciéon. Sea o: V x V — R una forma bilineal y sea B = {v1,...v,} una base de V.
Entonces, la forma bilineal o es simétrica si, y solo si, la matriz G2 es una matriz simétrica, es decir,

si (GB) =GE.
Demostracion. Si o es simétrica,
gij:U(vi,vj):a(vj,vi):gji, ’i,j:1,...,n,

luego GUB es simétrica. Reciprocamente, si g;; = gji, para ¢,j = 1,...,n, v=2101 +... + TpVp ¥
w = Y101 + ... + YUy, se tiene

n n
o(v,w) = Z Gij Ti Yj = Z gjiyj i = o(w,v). O
ij=1 ij=1

2.1.8. Definicion. Sean (V,o) y (V' 0’) espacios vectoriales euclideos. Se dice que una aplicacion
f:V — V' es una isometria si verifica

(1) f es un isomorfismo de espacios vectoriales reales,

(2) o(v,w) =0d'(f(v), f(w), para todo v,w € V.

Sean (V,o) y (V',0’) vectoriales euclideos. Se dice que (V, o) y (V’,0’) son isométricos si existe una
isometria f: V — V.

2.1.9. Lema. Sean (V,0) y (V',0’) espacios vectoriales euclideos de dimension n, B = (v1,...v,) una
base de V' 'y f: V — V'’ un isomorfismo de espacios vectoriales reales. Se tiene que f es una isometria
si, y solo si, v; - v; = f(vi) - f(vy), parai,j =1,...,n.
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Demostracion. Si f es una isometria, entonces v; - v; = f(v;) - f(vj), para i,j5 =1,...,n.
Reciprocamente, supongamos que v; - v; = f(v;) - f(vj), parai,j =1,...,n, y sean v,w € V tales

que
n n

v = g TiVi, W= E Yiv;.
i=1 =1

Entonces

F) - fw)= (D mif)) - (D wif ) =Y ayifvi)- flv) = > migjvi-vj=v-w. O
=1 =1

1,7=1 4,j=1

2.1.10. Definicién. Sea V' un espacio vectorial euclideo. Se dice que los vectores u y v son ortogonales
siu-v =0.

2.1.11. Definicién. Sea V un espacio vectorial euclideo y v un vector de V. Se llama norma o longitud
del vector v y se denota por |[v|| al ntimero real

lv]| = Vv-v.

Se dice que un vector v es unitario si ||v]] =1.

Obsérvese que si v € V — {0}, entonces el vector v/[|v| es unitario.
En los espacios vectoriales euclideos Vo y V3 de vectores libres, la longitud de un vector libre es el
moédulo de ese vector libre, es decir || 7] = | 7|

2.1.12. Propiedades de la longitud. Sea V' un espacio vectorial euclideo.
1) Jv |l =0 si, y solo si, v = 0.

2) Aol = Allloll, AeR, veV.

4) lu+v| < |lul]| +|lvll, u, v €V (Desigualdad de Minkowski).

(1)

(2)

(3) |u-v| < JJull||v]], u,v € V (Desigualdad de Cauchy- Schwartz).

(4)

(5) Siu y v son vectores ortogonales, entonces |lu + v||? = [|u|® + ||v||* (Teorema de Pitégoras).

Demostracion. (1) |[v]| =0 <= v-v=0 <= v=0.

(2) [|xv]l = Vv - v = /X (v -v) = AlVo-v = [A]]Jv].

(3) Siu =0, es trivial. Si u # 0, para cada A € R se tiene

Nu+v|2 = Au+2v) - Au+v) =22 |u)|®> + [|v]|> + 2 u-v > 0.

Tomando
__uv
[l
se obtiene ) )
Pt of? = 0 g2 g L0 s
[Jull [Jull
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equivalentememte,
(u.0)? < [luf?[o]%,

es decir, |u-v| < |lu| ||v].

(4) Se tiene
o+ ol =l + fJol* + 2w v < flull + flof|* + 2 [u - o]

<flul® + oll* + 2 full o]l = (llull + [lv])*.
(5) Siu-v =0, entonces ||u+v|* = |[ul|> + ||[v]|? +2u - v = |Jul|® + ||v]?. O

Siu# 0y v #0, de la desigualdad de Cauchy-Schwartz |u-v| < |lu| [|v||, se sigue que —||ul| ||v] <

u-v < |Jul ||v]|, equivalentente,
u- v

=l ol
Dado que la aplicacion cos: [0, 7] — [—1, 1] es biyectiva, existe un tinico nimero real que denotaremos
por Z(u,v), tal que 0 < Z(u,v) < m, y que verifica

Uu-v

/ = .
cos £(t:0) = ol

2.1.13. Definicién. Sea V' un espacio vectorial euclideo. Se llama dngulo no orientado entre los vectores
no nulos u y v al namero real Z(u,v), 0 < Z(u,v) < 7, tal que
u-v

/ = .
cos £t 0) = el

Obsérvese que los vectores no nulos u y v son ortogonales si, y solo si, Z(u,v) = 7/2.

2.1.14. Definicion. Sea V un espacio vectorial euclideo. Se dice que la base B = (v1,...,v,) de V es
ortogonal si v; - vj = 0, para todo 7 # j.

2.1.15. Definicién. Sea V' un espacio vectorial euclideo. Se dice que la base B = (v1,...,v,) de V es
ortonormal si B es una base ortogonal y los vectores v; ,4 = 1,...,n, son unitarios, equivalentemente,
siv;-v; = 055, parai,j =1,...,m,donde d;; =1sii# jyd;; =0sii=j.

2.1.16. Ejemplos.

- =

(1) La base C ={ i, j } asociada a la referencia canénica C = {E, E2; O} del plano ordinario y la

base C ={ i, j, k } asociada a la referencia canonica C = {E1, Ey, E3; O} del espacio ordinario
son bases ortonormales de Vs y V3, respectivamente.

~y
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(2) La base canonica C' = (e; = (1,...,0),...,e, = (0,...,1)) es una base ortonormal de R™ con el
producto escalar usual.

2.1.17. Proposition. Sea V un espacio vectorial euclideo y B = (vy,...,v,) una base ortonormal
de V. Si v es un vector de V de coordenadas (z1,...,z,) en B, se tiene

loll = /ot + ... + a3
Demostracion.

n
2 2
vev = g xix;(v; - vj) = g xix; 0y = a7+ ...+ ;.

ij=1 ij=1
y entonces

||l = Vv-v= /22 +...+ 22 O
2.1.18. Lema. Sea V un espacio vectorial euclideo. Si S = {v1,...,v,} es un conjunto de vectores no

nulos de V' ortogonales dos a dos, es decir tales que v; - v; = 0 si ¢ # j, entonces S es un conjunto de
vectores linealmente independientes.

Demostracion. Se tiene

Z)‘WUZ:O: (Z)\ivi)-vj:(),jzl,...,rj )\j(vj-vj)zo,jzl,...,r = )\jIO,j:]_,...,T.
=1 =1
U

Si V' es un espacio vectorial euclideo de dimension finita, el método de ortogonalizaciéon de Gram-
Schmidt permitiré construir un base ortogonal de V' a partir de una base cualquiera de V.

2.1.19. Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Sea V un espacio vectorial euclideo. Si

u1,..., U, son vectores linealmente independientes, entonces los vectores que se obtienen de la forma:

v = u1
U2 - v1

v = Uy — vy
v1 - U1
ug - U1 ug - U2

v3 = uz — v — v2
v1 - U1 Vg - V2

. Uy - V1 Uy - V2 Uy * Ur—1

Vp = Uy — v — Vg — ... — ——— U1

V101 V2 - V2 Up—1 " Upr—1

son linealmente independientes, ortogonales dos a dos y verifican

(i,..,05) = (u,...,u5), j=1,...,m
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Demostracion. Razonaremos por induccién sobre el ntimero r de vectores linealmente independientes.
Para r = 1 es trivial. Supongamos r > 2 y que el resultado es cierto para r— 1. Sean uq, ..., u, vectores
linealmente independientes. Por hip6tesis de induccién, los vectores

j—1

Wi - Vs
— . J Tt -
vj—uj—g vi, J=1,...,7—1,
—1 Vi Vi
1=

son linealmente independientes, ortogonales dos a dos y verifican

(v1,...,05) = (u1,...,u5), j=1,...,r—1L

Pongamos
r—1
Uy * V5
Ur = Uy — i
V; * U
=1
Se tiene que v, # 0 y ademés
r—1
Uy * V; Uy * Uj .
vr-vj:ur‘vj—g Vi U = Uy Vj — vi-v; =0, j=1,...,r—1L
- (7 ’Uj . ’Uj
=1
Por el lema 2.1.18, los vectores v1,...,v, son linealmente independientes y vy,...,v, € (uy,...,uy),
luego (vi,...,vp) = (ug,...,up). O

2.1.20. Teorema. Todo espacio vectorial euclideo (V, o) de dimension finita tiene una base ortonormal.

Demostracion. Si dim V' = n, por el teorema de estructura de espacios ortogonales reales o aplicando

el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a una base cualquiera (uq,...,u,) de V, se obtiene
que existe una base ortogonal B = (v1,...,v,) de V. Poniendo
U4 ‘
w;=—— i=1,...,n,
fod|
se obtiene que la base B’ = (w1, ..., w,) es una base ortonornal de V. ]

2.1.21. Lema. Si (V,0) es un espacio vectorial euclideo y B es una base de V, entonces la matriz de
Gram de o en B es congruente a la matriz identidad I.

Demostracion. Por el teorema 2.1.20, V tiene una base ortonormal B’, luego Gf, = I. Por la proposi-
cion 2.1.6, GB es congruente a I. O

2.1.22. Criterio de Sylvester. Sea 0: V x V' — R una forma bilineal simétrica y B = (v1,...,vp)
una base de V. Si G2 = (g;;) es la matriz de Gram de o en B, entonces

g1 912 --- 91
g21 G922 ... G2

o es definida positiva <= A;=| . . ,1 >0, i=1,...,n.
g1 92 --- Gii
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Demostracion. Supongamos que o es definida positiva. Sea B = (v1,. .., v,) una base cualquiera de V,
Bj = (v1,...,v5), Vj = (Bj), 05 = Ty, ¥ Gj = fo, para j = 1,...,n. Por el ejemplo (4) de 2.1.2,
(V;,05) es un espacio vectorial euclideo. Por el lema 2.1.21, existe una matriz regular P; tal que
ij = 73; I; P;, luego Aj = det Gj = det(P;)? > 0, para j = 1,...,n.

Para probar el reciproco, razonaremos por induccién sobre la dimension de V. Si la dimensiéon de V'

es 1, el resultado es cierto trivialmente. Supongamos el resultado cierto para espacios vectoriales de
dimensiéon n — 1 y veamos que es cierto para espacios vectoriales de dimensién n. Sea V' un espacio

vectorial de dimension n, o: V' x V — R una forma bilineal simétrica y B = (vy,...,v,) una base
de V tal que A; > 0, parai=1,...,n. Sea V' = (v1,...,0p-1) y 0/ = o), - Dado que A; > 0, para
i=1,...,n— 1, por hipotesis de induccion o’ es definida positiva, luego (V’, ') un espacio vectorial
euclideo. Sea B’ = (wq,...,wy,—1) una base ortonormal de V’. Pongamos B” = (w1,...,wp—1,v,). Se
tiene

1 0 ... O c1

o 1 ... 0 co

Gll= I

o 0 ... 1 Cn—1

€1 € ... Cp1 Cpn
Por la proposicion 2.1.6, existe una matriz regular ) tal que Gfﬁ =9 Gf Q. Consideremos la matriz

10 0 —c

0 1 0 —co

P=|:

0 0 1 —cpoa

0 0 0 1
Se tiene

PGE P =diag(1 ... 1 d), d=c,— —...—c_,.

Si T = QP, entonces T'GET =diag(1 ... 1 d), luego

d = det(7)? det(GP) > 0.

Sea B la base tal que T = idsp. Se tiene que GUB =diag(1 ... 1 d).La forma bilineal o es
definida positiva, puesto que si v € V — {0} tiene coordenadas (z1,...,x,) en la base B, entonces
vov=at 4. +ad o +dad > 0. O]

2.1.23. Ejemplo. La forma bilineal o : R3 x R3 — R dada por

o((w1,22,23), (Y1,Y2,¥3)) = 221Y1 — T1Y2 — T2y1 + Tay2 — T2Y3 — T3Y2 + 3T3Y3,

tiene como matriz de Gram en la base canénica C' = (e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1))

2 -1 0
GO=| -1 1 -1
0 -1 3
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La forma bilineal o es simétrica, puesto que (GS)t = G¢. Ademas,

2 -1

det(2) =2 > 0, ' 1 1

’:1>0, det(GY) =1 >0,

y o es definida positiva, por el criterio de Sylvester. Asi, o es un producto escalar en R3.

Vamos a calcular una base ortogonal B’ = (w1, ws,w3) de (R3, o) aplicando el método de ortogo-
nalizacion de Gram-Schmidt a la base canénica de R3:

o(eg,wy)
=e9 — =(0,1,0) — (—-1/2)(1,0,0) = (1/2,1,0
w2 €9 U(wl,wl)wl (7 ) ) ( /)(7 ) ) (/7 ) )7
o(es,wy) o(es, wa)
= e3 — — =(0,0,1) — (—=2)(1/2,1,0) = (1,2,1).
w3 63 O'(wl,wl) w1 O'(U)Z,’LUQ) w2 ( » ) ( )( /7 ? ) (7 ? )
Obsérvese que
2 -1 0 1/2
oles,wg)=(0 0 1) | -1 1 -1 1 | =-1,
0o -1 3 0
y de forma analoga se obtiene que o(wsz,wy) = 1/2. La base B’ no es ortonormal, puesto que los

vectores wi y we no son unitarios

lwi]l = Vo(wi,w) = V2, |wa] = Vo(wz,we) = v2/2, lws|| = \/o(ws,ws) = 1.

A partir de B’ se obtiene la siguiente base ortonormal de (R3, o):

B < wp w2 w3 > = ((v/2/2,0,0), (v/2/2,v/2,0),(1,2,1)).

lwi ™ Nwa | [Jwsll

2.1.24. Definicion. Sean (Vo) un espacio euclideo y U y W subespacios de V. Se dice que U es
ortogonal a W si u - w = 0 para todo u € U y para todo w € W.

2.1.25. Definicion. Sea V' un espacio vectorial euclideo y sean U y W subespacios de V . Se dice que
la suma U + W es una suma ortogonal y se denota por U LW | si verifica que UNW = {0} y U es
ortogonal a W.

2.1.26. Definicioén. Sea V' un espacio vectorial euclideo y U un subespacio de V. El subespacio
Ut={veV|u-v=0,YueU}
se llama subespacio ortogonal a U.

2.1.27. Proposiciéon. Sea V un espacio vectorial euclideo y U un subespacio de V' de dimensién finita.
Se tiene que V = U LU,
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Demostracion. Sea B = (uy,...,u,) una base ortonormal de U y v € V. Consideremos el vector
u=(v-u)u+...+ (v-u)u, €U.
El vector v — u € UL, puesto que, para cada i = 1,...,r,
(v—u) u=v-u—u-u=v-u—v-u =0, i=1,...,7r

Asi, V =U+U"L. Ademaés, siv € UNU™, entonces v-v = 0 y por ser V un espacio vectorial euclideo,
se tiene que v = 0. Por tanto V =U L U~ .

Los niimeros reales v - u; se llaman coeficientes de Fourier de v respecto a la base ortonormal B

de U. O

2.1.28. Definicién. Sea V' un espacio vectorial euclideo y U un subespacio de V de dimensién finita.
Siv €V se llama proyeccion ortogonal de v sobre U al vector v, € U tal que v — v, € U+t

2.1.29. Observacion. Sea V un espacio vectorial euclideo, U es un subespacio de V' de dimensién
finita y v un vector de V. Si B = (uy,...,u,) es una base ortonormal de U, entonces

vw=w-u)ur+...+ v u)u, €U

Veamos un ejemplo de como calcular la proyeccion ortogonal de un vector sobre un plano vectorial
de R3.

2.1.30. Ejemplo. Consideremos el plano vectorial U de R® cuya ecuacién en la base canénica es
2 +y—2z=01y el vector v = (—3,1,1). Se tiene

U=(((1,0,2),(0,1,1)), U*-={(2,1,-1)).
Luego R® =U L U+ = {(1,0,2),(0,1,1),(2,1,—1)). Dado que

(=3,1,1) = —(1,0,2) + 2(0,1,1) — (2,1, -1),
la proyeccion ortogonal de v sobre U es el vector

vy = —(1,0,2) +2(0,1,1) = (~1,2,0).
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2.1.31. Teorema de clasificacion de espacios vectoriales euclideos. Dos espacios vectoriales
euclideos de dimension finita son isométricos si, y solo si, tienen igual dimensién; en particular, todo
espacio vectorial euclideo de dimensién n es isométrico a R™ con el producto escalar usual.

Demostracion. Sean B = (v1,...,v,) y B' = (v],...,v],) bases ortonormales de V' y V', respectiva-
mente. La aplicacion lineal f: V — V' dada por

flo)=v;, i=1,...,m,
es una isometria, puesto que v; - v; = d;; = v} - v} = f(vi) - f(vj), parai,j=1,...,n. O
- - —
La isometria f: V3 — R? dada por f( i ) =e1, f(j)=ea, f(k)=e3, donde C = (e1,e2,e3) es la
base canénica de R?, permite identificar el espacio vectorial euclideo de los vectores libres del espacio

ordinario con R3, con el producto escalar usual. De forma anéloga se identifica el espacio vectorial
euclideo de los vectores libres del plano ordinario con R?, con el producto escalar usual.

2.2. Transformaciones ortogonales. Matrices ortogonales

2.2.1. Definicion. Sea K un cuerpo. Se dice que la matriz A € M, (K) es una matriz ortogonal si
At A = I, siendo A? la matriz traspuesta de A.

2.2.2. Proposicion. Sea A = (a;j) € M, (R). Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) La matriz A es una matriz ortogonal.

(2) A7 = AL

(3) AA =1.

(4) Br = ((a11,---,a1n)y- -+, (@nl,--.,any)) €s una base ortonormal de R™ con el producto escalar
usual.

(5) Bc = ((a11,---,an1),---, ((@1n, ..., ans)) es una base ortonormal de R™ con el producto escalar
usual.

Demostracion. (1) = (2) La matriz A es regular, puesto que det(A?) det(A) = 1. Luego, A" = A'T =
AL (AAT) = AL

2)= (1) AA=ATA=1T
(2) < (3) se prueba de forma similar a (1) < (2).
(4) es equivalente a que A A" = I.

(5) es equivalente a que A' A = I. O
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2.2.3. Proposicion. Si A es una matriz ortogonal, entonces el determinante de A vale 1 o —1.

Demostracion. Se tiene

(det(A))* = det(A?) det(A) = det(A* A) = 1.
Asi, det(A) =1 o det(A) = —1. O

2.2.4. Definiciéon. Sea V' un un espacio vectorial euclideo. Se dice que la aplicaciéon f: V — V es una
transformacion ortogonal de V si es una isometria, es decir si es un isomorfismo de espacios vectoriales
reales y ademés

f) - flw)=v-w, YoweV

2.2.5. Proposiciéon. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimensién finitay f: V — V una aplicacion
lineal. Entonces f es una transformacién ortogonal si, y sélo si,

f) - flw)=v-w, v,welV.

Demostracion. Basta ver que si f(v) - f(w) = v-w, para cada v,w € V, entonces f es un isomorfismo
de espacios vectoriales; y puesto que el espacio vectorial V' tiene dimension finita, es suficiente probar
que el ntcleo de f es el subespacio {0}. Se tiene

fo)=0 = 0=f(v) - flv)=v-v = v=0. O
2.2.6. Proposicion. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension finita. Una aplicacion f: V — V
es una transformacion ortogonal si, y solo si, f(v) - f(w) = v - w, para todo v,w € V.

Demostracion. Es suficiente probar que si la aplicacion f: V' — V verifica que f(v)- f(w) = v-w, para
todo v, w € V, entonces f es una aplicacion lineal.
Siu=v+w,

0=llu—v—wl*=|ul>+|v]*+ Jw|*-2u-v—2u-w—2v-w
=[F )P+ 1F )P+ () =2 (w) - () =2 f(w) - f(w) = 2f(v) - f(w)
=[1£ (u) = f(v) = f(w)|*.

Ast, f(v+w) = f(v) + f(w).
Siu=Av,

0= fu—Xv* = ul® + X[v]* = 2 u-v = [f(@)|]* + N[ F )7 = 2X f(u) - f(v) = [ f(u) = Af ().
Ast, f(Av) = X f(v). O
2.2.7. Notacidén. Si V es un espacio vectorial euclideo de dimension finita, denotaremos por O(V') el

conjunto de las transformaciones ortogonales de V' y por O(n,R) el conjunto de las matrices n x n
reales ortogonales.
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2.2.8. Teorema. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension finita, B una base ortonormal de V'
y f: V — V una aplicacion lineal. Entonces f es una transformacién ortogonal si, y solo si, la matriz
asociada a f respecto a la base B es una matriz ortogonal.

Demostracion. Sea A = (a;;) la matriz asociada a f respecto a la base B = (v1,...,v,). Por el lema
2.1.9, f es una transformacion ortogonal si, y solo si, f(v;) - f(vj) = &5, para 4,5 = 1,...,n. El
resultado se sigue de las siguientes equivalencias

f(i) - f(vj) = 6ij = (Zaki vg) - (Z‘”J V) = 0jj <= Z ak;ia0k = 045

k=1 =1 k=1

n
@Zakiakj:&j@/tt/l:[. O

k=1
El siguiente lema sera utilizado en el capitulo 4 para clasificar los movimientos en un espacio afin

euclideo.

2.2.9. Lema. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimensioén finita y f: V' — V una transformacion
ortogonal de V. Se tiene

Im(f —idy) = (Nuc(f — idy))*.
Demostracion. Para cada (f —idy)(v) € Im(f — idy) y cada w € Nuc(f — idy), es
(f —idy)(v) - w = (f(v) =v) - w = f(v) - w—v-w= f(v) flw) —v-w=0.
Asi, Im(f — idy) € (Nuc(f —idy))* y, dado que
dimg Im(f —idy) = dimg V — dimg Nuc(f — idy) = dimg (Nuc(f — idy))*,

se obtiene el resultado. O

2.2.10. Lema. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimensiéon n > 1 y sean B una base ortonormal
de V y B’ una base de V. Entonces B’ es una base ortonormal de V si, y solo si, 1g/g es una matriz
ortogonal.

Demostracion. Sean B = (v1,...,v,)y B’ = (v],...,v)) y consideremos la aplicacion lineal f: V — V
dada por
flv))=7l, i=1,...,n.

Se tiene que fg = idp/p. Por la demostracion del teorema 2.1.31, B’ es una base ortonormal si, y solo
si, f € O(V) y por el teorema 2.2.8, f € O(V) si, y solo si, 1grg = fp € O(n,R). O

2.2.11. Lema. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo Ky f: V — V una
aplicacion lineal. Si B 'y B’ son bases de V' y fp y fp son las matrices asociadas a f respecto a las
bases B y B’ respectivamente, entonces det(fp) = det(fp/).
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Demostracion. Se tiene
fer =P ' P,

donde P = idgrg. Por tanto,

det(fp/) = det(P™!) det(fp) det(P) = (det(P))~" det(P) det(fg) = det(fp). O

2.2.12. Definicién. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K y sea f: V =V
una aplicacion lineal. Se llama determinante de f,y se denota por det(f), al deteminante de la matriz
asociada a f en una base B de V, es decir

det(f) = det(fp).
Obsérvese que por el lema 2.2.11, det(f) no depende de la base considerada en V.

2.2.13. Proposicion. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension finita. Si f es una transforma-
cion ortogonal de V', entonces el determinante de f es 1 o —1.

Demostracion. Sea B una base ortonormal de V. Por el teorema 2.2.8, la matriz fp es una matriz
ortogonal. Dado que el determinante de f es igual al determinante de fp, por la proposicion 2.2.3 es
det(f) =1 o det(f) = —1. O

2.2.14. Definicién. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimensién finita y f una transformacion
ortogonal de V. Se dice que f es un giro o una rotacion si det(f) = 1. Se dice que f es una reflexion

si det(f) = —1.

2.2.15. Ejemplo. El giro de 4ngulo ¢ en Vo, G,: Vo — Vo, 0
ortogonal de V5 cuya matriz asociada en la base ortonormal C = (

Goyo = < cosp —seng >

sen ¢ cos

< ¢ < 27, es la transformacion
- =
]

Y

) es

®

T Gp(7)

~4

2.2.16. Notacién. Si V es un espacio vectorial euclideo de dimension finita, denotaremos por O (V) el
conjunto de los giros de V' 'y por O~ (V) el conjunto de las reflexiones de V. Denotaremos por O (n, R)
el conjunto de las matrices n X n ortogonales reales de determinante 1y por O~ (n,R) el conjunto de
las matrices n x n ortogonales reales de determinante —1.
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2.2.17. Proposicién. Sea V un espacio vectorial euclideo. El conjunto O(V') con la operacién composi-
cion es un grupo que se denomina grupo ortogonal de V' y el conjunto OF (V') es un subgrupo de O(V)
que se denomina grupo de los giros de V. El conjunto O(n,R) con la operacion producto de matrices
es un grupo y el conjunto O (n,R) es un subgrupo de O(n,R). Si V tiene dimension n y B es una
base ortonormal de V, la aplicacién

Bp: O(V) — O(n,R)

dada por ®p(f) = fp, donde fp es la matriz asociada a f respecto a la base B, es un isomorfismo de
grupos; ademés, f € O (V) si, y solo si, fp € OT(n,R) y f € O~ (V) si, y solo si, fg € O~ (n,R).

Demostracion. Es inmediata. O

A partir de transformaciones ortogonales de subespacios de un espacio vectorial euclideo V' se
pueden construir nuevas transformaciones ortogonales de V como se prueba en la siguiente proposicion.

2.2.18. Proposicion. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension finita y sean Uy y Uy subespacios
de V tales que V= U; LUsy.Si f1 € O(Uy1) y fo € O(Us), entonces la aplicacion:

flJ_fQI V —V

dada por (f1 L fo)(u1+u2) = fi(u1)+ fo(usz) para todo uy € Uy y todo ug € Us, es una transformacion
ortogonal de V.

Demostracion. Para todo uy, vy € Uy y ug,va € Us, se tiene

(fi L fo)(ur +u2) - (fi L fo)(v1 +v2) = (fi(ur) + fa(u2)) - (fi(v1) + fa(v2))
= fi(u1) - fi(v1) + fi(u1) - fa(v2)
+fo(uz) - fi(vi) + fa(uz) - fa(v2)
=U1 V] + U2 V2 = ( +U2) (U1+’U2). O

2.2.19. Definicién. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension n y sea H un hiperplano vec-
torial de V, es decir, un subespacio de V de dimension n — 1. Se llama simetria respecto a H a la
transformacion ortogonal de V', Sy = idy L(—idg1).

/ | plu+w)=u—w, weH, weH?".
1
I—u

5 (1)

Obsérvese que el conjunto de vectores fijos de S es H y que (Sg)? = idy, equivalentemente, S;il = Sg.
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2.2.20. Proposicion. Si H es un hiperplano vectorial de V', entonces Sp es una reflexion.

Demostracion. Dado que V = H L H', si B = (vq,...,v,_1) es una base de H y H* = (v,), entonces
B’ = (v1,...,v,) es una base de V. Teniendo en cuenta que Sy = idy L(—idgL),

Por tanto, det Sy = det (Sg)pr = —1. Asi, Sy es una reflexion. O

2.2.21. Ejemplo. Considemos en R? el producto escalar usual. Sea U el plano vectorial de R? cuya
ecuacién en la base canodnica es y — z = 0. Se tiene

U ={((1,0,0),(0,1,1)), Ut =(0,1,-1)).

Sea B = ((1,0,0),(0,1,1),(0,1,—1)). La simetria respecto al plano vectorial U de R? es la aplicacién
lineal Sy = idy L(—idy.): R® — R3 dada por

SU(l,0,0) = (17030), SU(Ov ]-7 1) = (O’ ]-a 1)7 SU(Oa ]-a _]-) = (07 _]-a ]-)7

luego
1 0 1o o\ "
(Sv)e = (Sv)pcidep = 0 1 —1 01 1
01 1 01 —
1 0 0 1 0 0 1 0 0
=101 -1 012 1/2 |=(0 01
01 1 0 1/2 -1/2 010

Asi, Sy(x,y,2) = (z,2,y).

2.2.22. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimension finita y sea f una transformacion
ortogonal de V. Si U es un subespacio invariante por f, entonces tambien lo es U~.

Demostracion. Veamos que si f(U) C U, entonces f(UL) C UL, Por ser f un isomorfismo de espacios
vectoriales f(U) = U y se tiene que para cada u € U y cada w € U™,

w- fw) = F(F7 (W) - fw) = £ () -w = 0. O

2.2.23. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimension finita y f una transformacion
ortogonal de V. Si A € R es un autovalor de f, entonces A = + 1.

Demostracion. Si v es un vector propio de f asociado al autovalor A, entonces f(v) = Av. Se tiene
v-v=f(0)- f0) = (Av) - (Av) =N v,

y dado que v-v # 0, es A\? = 1. O
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2.3. Transformaciones ortogonales del plano vectorial euclideo
2.3.1. Proposicion. Si A € O(2,R), entonces

(1) AcOT(2,R) <= Ja,beR, a*>+bv*=1] A = (‘b‘ _Z>

)

(2) A€O (2,R) < Ja,beR, > +b*=1| A= ( b _2)-

a ¢
=(5a)

la condicién A* A = I es equivalente a las condiciones

Demostracion. (1) Si

a2+ =1, ac+bd=0, E+d>=1.
La condicion det(A) = 1 equivale a ad — be = 1. Resolviendo el sistema
a2+b>=1, ac+bd=0, ad—be=1,

se tiene que c = —by d = a.

(2) Se prueba de forma analoga a (1). O

2.3.2. Proposiciéon. Sea V un plano vectorial euclideo, B = (v1,v2) una base ortonormal de V' y
f:V — V una aplicacion R-lineal. Se tiene:

M) f60+(v)‘:’3a7b€R,a2+62=1IfB:<a _b>a
2) f€0‘<V><=>3a,beR,a2+b2:1|fB=(a b>~

Ademas, a = vy - f(v1).

Demostracion. Se sigue de la proposicién anterior y de la proposiciéon 2.2.17. O

2.3.3. Proposicién. El grupo O7(2,R) es abeliano.

a —b d v\ _ [(d =V a —b 0
b a vood ) \bvV  d b a

2.3.4. Corolario. Si V es un plano vectorial euclideo, entonces O (V') es un grupo abeliano.

Demostracion.

Demostracion. Por la proposicion 2.2.17, los grupos OF (V) y OT(2,R) son isomorfos. O
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2.3.5. Proposicion. Sea V un plano vectorial euclideo y sean u y v vectores no nulos de V tales que
|lull = ||v||. Existe un tnico giro f € OF (V) tal que f(u) = v.

Demostracion. Sea B = (v1,v2) una base ortonormal de V' y sean (z1,x2), (y1,y2) las coordenadas de
u 'y v, respectivamente, en la base B. Veamos que existe una matriz ortogonal

- (3)
A(m)=(n)

r1a — T2b = y1, x20+ T1b = Yo,

tal que

Resolviendo el sistema

se tiene que
_ 2 2
sip = aa o Pl

> Juf*

T1Y1 + T2y
a=—piy b=
]

Si f es el giro de V' cuya matriz asociada respecto a la base B es la matriz A que acabamos de obtener,
entonces f(u) = v. O

Obsérvese que en un plano vectorial euclideo un giro estéd determinado conocida la imagen de un
vector no nulo.

2.3.6. Lema. Sea V un plano vectorial euclideo, u y v vectores unitarios de V'y f € OF (V). Se verifica

w- ) = v- ().

Demostracion. Por la proposicion 2.3.5, existe un giro g tal que g(u) = v. Asi,
w- f(u) =g(u) - g(f(uw) = g(u) - fg(w)) =v- f(v). O

2.3.7. Definicién. Sea V un plano vectorial euclideo y sea f un giro de V. Se llama coseno de f, y se
denota por cos f, al naimero real

cos f=wv-f(v),

donde v es un vector unitario cualquiera de V.

2.3.8. Corolario. Sea V un plano vectorial euclideo y sea f un giro de V. Si B y B’ son bases
ortonormales de V' y si

_ a —b _ a b 2 2 12 /2
fB_<b )7 fB’—<b/ (1/)’ a“+b"=1, a " +b" =1

a

entonces a =a’ =cos f y b= £V
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Demostracion. Pongamos B = (v1,v2) y B’ = (v}, v}). Por la proposicion 2.3.2 y la definicion 2.3.7, se
tiene

a=wv1- f(v1) =cos f=0]-f(v])=d.
Por tanto, b> = 1 — a? = b2, luego b= +¥'. O

2.3.9. Nota. El valor de b en el corolario anterior depende de la base ortonormal considerada en V.
Por ejemplo, si B = (v1,v2) es una base ortonormal de V' y

-b
(5 0) e

entonces la matriz asociada a f respecto a B’ = (v, v1) es

a b
fBl:(—b a>'

2.3.10. Definicién. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita. Se dice que las bases B y B’
tienen la misma orientacion si el determinante de la matriz de cambio de base idg g/ es positivo; en
caso contrario se dice que tienen distinta orientacion.

La relaciéon “tener la misma orientacién” en el conjunto de bases de V' es una relaciéon de equivalencia.
Existen solamente dos clases de equivalencia distintas para esta relaciéon. Si B es una base de V, la
clase de equivalencia [B] se dice que es una orientacion en V.

El par (V,[B]) se llama espacio vectorial orientado. Diremos que V' estd orientado con la base
B para indicar que consideramos (V,[B]) y en este caso las bases de [B] se dice que son bases de
orientacion positiva y las bases de V' que no estan en [B] se dice que son bases de orientacion negativa.

Consideramos que R™ esté orientado con la base canonica.

_>E£>espacio V5 de los vectores libres del plano se considera orientado con la base ortonormal C' =

(i, Jj) asociada a la referencia canénica C = {E1, Es; O} del plano ordinario.
El _e}spacio V3 de los vectores libres del espacio se considera orientado con la base ortonormal
C= (1, j,k)asociada a la referencia canonica C = {E}, Ea, E3; O} del espacio ordinario.

~y

2.3.11. Proposicion. Sea V un plano vectorial euclideo orientado y sea f un giro de V. Sean B y B’
son bases ortonormales de V' tales que

—b / _b/

Si B y B’ tienen la misma orientacion, entonces fg = fg/. Si B y B’ tienen distinta orientacion,
entonces ' =ay b = —b
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Demostracion. Dado que B 'y B’ son bases ortonormales, se tiene que idg/g € O(2,R) por el lema
2.2.10. Si ademés, B y B’ tienen la misma orientacion, 1g:g € OT(2,R); las matrices fp y fp estdn
también en el grupo abeliano O (2,R) y entonces

fpr =1dpp fpidp p =idpp idpp fB = fB-

Si B = (v1,v2) y las bases B y B’ tienen distinta orientacion, entonces las bases B” = (vq,v1) y B’
tienen igual orientacién. Por tanto,
a b
Y R— 1" = . D
I =18 ( b a >

2.3.12. Definicion. (|10, p. 248]) Los elementos del grupo abeliano cociente R/277Z con la operacion
adiciéon se llaman dngulos orientados.

Por definicién, un angulo orientado es un subconjunto de R de la forma
o+271Z ={p+2mn|n e},

para algin ¢ € R. Cada angulo orientado tiene un tnico elemento ¢g, 0 < g < 27, con el que
lo identificaremos habitualmente, ya que existe una biyeccion entre el conjunto R/27Z y el intervalo
semiabierto [0, 27). En efecto, si ¢ + 277 € R/27Z, existe n € Z tal que n < ¢ /2w < n+ 1y entonces
2tn < p < (n+ 1)27, equivalentemente, 0 < ¢ — 27 n < 27. Asi, ¢ + 27Z = (p — 27n) + 27Z.

Si ¢ € R denotaremos por R, la matriz

cosp —senp
sen ¢ cosp /-
Dado que R, es una matriz ortogonal y que sen® o + cos?p =1, R, € OT(2,R).

2.3.13. Proposicion. Se tiene el isomorfismo de grupos:
R: R/27Z — OT(2,R)
@+ 2rZ — R,

Demostracion. Puesto que las funciones seno y coseno son periddicas de periodo 2w, si ¢ + 277 =
Y + 277, equivalentemente si ¢ — 1) € 27Z, entonces R, = Ry. Asi, R esta bien definida; ademas, R
es biyectiva, puesto que para cada (a,b) € R? tal que a? + b? = 1 existe un tnico ¢ € [0, 27) tal que
a=cospyb=senyp (|7, Ch. IV, Theorem 9]). La aplicacion R es un homomorfismo de grupos, puesto
que

_ [ cos(p+1) —sen(p+1) \ _
o < sen(p + 1) cos(p + ) > = Rory. U

sen COS sen 1) cos Y

R, Ry = < cosp —seny > ( cosy —seny >

2.3.14. Definicion. Sea V' un plano vectorial euclideo orientado y ¢ € [0, 27). Se llama giro de dngulo
orientado ¢ + 27Z, o también giro de dngulo orientado ¢, al giro G,: V — V cuya matriz asociada
respecto a cualquier base ortonormal de V' de orientacién positiva es

o [ cosp —senp
(Ge)p = Ry = ( seny  cosy ) '
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Si B es una base ortogonal de V' de orientacion positivay ®5: O (V) — OT (2, R) es el isomorfismo
de grupos dado por ®5(f) = fB, entonces se tiene el siguiente isomorfismo entre el grupo de los angulos
orientados y el grupo de los giros de V'

5l o R: R/27Z — O (V),

donde (®5' o R)(p+27Z) = G, para ¢ € [0, 27); este isomorfismo no depende de la base ortonormal
B de V de orientacién positiva considerada,

2.3.15. Definicién. Sea V un plano vectorial euclideo orientado y f € O™ (V). Se llama dngulo del
giro f al angulo orientado ¢ + 27Z o también al ntimero real ¢ € [0,27) tal que f = Go; es decir, si
B es una base ortonormal de V' de orientacién positiva y

a —b
fB - < b a > I
el angulo del giro f es el namero real ¢ € [0,27), tal que cos ¢ = a y seny = b.

Si u y v son vectores de V' no nulos, se llama dngulo orientado entre w y v al angulo del giro f tal

que
uy v
o]

7

[l

2.4. Clasificacién de las transformaciones ortogonales del plano vectorial euclideo

2.4.1. Teorema. Sea V un plano vectorial euclideo y sea f una transformacién ortogonal de V. Se
tiene:

(1) Si f € OY(V), f #idy, y B es una base ortonormal de V tal que

—b
fp = <Z a),a2+b2:1,

entonces las raices del polinomio caracteristico de f son a +bi # 1 y el coseno de f es a.

(2) Si f € O (V), entonces f tiene los autovalores 1 y —1; en este caso existe una base ortonormal
B de V tal que la matriz asociada a f respecto a B es la matriz

1 0
fB:<0 _1>7

luego f es la simetria respecto al subespacio propio Vi = Nuc (f — idy).

Demostracion. (1) El polinomio caracteristico de f es

a—X

_ e
b a—X’_X 2aX + 1.

P(X) =

Las raices de Pp(X) son a £ bi. Sib =0y a =1, entonces f =idy. Sib =0y a = —1, entonces
f = —idy. Si el plano euclideo V esta orientado y B es una base ortonormal de orientacién positiva,
entonces f es un giro de angulo ¢, con cos ¢ = a y sen ¢ = b.
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(2) Si f es una reflexion, entonces, por la proposicion 2.3.2,

b
fB = <Cg —a>’ a? +b? =1.

El polinomio caracteristico de f es

a—X

b w2
b —a—X‘_X -1

Pr(X) =

Sus autovalores son 1 y —1. Si v un vector propio asociado a 1 y w un vector propio asociado a —1, los
vectores v y w son distintos de cero y ortogonales. En efecto, por ser f una transformacién ortogonal,

vow=f(v) flw)=—-v-w = v -w=0.

Por el lema 2.1.18, los vectores v y w son linealmente independientes. Si v1 = v/||v|| y vo = w/||w||,
entonces B = (v1,v2) es una base ortonormal de V' y

1 0
=0 1)
Por tanto, f = S,y y (v1) = Nuc(f —idy). O

2.4.2. Corolario. Sea V un plano vectorial euclideo. Se tiene
(1) Toda transformacion ortogonal cuyo polinomio caracteristico no tiene raices reales es un giro.
(2) Toda reflexion es una simetria.
(3) Las transformaciones ortogonales de V' son giros o simetrias respecto a subespacios de dimen-
sion 1.
2.4.3. Corolario. Sea V un plano vectorial euclideo y sea f una transformaciéon ortogonal de V. Se
tiene

(1) Si el tnico vector fijo de f es el cero, entonces f es un giro y f # idy.

(2) Si f tiene solo un subespacio de vectores fijos de dimension 1, entonces f es la simetria respecto
a ese subespacio.

2.5. Clasificacion de las transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo
tridimensional

Utilizando la clasificacién de transformaciones ortogonales de un plano vectorial euclideo vamos a
describir las transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo tridimensional .
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2.5.1. Definicién Sea V un espacio vectorial euclideo tridimensional y w € V', w # 0. Se dice que una
transformacion ortogonal de V' es un giro de eje (w) si f = f11id,), donde fi es un giro en el plano
vectorial euclideo (w)=.

2.5.2. Definicién. (|13, p. 333]) Sea V' un espacio vectorial euclideo tridimensional orientado y w € V,
w # 0. se llama giro de eje orientado (w) y dngulo ¢ a la transformacion ortogonal G,y , = G Lid (),
donde el plano (w)* est4 orientado por una base ortonormal By = (u,v) tal que la base B = (u, v, w)
es de orientacién positiva.

G(2) =Gz >, 0fz)

Nota. Obsérvese que si (w) estd orientado, entonces la orientacion en (w)" estd bien definida. En
efecto, sea B} = (u’,v’) otra base ortonormal de (w)" tal que la base B’ = (u/,v’,w) es de orientacion

positiva. Si
. a c
ldBiBl = < b d ) 5

0
0,
1

entonces

O o> R
(eI ST

de donde se sigue que det(idBiBl) = det(idp/g) > 0. Por tanto, B} es otra base ortonormal de (w)*
de orientacién positiva.

2.5.3. Ejemplo. Consideremos en R? el producto escalar usual. El giro de eje orientado ((0,1,1)) y
angulo 27 /3 es la transformacion ortogonal

Go1,1)),20/3 = GorjaLido i1y RP =5 R, Gonyg € OT(((0,1,1))1).

La base B; = ((1,0,0), (0,v/2/2, —v/2/2)) es una base ortonormal de orientacién positiva de (0,1, 1))+ =
((1,0,0),(0,1,—1)). Por la definicion 2.3.14,

[ =1/2 —/3)2
(G27r/3)31 - ( \/5/2 ~1/2 ) :

61



Consideremos la base ortonormal B = ((1,0,0), (0,v2/2,—v2/2),(0,v2/2,v/2/2)) de R®. La matriz
asociada a G(0,1,1)),2x/3 en la base B es

—1/2 —V/3/2 0
(Go1,1)),2n/3)B = V3/2 -1/2 0
0 0 1

Se tiene

(Go.1.1)).20/3)c =1dBc (G01.1)).20/3) B 1des = idpe (Gi0,1.1)).20/3)c (idpe) ™!

1 0 0 -1/2 —/3/2 0 1 0 0
=0 Vv2/2 Vv2/2 V3/2  —1/2 0 0 v2/2 —2/2
0 —v2/2 V?2/2 0 0 1 0 v2/2 V2/2

—1/2 —V6/4 6/4
= V6/4 1/4  3/4 |,
—6/4 3/4  1/4

puesto que al ser idpc una matriz ortogonal, (idgc)~! = (idpc). Asi,
G((0,1,1)>,27r/3(x5 Y, Z) = 1/4 (_2‘T - \/63/ + \/6'27 \/635 +y+ 32’ _\/633 + By + Z)‘

Las ecuaciones de G((0,1,1)),2x/3 €n la base canonica son:
o' =1/4(=2x —V6y +V62), y =1/4(V6x+y+3z2), 2 =1/4(—V6x+3y+ 2).

2.5.4. Proposicion. Sea V un espacio vectorial euclideo tridimensional y sea f una transformaciéon
ortogonal de V. Existe un vector v € V, v # 0, tal que f = filid,y o f = fiL(—id,), donde

fr € O((v)H).

Demostracion. El polinomio caracteristico de f es un polinomio con coeficientes reales de grado 3,
luego tiene una raiz real. Por la proposicién 2.2.23, esta raiz es 1 o —1. Sea v un vector propio asociado
al autovalor 1 0 al —1. Se tiene que f(v) = (v), y por la proposicién 2.2.22, f({v)+) = (v)*. Si ponemos

fr = fr: )= (vt
entonces fi € O((v)F) y f = filidyy o f= fil(—id). O
2.5.5. Teorema. Sea V' un espacio vectorial euclideo tridimensional orientado y sea f una transforma-
cion ortogonal de V. Sean Vi = Nuc (f —idy) y Vo1 = Nuc (f + idy). Se tiene:
(1) Si f € OF(V), f #idy, entonces f es un giro de eje V;.

(2) Si f e O (V), entonces f = —idy o f es la simetria respecto al plano V4 o f es la composicion

de un giro de eje V_1 con la simetria respecto al plano vectorial (V_1)*.
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Demostracion. Existe un vector v € V, v # 0, tal que f = f1 Lidy), o f = fi L —id,, con
f1 € O((v)1). Sea By = (v, v2) una base ortonormal de (v )+ y sea v3 = v/||v||. Consideremos la base
ortonormal B = (v1,v2,v3). Se pueden presentar los siguientes casos:

v f=f1Lidg,, f1 € OT((vs)F). Se tiene

a —b a —=b 0
(f1)131:<b a> y fB= 8 g(l) . a4+t =1.

En este caso f es un giro. Si a = 1, entonces f = idy. Si a # 1, entonces los autovalores de f
son 1y adbi # 1, con a®?+b? = 1; en este caso f es un giro de eje orientado Vi = (v3) y angulo ¢.
Si la base B es de orientacion positiva, el angulo ¢ es tal que cos ¢ = a ysenp = by si B es
una base de orientacién negativa, el angulo ¢ es tal que cosp = a y senp = —b.

v f=f1Lidg, f1 € O ((v3)F). Sea Bf = (v{,vh) una base ortonormal de (v3)* tal que

s = (5 1 )

Pongamos B’ = (v}, v}, v3). Entonces
1 00
fp = 0 -1 01,
0 01
luego f es una reflexion y ademas f es la simetria respecto al plano vectorial Vi = (v}, v3).

» f=f1L(—idyy), fi € O*({v3)*). En este caso,

—b
(f1)31:<?; a) vy fe=b a 0], +v¥=1,

luego f es una reflexion. Sia =1, b = 0, entonces f es la simetria respecto al plano V) = (v1, v2).
Sia=—1,b=0, entonces f = —idy. Si b # 0 y las raices del polinomio caracteristico de f son
—1y a=+bi, con a® + b?> = 1, teniendo en cuenta que

a —=b 0 10 0 a —b 0

b a 0 |]=1]01 0 b a O ,

0 0 -1 0 0 -1 0 01
se tiene que f es la composicion de un giro de eje orientado V_; = (v3) y angulo ¢ con la simetria
respecto al subespacio (V_1)* = (vi,v2). Si la base B es de orientaciéon positiva, entonces el
angulo ¢ es tal que cosp = a, senp = b y si la base B es de orientacién negativa, entonces el
angulo ¢ es tal que cos ¢ = a, senp = —b.
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s f=f1L(=idyy), fi € O ((vs)h). Sea B = {v},vh} una base ortonormal de (v3)* tal que

(f)p, = ((1) _?)-

Si B' = (v}, v}, v3), se tiene

1 0 0
fB’ = 0 -1 0 )
0 —1
luego f es el giro de eje Vi = (v]) y angulo 7. 1.

2.5.6. Corolario. Sea V un espacio vectorial euclideo tridimensional orientado y sea f una transfor-
macién ortogonal de V. Se tiene:

(1) Si 1 es un autovalor de f de multiplicidad 1 y las otras dos raices del polinomio caracteristico
son a & bi, a> + b> = 1, entonces f es un giro de eje orientado Vi y angulo ¢ (que depende de la
orientacion de V1), tal que cos ¢ = a y senp = +b.

(2) Silesun autovalor de f de multiplicidad 2 y —1 es un autovalor de f de multiplicidad 1, entonces
f es la simetria respecto al plano vectorial V.

(3) Si —1 es un autovalor de f de multiplicidad 1 y las otras dos raices del polinomio caracteristico
son a £ bi # +1, a®> +b> = 1, entonces f es la composicion de un giro de eje orientado V_; y
angulo ¢ (que depende de la orientacion de V_1), tal que cos ¢ = a y sen ¢ = +b, con la simetria
respecto al plano vectorial (V_1)*.

2.5.7. Corolario. Sea V un espacio vectorial euclideo tridimensional y sea f una transformacién
ortogonal de V. Se tiene:

(1) Si f tiene solo un subespacio de vectores fijos de dimension 1, entonces f es un giro de eje ese
subespacio.

(2) Si f tiene tnicamente un subespacio de vectores fijos de dimension 2, entonces f es la simetria
respecto a ese subespacio.

(3) Si el tnico vector fijo de f es el cero, entonces f es la composicion de un giro con una simetria
respecto a un plano vectorial.

2.5.8. Ejemplo. Consideremos en R3 el producto escalar usual. La aplicacion lineal f: R? — R3 dada
por
f(.’IJ, Y, Z) = (—Z, —Z, y)
es una transformacién ortogonal, puesto que su matriz asociada respecto a la base candnica es
0 0 —1
fe=[ -1 0 o],
01 0
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que es una matriz ortogonal (f5 fo = I). Puesto que det(f) = det(fc) =1, f es un giro. El polinomio
caracteristico de f es

-X 0 -1
Pi(X)=| -1 =X 0|=-X3+1.
0 1 —-X

Las rafces de Pr(X) son 1, —1/2+/3/2 y —1/2 —1/3/2. Por el corolario 2.5.6, f es un giro de eje la
recta vectorial

Nuc (f —idgs) = {(z,4,2) €R’ | 2+ 2 =0, 2 +y =0} = (-1, 1,1)).

El angulo del giro f es un numero real ¢, 0 < ¢ < 27, tal que cos¢p = —1/2, luego ¢ = 27/3
0 ¢ = 47/3, dependiendo de la orientacién que consideremos en el eje del giro. Veamos cual es el
angulo de f si orientamos el eje de giro con la base {(—1,1,1)}. Consideremos la base ortonormal

B1 = {(v/2/2,0,v/2/2),(v/6/6,46/3,—6/6)} de ((—1,1,1))*. Dado que la base
B ={(v2/2,0,v2/2),(V6/6,v6/3,—v6/6),(—V3/3,v/3/3,V3/3)},
es de orientaciéon positiva, la base B es de orientacion positiva, Se tiene

fe =ides foidpe = (dpe) fp (idpe)

V2/2 0 V2/2 00 —1 V2/2  V6/6 —/3/3
= V6/6 6/3 —/6/6 -1 0 0 0 v6/3 V3/3
—/3/3 V3/3  /3/3 01 0 V2/2 —\/6/6  /3/3

~1/2 V/3/2 0
= -v3/2 -1/2 0
0 0 1

Si fl = f|<(717171)>L, entonces
B ~1/2 V/3/2

y el angulo del giro f es ¢ € [0,27) tal que cosp = —1/2 y senp = —/3/2, es decir ¢ = 47/3. Si
orientamos el eje de giro con la base {(1, —1,—1)}, entonces el dngulo del giro es 27/3.

2.5.9. Ejemplo. Consideremos en R? el producto escalar usual. La aplicacion f: R? — R3 dada por

1
f(x,y,z):g(m—2y—2z,—2:c+y—2z,—2m—2y+z)

es una transformacién ortogonal, puesto que su matriz asociada respecto a la base candnica es

1 1 -2 -2
fe=z1 -2 1 -2,
-2 =2 1

65



que es una matriz ortogonal (f% fo = I). Como det(f) = det(fc) = —1, f es una reflexion. El poli-

nomio caracteristico de f es
Pp(X) = —(X* = 1)(X — 1).

Las raices de Pp(X) son 1 (de multiplicidad 2) y —1 (de multiplicidad 1). Por el corolario 2.5.6, f es
la simetria respecto al plano vectorial

Nuc (f —idgs) = {(z,y,2) € R3 | z+y+ 2 = 0}.

2.6. Producto vectorial

Sea V un espacio vectorial euclideo tridimensional orientado.

2.6.1. Definicion. Sea B = (v1, v2,v3) una base ortonormal de V' de orientaciéon positiva. Sean u y v
vectores cuyas coordenadas en B son (z1,x2,73) e (y1,%2,Yy3), respectivamente. Se llama producto
vectorial de u y v al vector u A v de coordenadas

( T2 T3 T3 T T T2 )
Y2 Y3 ys v ||y oy |/
en la base B. Utilizaremos la notacion
U1 V2 U3
UNV=| 21 T2 I3
Yi Y2 Y3

2.6.2. Proposicion.
(1) Los vectores no nulos u y v son linealmente dependientes si, y solo si, uAv = 0.
(2) El vector u A v es un vector ortogonal a u 'y a v.

(3) Si uy v son linealmente independientes, entonces (u,v,u A v) es una base de V' de orientacion

positiva.
(4) |[uAv| =ul ||v]| senZ(u,v), siendo Z(u,v) el angulo no orientado que forman u y v.
(5) La aplicacion A:V xV — V| A(u,v) = u Av, es bilineal y antisimétrica.

Demostracion. Sean u y v vectores cuyas coordenadas en la base ortonormal de orientacién positiva B
son (x1,x2,x3) e (y1,y2,y3), respectivamente.
(1) Existe A € R tal que u = A v o, equivalentemente, (x1,x2,x3) = A (y1,y2,y3); asi,

1"ang;o<x1 2 x3>:1<:> ( T2 T T ):(0,0,0) <~ uNv=0.
Y1 Y2 Y3 Y2 Y3 Ys W1 Y1 Y2
(2) Se tiene
Ty T T3 T Tl T o rz T
u- (uAv) =11 y2 y3 y3 ! yl y2 =|x1 29 x3 | =0.
2 5 s ! 2 Y Y2 Y3
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Analogamente se prueba que v - (u A v) = 0.

(3) Los vectores u, v y u A v son linealmente independientes, puesto que

autbvtc(unv) =0 = au-(uAv)+bv-(uAv)+c(uAv)-(uAv) =0 = c(uAv)-(uAv) =0 = c=0,

luego au + bv = 0. Por ser u y v vectores linealmente independientes, a = b = 0.

Si B’ = (u,v,u A v), entonces

x 2

1 Y1 Yo

x

det(1pg) = | =2 Y2 ‘ yg
x o

3 Y3 n

(4) Se tiene

T3
Y3

1
Al

2
Y2

r1 X9
yr Y2

Tro X3
Y2 Y3

r3 I

= lu Av|* > 0.
Y3 U

lullllo]1* sen® Z(u, v) =[lull*[o]|* — [[ul*||v]* cos® £(u, v)

(5) A es antisimétrica:

=(2% + 23 + 23)(y] + ¥3 + ¥3) — (m1y1 + T2y + T3Y3)°

€2
Y2

VAU =

z3
Y3

U1

Y1
x1

2 2

| e R
Yys Y1 Y1 Y2

Vo U3

y2 Y3 | = —(uAv).

Tro I3

O

2.6.3. Proposicion. Si u y v son vectores linealmente independientes, entonces uAv esta determinado
por (2), (3) y (4). Asi, uAv no depende de la base ortonormal de orientacion positiva considerada.

Demostracion. Sea w un vector ortogonal a u 'y a v tal que (u, v, w) es una base de orientacion positiva y
lw|l = ||ull||v]jsen £ (u,v). Se tiene que (uAv) = (u,v)*+ = (w), luego existe A € R tal que w = A (uAv).
Dado que ||w|| = [Ju A v]|, se obtiene que ||w| =] A | ||lu Av|| = |[u Av]|, luego | X |= 1. Por tener las
bases (u,v,u Av)y (u,v,w) la misma orientacion,

Por tanto, A = 1.

o O =

S = O
> O O

=A>0.
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2.6.4. Ejemplo. En el espacio vectorial euclideo V5 de vectores libres del espacio, si U y o son vectores
libres linealmente independientes, @ A ¥ es un vector libre ortogonal a o y o cuyo moédulo es el area

del paralelogramo determinado por 0 y 7,

=

" AT = [@] [T |sen £(T, 7) = | @],

—
=

— i
V{E-> [

y cuyo sentido es el de avance de un sacacorchos situado en la direccién de UNT que gira de datv

siguiendo el menor angulo.

=4

il >
¥

=
=}

VAl

Si (u,v,w) es una base ortonormal de V de orientacién positiva, entonces

2.6.5. Observacion.
w = u Av. En efecto, w verifica las condiciones (2), (3) y (4) de la proposicion 2.6.2.

2.6.6. Ejemplo. En el espacio vectorial euclideo (R?, o) del ejemplo 2.1.23 vamos a calcular el producto

vectorial (1,2,0) A (2,3,1), utilizando la base ortonormal

B = (v1 = (v2/2,0,0), v = (v2/2,v/2,0), vs = (1,2, 1)),
obtenida en el ejemplo 2.1.23. La base B es de orientacion positiva, puesto que det(idpc) = 2 > 0.
Dado que (1,2,0) = V2w y que (2,3,1) = v/2/2v1 + v/2/2vq + v3, se tiene

U1 (%) (R}

(1,2,0) A (2,3,1) = 0 V2 0 |=v2v —v3=(0,-2,—1).
V2/2 V2/2 1

2.6.7. Producto mixto. Sea B una base ortonormal de V' de orientacién positiva. Sean u, v y w

vectores V. Se llama producto mizto de la terna (u,v,w) al nimero real

(uvw) =u-(vAw).
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2.6.8. Propiedades del producto mixto.

(1) Sea B = (v1,v2,v3) una base ortonormal de V' de orientacion positiva. Sean u,v y w vectores de
coordenadas (x1,x2,23), (Y1,Y2,y3) ¥ (21, 22, 23), respectivamente, en la base B. Se tiene

Tr1 T2 I3
(wovw)= | y1 Y2 Y3
Z1 Z9 Z3
(2) (vow) = (vwu) = (wuv).
Demostracion. (1)
(uvw) =(x1v1 + 202 + T303) - (‘ Y2 U3 1)1-|-‘ Y3y 02+‘ Y Y2 U3)
Z2 23 zZ3 21 21 29
Y2 U Y3 Y y oy Tl T2 X3
_ 2 3 3 1 1 2 |
=11 2 2 + T2 P +x3‘21 2 | Yi Y2 Y3
21 29 23
(2) (wvw) =—(vuw) = (vwu) =—(wvu) = (Wuv). 0

2.6.9. Ejemplo. En el espacio vectorial euclideo V3 de los vectores libres del espacio, si 7, o y W son
vectores libres linealmente independientes, entonces el valor absoluto del producto mixto (7 o W) es
igual al volumen del paralelepipedo determinado por estos tres vectores.

(ZAD)B| = |TAT|[B] | cos Z(TAT,w)| = |TAT | |OA].

2.7. Ejercicios.

(1) Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension finita. Demuestra que el método de ortogona-
lizacién de Gram-Schmidt aplicado a una base B proporciona una base ortogonal de V' con la

misma orientaciéon que B.

(2) Sea V un espacio vectorial euclideo orientado de dimension finita y B = (v1,...,v,) una base
de V. Prueba que si f € OF(V), entonces B y f(B) = (f(v1),..., f(vs)) tienen la misma
orientacion, y que si f € O~ (V), By f(B) tienen distinta orientacion.
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(3) Sea V' un espacio vectorial euclideo tridimensional y sean u,v,w € V — {0}, u,v ¢ (w), tales
que la proyeccion ortogonal de u sobre (w) coincide con la proyeccion ortogonal de v sobre (w).
Prueba que si ||u|| = ||v||, entonces existe un tnico giro f € O (V) de eje (w) tal que f(u) = v.
Prueba que todo giro de V esta determinado conocidos el eje de giro y la imagen de un vector
no nulo que no esta en el eje de giro.

(4) Calcula las ecuaciones en la base canénica del giro f de R? tal que f(0,1,—1) = (0,1,—1) y
f(1,0,1) = (-1,-1,0).

(5) Sea V un espacio vectorial euclideo tridimensional orientado. Prueba que si f es un giro de V,
entonces f(u Av) = f(u) A f(v), para todo u,v € V. Prueba que si f es una reflexion de V,
entonces f(uAv) = f(v) A f(u), para todo u,v € V.

(6) Sea V un espacio vectorial euclideo de dimensiéon n. Prueba que si n = 1, entonces O(V) =
{1y, —1y}. Prueba que si n > 2, entonces toda transformaciéon ortogonal se puede escribir como
composicion de 7 < n simetrias (Teorema de Cartan-Dieudonné).

(7) Considera en R* la forma bilineal o dada por:

o((z1, 2, 23, 24), (Y1, Y2, Y3, Ya)) = T1Y1 + T1Y2 + T2y1 — Tay2 + T3Y3 + T3Ys + Tay3 + 2T4Y4.

(a) {Es (R*, o) un espacio vectorial euclideo?

(b) Sea U el subespacio de R* cuya ecuacién en la base canénica es y = 0. (Es U con la
forma bilineal inducida un espacio vectorial euclideo? En caso afirmativo, calcula una base
ortonormal de U.

(¢) Calcula una isometria f: U — R™, para algin m, considerando en R™ el producto escalar
usual.

(8) Considera la forma bilineal o: R? x R? — R dada por:

o((z1,22,23), (Y1,92,¥3)) = T1y1 + T1Y2 + T2y + 222Y2 + 3Y3.
(a) Demuestra que o es un producto escalar y calcula una base ortonormal de (R3, o).

(b) Sea f: R — R3 la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base canoénica C' es

1 0
fe=1 -1 -1
0

()
= o O

Prueba que f es una transformaciéon ortogonal del espacio euclideo (R3, ). Clasifica f y
calcula sus elementos geométricos.

(9) Calcula las ecuaciones en la base canénica de R? de la simetria respecto al plano vectorial U cuya
ecuacién en la base candnica es ¢+ y + 2z = 0.

(10) Calcula las ecuaciones en la base canénica de R?® del giro de eje orientado la recta vectorial

((1,1,1)) y cuyo angulo es %

70



3. ESPACIO AFIN EUCLIDEO

En este tema se estudian los espacios afines euclideos. Utilizando la estructura del espacio vectorial
euclideo asociado al espacio afin, se introducen los conceptos geométricos de perpendicularidad entre
variedades lineales y distancia. Se estudian los movimientos de un espacio afin euclideo y se clasifican
en dimensiones 2 y 3.

3.1. Espacios afines euclideos

3.1.1. Definicion. (|3, p. 503|) Se dice que un espacio afin A sobre V' es un espacio afin euclideo si V/
es un espacio vectorial euclideo. Se dice que un espacio afin euclideo sobre V' es orientado si el espacio
vectorial V' esta orientado. Si V' es un espacio vectorial euclideo denotaremos por V el espacio afin
de V.

En esta seccién vamos a considerar espacios afines euclideos de dimensién finita.

3.1.2. Definicién. Sea A un espacio afin euclideo sobre V' y sean P y ) dos puntos de A. Se llama
distancia entre Py ) a la longitud del vector P

= | PG

3.1.3. Propiedades de la distancia.

(1) d(P,Q) > 0, para todo P,Q € A.
(2) d(P,Q) = 0si, y solo si, P = Q.

(3) d(P,Q) = d(Q, P), para todo P,Q € A.

(4) d(P,Q) < d(P,R) + d(R,Q), para todo P,Q, R € A (Desigualdad triangular).

(5) Si P, @y R son tres puntos de A y ]?}% y ]@ son vectores ortogonales, entonces

d(P,Q)? = d(P,R)*> + d(R, Q)%

3.1.4. Definicion. Sea A un espacio afin euclideo sobre V Se dice que una referencia R={F1, ..., E,; O}
de A es una referencia rectangular sila base Br = (OEl, . OE ) es una base ortonormal de V. Si R
es una referencia rectangular de A, las coordenadas de un punto P en R se dice que son las coordenadas
rectangulares de P en R.

Todo espacio afin euclideo A sobre V' de dimension finita tiene referencias rectangulares. En efecto,
si B = (v1,...,v,) es una base ortonormal de V' 'y P € A, entonces se tiene la referencia rectangular
R={P+wvy,...,P+vy; P}
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La referencia canoénica de R™ es una referencia rectangular de R™ cuando se considera en R el
producto escalar usual. También son referencias rectangulares las referencias canoénicas del plano y
espacio ordinario.

3.1.5. Proposicion. Sea R = {E1, ..., E,; O} una referencia rectangular de A y R' = {Py, ..., Py; Q}

una referencia de A. Sea P un punto de coordenadas (z1,...,x,) en la referencia R y coordenadas
(a),...,x}) en la referencia R'. Consideremos la ecuacion del cambio de coordenadas de R’ a R:
/
X bl ail ... Qip A
= + (%)
b /
T n nl - Qnpp X,

La referencia R’ es rectangular si, y solo si, la matriz (a;;) = id Bgs Br €S una matriz ortogonal.

Demostracion. La referencia R’ es rectangular si, y solo si, la base B es ortonormal, equivalentemente,
por el lema 2.2.10, la matriz ldBf/;yBR es una matriz ortogonal. O

Si la matriz (a;;) es una matriz ortogonal, se dice que la ecuacion (%) es la ecuacion matricial de
i )
cambio de coordenadas rectangulares de R’ a R.

3.1.6. Definicion Sean A y A’ espacios afines euclideos sobre los espacios vectoriales V' y V', respec-
tivamente. Una aplicacion a: A — A’ se dice que es un isomorfismo de espacios afines euclideos si es
una afinidad cuya aplicacion lineal asociada @:V — V' es una isometria. Se dice que los espacios
afines euclideos A y A’ son isomorfos si existe un isomorfismo de espacios afines euclideos ac: A — A’.

3.1.7. Proposition Si A es un espacio afin euclideo sobre V' de dimensién n, entonces A es isomorfo
al espacio afin euclideo de R™ considerando en R™ el producto escalar usual.

Demostracion. Sea R = {Ei,...,E,;O} una referencia rectangular de A cuya base asociada es
Br = (v1,...,v,). La aplicaciéon del ejemplo 1.3.12 (2),

ar: A — K"
P+ (x1,...,2p),

donde (x1,...,2,) son las coordenadas de P en R, es un isomorfismo de espacios afines euclideos,
puesto que su aplicacién lineal asociada

an:V— K", a_ﬁ(vi) =e,i=1,...,n,
donde C = (ey,...,e,) es la base canonica de R", es una isometria. En efecto,
aR(v;) - R (vy) = ei - ej = 8ij = v; - vj,
parai,j =1,...,n. L]

En particular, si A es el plano (espacio) afin euclideo ordinario y C es la referencia canonica, el
isomorfismo a¢ permite identificar el plano (espacio) afin euclideo ordinario con R? (R3).
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3.1.8. Proposition. Sea R = {E}, ..., E,; O} una referencia rectangular del espacio afin euclideo A y

sean P y P’ puntos cuyas coordenadas en R son (z1,...,2,) € (y1,...,Yn), respectivamente. Se tiene
d(P,P") = /(y1 — 212+ ... + (yn — xn)2.
Demostracion. Sea Br = (v1,...,vy). Se tiene
— — "
d(P,P') = |PP'| = || - OP + OF'| = | > wi—z)vll =V —2)? + .+ (gn—20)? O
i=1

3.1.9. Definicion. Consideremos el espacio afin euclideo A sobre V. Se dice que dos variedades lineales

no vacias Ly = Ay + Uy y Lo = As + Us son perpendiculares si el subespacio Uy es ortogonal al
subespacio Us.

3.1.10. Definiciéon. Consideremos el espacio afin euclideo A sobre V. Sea L = A + U una variedad
lineal de A, L # @,y P € A. Se llama variedad perpendicular a L que pasa por P a la variedad lineal

L =P+ UL

3.1.11. Proposiciéon. Las variedades lineales L y les se cortan en un dnico punto.

Demostracion. Si L = A+ U, entonces L = P + U+. Dado que ﬁ eV=ULlLU esLnN LI% #+ 2.
Sea Pye LN Ll%. Se tiene

LNLp =P+ (UNULY) ={P}.

b P

=u

L=A+U '

-l o

O]

3.1.12. Definiciéon. Consideremos el espacio afin euclideo A sobre V. Se llama proyeccion ortogonal
del punto P sobre la variedad lineal L al punto de corte de L y L#; es decir, es el punto Py € L, tal
que la recta que pasa por Py Py es perpendicular a L.

3.1.13. Definiciéon. Sean L; y Lo variedades lineales del espacio afin euclideo A sobre V, L; # &,
Lo # @. Se llama distancia de L1 a Ly al numero real

d(Ll,Lg) = inf {d(Pl,PQ) ‘ Pel,Pe L2}
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3.1.14. Distancia de un punto a una variedad lineal. Consideremos el espacio afin euclideo A
sobre el espacio vectorial V. Sea L una variedad lineal de A, L # @ y sea P € A. Se define d(P, L) =
d({P}, L). Entonces

d(P,L) = d(P, Py),

siendo P la proyeccion ortogonal de P sobre L.

Demostracion. Se tiene

d(Pa Q)2 - d(P7 P0)2 + d(P()v Q)2 > d(Pv P0)27
para todo @ € L.

d(P, L)

Obsérvese que
d(P,L) =d(P,Py) =min{d(P,Q) | Q € L}.

3.1.15. Distancia de un punto a un hiperplano. Sea R = {Fj, ..., F,; O} una referencia rectangu-
lar de A y sea Bgr = (v1,...,vy). Si P es el punto de coordenadas (z1,...,2,) en R y H el hiperplano
cuya ecuacion en R es

H=ax1+...+apxy,+d=0,

entonces
|CL1Z1 + ...t apzy + d’

Vai+ ... +a2

—
Demostracion. d(P,H) = d (P, Py), siendﬁo la proyeccién ortogonal de P sobre H. Dado que PPy =

——
Ma1vr+...+apvy), A € R, se tiene que QP = Cﬁ—i—PPO = (z1+Aa1)vi +...+ (2n + Aap)vy,. Puesto
que Py € H,

d(P,H) =

a1z1+ ...+ anzn +d

A=
a?+...+a2

Y

y asi,

n~n d
d(P,H) = d(P,Py) = \/X2a%+ ...+ X2a2 = |} ozt Aapzatd
NC
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3.1.16. Distancia entre dos variedades lineales. (|2, p. 519]) Si L1 = A1 + Uy y Lo = As + Us son
variedades lineales de A, entonces

d(Ly, Ly) = d(Ay, L)),

siendo L} la menor lineal de A que contiene a Ly y es paralela a L.

Demostracion. Se tiene que L, = Ag + Uy + Us. Sea Ay la proyeccion ortogonal de A; sobre L.
Por 3.1.14, d(Ay, Lb) = d(A;, Ag). Dado que Ay Ag € (Uy + Us)*, para cada Py € L1 y P> € L,

—— o
d(Py, Py)* = |PLP|* = ||P1A1 + A1 Ag + AoP||> = || PL AL + Ao P> + || A1 Ag||* > d(Aq, Ag)?.

Asi, d(A1, Ag) < d(Py, P,), para cada P) € L1y Py € Lo.
Dado que Ay € L’27 existen u; € Uy y uo € Us tales que Ag = Ao + u1 4+ uo. Pongamos

Qi=A41—u1 €Ly, Qy=A)—u =As+uy € Lo.

/
diL;, Ly)

Se tiene

Q1,Q2 = A1 —u1,Ag —u1 = Ay —u1, A1 + A1, Ag + Ao, Ao — u1 = A1 Ay,
Luego, d(Q1,Q2) = d(A1, Ag) =< d(P1, P»), para cada P; € L1 y P, € Ly. Por tanto,
d(Ly, L) = d(Q1,Q2) = d(A1, Ag) = d(A1, L). d
Obsérvese que
d(Ll,LQ) = min {d(Pl,Pg) | P e Ll,PQ € Lo }

3.1.17. Ejemplo. Con la forma bilineal o dada por

o((z1, 22, 23), (Y1,Y2,Y3)) = T1y1 — T1Y2 — Tay1 + 2T2Y2 + T2y3 + T3y2 + 223y3,

el espacio vectorial R? es un espacio vectorial euclideo. En efecto, la matriz de Gram de ¢ en la base
canénica C' = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) es

G¢=| -

(e

O = =
— N
N = O



La forma bilineal o es simétrica, puesto que (GS)t = G¢. Se tiene

1 -1

det(1) =1 >0, ‘ 1 9

‘:1>0, det(ng):1>0.
Por el criterio de Sylvester, o es definida positiva. Vamos a calcular la distancia entre las rectas
r=(1,0,-3)+((1,1,0)) y s = (0,1,1) + ((1,0,1)). Las rectas r y s se cruzan, luego

d(r,s) = d((1,0,-3),10) = d((1,0, -3), Py).

donde IT = (0,1,1)+((1,0,1),(1,1,0)) es el plano que contiene a s y es paralelo a r, y Py es la proyeccion
ortogonal de P = (1,0, —3) sobre II. Dado que Py € II, existen A, u € R tales que Py = (A-p, 1+p, 1+XN)
y puesto que

PR

PO_(laov_g) = (A+N_171+:u74+)‘) S <(1a071)7(17170>>J—7

se tiene
o((1,0,1),(A+p—1,1+p,4+X)=0 <<= 3A+pu+7=0,

o((1,1,0), A+ p—1,1 44,4+ X)) =0 < A+pu+5=0,
luego A = —1 y p = —4. Por tanto, Py = (=5, —3,0). Asi,

d(r,s) = [|(=6,-3,3)|| = v/o((—6,—3,3), (—6,—3,3)) = 3v2.

3.2. El espacio afin euclideo tridimensional

Consideraremos en esta seccién un espacio afin euclideo tridimensional orientado A sobre V.

3.2.1. Distancia de un punto a una recta. Si P es un punto de A y r = A+ (v ) una recta, entonces

d(P,r) =

Demostracion. Sea Py la proyeccion ortogonal de P sobre r. Entonces

APANv = (ARy+ BoP) A v= ByP Aw.

Asi,
|AP A vl| = | BB |[v]| sen Z(PoP,v) = d(P,7) || v,

—

puesto que PPy y v son ortogonales.

3.2.2. Distancia entre dos planos paralelos. Sean II y II' planos de A paralelos. Se tiene
d(IL I') = d(P,11') ,

siendo P € II un punto cualquiera de II. Si R = {E}, Ey, E3; O} es una referencia rectangular de A y
IT y II' son los planos de ecuaciones

II=a1m1 + agze +agzs +d =0, II'=a121 + agze +aszs +d =0,

en R, entonces

|d—d'|
\/a%—l—a%—ka%'

Demostracion. Se sigue de 3.1.15. O

d(ILIT') =
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3.2.3. Distancia entre dos rectas. Sean r= A+ (u) y s= B+ (v) rectas de A. Entonces
(1) Sirns#40,d(r,s) =0.
(2) Sir|s,r # s,d(r,s) =d(P,s), siendo P un punto cualquiera de r.

(3) Siry s de cruzan,
(AB u )|

d —
r8) = " ano]

Demostracion. (3) Siry s se cruzan, entonces
d(r,s) =d(A, B+ (u,v)) .

Sea Ap la proyeccion ortogonal de A sobre B + (u,v). Se tiene que Ay = B+ au+ v, con a, 8 € R.
Luego
d(r, s) lu Aol =d(A, Ao) lu Av|| = |AAg - (u A v)]

—|(AB + au+Bv) - (wA )| = [AB - (unv)
:|(ﬁ u v)|. O

3.2.4. Ejemplo. Consideremos el espacio vectorial euclideo (R?, o) del ejemplo 3.1.17, donde

o((x1,22,23), (Y1,¥Y2,Y3)) = T1y1 — T1Y2 — T2y1 + 2T2y2 + T2y3 + £3Y2 + 223Y3.

Aplicando el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la base canénica de R3 obtenemos la base
ortonormal B = (’Ul =(1,0,0),v2 = (1,1,0),v3 = (-1, —1, 1)) de orientacion positiva.

Las rectas r = (2,0,0) + ((1,0,—1)) y s = ((0,1,1) + ((1,0,—1)) son paralelas y r # s, puesto que
(2,0,0) ¢ s. En el espacio afin R? sobre el espacio vectorial euclideo (R3,0), d(r,s) = d((2,0,0), s),
por la proposicién 3.1.16.

Por 3.2.1, se tiene

H ((27 07 0) - (0’ 1, 1)) A (170’ _1) H H (27 -1, _1) A (17 07 _1) H

d((2,0,0),s) = 1(1,0,-1)] N 1(1,0,-1)

Las coordenadas del vector (2,—1,—1) en B son (3,—2,—1) y las coordenadas del vector (1,0,—1)
en B son (1,—1,—1). Se tiene

V1 V2 V3
(2,-1,-1)A(1,0,—=1)=| 3 —2 —1|=wv;+2uvy —v3.
1 -1 -1

Por tanto,
o1 4+ 2v2 —w3]| V6 NG

d(r,s) = = — =
) = ==l V3
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3.3. Movimientos

Los movimientos son aplicaciones de un espacio afin euclideo en si mismo que conservan las dis-
tancias. Cuando el espacio afin euclideo tiene dimensién finita se pueden caracterizar algebraicamente
como aplicaciones afines cuya aplicacion lineal asociada es una transformacién ortogonal; en este caso,
el conjunto de movimientos es un grupo con la operacién composicion.

3.3.1. Definiciéon. Sean A un espacio afin euclideo sobre V. Se dice que la aplicacion M: A — A es
un movimiento de A si conserva las distancias entre los puntos, es decir, si

Denotaremos por M(A) el conjunto de movimientos de A.

3.3.2. Teorema. Sean A un espacio afin euclideo de dimensién finita sobre V' y sea M: A — A una
aplicacién. Son equivalentes:

(1) M es un movimiento.
(2) M es una afinidad cuya aplicacion lineal asociada es una transformacion ortogonal.

_>
Demostracion. Veamos (1) = (2). Sea A € A. Tenemos que probar que la aplicacion M: V — V dada
por

M(v) = M(A) M(A+0), veV,

es una transformaciéon 0rtog0nal._>
La aplicacion M verifica que M (0) = 0 y ademas para cada v,w € V

1M (v) — M(w)|| = | M(A), M(A+ v) — M(A), M(A +w)|| = | M(A + w), M(A + )|
=d(MA+w) , M(A+v)=d(A+w, A+v)=||A+w, A+
— v —w].

— —
En particular, ||M(v)|| = ||v||, para cada v € V. Veamos que M conserva productos escalares. En

efecto, dado que
— — = — — —
[o]]* + [w]]?* = 2v-w = [lv — w]|* = [M(v) = M(w)|]* = | M ©)[I* + |M (w)||* - 2 M (v) - M (w),

se tiene _ -
veow = M) M(w),

y por la proposicién 2.2.6, M es una transformacién ortogonal. Por tanto, M es una afinidad cuya
aplicacién lineal asociada M es una transformacion ortogonal.

%
(2) = (1) Sea A € A. Por ser M una transformacion ortogonal, es

\

———————— - ——
d(M(P), M(P')) =|M(P), M(F)| = [ M(A) + M (AP), M(A) + M (AP)|
|| - M(AP) + M(AP)| = |[M(PP)| = | PP|| = d(P, P").

Obsérvese que para la implicacion (2) = (1) no hace falta que el espacio afin euclideo A tenga
dimension finita. O
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3.3.3.

(1)
(2)

(3)

(6)

Ejemplos.
Sea A un espacio afin euclideo. La aplicacion identidad idy: A — A es un movimiento.

Sea A un espacio afin euclideo. La aplicacién traslaciéon por un vector v € V, t,: A — A, dada
por t,(P) = P + v, es un movimiento.

Si A es un espacio afin euclideo y My y Ms son movimientos de A, entonces My o My es un
movimiento. En efecto,

d(P,Q) = d(My(P), M1(Q)) = d(Ma(M;(P)), M2(M1(Q))) = d((Mz o My)(P), (M2 o M1)(Q)),

para todo P, @ € A. Si A es un espacio afin euclideo de dimension finita y M7 y My son movi-
mientos de A, entonces Mo o M7 es un movimiento y My o My = My o M7; este resultado se sigue
de la proposiciéon 1.3.9 y del teorema 3.3.2.

Si A es un espacio afin euclideo sobre V' y f es una transformacién ortogonal de V| entonces por
la proposicion 1.3.5 (1) y el teorema 3.3.2, la aplicacion M: A — A dada por

M(P)=A' + f(AP), PeA,
donde A, A’ € A, es un movimiento.

Si A es un espacio afin euclideo de dimensién finita y M es un movimiento de A, la aplicacion
M~ es un movimiento. En efecto, si M es un movimiento, ﬁ es una transformacion ortogonal,
luego ]\_4> ~! es una transformacién ortogonal y por la demostracién de la proposicion 1.3.9 (1),
M~ es una afinidad cuya aplicacién lineal asociada es M 1.

Si V' es un espacio vectorial euclideo, v € V' y f es una transformaciéon ortogonal de V', entonces
ty, o f es un movimiento, por ser composicion movimientos. Reciprocamente, si V' tiene dimensi_(’)>n
finita y M es un movimiento de V', por el teorema 3.3.2 y el ejemplo (3) de 1.3.12, M = tar(o)o M.

3.3.4. Teorema. Sea A un espacio afin euclideo de dimension finita sobre V. El conjunto M(A) de
movimientos de A es un grupo con la operaciéon composicion; ademas, los grupos M(A)/T(A) y O(V)
son isomorfos.

Demostracion. Por los ejemplos (1), (3) y (5) de 3.3.3, M(A) es un grupo. La aplicacion

o: M(A) — O(V)
M%M\_/[>

es un homomorfismo de grupos suprayectivo cuyo nucleo es T'(A). En efecto, si ¢(M) = idy, por el lema
1.3.10, M € T(A). La aplicacion ¢ es suprayectiva, puesto que si f € O(V), el movimiento M : A — A

%
dado por M(P) = A+ f(ﬁ), donde A € A, verifica que M = f. Por tanto, la aplicaciéon

¢: M(A)/T(A) — O(V)
M oT(A) —s M

es un isomorfismo de grupos. [
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3.4. Movimientos en el plano afin euclideo. Clasificacion

Sea A un plano afin euclideo orientado sobre V. Describiremos y clasificaremos los movimientos
en un plano afin euclideo orientado utilizando el estudio de las transformaciones ortogonales y la
clasificacién de transformaciones ortogonales dada en un plano vectorial euclideo.

3.4.1. Definicién. Se llama giro de centro el punto C'y dngulo ¢ a la aplicacion Go,: A — A dada
por Ge,(P) = C + ch(C?), donde G, € O1 (V) es el giro de angulo ¢. Si ¢ = m, se dice que Ger
es una simetria central de centro C.

GC, (p(P:I

Por 3.3.3 (4), Gc,, es un movimiento.
3.4.2. Proposiciéon. El unico punto fijo del giro de centro C' y angulo ¢, si ¢ # 0, es C.

Demostracion. Se tiene

Gey(P) =P = C + Go(CP) = P <= G,(CP) = OP <= CP =0 < P = C. 0

3.4.3. Definicion. Se llama simetria respecto a la recta r = A + (u) a la aplicacion S,: A — A, dada
por Sy(P) = A+ 8, ﬁ , donde Sy, es la simetria respecto a (u).

P

Por 3.3.3 (4), S, es un movimiento.

—
3.4.4. Observacion. Si A" € r, entonces A + Sy, ﬁ A"+ Sy (A'P). En efecto, dado que
— — B At el —
AA" € (u), se tiene S, (AA") = AA" y por tanto S, 1@ y(AA"+ A'P) = AA" + S (A'P).
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3.4.5. Proposiciéon. Los tunicos puntos fijos de la simetria S, son los puntos de 7.

Demostracion. Se tiene

Sp(P) = P <= A+ Sy (AP) = P <= S, (AP) = AP <= AP € (u) <= P e r. O

3.4.6. Definicién. Se llama simetria deslizante respecto a la recta 1 = A + (u) y vector de traslacion
v € (u), v # 0 a la aplicacion S, , = t, 0 S, donde S, es la simetria respecto a la recta 7.

P

Sy (P)

Por 3.3.3 (3), Sy es un movimiento.
3.4.7. Proposicién. La simetria deslizante S, no tiene puntos fijos.
Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo: Si P es un punto fijo de S;.,,, entonces

ST,U(P):P<:>A+S<u>(zﬁ)+v:P<:>S<u>(ﬁ)+’l):ﬁ.

Dado que ademaés, S, (ﬁ) = ﬁ + v, se tiene v = 0, lo cual contradice la definicién de simetria
deslizante. O

3.4.8. Ejercicio. Prueba que la descomposiciéon de una simetria deslizante como composiciéon de la
simetria respecto a una recta y una traslaciéon por un vector de la direcciéon de la recta es tinica.

3.4.9. Teorema. (Teorema de clasificacion de los movimientos del plano afin euclideo) Sea A un plano
afin euclideg> orientado sobre V', M : A — A un movimiento y A un punto cualquiera de A. Pongamos
Vi = Nuc (M —idy). Se tiene

%
(1) Si M =idy, entonces M = t, es una traslaciéon con v = AM(A;.

- — -
(2) Si M € O"(V) y M # idy, entonces M es un giro de angulo ¢ # 0y M es el giro de centro
%
C = A — vy angulo ¢, siendo v el vector que verifica M (v) —v = AM(A).

(3) Si M ce O (V) y AM(A; € (V)4 entonces M es la simetria respecto a la recta r = A +
1 ﬂ
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%
(4) Si M e O (V) y AM(A; ¢ (V1) entonces M es la simetria deslizante respecto a la recta
1
r=A+ 52 + V1, donde AM(A; = v1 + v9, con vy € Vi, vy € (V1)1 v el vector de traslacion
de M es vy.

Demostracion. (1) Se sigue del lema 1.3.10.

— — —
2) Por la proposicion 2.3.13, M = G,. Dado que Nuc(M — idy) = 0, se tiene que M — idy es
©
%
un isomorfismo y por tanto existe un tnico v € V tal que (M — idy)(v) = AM(A;. Pongamos
C = A —wv. Se tiene

M(P)=M(A)+M(AP) = A+ AM (A)+ M (AP) = A—v+ M (v)+ M (AP) = C+ M (CP) = G o (P).
(3) Del teorema 2.4.1 se sigue que M= Sy, (simetria respecto a Vi ). Poniendo r = A—l—% AM(A +V4 ,

M(P) = M(A) + M(AP) = A + AM(A} + M(AP)

1 1
— A+ AM(AS + M(A + 5 AM(A), 4) + M(AP) = 5,(P).
(4) Dado que M= Sy, = idy; L(—id 1), st AM(A) = vi+v2,convy € Viyvg € (V1)*+, y ponemos
1
r:A+§v2+Vl, se tiene
M(P) = M(A) + M(AP) = A + AM(A) + M(AP)
1 = 1 =
:A+§v2+M(A+§uQ,A)+M(ﬁ)+v1
= S, (P) 4+ vi = Sy, (P).
El vector vy es la proyecciéon ortogonal del vector AM (A) sobre V7. ]
Obsérvese que AM(A; € (V1)* si, y solo s, PM(P; € (V4)+, para todo punto P de A. En efecto,
PM(P) = PA + AM(A) + M(A), M(P} = PA + AM(A} + M(AP)
— (M — idv)(AP) + AM(A).

y (J\_4> - idv)(ﬁ) € (V1)*, por el lema 2.2.9.

%
3.4.10. Corolario. Sea A un punto cualquiera de A, M : A — A un movimiento y V; = Nuc (M —idy).
Se tiene

— —
(1) Si M € OF(V), M # idy, M tiene un tinico punto fijo y M es un giro de centro ese punto y
adngulo el angulo del giro M.

H
(2) SIMeO (V)y AM(A; € (V1)*, entonces el conjunto de puntos fijos de M es una recta y M
es una simetria respecto a esa recta.
%
3) SiM e€ O (V) y AM(A; ¢ (V1)*, entonces M no tiene puntos fijos y M es una simetria

deslizante. El vector de traslacion v de M es la proyeccién ortogonal del vector AM (Ai sobre el
subespacio V; de vectores fijos de f y la recta de simetria de M es la de la simetria t_, o M.
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3.4.11. Corolario. Sea M : A — A un movimiento. Se tiene

(1) Si M tiene un tnico punto fijo, entonces M es un giro de centro ese punto y el dngulo de M es

_)
el angulo del giro M.
(2) Si M tiene solamente una recta de puntos fijos, entonces M es una simetria respecto a esa recta.

(3) Si M no tiene puntos fijos y no es una traslacion, entonces M es una simetria deslizante.

3.5. Movimientos en el espacio afin euclideo tridimensional

Sea A un espacio afin euclideo orientado de dimensiéon 3 sobre V. Vamos a describir y clasificar
los movimientos de A; para esto utilizaremos el teorema 2.5.5 de clasificacién de las transformaciones
ortogonales.

3.5.1. Definicién. Se llama giro de eje orientado la recta r = A+ (w) y dngulo ¢ € [0,27), a la
aplicacion Gy ,: A — A dada por G ,(P) = A+ G, ,(AP), donde Gy, € O (V) es un giro de
eje orientado (w) y angulo .

L
w
- 4
—.’-: W )J ¥V P+{ w >
P |
N\ NG Gr.p (P)
A\ /
z G(Z)
A
G .(Z’=G<w>,w_(z) A+<w =

Por 3.3.3 (4), G, es un movimiento.

—
3.5.2. Observacion. Si A’ € r, entonces A + G<w>,w(ﬁ) = A"+ G ,(A'P). En efecto, dado que

— . e
AA" € (w), se tiene que Gy (AA") = AA".

3.5.3. Proposicién. Los tinicos puntos fijos del giro G, si ¢ # 0, son los puntos del eje r = A+ (w).

Demostracion. Se tiene

Gro(P) = P = A+ Gy o(AP) = P <= Gy ,(AP) = AP <= AP € (w) <= Per. [
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3.5.4. Definicién. Sea r = A + (w) una recta y sea v € (w), v # 0. Se llama movimiento helicoidal de
eje la recta v, dngulo ¢ # 0y vector de traslacion v, a la aplicacion H,, , = t, o G, , donde G, es el
giro de eje r y angulo .

(L H 0,0 (P)
P+<w>t y v
FPe .
Gr,p(P)
71
r=A+ <w>

Por 3.3.3 (3), Hy,, €s un movimiento.

3.5.5. Proposicién. Un movimiento helicoidal H, , , no tiene puntos fijos.
Demostracion. Sea H,, , =t, o Gy ,. Por el lema 2.2.9,

Im(G<w>’¢ - idv) = NuC(G<w>’<p - idv)J‘ = <w>l.
Razonemos por reduccion al absurdo: Si P es un punto fijo de H,, ,, entonces
Hypo(P) = P 4= A+Gluy o(AP)+0 = P = Gy o(AP) +v = AP <= (G4, —idy)(AP) = —v.
Luego v € (w) N Im(G (), — idy) = (w) N{w)* = 0. O
3.5.6. Ejercicio. Prueba que la descomposicién de un movimiento helicoidal como composicién de un
giro y una traslacién de vector traslacion en la direcciéon del eje de giro es tnica.

3.5.7. Definicion. Se llama simetria central de centro C' a la aplicacion Sc: A — A dada por S¢(P) =
C - Cﬁ, para todo P € A.

0

C —»e

Sc (P ) v -‘\\
Sc(Q)

Por 3.3.3 (4), Sc es un movimiento.
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3.5.8. Proposiciéon. El unico punto fijo de una simetria central de centro C' es el punto C.

Demostracion. Si P es un punto fijo de S¢, entonces
C—-CP=P«s CP=CP<sC=P O

3.5.9. Definicioén. Se llama simetria respecto al plano I = A+ U a la aplicacién St: A — A dada por
Su(P)=A+ SU(E), donde Sy € O~ (V) es la simetria respecto al subespacio U.

/]'IA+U

Por 3.3.3 (4), St es un movimiento.

P

SuN -W

Sy (P)

— —
3.5.10. Observaci_o’)n. Sﬂe I1, entonces A+SU(A@) = A'+Sy(A'P). En efecto, dado que AA" € U,
se tiene que Sy(AA") = AA'.

3.5.11. Proposiciéon. Los tnicos puntos fijos de la simetria Spp son los puntos del plano II.

Demostracion. Si Il = A+ U, entonces

S(P) = P = A+ Sy(AP) = P <= Sy(AP) = AP <= AP c U «= P ¢ IL. 0

3.5.12. Definicion. Se llama simetria deslizante respecto al plano I1 = A + U y vector de traslacion
veU, v#0,ala composiciéon St = t, 0 511, donde Sty es la simetria respecto al plano II.

II=A+U

Sn(P) — S8
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Por 3.3.3 (3), Sy, es un movimiento.

3.5.13. Proposiciéon. La simetria deslizante S, no tiene puntos fijos.

Demostracion. Sea II = A + U. Razonemos por reduccién al absurdo: Si P es un punto fijo de St,,
entonces

Sto(P) = P <= A+ Sy(AP) + v = P <= AP = Sy(AP) +v.
Dado que ademés SU(J@) = ﬁ + v, se tiene que v = 0. ]

3.5.14. Ejercicio. Prueba que la descomposicién de una simetria deslizante como composiciéon de la
simetria respecto a un plano y una traslacién por un vector de la direccién del plano es tnica.

3.5.15. Ejemplo. El giro de eje orientado r = (1,2, —1) + ((1,1,—1)) y angulo 47/3 es el movimiento
dado por
Grar3(®,y,2) = (1,2, -1) + Gi11,-1))an/3(z — Ly — 2,2+ 1),

donde G'((1,1,-1)),4x/3 es el giro de eje orientado ((1,1,—1)) y dngulo 47 /3, es decir,
Ga1,-1)an/3 = GarsLidiaa 1)y, Garss € OFT(((1,1, 1)),
Una base ortonormal de (1,1, —1))* es
By = ((0,v2/2,v2/2), (v6/3,-V6/6,V6/6)).

Pongamos

B = ((0,v2/2,V2/2),(V6/3,—v6/6,v6/6), (vV3/3,V3/3, —V3/3)).

La base B es una base de orientacion positiva, puesto que det(1pc) > 0. Por tanto, B; es una base
ortonormal de ((1,1,—1))* de orientaciéon positiva. Asi,

[ cosdm/3 —sendn/3\ —1/2 /3/2
(G4“/3)Bl_<sen4w/3 cos47r/3>_<—\/§/2 —1/2>’
luego
—1/2 V/3/2 0
(G((l,l,—l)),47r/3)B: —\/§/2 —1/2 0
0 0 1
Se tiene
(G(1,1,—1))an/3)c =idBe (G(1,1,-1))4n/3) B idoB
0 v6/3 V3/3 —-1/2 V3/2 0 0 V2/2 V2/2
=| v2/2 —-V6/6 /3/3 —V3/2 —-1/2 0 V6/3 —V6/6  6/6
Vv2/2  V6/6 —/3/3 0 0 1 V3/3  V3/3 —/3/3
0O 0 -1
=1 o o],
0 -1 0
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donde idgp = (idpc)? por ser la base B ortogonal. Por tanto,

G((l,l,—l)),4w/3($aya Z) = (_27$7 _y)a

luego
Gr,47r/3(x7 Y, Z) :(17 2, _1> + G<(1,1,71)747T/3(x —Ly—2,z+ 1)
=(1,2,-1)+(—z2—-1l,z—1,-y+2)=(—21+2,1—y).
Las ecuaciones del giro de eje 7 = (1,2, —1) + ((1,1,—1)) y angulo 47 /3 en la referencia canénica son

/ /

¥=—z y=1+z Z=1-y.

3.5.16. Ejemplo. La simetria deslizante respecto al plano de II cuya ecuacién en la referencia candnica
es x +y+ 3 =0,y con vector de traslacion v = (—2,2,3), es el movimiento
St,w = ty 0 S,
donde Sty es la simetria respecto al plano II. Dado que IT = (—3,0,0) + ((1,—1,0), (0,0, 1)),
Su(z,y,z) = (=3,0,0) + Sy(z + 3,y, 2),

donde U = ((1,—1,0),(0,0,1)) y Sy = idyy L(—id1). Se tiene que U+ = {((1,1,0)). La transformacion
ortogonal Sir: R3 — R3 es la aplicacion lineal dada por:

Sy(1,-1,0) = (1,-1,0), Sy(0,0,1) =(0,0,1), Suy(1,1,=(-1,—1,0).

Sea B = ((1,-1,0),(0,0,1),(1,1,0)). Se tiene

-1

10 -1 101 0 -1 0
(Sv)e =(Sv)Bcidep = | -1 0 -1 1 0 1 — | =1 o 0|,
01 0 01 0 0 01

luego Sy (z,y,2) = (—y, —x, z). Por tanto,
Sn(z,y,z) = (-3,0,0) + Sy(z+3,y,2) =(-3,0,0) + (—y, -3 —z,2) = (-3—y,-3—z, 2).
Asi,
Sz, y,2)=5n(z,y,2) +(—2,2,3)=(-3—y,-3—x,2) +(-2,2,3)=(-b—y,—1—z, 3+ 2).
Las ecuaciones de St , en la referencia canénica son

/

P=-5-y, y=—-1-2 22=3+z2

3.5.17. Teorema. (Teorema de clasificacion de los movimientos del espacio afin euclideo tridimensional)
Sea A un espacio afin euclideo (gientado de dimensiéon 3, M un movimiento de A y A un punto
cualquiera de A. Sean V; = Nuc (M —idy) y Vo1 = Nuc (M +idy). Se tiene:

ﬁ
(1) Si M =idy, entonces M = t, es una traslacion con v = A, M(A).
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— — =
(2) Si M € O (V) y M # idy, entonces M es un giro de eje Vi y angulo ¢, ¢ # 0, que depende de
la orientacion de Vj.
(a) Si el vector A, M(A) € (V1)*, entonces M es un giro de eje orientado r = A —v+V; y
angulo ¢, siendo v un vector que verifica M(v) —v = A, M(A).

(b) Si el vector A,M(A; ¢ (V) y AM(A; = v + g, con vy € Vi y vg € (V4)7, se tiene que

M es un movimiento helicoidal de eje r = A — v + V1, angulo ¢ v vector de traslacion vy,
siendo v un vector que verifica M (v) — v = va.

_)
(3) Si M € O™ (V) es la simetria respecto al subespacio V7 de dimension 2, se tienen dos casos:

(a) Si el vector A,M(A; € (V1)*, entonces M es la simetria respecto al plano IT = A +

1A,M(A; + V.

2
(b) Si el vector A,M(A; ¢ (V1)*, poniendo A,M(A; = v + v, con vy € V1 y vy € (V1)L
se tiene que M es la simetria deslizante respecto al plano IT = A + 3 vg + V1 y vector de
traslacion vi.
%
(4) SiM €O (V) esla con_1>posicic’)n de un giro de eje V_; y la simetrfa respecto al plano (V_1)+
(i.e., los autovalores de M son —1 y a & bi # +1), entonces M tiene un unico punto fijo C'y M
es la composicion del giro de eje orientado C' + V_1 y angulo ¢ que depende de la orientacion de
V_1 y la simetrfa respecto al plano C' + (V_1)=*.

— 1
(5) Si M = —idy, entonces M es la simetria central de centro C' = A + 3 A, M(A)

Demostracion. (1) Se sigue del lema 1.3.10.

(2) Sea Me O™ (V) el giro de eje orientado Vi y angulo .

(2) (a) Dado que A,M(A; c (W)t = Im(]\—/[> —idy ), existe v € V tal que (]\_/[> —idy)(v) = AM(A).
Consideremos la recta r = A — v + V4. Para todo P € A,

M(P) = M(A) + M(AP) = A+ A, M(A + M(AP) = A — v+ M(A—0,B) = Gr(P).

(2)(1&)81 A,M(A; =1 +vg con vy € Vi yvg € (Vi)t, como (V1) =Im (]\_/_I'> —idy), existe v € V
tal que M(v) —v=wv9. Sir=A—v+ Vi y P €A,

M(P) = M(A) + M(AP) = A+ A, M(AS + M(AP) = A+ v1 + v + M(AD)
—A— v+ M)+ MAP) +v1=A—v+ MA—v P)+u
= Grp(P) +v1 = Hrpu, (P).

_>
(3) Sea M € O~ (V) la simetria respecto al subespacio V; de dimension 2.
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(3) (a) Si A, M(A) € (i), TT= A + %A,M(AS +Viy PeEA,

M(P) = M(A) + M(AP) = A+ A, M(A) + M(AP)
(5 4, M(4)) + M (4P)

M
:A+%A,M(A +J\_/[>(A+;A M(A), P) = Su(P).

—S 1
b) Si A,M(AWZ(Vl)L, A,M(A = v + v, con vy € V1, v9 € (Vl)l,H:A—I—Q’UQ—I—VlyPEA,

M(P) = M(A) + M(AP) = A+ A, M(A) + M(AP) = A + v, + vo + M(AP)
1

— — 1
+ 50 — M( m)—i—M(ﬁ)—i—m A—i—fvz—i—M(A—i— vz,P)—Hn
v (

1
A+ 2
S,

P).

— —
(4) Sea M € O (V) tal que M = ho g, donde g es el giro de eje orientado V_; y émg}ulo wyh
es la simetria respecto al subespacio (V_1) +. Dado que Nuc(M — idy) = 0, la aplicacién M — idy es

un isomorfismo y por tanto existe un tnico vector v tal que (M —idy)(v) = AM(A). Consideremos la
rectar = A —v+V_y yel plano Il = A — v + (V_;)*. Para todo P € A,

M(P) = M(A) + M(AP) = A+ A, M(A) + M(AP) = A — v + M(v) + M(AP)

— A vt MA—0.P)=A— v+ h(gA—0,P)=A—v+h(A—v,A—v+g(A—v,D))
:SH(A*U‘FQ(A*UJ): SHOGT,LP)( )

Obsérvese que A — v es el tnico punto fijo M. En efecto,
M(P) = M(A) + M(AP) = A + A, M(A) + M(AB) = A v + M(v) + M(AP) =

%
si, y solo si, (M —idy)(v + ﬁ) = 0. Asi, AP = v y por tanto P = A —v.
1
(5) Si ]\7 =—idyyC=A4+ 3 A, M(A;, entonces para todo P € A se tiene

M(P) = M(A) — AP = A + A, M(A) — AP
:c—A+%A,M(A§,A—ﬂ3=c—ﬁ:SC(P)

En este caso, obsérvese que si B = (v1,v2,v3) es una base ortonormal de V', entonces la recta r =
C + (v1) y el plano IT = C + (v2, v3) son perpendiculares y Sc = Gy o Str. O
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3.5.18. Corolario. Sea M un movimiento de A y A un punto cualquiera de A. Se tiene:

(1) Si Me OH(V)y A, M(A) € (V1)*, entonces el conjunto de puntos fijos de M es una recta y M

%
es un giro de eje orientado esa recta y el dngulo del giro M es el angulo del giro M.

— —
(2) Si M € ON(V), M # idy y A,M(A; ¢ (V1)*, entonces M no tiene puntos fijos y es un
movimiento helicoidal. El vector de traslaciéon v de M es la proyecciéon ortogonal del vector

AM (Ai sobre el subespacio V; de vectores fijos de ]\_4> , €l angulo de M es el del giro ]\7 y el eje
de M es el dngulo del giro t_, o M.

_>
(3) Si M € O~ (V) es la simetria respecto al subespacio V1 y A, M(Ai € (V1)*, entonces el conjunto
de puntos fijos de M es un plano y M es la simetria respecto a ese plano.

(4) Si Me O~ (V) es la simetria respecto al subespacio V; y A, M(A) ¢ (V1)*, entonces M no tiene

puntos fijos y es una simetria deslizante respecto a un plano II. El vector de traslacion v es la

_>
proyeccion ortogonal del vector AM (A) sobre el subespacio V; de vectores fijos de M y el plano
IT es el plano de simetria de la simetria t_,, o M.

— —
(5) SSiM €O (V) y M =hog, donde g es un giro de eje orientado V_1, y h la simetria respecto a
(V_l)l, entonces M tiene un tnico punto fijo C'y M es la composicion del giro de eje orientado
r=C +V_1 y angulo el angulo del giro g y la simetria respecto al plano IT = C 4 (V_1)*.

_>
(6) Si M = —idy, entonces M es la simetria central de centro el tnico punto fijo de M.

3.5.19. Corolario. Sea A un espacio afin euclideo orientado de dimensién 3 y M un movimiento de A.
Se tiene:

(1) Si el conjunto de puntos fijos de M es una recta, entonces M es un giro de eje esa recta.
(2) Si el conjunto de puntos fijos de M es un plano, entonces M es la simetria respecto a ese plano.

(3) Si M tiene un unico punto fijo, entonces M es la composicion de un giro y una simetria, y el eje
de giro y el plano de simetria son perpendiculares.

(4) Si M mo tiene puntos fijos, no es una traslacion y f € QT (V), entonces M es un movimiento
helicoidal.

%
(5) Si M no tiene puntos fijos y M € O~ (V), entonces M es una simetria deslizante.
3.5.20. Ejemplo. La aplicacién M : R3 — R? dada por
M(z,y,2) = (—x,—1—2,3—y)

. . . ., 73 . 2 %
es un movimiento. En efecto, M es una aplicaciéon afin, puesto que la aplicacion M: R? — R3 dada
por

ﬁ
M(x,y, z) :M(0,0,0),M(:E,y,25 = M(z,y,z) — M(0,0,0)
=(—z,-1-2,3-y)—(0,—-1,3) = (—z, —2,—Y)

es una aplicacion lineal, o también porque M =t 1 3)0 M es composicién de dos aplicaciones afines.
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La aplicacion M es una transformacion ortogonal, ya que su matriz asociada respecto a la base

canénica

- -1 0 0

Mo = 0 0 -1

0 -1 0

es u_)na matriz ortogonal; ademés, dado que det(M) = 1, M es un giro. El polinomio caracteristico

de M es

-1-X 0 0

P(X) = Py (X) = 8 —xl' —; =(-1-X)(X?-1).

Los autovalores de ]\_4> son —1 (de multiplicidad 2) y 1 (de multiplicidad 1), y por el corolario 2.5.6, el
angulo de ]\_/[> es . _

Se tiene que Vi = Nuc (M —1gs) = ((0,1,—1)) y Vi* = ((0,1,1),(1,0,0)). El vector (0, —1,3) ¢ V-
y dado que ]\_4> es un giro, M es un movimiento helicoidal (por el corolario 3.5.19). El vector de
traslacion v de M es la proyeccion ortogonal del vector (0, —1,3) sobre el subespacio Vi, puesto que

(0,—1,3) = —2(0,1,—1) + (0,1,1) + 0(1,0,0),

luego v = (0, -2, 2).
El eje de M es el eje del giro t_,, o M dado por

(t_yo M)(z,y,2) =(0,2,-2) + (—z, -1 —2,3—y) = (—z,1 — 2,1 —y),

y como
(t_voM)(x,y,z)Z(x,y,z)<:>—x:x, l—z=y, 1-y=z2,

el eje del giro t_, o M es la recta cuyas ecuaciones en la referencia canénica son

=0
r=
y+z=1.

ﬁ
El angulo de M es 7, que es el angulo del giro M. Asi, M es el movimiento helicoidal de eje la recta

angulo 7 y vector de traslacion (0, —2,2).
3.5.21. Ejemplo. La aplicacién M : R3 — R? dada por

1 V2 o1 V2 V2 1 V2 o1
M =(1+= — —z,—V24+ —x——z, 14— — =
(x,y,2) (—1—233—1— 5 Yt5% \f+2x 5 & lt g 2y—|—2z)
%
es un movimiento. En efecto, M es una aplicacion afin puesto que la aplicacion M: R3 — R3 es la

aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base canonica es

. /2 V2/2 1/2
Mc=1| v2/2 0 —V/2/2
/2 —v2/2  1/2
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— —
Dado que la matriz Mo es ortogonal, M es una transformaciéon ortogonal. Asi, M es un movi-
miento. El conjunto de puntos fijos de M es el plano II cuya ecuacién en la referencia candnica es
r — /2y — 2z —2=0.Por el corolario 3.5.19, M es la simetria respecto al plano Il = x—v/2y—2—2 = 0.

3.5.22. Ejemplo. Sea H el hiperplano de R* cuya ecuacién en la referencia canénica es x+y+2z—t = 2.
Veamos que la aplicacion M : H — H dada por

M(z,y,z,x+y+2—2)=(—2,—y,—x,—x —y — 2z — 2)

es un movimiento. En efecto, si P = (z,y,z,z +y+2—2)y Q = (2, ¢, 2/, 2" + ¢ + 2/ — 2),

d(M(P),M(Q ))—H( z+ 2 —y+y,—x+2 -+ —y+y — 2+ 2

=V (=2 +22+ (v +y?+ (2 +z)?+ (-2’ —y -2+ +y+=2)?
:\/x’—x + W —y)?+ =22+ @ +yY+2—r—y—2)?
=d((z,y,z,x +y+2-2), (2',v, 2,2 +9 + 7 —-2)) =d(P,Q).

El subespacio U dlrecmon de H tiene la ecuaciéon x +y + z —t = 0 en la base candnica. La
transformaciéon ortogonal M U — U asociada a M esta dada por

—
M(:U7yax7x +y+ Z) - M(070707_2)7M(x7y7z7$+y+z_25:M(x7y:zux+y+z_2)_M(070707 _2)
= (_Za Y, =T, —r =Yy -z 2) - (07070a _2) = (—Z, Y, T, —T —Y— Z)

_>
La matriz asociada a M respecto a la base B = ((1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)) es

_ 0 0 -1
Mp 0 -1 0
-1 0 O

— — — —
Dado que det(M) = det(Mp) =1, M es un giro. El polinomio caracteristico de M es

X 0 -1
_ _ _ 2
Po(X) = Py (X) = (1) —10—X )? = (—1-X)(X2-1).

— —
Los autovalores de M son 1 (de multiplicidad 1) y -1 (de multiplicidad 2), luego el dngulo del giro M
es 7. El conjunto de puntos fijos de M es la recta

r={(z,0,—z,-2) | x € R} =(0,0,0,—-2) + ((1,0,—1,0)).
Entonces M es el giro de eje la recta r y angulo .

3.6. Ejercicios.

(1) Sea A un espacio afin euclideo y Ly = P} + Uy, Ly = P> + Uy variedades lineales de A que se
cruzan. Prueba:
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(2)

(8)

9)

(a) Existen Q1 € L1 y Q2 € Lo tales que la recta Q1 o Q2 es perpendicular a Ly y a Lo.
(0) d(L1,L2) = d(Q1, Qo).

Calcula la distancia entre los planos IT; y IIy en R?* cuyas ecuaciones en la referencia canonica
son

1, = r—y+2+1=0 11, = z4+z+t—-1=0
y—t—1=0, y=1.

Considera los planos en R? cuyas ecuaciones en la referencia canénica son

I, = =z -y + 2z + 4 = 0,
I = =z + y + 4 = 0,
II; = -2 + y + =z = 0.

Halla las ecuaciones de las rectas r que cortan al plano IT; y tales que d(r,IIy) = 4/v2 y

d(r,TI3) = 2//3.
Considera en R3 la forma bilineal o dada por
o(v,w) = z1y1 + T1Y2 + T2y1 + 272y + T2y3 + T3Y2 + 273Y3,

donde v = (x1, 72, 23), w = (y1,¥y2,¥y3). En el espacio afin R? sobre el espacio vectorial euclideo
(R3,0), calcula la distancia entre la recta r = (0,1,1) + ((1,0,1)) y el plano IT cuya ecuaciéon en
la referencia canénica es x —y —z —4 = 0.

Sea r la recta en R? cuya ecuacién en la referencia canénica es 2z +y — 3 = 0. Calcula las
ecuaciones en la referencia canénica de la simetria deslizante de R? de eje paralelo a la recta r y
que lleva el punto (2,1) al punto (1,0). Calcula el eje y el vector de traslacion.

Calcula las ecuaciones en la referencia canénica del giro de R? que lleva (2,0) en (—=1,1) y (4,1)
en (0,—1).

Prueba que las siguientes afinidades de R? de ecuaciones en la referencia canénica

@ ()= (1) (e M) ()
(v) (v)=(0) (o))

son movimientos. Clasificalas y calcula sus elementos geométricos.

Calcula las ecuaciones, en la referencia canénica de R3, de la simetria respecto al plano que pasa
por (0,1,1) y es perpendicular a la recta r cuyas ecuaciones son z — 2y =0, y — z = 0.

Calcula las ecuaciones en la referencia canénica de R? del movimiento helicoidal cuyo eje es la
recta r = (—2,2,0) + ((1,—1,0)), su angulo es 7 y su vector de traslacion es v = (2, —2,0).

93



(10) Prueba que las aplicaciones M;: R?® — R3, i = 1,2, 3, dadas por

(a’) Ml(l',y,Z) = (—1—2,1+y,—1+$),
(b) Ma(z,y,2) =2+ (1/3)(6 —x+2y+22,-3+2x —y+22,—-3+20+2y — z),
(¢) Ms(z,y,2) =(1/9) (-9 — 2+ 8y + 4z, -9+ 8x —y + 42,36 + 4z + 4y — 7z),

son movimientos. Clasificalos y calcula sus elementos geométricos.
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4. CONICAS Y CUADRICAS

Las secciones conicas tienen su origen en la geometria griega, que las consideraba como las in-
tersecciones de un cono con un plano; esta interpretacion geométrica de las secciones de un cono fue
sustituida posteriormente por otra que utilizaba los conceptos de coordenadas y distancia.

En este tema se estudian la elipse, la hipérbola y la pardbola como lugares geométricos del plano
afin euclideo. Se definen las conicas y cuadricas afines como curvas en el plano y superficies en el
espacio, respectivamente, cuyas ecuaciones son ecuaciones polinémicas de segundo grado.

Calcularemos la ecuaciéon reducida de una coénica o cuadrica y sus ejes principales. Veremos que en
un plano afin euclideo una coénica es una secciéon conica o un par de rectas paralelas. Estudiaremos las
coOnicas y las cuédricas desde los puntos de vista afin y euclideo.

4.1. Lugares geométricos en el plano afin euclideo: Circunferencia, Elipse, Hipérbola
y Parabola

Sea A un plano afin euclideo sobre el espacio vectorial V.

4.1.1. Definicién. Dado un punto O y un ntmero real r > 0, una circunferencia de centro O y radio r
es el lugar geométrico C' de los puntos del plano A cuya distancia al punto O es r,

C={Peh|dPO) =r}

4.1.2. Proposiciéon. Sea R = {E, E2; O} una referencia rectangular de A. La ecuacion en la referen-
cia R de la circunferencia de centro O y radio r es
C=a*+y* =12

Demostracion. Si P es el punto de coordenadas (z,y) en R, entonces

PeC < d(P,0)=z2+y2=r. O
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4.1.3. Definicién. Sean F; y F, puntos distintos del plano A y sea a > 0 un ndmero real tal que
2a > d(Fy, F»). El lugar geométrico C de los puntos del plano A cuya suma de distancias a los puntos
F1 y F5 es 2a se dice que es una elipse,

C={PecA|dP F)+dP,F) =2a}.

Los puntos F} y F5 se llaman los focos de la elipse.

4.1.4. Proposiciéon. Existe una referencia rectangular de A donde la elipse admite una ecuacién de la
forma

—+= =1 a>0, b>0, a>0b. (%)
La ecuacion (%) se llama ecuacidn candnica de la elipse.

Demostracion. ([12, Cap. 8]) Sea C la elipse formada por los puntos de A cuya suma de distancias a
los puntos Fy y Fy es 2a > d(Fy, F5) = 2¢. Sea O el punto medio de F} y F». Pongamos

—
Of et ful=1
1= —, () V1 5 V2l = 1.
|OF,|

Consideremos la referencia rectangular R = {E; = O 4 vy, E2 = O + v9; O}. Las coordenadas de F} y
F5 en R son (¢,0) y (—c¢,0), puesto que

— = 1 — 1

OF1 :||OF1|| V1 = HEFlFQH v = §d(F1,F2) V1 = Ccv,
— —

OF, =—0F| = —cuy.

Si P es el punto de coordenadas (z,y) en R, entonces

PeC < dP,F)+d(PFy)=2a<= \(z—c)?+12+/(x+c)2+12=2a
o VT =20 VAT
Elevando al cuadrado los dos mienbros de la ultima igualdad,
(x—c)?+1y>=4d®+ (x+c)? +y? —da/(z + )2+ 2 <= a’ + cx = a/(z + )2 + 42,
y volviendo a elevar al cuadrado,

CL2(6L2 _ 62) — 562(&2 _ 02) +a2y2.
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Dado que a > ¢, a®> — ¢ > 0, y poniendo b = Va2 — 2 se tiene que b < a. Asi, si P es un punto de C,
entonces sus coordenadas (z,y) en R verifican la ecuacion

entonces P € C, es decir, d(P, F}) + d(P, F5) = 2a. En efecto,

2_ 2 2 2 2
a®—c (a” — cx) (a® — cx) c
dP,F = — 2 :\/ — 2 2 _ p2 :\/ — :‘ _ = ‘7
( )=V (x—-¢c)?+y (r—c)®>+ " (a? — x2) " - a--—z
. ¢ 2 2 a’ 2 2
y, analogamente, d(P,FQ):‘a—i—fx);dado que z° = a” — — 5y <a”, es —a<z<a,luego
a a’ —c

—c <

y por tanto,
c c
O<a—-c<a+-z, 0<a—-c<a-—-—u,
a a

de donde se sigue que
dP,F)=a— Sz, dP.F)=a+ x,
a a

y como consecuencia

d(P,F) + d(P, F») = 2a. 0

Las rectas O o E1 y O o E5 se llaman ejes principales de la elipse, por ser sus ejes de simetria. La
recta O o 1 = F} o Fy se llama eje focal o mayor y la recta O o Es se llama eje menor o secundario.
Los nimeros a y b se llaman longitudes de los semiejes y ¢ es la semidistancia focal. Los puntos A, A’,
By B’, que son las puntos de corte de la elipse con los ejes principales, se llaman vértices de la elipse.
El punto O se llama centro.
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4.1.5. Definicién. Sean F; y Fy puntos distintos de plano A y sea a > 0 un numero real tal que
2a < d(Fy,F,). El lugar geométrico C de los puntos del plano tales que el valor absoluto de la
diferencia de distancias a los puntos F} y Fb es 2a se dice que es una hipérbola.

C={PcA||dPF)—dPF) =2}

Los puntos F; y Fs se llaman los focos de la hipérbola

4.1.6. Proposicion. Existe una referencia rectangular de A donde la hipérbola admite una ecuaciéon
de la forma:

——>= =1 a>0, b>0. (%)

Demostracion. Supongamos que C' es la hipérbola formada por los puntos de A tales que el valor
absoluto de la diferencia de distancias a los puntos Fy y F» es 2a < d(Fy, Fy) = 2¢c. Sea O el punto
medio de F y F5. Tomemos

V1 = e V2 (S <’U1>J—, H’U2|| =1.

Consideremos la referencia rectangular R = {F; = O+wv1, Fs = O+wv9; O}. Las coordenadas de F} y F»
en R son (¢,0) y (—¢,0), respectivamente. Si P es el punto de coordenadas (z,y) en R, entonces

PeC < |[d(P,F)—d(P,F)| =20+ /(z—c)2+1y2—/(z+ )2 +y2=+2
= Vz—c)2+12 =42+ (x+c)?+1?
— (2= 0+ 4P = da® + (2 + P+ y? £ day/ [+ 7+ 2
> a® + cx = +ar/(x + )2 + 12

— a*(? — a?) = 23(? — a®) — a*2.
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Dado que ¢ > a, ¢ —a® > 0, y poniendo b = v/c2 — a? se tiene que b?z? — a?y? = a?b?. Asi, si P es un
punto de C, sus coordenadas (x,y) en R verifican la ecuacion

Reciprocamente, sea P un punto cuyas coordenadas (x,y) en R verifican la ecuaciéon

2 2
€z Yy
?—bﬁ:]. CL>O,b>O7

y veamos que P € C, es decir que |d(P, Fy) — d(P, F»)| = 2a. Se tiene

c? —a? (a? — cx)? a’?—cx c
UPF) =T = - op + E5C = [ o) ) ey
Anélogamente, d(P, Fy) = ‘a + g~ , Yy puesto que
a
2 2
a b2
esr>ao0ox<—a Siz>a,
d(P,Fl):‘a—fx’:fx—a, d(P,Fg):)a—l—Ea:’:fx—l—a,
a a a a
y asi, d(P, F1) — d(F1, F3) = —2a. Si x < —a,
d(P,Fl):‘a—Ea:‘:a—Em, d(P,FQ):‘a+E$‘:—a—E:L‘,
a a a a
luego d(P, F1) — d(P, F») = 2a. O

La ecuacion (x) se llama ecuacion candnica de la hipérbola. Las rectas O o Ej y O o Es se llaman
ejes principales de la hipérbola, por ser sus ejes de simetria; el eje O o E; = Fy o F5 se llama eje focal y
el eje O o Fsy eje secundario. La hipérbola tiene dos ramas: una formada por los puntos de la hipérbola

de coordenadas (x,y) con > a y otra formada por los puntos de la hipérbola de coordenadas (z,y)
con r < —a.
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Los wvértices de la hipérbola son los puntos de corte A y A’ del eje focal con la hipérbola y sus

coordenadas en R son (a,0) y (—a,0), respectivamente. El eje secundario no corta a la hipérbola. La
hipérbola tiene dos asintotas, que son las rectas de ecuaciones

Ly

T Y z Yy

- —==0, Ly==~4+2=0.

a b T * b

Las rectas Ly y Lo verifican que al alejarse un punto P de la hipérbola del origen O, la distancia
entre P y alguna de estas dos rectas tiende a cero.

4.1.7. Definiciéon. Sea F' un punto y L una recta de A tal que F' ¢ L. El lugar geométrico C de los
puntos del plano cuya distancia al punto F' coincide con la distancia a la recta L se dice que es una
pardbola La distancia p = d(F, L) se llama pardmetro de la parabola, el punto F' se llama foco y la
recta L directriz.

C={PcA|dPF)=dPL)}.

4.1.8. Proposicion. Existe una referencia rectangular de A donde la ecuacion de la parabola es
C =y?*=2pz, p>0. (%)

Demostracion. Supongamos que C es la parabola formada por los puntos de A cuya distancia al punto
F es igual a la distancia a la recta L y sea p = d( F, L ). Sea F{ la proyecion ortogonal de F sobre L y
sea O el punto medio de F'y Fy. Pongamos

v %7 vy € ()t el =1
1= ) 1), 2(| = L.
|OF]

100



En la referencia rectangular R = {E; = O + vy, B = O + vy; 0}, las coordenadas del foco F' son
(g, 0), las de Fj son (—g, 0), y la ecuacion de la directriz L = Fy + (v2) es

L=x+==0.

N3

Si P es el punto de coordenadas (z,y) en R, entonces

d(P, F) = (x—§)2+y2, d(P,L) = ‘x—kg‘.

,E (o E;

Asi,

x—7)2+y2:‘x—i—g‘:>(x—£)2+y2:(:c+2)2<:>y2:2px.

PeC <= ,/( p

2 2

Reciprocamene, sea P un punto cuyas coordenadas (x,y) en R verifican la ecuacion:
2=2 0
y*=2px, p>0,

con p > 0. Veamos que P € C, es decir que d(P, F') = d(P, L). Se tiene

AP, F) = \[@= 2432, dPL)=|a+?

)

luego

d(P,F):\/(:c—];)Q—l—yQ:\/(w—g)2+2px: \/(x+§)2: ’x—i—%‘ = d(P,L). O

La ecuacion (x) se llama ecuacion candnica de la parabola. El punto F' es el foco, la recta L la
directriz, y el punto O se llama vértice de la pardbola. Las rectas O o 1 y O o Ey se llaman ejes
principales de la pardbola, la recta O o Ey se llama ademas eje focal y es su eje de simetria, y p es el
parametro de la parabola.
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4.2. Cobnicas.

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, V' un espacio vectorial de dimensién 2 sobre K y
A un plano afin sobre V.

Si K = R, entonces toda matriz real simétrica A es congruente a una matriz diagonal D y se llama
signatura de A al par (p,q) de nameros enteros > 0, donde p y ¢ indican el nimero de elementos
positivos y elementos negativos en D, respectivamente; ademés, por la ley de inercia de Sylvester el
par (p,q) no depende de la matriz diagonal congruente a la matriz A considerada.

4.2.1. Definiciéon Una cdnica C en A es el lugar geométrico de los puntos de A cuyas coordenadas
(x,y) respecto a una referencia R = { P}, P»; Q} verifican una ecuaciéon polindmica de segundo grado
con coeficientes en K,

_ 2 2
C=a112° + agy” + 2a120y + 2a1x + 2a2y + ag = 0. (%)
Denotaremos por A y B las matrices simétricas:
a a ap ap a2
11 a12
A= . B=| a1 an a
aiz a2
az a2 a2
La ecuacion (%) se expresa matricialmente como

1
CE(lJ;y)B xz | =0.
Yy

Se llaman ecuaciones de la conica C en R a las ecuaciones que se obtienen multiplicando por un escalar
no nulo la ecuaciéon (x). La matriz B o cualquiera de sus proporcionales se dice que es una matriz de
la conica en R y la matriz A se llama matriz de términos cuadrdticos de la conica en R.

4.2.2. Ecuacion de la coénica en otra referencia afin. ([3, p. 603]) Sea R’ = { P}, P3; Q'} otra refe-
rencia de A. Sea P un punto de coordenadas (z,y) en R y de coordenadas (z/,y') en R’. Consideremos
la ecuacion de cambio de coordenadas de R' a R:

- + / ’
Y c P21 P22 Y
donde (b, ¢) son las coordenadas del punto Q' en R y

P11 P12
P = =1g,
( D21 P22 ) BriBr

es la matriz del cambio de base de B/ a Br. Si ponemos

1 0 0
P = b pi1 pi2 s
C P21 P22
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se tiene

1 1
x | =P 2
Yy Y

La matriz P se llama matriz del cambio de coordenadas de R’ a R. Sustituyendo en la ecuacién matricial

de C,

1
C=(1 42 ¢ )P'BP| 2 |=0.
/
Yy
Si consideramos las matrices
A 4 o
B=P'BP=| d, d; dy |, ( H ,12>—73tA7D—AI,
a1g Qg9

/ ! !
Qy Q1o Qoo
la ecuacion de C en la referencia R’ es
_ 12 r2 /A /W ! /
C=a,17°+ ayy” + 20,2y + 2a12" 4+ 2a5y + ay = 0.

Dado que A’ =Pt APy A#0, es A" # 0. Asi, la ecuacion de Cen R’ es una ecuacion polinémica de
grado 2. Las matrices A y A’ son congruentes y también lo son las matrices B y B, y por tanto

rango (A) = rango (A’), rango (B) = rango (B').
Ademas, si K = R,
signatura (A) = signatura (A’), signatura (B) = signatura (B').

Si A es un plano afin euclideo y R y R’ son referencias rectangulares, entonces las matrices A y A’ son
semejantes y por tanto tienen igual traza, determinante y los mismos autovalores; en este caso, dado

que det(P) = det(P) y que P es una matriz ortogonal, se tiene det(B) = det(B').
4.2.3. Definicion. Sea C'la conica en A cuya ecuacién en una referencia R es
C= a11x2 + a22y2 + 2a19xy + 2a1x + 2a2y + ag = 0,
Se dice que la conica C es no degenerada si det(B) # 0 o, equivalentemente, si rango(B3) = 3, siendo B

la matriz de la cénica en K.

Por 4.2.2, el hecho de que la cénica sea no degenerada no depende de la referencia afin considerada.

Vamos a clasificar las conicas por sus ecuaciones y considerar como conicas distintas aquellas cuyas
ecuaciones en una misma referencia no son proporcionales.

4.2.4. Definicion. Se dice que las conicas C] y Cy en A son afinmente equivalentes si existen referencias
R1 y R tales que una ecuacion de Cj en R es igual a una ecuaciéon de Cy en Ro.

En el conjunto de las conicas en el plano A, la relacién “ser afinmente equivalentes” es una relacién
de equivalencia.
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4.2.5. Proposicion. Sean C) y Cs las conicas en A cuyas ecuaciones en la referencia R son

C1 = an12? + azy® + 2a122y + 2a17 + 2a2y + ag = 0,
Cy = dy 2% + dhoy® + 2dwy + 2d)x + 2ahy + af = 0.
Sean A y B las matrices asociadas a la conica C; y A’ y B’ las matrices asociadas a Cy en R. Si C}

es affnmente equivalente a Cy, existe p € K — {0} tal que las matrices A" y p A son congruentes y las
matrices B’ y p B son congruentes; en particular,

rango(A) = rango(A’), rango(B) = rango(B').

Si K = R y signatura(.A) = (p, q), entonces signatura(A’) = (p,q) o (¢,p) y si signatura(B) = (r, s),
entonces signatura(B') = (r,s) o (s,r).

Demostracion. Existen referencias afines R y Ro tales que una ecuaciéon de C; en R coincide con
una ecuacion de Cp en Ro. Sean

1 1
Clz(l 1 Y1 )751tl3751 1 | =0, ng(l T y2)752tl3’752 x9 | =0
Y1 Y2

las ecuaciones de C7 en Ry y de Cy en Ro, siendo las matrices 2 y P, las matrices del cambio de
coordenadas de Ry a R y de Ro a R, respectivamente. Existe p € K — {0} tal que

752t 8/752 = p751t3751 = 751t (pB) 751,
y por tanto
’Pzt.A/PQZPPf.A'P1Z’P1t(,0.z4)771. [

4.2.6. Observacion. Utilizando el teorema de Witt (|1, Ch. VI, Proposition 5.1, Theorem 8.10]), se
puede probar que si C; y Cs son conicas no degeneradas y existen escalares p, u € K — {0} tales que
las matrices A’ y p A son congruentes y las matrices B’ y B son congruentes, entonces las conicas C}
y C son afinmente equivalentes.

4.2.7. Lema. Si C es una conica y a: A — A una afinidad, entonces a(C) es una conica.
Demostracion. Sea C la conica cuya ecuacién en la referencia R es

1
C’E(la:y)B z | =0.
Yy

y A la matriz de términos cuadraticos de Cen R. Sean (z,y) son las coordenadas de un punto P en
Ry (2',y') son las coordenadas de a~!(P) en R. Si la ecuacién de la afinidad a~! en R es

(v)=()== () »=(hn be)
Yy c Yy P21 P22
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entonces una ecuacion de a(C) en R es

(1 B 1 0 0
a(C)=(1 z y)P'BP| z | =0, P=|1b pu po
) C P21 P22
Dado que P* AP # 0, a(C) es una conica. O

4.2.8. Proposicion. Si las conicas C; y Co en A son afinmente equivalentes, entonces existe una
afinidad a: A — A tal que a(C}) = Cs.

Demostracion. Sean R = {P1, P»; Q} vy R’ = {P], P}; Q'} referencias de A tales que una ecuacion de
C; en R/ es igual a una ecuacion de Co en R. Si unas ecuaciones de C; y Cy en R son

1 1
C’lz(lmy)B xz | =0, ng(lxy)B' xz | =0,
Yy Yy
entonces P! BP = A B/, para algiin A € K — {0}, donde
B 1 0 0
P = b pnn pi2
C p21 P22

es la matriz de cambio de coordenadas de R’ a R. Consideremos la afinidad a: A — A tal que
a(P)) =Py, a(Py) = P, y a(Q') = Q. Dado que la ecuacién matricial de o' en R es

()=o) () (5):

donde (z,y) son las coordenadas de un punto P en R y (z’,3') son las coordenadas de a~*(P) en R,
se tiene que a(C) = Co. O

4.2.9. Observacion. Si Cyy C; son dos conicas reales no vacias o dos conicas complejas y existe una
afinidad a: A — A tal que a(Cy) = Cs, entonces las conicas C; y Co son afinmente equivalentes. En
efecto, si a: A — A es una afinidad tal que a(C}) = Cs y la ecuaciéon matricial de la afinidad o' en

la referencia R es
(v)=(a) o) (0)
/ - + 9
Yy C p21 P22 Yy

entonces la ecuacion de cambio de coordenadas de la referencia a=1(R) = {a 1 (P1),a 1 (P); = H(Q)}
a la referencia R es

1 1 1 0 0
Pl |==z ], P=|0 pu p2 |,
y Yy 0 pa1 p22

donde (x,y) son las coordenadas de un punto P en R y (z',%') son las coordenadas de P en a~1(R).
Luego, una ecuaciéon de C; en o~ 1(R) es

Ci=(1 2 ¢y )P'BP| 2 |=0.
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Por ([13, p. 123] ), si K = R dos ecuaciones cualesquiera en la misma referencia de una conica con
mas de un punto son proporcionales y si K = C dos ecuaciones cualesquiera en la misma referencia
también lo son ([13, p. 123] ). Si C; y Cy son dos conicas reales con mas de un punto o dos conicas
complejas, entonces existe A € K tal que P! BP = M3'. Si Si C; y C, son dos conicas reales que estan
formadas por un punto, entonces son afinmente equivalentes (véase el teorema 4.4.1).

4.3. Conicas en el plano afin euclideo. Ecuacién reducida de una cénica

Sea A un plano afin euclideo sobre el espacio vectorial real V.

4.3.1. Definicion. Se dice que las conicas C; y Co en A son métricamente equivalentes si existen
referencias rectangulares R1 y Ro tales que una ecuaciéon de C} en Rq es igual a una ecuaciéon de Cy

en Ro.
En el conjunto de las conicas en el plano A, la relacién “ser métricamente equivalentes” es una

relacion de equivalencia.

4.3.2. Observacion. Si dos conicas son métricamente equivalentes, entonces son afinmente equiva-
lentes.

4.3.3. Proposicion. Consideremos la conica C en A de ecuaciones

C= an2® + axny® + 2197y + 2417 + 2a2y + ag = 0,
C= a'ux2 + a'22y2 + 2a)y1y + 27 + 2ahy + af = 0.

en las referencias rectangulares R y R’, respectivamente. Sean A y B las matrices asociadas a ecuacion
de la conica en R y A’ y B’ las matrices asociadas a la ecuacion de la conica en R'. Existe p € R— {0},
tal que las matrices A" y p.A son semejantes y las matrices B’ y pB son congruentes. Se tiene que
det(A’) = p? det(A), traza (A') = p traza (A) y si los autovalores de A son A\; y Ao y los de A’ son \]
y A5, entonces

/1:/))\1, )\/QZp)\Q.

Ademas, det(B') = p* det(B).

Demostracion. Consideremos la ecuaciéon de cambio de coordenadas de R’ a R

1 1
z | =P 2
Y Y
donde
1 0 0
P=|b pu p2 |, P= < Z; g;z )
C P21 P22

La matriz P es ortogonal. Existe p € R — {0} tal que
P'pBP =pP'BP =8
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y entonces
PpAP=pP' AP =A.

Como la matriz P es ortogonal, las matrices A’ y p.A son semejantes y entonces tienen igual determi-

nante, traza y los mismos autovalores. Dado que det(P) = det(P) y que P es una matriz ortogonal, se
tienen que det(B') = det(pB)) = p? det(B). O

4.3.4. Definicién. (|3, p. 625]) Sea C'la conica en A cuya ecuacion en una referencia rectangular R es
C = anz® + axny® + 2a127y + 212 + 2a2y + ag = 0,

y sean A y B las matrices asociadas a C. Los ntimeros det(B), det(A), traza(A) y los autovalores A se
llaman invariantes métricos de la conica C.

4.3.5. Proposicion. Si las conicas C] y Cy en A son métricamente equivalentes, entonces existe un
movimiento a: A — A tal que a(Cy) = Cs.

Demostracion. Sean R = {E1, E2; O} y R' = {EY, E}; O’} referencias rectangulares de A tales que una
ecuacion de C; en R’ es igual a una ecuaciéon de Cy en R. Si unas ecuaciones de C; y Cy en R son

1 1
Ci=(1 2 y)B| 2z |=0, C=(1 2 y)B| z |=0,
Y Y
entonces P! BP = A B, para algin A € K — {0}, donde
B 1 0 0
P=11b pu po
C P21 P22

es la matriz de cambio de coordenadas de R’ a R. Consideremos el movimiento a: A — A tal que
a(E}) = Ey, a(E}) = B2 y a(0') = O. La ecuaciéon matricial de o= en R es

/ - + )
y ¢ P21 P22 4
donde (z,y) son las coordenadas de un punto P en R y (z',3') son las coordenadas de a~(P) en R.

Por tanto, a(CY) = Cs. O

4.3.6. Observacion. Si Cyy C; son dos conicas reales con mas de un punto o dos cénicas complejas
y existe un movimiento a: A — A tal que a(Cy) = Cj, entonces razonando como en la observacion
4.2.9 se tiene que C; y Cs son conicas métricamente equivalentes.

a y q

Para clasificar métricamente las cénicas, vamos a hacer cambios de coordenadas rectangulares en
la ecuacion de la conica hasta llegar a su ecuacion canonica ([4, Cap. VII]).

4.3.7. Teorema. Sea C'la conica en A cuya ecuacion en una referencia rectangular R = {E, E2; O} es
C=apz’+ a22y2 + 2a197y + 201 + 2a2y + ag = 0.
Existe una referencia rectangular R’ = {E’, E5; O} de A respecto a la cual la conica tiene la ecuacion

C=\z"+ )xgy'Q + 2b17" + 2boy + ag = 0.
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Demostracion. Aplicando el teorema espectral a la matriz simétrica A, podemos encontrar una matriz
ortogonal
D= P11 P12 ’
P21 P22

¢ (M0
PAP—(O A2).

tal que

Por ser P una matriz ortogonal, si Bg = (v1,v2), entonces

B’ = (v} = p11v1 + pa1v2, vy = p12v1 + P2av2)

es una base ortonormal de V' 'y P = 1p/p,. La referencia R' = {E] = O + v}, Ej = O + v); O} es
una referencia rectangular de A. Si P es un punto de coordenadas (z,y) en R = {E1, Ey; 0} y de

coordenadas (2/,y’) en R’, entonces
< y ) ( v >
= 7) / )
Y Y

y poniendo
1 0 0
P={0 pu pw2 |,
0 poa1 p22

se tiene la ecuacion de cambio de coordenadas rectangulares

1 1
r | =P| 2
y Y
Sustituyendo en la ecuacion de C,
_ ag al ag B 1
C= ( 1 2 9 ) Pl a1 ann ar Pl 2 | =0,
a2 a2 Qa2 Y
se obtiene la ecuacion de Cen R/,
a b1 b2 1
CE(l x! y’) b1 M O | =0,
bg 0 )\2 y’
equivalentemente,
C= \Ma'? + )\gylz +2b12’ + 2boy’ +ag =0,
donde

(ble)Z(alag)P. O
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4.3.8. Obtencién de la ecuacién reducida de una coénica.

A partir de la ecuacién de C en la referencia R/,
C= \Nz'> + )\2y/2 +2b12’ + 2boy +ag =0,
se tienen los siguientes casos:

(1) Si A1 # 0, A2 # 0 o, equivalentemente, det(A) # 0, completando cuadrados

S W LS RN WYL SCOMPRL S
= A1 ¥ 2\Y Ay 0 " Ny .
Se tiene
ag by b2
by A\ O
2 2 by 0 A
6:—a0—|—b—1—|—b—2:— 2 2 :_det(B)
At A A0 det(A)
0 X
Con el cambio de coordenadas
bl bg
"o / e 1 — / 2
€z =7 + )\1’ y y + )\27

si O” es el punto de coordenadas (—by /A1, —bz2/A2) en lareferencia R', Ef = O"+v}, Ef = 0”4}
y R" ={EY,EJ; 0"}, entonces la ecuacion de C en la referencia rectangular R” es

C=Ma"+ Ny =0

Esta ecuacion se llama ecuacién reducida de C'y las rectas de ecuaciones 7 =0e y” =0 en R”
son los ejes principales de la cénica.

(a) Si A1 #0, A2 #0y 0 # 0 o, equivalentemente, det(A) # 0 y det(B) # 0, se tienen los
siguientes casos:
(i) Sisigno(A;) = signo(Ay) = signo(d), es decir, si det(A) > 0 y det(B) traza(A) < 0, y si
A1 # Ag, entonces la conica es una elipse cuya ecuacion reducida es
172 12 5

_ T Yy 2 2 d
2 T Tk e, N’

y sia > b > 0, esta ecuacion es su ecuaciéon canodnica.

v

W

N
T

OH
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Los vértices A y B tienen coordenadas (a,0) y (0,b) en R”, respectivamente, y la
recta O" o Ef o eje O"z" es el eje focal. Si a < b, haciendo el cambio de coordenadas
rectangulares x1 = vy”, y; = 2” la ecuacion canénica de la conica es

b az

y el eje focal es el eje O"xz1 = eje O"y"”. Si A\; = g, entonces C es una circunferencia.
(ii) Sisigno(A1)=signo(A2)#signo(d) o, equivalentemente, det(A) >0y det(B)traza(A) >0,
su ecuacion reducida es

"2 12
x Y )
C=—5+-"5 =-1, ad=——=, bV¥=——
a b
y si a > b > 0, esta ecuacion llama ecuacion candnica de C. Se dice que C es una
elipse imaginaria; C es el conjunto vacio. Si Ay = A, entonces se dice que C es una
circunferencia imaginaria; C es el conjunto vacio.

(iii) Si signo(A1) # signo(A2) o, equivalentemente, det(A) < 0, la conica es una hipérbola.
Si signo(A;) = signo(d), entonces su ecuacion candnica es

2 2
" " §

donde a >0y b > 0.

En R”, los vértices A y A’ tienen coordenadas (a,0) y (—a,0), respectivamente, y la
recta 0" o EY o eje O"2" es el eje focal. Si signo(A2) = signo(d), entonces haciendo
el cambio de coordenadas rectangulares x1 = y”, y; = 2, la ecuaciéon canonica de la

conica es ) )
_n 9
b2 a?

y el eje focal es el eje O"z1 = eje O"y".
(b) Si Ay #0, A2 #0 y 6 =0 o, equivalentemente, det(.A) # 0 y det(B) =0,

C= )\ 2" + Ao y”2 =0,

se pueden presentar los siguientes casos:
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(1) Sisigno(A;) = signo(Az), es decir, det(A) > 0, entonces su ecuacion candnica es

c

2 2 A2
! +a2y// _ 0’ CL2 _ 2

y se dice que C estad formada por un par de rectas imaginarias que se cortan en un
punto real; C es el conjunto formado por el punto de coordenadas (0,0) en R”
(i) Sisigno(A1) # signo(Az), es decir, det(A) < 0, su ecuacion candnica es

A
C= :E”2 _ a2y//2 _ (ZL‘” + ay")(x" _ ay//) =0, 2 2

La conica esta formada por dos rectas que se cortan en el punto de coordenadas (0, 0)
en R”

rr

¥
A

(2) Si A =00 A2 =0 o, equivalentemente, det(.A) = 0 (solo uno de los dos autovalores de A puede
ser 0, puesto que rango (A) > 1), vamos a suponer que A\; =0y Ao # 0,

C = \y'? + 201" + 2boy’ + ag = 0.

Completando cuadrados en la variable 3/ se tiene

b b3
C /\Q(y/+—2)2+2b1x’—|—a0——2:0.
AQ )\2

| %
Poniendo k = ag — —=,
A2

b
C’E)\Q(g/'4—)\—2)2 + 22’ + k=0,
2

y se pueden presentar los siguientes casos:

(a) Si b1 # 0 o, equivalentemente, si det(A) = 0y det(B) # 0, entonces C es una parabola.
Con el cambio de coordenadas

k by
no__ 0V n_ 0 22
x —x+2b1, Y y—i—)\Z,
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si O" es el punto de coordenadas (—k/(2b1), —ba/A2) en la referencia R’, entonces una
ecuacion reducida de C' en la referencia rectangular R” = {O” + v],0" + vy ; O"} es

C=)\ y”2 + 202" = 0,

o también
2b; ,
A2

que es la ecuaciéon canonica de la parabola si by /A2 < 0. El parametro p de C esta dado por

C= y”2 =

oy [t
P=IN (traza(A))3
J"”
F »
o *

Los rectas de ecuaciones 7 = 0 e 3y’ = 0 son los ejes principales de la parabola. Si by /A2 > 0,
haciendo el cambio de coordenadas 1 = —z”, y; = y”, se obtiene la ecuacion canénica de
la parabola

2b
CEy%:/\—;xl,

que es la ecuacion de C en la referencia Ry = {O” — v}, 0" + vh; 0"}

Si by = 0 o, equivalentemente, det(A) = 0 y det(B) = 0, entonces

b
C=X(y+2)24+k=0
A2
Con el cambio de coordenadas
2 = x/7 y// _ y/ + bl

si O” es el punto de coordenadas (0, —b2/A2) en la referencia R’, entonces una ecuacion
reducida de C en la referencia rectangular R” = {O” 4+ v}, 0" + vl ; 0"} es

CE)\gy”Q + k =0.

(i) Si k=0, el rango de B es 1. En este caso se dice que C' es la recta doble de ecuacion
candnica y"? = 0; el conjunto de puntos de C es el de la recta de ecuaciéon y” = 0.
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(ii) Si k # 0 y signo(\g) # signo(k) o, equivalentemente, si signatura(B) = (1,1), entonces
C esta formada por dos rectas paralelas. Su ecuacidon candnica es

k
C=y?—-a* =0, a?=——.
A2
"
vi-a=10
4 x"
0"
:LJ"—'— a= g

(iii) Si k # 0 y signo(A2) = signo(k), es decir, si signatura(B3) = (2,0), entonces su ecuacion
canonica es

k
C=y?+a2=0, a®=—;
A2
y se dice que C esté formada por dos rectas paralelas imaginarias; C' es el conjunto

vacio.

4.3.9. Teorema de clasificacion de codnicas en un plano afin euclideo. Dos conicas Cy y Cs son
métricamente equivalentes si, y solo si, tienen la misma ecuacién candnica.

Demostracion. Se sigue de la proposicion 4.3.3 (véase también su prueba), del teorema 4.3.7 y de 4.3.8.
O

4.4. Clasificaciéon afin de coénicas reales y complejas

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, V' un espacio vectorial de dimensién 2 sobre K y
A un plano afin sobre V. Sea C'la conica en A cuya ecuacion en una referencia R = { Py, P»; Q} es

C=aynz’+ a22y2 + 2a12xy + 2a1x + 2a9y + ag = 0.

Dado que toda matriz simétrica es congruente a una matriz diagonal y A es una matriz simétrica,

existe una matriz no singular
D= P11 P12 7
P21 P22

t o dl 0
PAP-(O 5 )

tal que

Si Bgr = (v1, v2), entonces

B’ = (v} = p11v1 + pa1v2, vy = p12v1 + P2av2)
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es una base de A y P = 1p/p,,. Razonando como en el teorema 4.3.7, si denotamos por (z’,y’) las
coordenadas de un punto en la referencia R’ = {O + v}, O +v}; O}, entonces la ecuacion de Cen R’ es

C=diz?+ dgy/2 +2b12’ + 2boy’ +ag =0,
donde
(bl bQ) = (a1 GQ)P.
En los casos en que K =R o K = C vamos a clasificar las cénicas en A por sus ecuaciones.

4.4.1. Teorema de clasificaciéon afin de cénicas reales. (|3, p 117]) Sea A un plano afin real. Existe
una referencia de A respecto a la cual la ecuaciéon de la cénica es de una de las siguientes formas, que
se llama ecuacion candnica de la conica afin:

(1) Sidet(A) #0,
(a) C=22+y?=1,sidet(A) >0y signatura(B) = (2,1) o (1,2); en este caso se dice que C
es una elipse.

(b)) C= a3 +y? = —1,sidet(A) > 0y signatura(B) = (3,0) o (0,3); se dice que C es una
elipse imaginaria; C es el conjunto vacio.

(c) C=a?—y?=1,sidet(A) <0y det(B) #0; se dice que C es una hipérbola.

(d) C=2?—y?=0,sidet(A) <0y det(B) =0; C esta formada por dos rectas que se cortan
en un punto.

(e) C=a2+y?=0,sidet(A) >0y det(B) = 0;se dice que Ces un par de rectas imaginarias
no paralelas que se cortan en un punto de A; C'es un punto.
(2) Sidet(A) =0,
(a) C=y?+x =0, sidet(B) # 0; se dice que C es una pardbola.
(b)) C=19y?—1=0, sisignatura(B) = (1,1); C es un par de rectas paralelas.

(¢) C=19y?+1=0,sisignatura(B) = (2,0) o (0,2); se dice que Ces un par de rectas paralelas
mmaginarias; C' es el conjunto vacio.

(d) C=y? =0, sirango(B) = 1; se dice que C es una recta doble.
Demostracion. Razonaremos como en 4.3.8 pero haciendo cambios de coordenadas afines.

(1) Sidet(A) # 0, completando cuadrados se tiene

C=di (v + 0P b+ 2 e - B g
=a; d; 2 Y ds 0 & d .
Pongamos
b b
§=—ap+ L + 2.
ao+d1+d2
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(a) Sidet(A) > 0y signatura(B) = (2,1) o (1,2), haciendo el cambio de coordenadas

A, b A [, b
€Tl = 5 <x+d1>’ Y1 = 5 <y+d2>a

una ecuacion de C es
_ 2 2

(b) Sidet(A) > 0y signatura(B) = (3,0) o (0,3), con el cambio de coordenadas

B di (, b B dy [, b2
Ty = 5 <x+d1>7 Y1 = 5 <y+d2 )

una ecuacion de C es
_ 2 2 _
C=zx]+y; =-1

(¢) Sidet(A) <0y signo(d;) = signo(d), con el cambio de coordenadas

o fdy o, b B da [, b
T = 5 <x+d1>7 Yy = 5 (y+d2)7

C=z?—y2=1.

se tiene
(d) Si det(B) = 0y det(A) > 0 o, equivalentemente, 6 = 0 y signo(d;) = signo(ds), con el

cambio de coordenadas
by do by
91 _ w2 92
r=x + dl’ Y1 dl <y + dg )
una ecuacion de C es

C=azi+yi=0.

(e) Sidet(B) =0 o, es decir, § = 0 y det(A) < 0 o, equivalentemente, signo(d;) # signo(dz),
con el cambio de coordenadas

b d b
1= =, y=4) = <y’+2>,
do

una ecuacion de C es

(2) Sidet(A) =0y suponemos que d; = 0, entonces

C = doy? + 2b12" + 2boy + ag = 0.

62
Completando cuadrados y poniendo k = ag — d—Q, se tiene
2

b 2
C’Edg(y’—i—dz) +2b12’ +k=0.
2

Se pueden presentar los siguientes casos:
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(a) Sidet(B) # 0 o, equivalentemente, si b; # 0, haciendo el cambio de coordenadas

una ecuacion de C es
C=yl+x=0.

(b) Sidet(A) =0, det(B) = 0, entonces haciendo el cambio de coordenadas
;b ?
C=dy |y+—) +k=0.
do

(i) Sisignatura(B) = (2,0) o (0,2), con el cambio de coordenadas

d2 b2
/ /
ri=x, Y= & (?J +d2>a

C=yi+1=0.

se tiene

(ii) Si signatura(B) = (1,1), con el cambio de coordenadas

[ do by
— 5/ g _— ! p—
T =a, Y1 A (?J + dQ) )

C=y?—1=0.

una ecuacion de C es

(iii) Sirango(B) =1, con el cambio de coordenadas

b
xy =1, ylzy'+£7
da

se tiene

C=yi=0.

Demostracion. Se sigue de la proposicion 4.2.5 y de 4.4.1.
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4.4.2. Teorema. Sean C; y C, conicas reales, A y B las matrices asociadas a la conica Cy y A" y B
las matrices asociadas a la conica Cs, signatura(A) = (p,q) y signatura(B) =
y C> son afinmente equivalentes si, y solo si, signatura(A’) = (p,q) o (¢,p) y signatura(B’) = (r,s) o

(r,s). Se tiene que Cj

O

4.4.3. Observacion. Obsérvese que por la proposicion 4.2.5 y el teorema de clasificacién de conicas
afines, en un plano afin euclideo todas las elipses son afinmente equivalentes a la circunferencia de
ecuacion z? 4+ y?2 = 1, todas las hipérbolas son afinmente equivalentes a la hipérbola de ecuacion
22 —y? = 1 y todas las parabolas son afinmente equivalentes a la parabola de ecuacion y? = z.



4.4.4. Clasificacion afin de cdnicas complejas. Sea A un plano afin complejo y C la cénica en A
cuya ecuacién en una referencia afin es

C = a12? + asy® + 2a122y + 2a12 + 2a2y + ag = 0,

y sean B la matriz de la conica y A la matriz de los términos cuadréticos. Existe una referencia de A
respecto a la cual la ecuacién de la coénica es de una de las siguientes formas, que se llama ecuacion
canonica de la conica afin:

(1) Sidet(A) #0,

(a) C=a?+y?=1,sidet(B) #0.

(b)) C=a22+y? =0,sidet(B) =0,y C esta formada por dos rectas que se cortan en un punto.
(2) Sidet(A) =0,

(a) C=y?+x1=0,sidet(B) #0.

(b)) C=y?+1=0,sirango(B) =2,y C es un par de rectas paralelas.

(¢) C=y? =0, sirango(B) =1y se dice que C es una recta doble.

Demostracion. Se razona como en 4.4.1 pero teniendo en cuenta que todo nimero complejo es un
cuadrado. O

4.4.5. Teorema. Sean C; y C5 conicas complejas, A y B las matrices asociadas a la conica C; y A’
y B’ las matrices asociadas a la conica Cy. Se tiene que C; y C5 son afinmente equivalentes si, y solo
si, rango(A’) = rango(A) y rango(B’) = rango(B).

Demostracion. Se sigue de la proposicion 4.2.5 y de que si rango(A’) = rango(A’) y rango(B') =
rango(B), entonces por 4.4.4 las conicas tienen la misma ecuacioén candnica. O

4.5. Centro de una coénica

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, V' un espacio vectorial sobre K y A un plano afin
sobre V.

4.5.1. Definicién. Sea C una conica. Se dice que un punto Pg € A es centro o centro de simetria de la
conica si toda recta que pasa por Pg y corta a la conica en un punto la corta también en su simétrico
respecto a Pg.

4.5.2. Definiciéon. Se dice que una coénica es central si, y s6lo si, tiene un tinico centro de simetria.

4.5.3. Proposiciéon. Sea A un plano afin real o complejo, R = { Py, P5; Q} una referencia de A, C'la
conica cuya ecuaciéon en R es

C= a11x2 + a22y2 + 2a127y + 201 + 2a0y 4+ ag = 0,

ai; a2
A= .
a2 a2
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Entonces un punto P¢ de coordenadas (zg,yo) en R es centro de C'si, y solo si,

()2
Yo az
y la conica C'es una conica central, si y solo si, det(A) # 0.

Demostracion. Un punto Pg es un centro de la conica C'si para cada P € C, el punto P’ = Pg— P?
pertenece a C. Si la conica C no esta contenida en una recta y el punto P¢ es un centro de la conica,
entonces existen puntos P; y P en C tales que Pg, Pi y P> no estan alineados. En efecto, existe
P, € Ctal que P; # Pcy dado que C ¢ Pgo Py, existe P» € Ctal que P» € Pgo Pp. Asi, los puntos
P¢, P; y P> no estan alineados. Si las coordenadas de Pg en R son (xg,yo) v las coordenadas de PgP;
en Bgr son (hg, ki), para i = 1,2, entonces las coordenadas de P; en R son (zg + hi,yo + ki) v las de

P! = Pc — PgPF; son (g — hi,yo — k;), para i = 1,2. Dado que P¢ es un centro de la conica, se tiene

a11(wo + b)) + aa(yo + t:)* + 2a12(wo + hi) (yo + ki) + 2a1 (w0 + hi) + 2aa(yo + ki) + ag = 0,
a11(vo — hi)* + asn(yo — ki)? + 2a12(wo — hi)(yo — ks) + 2a1(zo — hi) + 2a2(yo — ki) + ag = 0,

para ¢ = 1,2. Como consecuencia,

(@110 + ai2yo + a1)hi + (a12z0 + azyo + a2)k; =0, i=1,2,

< hi k1 > ( a11To + a12yo + a1 > _ < 0 )
hy ko a12x0 + a2yo + az 0 )"

T
Puesto que los vectores PcP, y PcP> son linealmente independientes,

equivalentemente

# 0,

hi Kk
ha ks

luego se tiene (1),
ai1xo + aizyo +a1 =0, ai2xo + ageyo + a2 = 0.

Reciprocamente, si las coordenadas (xg, yo) de un punto de A verifican las ecuaciones (1), entonces ese
punto es un centro de C.

Si C es una recta doble, entonces los puntos de C'son los centros de simetria de C'y son los puntos
que verifican la ecuacion (1). En un plano afin real, si la conica C es un par de rectas imaginarias no
paralelas que se cortan en un punto, entonces ese punto es el centro de simetria de C'y es el tnico
punto cuyas coordenadas verifican la ecuacion (1). O

4.5.4. Ejemplos. Si A es un plano afin real, la elipse, la hipérbola y un par de rectas (paralelas o no)
tienen centros de simetria.

4.5.5. Ejemplos. Si A es un plano afin real, entonces las conicas centrales son las elipses, la hipérbolas,
los pares de rectas que se cortan en un punto y las formadas por un punto. En un plano afin euclideo
las conicas centrales son las circunferencias, la elipses, las hipérbolas y los pares de rectas que se cortan
en un punto y las formadas por un punto.
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4.5.6. Observacion. Si A es un plano afin real, la parabola no tiene centro, puesto que la matriz

ap aip a2
B=1| ai a1 a2
az a2 a2

ayp air a2

az aiz a2
tiene rango 2. Dado que el rango de la matriz A es 1, el sistema (1) de la proposicion 4.5.3 no tiene
solucion.

tiene rango 3, luego la matriz

4.5.7. Observacion. Si A es un plano afin euclideo, la referencia R es rectangular y la conica C es
central, entonces el centro de simetria de la cénica es el punto de corte de los ejes principales de la
conica. En efecto, si la ecuacion reducida de C'en una referencia Ry es

)\133% + )‘Qy% = 67

el centro de C es el punto de coordenadas (0,0) en R. En efecto, si P¢ tiene coordenadas (xo,yo)

en R, entonces
)\1 0 o o 0 _ —
<0 A2)(y0)_(0) — =0 =0

Por tanto si C es una conica central, la ecuacion (1) da las coordenadas en la referencia R del punto
de corte de los ejes principales de la conica.

4.6. Ejemplos de cénicas

4.6.1. Ejemplo. Consideremos la conica en R? cuya ecuacion en la referencia canonica es
C=324+3y°+2zy — 4z + 4y —4=0.

Las matrices de la conica son

—4 -2 2
A_<‘I’;>, B=| 2 31
2 1 3

Se tiene
det(A) =8> 0, det(B)=—64.

119



Dado que det(B) # 0, la conica C no es degenerada, y como det(A) > 0, C es una elipse. Ademas,
C es una conica central. Vamos a calcular la ecuacion reducida, el centro y los ejes principales de C
siguiendo el teorema 4.3.7 y 4.3.8.

Por el teorema espectral, la matriz simétrica A es diagonalizable y existe una matriz de paso
ortogonal. Para calcular una matriz de paso P ortogonal calculamos el polinomio caracteristico de A,

‘ 3—X

1
PaX)=|" | 5_x ‘

= X2 - 6X+8=(X—-2)(X —4).

Los autovalores de A son A\; = 2 y Ao = 4. Los subespacios propios asociados a los autovalores son
Vo = Nuc (f —2idgs) = ((1,-1)), Vi = Nuc(f —4idgs) = ((1,1)),
donde f es el endomorfismo de R? cuya matriz asociada en la base canoénica es A. La matriz

7=( - an)

es una matriz ortogonal y verifica P! AP = diag (2 4). La base
B = (v = (vV2/2,~V3/2), v = (v2/2,V2/2))

es una base ortonormal de R? con el producto escalar usual y P = idgc. El centro de la cénica es el

punto O” = (¢, yo) dado por
3 1 i) _ —2
1 3 v ) T 92 )

de donde se sigue que O” = (1,—1). La ecuacion reducida de C en la referencia rectangular R” =

{E] =0" +v1, B = 0" 4 v9; 0"} es
det(B) 64

C=22"" 14y =6, §=- = =3
Tty ’ det(A) T
equivalentemente,
x//2 y//2
C= 1.
4 * 2

Los ejes principales de la elipse son
eje 0"z = 0" o Ef = (1,-1) + {(1,-1)), ejeO"y" =0" o Ej = (1,-1) + {(1,1)).

El eje focal o eje mayor de la elipse es el eje O"x”.

x’, y yl‘!
V. B
X
O Vi
OIP
F
A
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La ecuacién del cambio de coordenadas de la referencia R” a la referencia canénica es
z\ Y V2/2 V2/2 "
y ) \ -1 —V2/2 V2/2 y' )
Los vértices A y B de C son los puntos de coordenadas (2,0) y (0,v/2) en R” y los focos Fy y F son

los puntos de coordenadas (v/2,0) y (—v/2,0) en R”. Por tanto, A = (1+ /2,1 —/2), B = (2,0),
k= (27_2) y Iy = (070) =0.

4.6.2. Ejemplo. Consideremos la cénica en R? de ecuacién en la referencia canénica
C = 12y* — 16zy — 8z + 28y + 15 = 0.

Las matrices de la conica son

15 —4 14
A=<_g ES) B=| -4 0 -8
14 -8 12

Se tiene
det(A) = —64 <0, det(B) = —256.

Dado que det(B) # 0, la conica C es no degenerada. Dado que det(A) < 0, C es una hipérbola. La
coHnica C' es una codnica central Vamos a calcular la ecuacion reducida. el centro y los ejes principales
de C'siguiendo el teorema 4.3.7 y 4.3.8.

Por el teorema espectral, la matriz simétrica A es diagonalizable y existe una matriz de paso
ortogonal. Para calcular una matriz de paso P ortogonal calculamos el polinomio caracteristico de A,

| =X —8 | o2 _
PA(X)—‘ 8 129-X =X*—-12X —64=(X +4)(X — 16).
Los autovalores de A son A\ = —4 y Ay = 16. Los subespacios propios asociados a los autovalores son

V4= Nuc(f + 4idR2) = <(2, 1)>, Vie = Nuc(f — lﬁidRz) = <(1, —2)>,
donde f es el endomorfismo de R? cuya matriz asociada en la base canoénica es A. La matriz

[ 2V5/5 V/5/5
P‘( VB/5 —2x/5/5>

es ortogonal y es una matriz de paso, es decir, P! AP = diag(—4 16). La base
B = (11 = (2v/5/5,V/5/5), v = (V5/5,~2V/3/5))

es una base ortonormal de R? con el producto escalar usual y P = idpc. El centro de la cénica es el
punto O” = (zg,yo) cuyas coordenadas verifican la ecuacion

(2 3)(m)=-()

121



de donde se sigue que O” = (1, —1/2). La ecuacion reducida de C en la referencia rectangular R” =
(B} = 0" +v1, BY = 0"+ v3; 0"} es

det(B)
C=—42" 416y =6, §=— — 4.
roH Y=o, det(A)
La ecuaciéon candnica de C es )
/!
c=+"_-Y__1.
T4

Los ejes principales son las rectas
eje0"z" =0" o By =(1,-1/2) +((2v/5/5,V5/5)), eje O"y'=0" 0 EY =(1,—-1/2) + ((v/5/5, —2V/5/5)).

El eje focal es el eje O"z".

La ecuacién del cambio de coordenadas de la referencia R” a la referencia canénica es

z\ 1 N 21/5/5 V/5/5 z"
y )\ —1/2 V5/5 —2v/5/5 y'
En la referencia R”, los focos Iy y F son los puntos de coordenadas (v/5/2,0) y (—v/5/2,0), respec-
tivamente. Por tanto, F} = (2,0) y F» = (0, —1).
4.6.3. Ejemplo. Consideremos la conica en R? de ecuacién en la referencia canénica
C=a?+y?— 20y — 140 — 2y + 49 = 0.

Las matrices de la conica son:

9 -7 -1
A:<_i _1> B=| -7 1 -1
-1 -1 1
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Los determinantes de estas matrices son
det(A) =0, det(B)=—64.

Dado que det(B) # 0, la conica C es no degenerada. Dado que det(A) = 0, C es un pardbola. Ademas,
C es una conica sin centro. El parametro de la parabola es

_ [ det(B) _ _
P= (traza(A))3 V=22

Siguiendo el teorema 4.3.7 vamos a hacer un cambio de coordenadas rectangulares para suprimir
en la ecuacion de la conica el polinomio —2xy. Por el teorema espectral, la matriz simétrica A es
diagonalizable y existe una matriz de paso P ortogonal. Calculamos el polinomio caracteristico de A,

1-X -1

—v2_ oy — _
x| =X 22X =X(x-2).

Pa(X) = ‘
Los autovalores de A son
A =0, A=2
v los subespacios propios asociados a estos autovalores son
Vo=((1,1)), Va=((1,-1)).
La matriz
p_ (V22 V22
S\ V22 —Vv2)/2
es ortogonal y es una matriz de paso, es decir, P! AP = diag (0 2). La base
B = (01 = (V2/2,v2/2), vy = (vV2/2,-v2/2))
es ortonormal y P = idgo. Consideremos la referencia rectangular
R ={E] = (V2/2,v2/2), Ey = (V2/2,-v2/2); O = (0,0)},

La ecuacion de cambio de coordenadas rectangulares de R’ a la referencia canénica es
(Ve ) (7)-(5)
V2/2 —V2/2 y' y )

(-7 —1)(@?3 _g;):(—m ~3v3 ),

El calculo

da la ecuacion

2 _8v22 —6V2y +49 =0,

que es la ecuacion de la conica C en la referencia rectangular R’. Completando cuadrados en la
variable 3/ se tiene

C=2y

C=2(y —3v2/2)? — 822" +40 =0,
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equivalentemente,

C=2(y —3v2/2)* —8V2(«' — 5v2/2) = 0.
Haciendo el cambio de coordenadas rectangulares
o' =1 —5v2/2, ' =4y —3V2/2,

se obtiene la ecuacion reducida
C= 2y”2 —8V22" =0,

que es la ecuacion de C'en la referencia rectangular R” = {E{ = O" + vy, E = 0" + vy; 0"}, donde
O" es el punto de coordenadas (5v/2/2,3v/2/2) en R'. Se tiene que O” = (4,1). En efecto,

(Ve v ) (e )= (1)

La ecuacién canodnica de la parabola es

Los ejes principales son
eje 0"z = 0" o EY = (4,1) + {(1,1)), ejeO"y" =0" o EJ = (4,1) + ((1,-1)),

y el eje focal es el eje O”x". La ecuacion del cambio de coordenadas de la referencia R” a la referencia

(5)-(0) (% 2) ()

El parametro de la parabola es p = 2v/2, el foco F es el punto de coordenadas (\@, 0) en R y la
directriz es la recta L cuya ecuacién en la referencia R” es L = " 4+ /2 = 0. Por tanto, F = (5,2) y
la ecuacion de L en la referencia candnica es

L=z+y—-3=0.
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4.6.4. Ejemplo. Consideremos la cénica en R? cuya ecuaciéon en la referencia canénica es
C=2r>+3zy+y* —6x—5y+4=0.

Las matrices de la conica son

4 -3 —5/2
B 2 3/2 B B
Sl SR Rl W O

Se tiene
det(A) = —1/4, det(B) =0.

La conica C' es una conica degenerada. Dado que det(A) < 0, C es un par de rectas que se cortan en
un punto. Para calcular las rectas que forman la conica resolvemos su ecuacién como una ecuacion de
segundo grado en z,

202 + (3y — 6)z +y* — 5y +4=0.

Se tiene

. —3y+6++/(3y —6)2 — 8(y2 — 5y +4)
B 4

By+6E£vy?+4dy+4  3y+6=L(y+2)
4 N 4

Por tanto,

—2y+8
x:7y4+ o v=-y+1L

Asi,
C=2zx+y—4)(z+y—1)=0.

Los puntos de C son los puntos de R? que estan en la rectas r y s cuyas ecuaciones en la referencia
candnica son
r=x+y—1=0, s=2x+y—4=0.

\
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4.6.5. Ejemplo. Sea C la conica en R? cuya ecuacién en la referencia canénica es
C =322 +20y% + 16xy — 8z — 16y + 4 = 0. (%)
Consideramos en R? el producto escalar o: R? x R? — R dado por

o((z1,22), (y1,92)) = T1y1 + 221Y2 + 2x2y1 + DT2Y>.

Una base ortonormal de (R?,0) es B = (v; = (1,0), v2 = (=2,1)). Una referencia rectangular del
plano afin R? sobre el espacio vectorial euclideo (R?, o) es R {(1,0),(—2,1);(0,0)}. Las matrices de
la conica C en la referencia canénica son

4 —4 -8
AI(ZQi)’ B=| -4 3 38
8 8 20

Dado que det(A) = —4 > 0y det(B) = —16 # 0, la conica C'es una hipérbola. La ecuacion del cambio
de coordenadas de R a la referencia canodnica es

(2)-(o ()

equivalentemente,
1 10 0 1
r |=101 -2 1
Yy 00 1 (7
Pongamos

10
P=1 01
0 0
Sustituyendo en la ecuaciéon matricial de C' se tiene

CE(l 1 N 73(

es decir,
4 —4 0 1
C=(1 o wpn )| -4 3 2 1 | =0,
0 20 Y1
equivalentemente,
0531:%—1—4:(:1?;1—8:(:1—1—4:0.
Las matrices de C' en R son
4 -4 0
A’:<gg>, B=| -4 3 2
0 20
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Por el teorema espectral, dado que A es una matriz real simétrica, es diagonalizable y existe una matriz
de paso ortogonal. Los autovalores de A’ son A\ = —1 y Ay = 4. Los subespacios propios asociados a
estos autovalores son

Vor=((1,=2), Va={(21)).

La matriz

_( V35  2v5/5
P‘(—M/s m)

es una matriz ortogonal y P! A’ P = diag (—1 4). La base B’ = (v}, v}) dada por
v} =V6/501 —2v5/5v0 = (V5,—2V5/5), vh=2V5/5v1 +V5/5v0 = (0,5/5),

es una base ortonormal de (R?, o). El centro de la cénica y origen de los ejes principales es el punto
O" = (z0,y0) que verifica la ecuacion

3 8 ro \ _ [ —4
8 20 v ) -8 )’
es decir, 0" = (—4,2). La ecuacion reducida de C en la referencia rectangular
R ={E] = 0" + v}, Ef = 0" +v};0"} = {(—4+ V5,2 — 2V5/5), (4,2 + V5/5); (—4,2)}

[S]

172 712 det(B/) —-16
= — 4 =4, 0= = — = —4.
R = det(4) ~ ~ —4
La ecuaciéon canonica de C es )
/!
= —xi — y'1’2 =1.

Los ejes principales son
eje O"z] = 0" o BY = (—4,2) +((5,-2)), ejeO"y] =0" o EJ =(-4,2) +((0,1)).
y el eje focal es el eje O"z!.
4.6.6. Ejemplo. Consideremos la cénica en R? cuya ecuaciéon en la referencia canénica es
C=a?+4y% —day—2x+4y—2=0.

Vamos a clasificar afinmente C. Las matrices de la conica son:

-2 -1 2
A=<_§ _i>, B=| -1 1 -2
2 -2 4

Los determinantes de estas matrices son
det(A) =0, det(B)=0.

Ademés, como signatura(B) = (1, 1), la conica C esta formada por dos rectas paralelas y distintas.
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4.7. Cuadricas

Sean K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, V' un espacio vectorial sobre K de dimensién 3
y A un espacio afin sobre V.

4.7.1. Definicién. Una cuddrica S en A es el lugar geométrico de los puntos de A cuyas coordenadas
(x,y,z) respecto a una referencia R = {P1, Py, P3;Q} verifican una ecuacién polinémica de segundo
grado con coeficientes en K,

S=apz’+ a2gy2 + a33z2 + 2a10xy + 2a1322 + 2a93yz + 2a1T + 2a0y + 2a3z + ag = 0. (%)
Denotaremos por A y B las matrices simétricas:

ap a1 a2 ag
B— ar aix a2 ai3
az ajz a2 a3
az aiz a3 ass

a1l a2 ais
A= a2 a2 a3 |,
a13 as3 ass

La ecuacion (%) de S en R se expresa matricialmente como

S=(1 2z y z)B

e 8

Se llaman ecuaciones de la cuddrica S en R a las ecuaciones que se obtienen multiplicando por un
escalar no nulo la ecuacion (x). La matriz B o cualquiera de sus proporcionales se llama matriz de la
cuddrica en R y la matriz A se dice que es la matriz de términos cuadrdticos de la cuddrica.

4.7.2. Ecuacion de la cuadrica en otra referencia afin. ([3, p. 635]) Si R' = {P], P5, P5;Q’}
es otra referencia de A, (z,y, z) son las coordenadas de un punto en la referencia R y (2,1, 2’) sus
coordenadas en R/, se tiene

x b P11 P12 P13 !
Yy | = c | + | p21 P22 P23 vy,
z d P31 D32 D33 4

donde (b, ¢,d) son las coordenadas de @' en R y

b11 P12 P13
P=| pa p2 ps | =1, B,
P31 P32 P33

siendo Br y Bg las bases asociadas a las referencias R y R/, respectivamente. La matriz

1 0 0 0
P — b pi1 pi2 pi3
C P21 P22 P23
d p3s1 P32 P33,
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se llama matriz del cambio de coordenadas de R’ a R. Se tiene:

—p| “

Nl 8 =
<

Sustituyendo en la ecuacién de la cuadrica S en R,

1
S=(1 42 ¢ 2 )P'BP , | =0.
Y
Z,
Si
/ / / !
/ / / ay aq Ay as
a a a
11 12 13 _ _ a  ad a a
A =P AP = diy ayy ayy |, B =P BP= bt o R
dea d Ay Q19 Qgp Qo3
13 23 33 / / / /

la ecuacion de S en la referencia R’ es
S= a’llxa + a'22y'2 + aggz'2 + 2a57"y + 2a)32'2 + 2ab3y' 2 + 2a 2" + 2ahy’ + 2a%2" + af = 0.

Dado que A’ =P APy A#0, es A # 0. Asi, la ecuaciéon de S en R’ es una ecuaciéon polinémica de
grado 2; es decir, el hecho de que una curva sea una conica, no depende de la referencia afin considerada.
Las matrices A y A’ y las matrices B y B’ son matrices congruentes. Ademaés, si K = R,

signatura (A) = signatura (A’), signatura (B) = signatura(B’).

Si A es un espacio afin euclideo y R y R’ son referencias rectangulares, entonces las matrices A y A’
son semejantes y det(B) = det(B’).

4.7.3. Definiciéon. Sea S la cuadrica en A cuya ecuacién en una referencia afin es
S = a11m2 + a22y2 + a3322 + 2a122y + 2a1372 + 2a23yz + 2a1x + 2a9y + 2a3z + ag = 0.

Se dice que la cuadrica S es no degenerada si det(B) # 0, siendo B la matriz de la cuadrica.

Por 4.7.2, el hecho de que la cuadrica sea no degenerada no depende de la referencia afin considerada.

Vamos a clasificar las cuadricas por sus ecuaciones y considerar como cuadricas distintas aquellas
cuyas ecuaciones en una misma referencia no son proporcionales.

4.7.4. Proposicion. Se dice que las cuadricas S; y Sz en A son afinmente equivalentes si existen
referencias Rq y Ro tales que una ecuacién de S en R; coincide con una ecuacién de Sy en Ro.

La relacion “ser afinmente equivalentes” es una relacion de equivalencia en el conjunto de las cué-
dricas en A.
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4.7.5. Proposicion. Sean S; y So las cuadricas en A cuyas ecuaciones en la referencia afin R son

S| = a11x2 + a22y2 + a3322 + 2a122y + 2a1372 + 2a23yz + 2a1x + 2a9y + a3z + ag = 0,
Sy = dyy 2% + dboy® + alz2? + 2a 51y + 20302 + 2ah5yz + 2a)x + 2ahy + 2ahx + afy = 0.
Sean A y B las matrices asociadas a la cuadrica S; y A’ y B’ las matrices asociadas a S3. Si Sy es

afinmente equivalente a Ss, entonces existe p € K tal que las matrices A’ y pA son congruentes y las
matrices B’ y pB son congruentes; en particular,

rango(A) = rango(A’), rango(B) = rango(B’).

Si K = R y signatura(.A) = (p, q), entonces signatura(A’) = (p,q) o (¢,p) y si signatura(B) = (r, s),
entonces signatura(B') = (r,s) o (s,r).

Demostracion. Es anéloga a la de la proposiciéon 4.2.5. O

4.7.6. Observacion. De la misma forma que en el caso de las conicas se puede probar, utilizando
el teorema de Witt ([1, Ch. VI, Proposition 5.1, Theorem 8.10]), que si S; y Sy son cuadricas no
degeneradas y existen escalares p,u € K — {0} tales que las matrices A’ y p.A son congruentes y las
matrices B’ y u B son congruentes, entonces las cuadricas S; y S» son afinmente equivalentes.

4.7.7. Lema. Si S es una cuéddrica en A y a: A — A una afinidad, entonces a(S) es una cuédrica.

Demostracion. Se razona como en el lema 4.2.7. O

4.7.8. Proposicion. Si las cuddricas S7 y So son afinmente equivalentes, entonces existe una afinidad
a: A — A tal que a(S7) = Ss.

Demostracion. Se razona como en la proposicion 4.2.8. O

4.7.9. Observacion. Razonando como en 4.2.9 y teniendo en cuenta ([13, p. 126] ), se prueba que si S}
y S2 son dos cuadricas reales no vacias o dos ctiédricas complejas, y existe una afinidad a: A — A tal
que «(S1) = So, entonces Sy y S son cuéddricas afinmente equivalentes. Si S7 y So son dos cuédricas
reales formadas por un punto, entonces son afinmente equivalentes y si S7 y So son dos rectas entonces
también son afinmente equivalentes (véase el teorema 4.9.1).

4.8. Cuadricas en el espacio afin euclideo tridimensional. Ecuacién reducida de
una cuadrica

Sea A un espacio afin euclideo tridimensional sobre un espacio vectorial real V.

4.8.1. Definicion. Se dice que las cuadricas S7 y S en A son métricamente equivalentes si existen
referencias rectangulares R1 y Ro tales que una ecuaciéon de S; en Rq coincide con una ecuaciéon de

Sy en Ro.

En el conjunto de las cuadricas en A, la relaciéon “ser métricamente equivalentes” es una relacién
de equivalencia.
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4.8.2. Observacion. Si dos cuddricas son métricamente equivalentes, entonces son afinmente equiva-
lentes.

4.8.3. Proposicion. Sea S la cuddrica en A de ecuaciones

S = a11x2 + a22y2 + a3322 + 2a107y + 2a1302 + 2a93y2 + 2017 + 2a0y 4+ a3z + ag = 0,

S= a’llmQ + a’22y2 + ag322 + 2a) 9wy + 2a) 332 + 2ab3yz + 2ax + 2ahy + 2ahw + af = 0.

en las referencias rectangulares R y R’, respectivamente. Sean A y B las matrices asociadas a la
cuadrica Sen Ry A" y B’ las matricas asociadas a S en R. Existe p € R — {0} tal que las matrices A’
y p A son semejantes, las matrices B’ y pB son congruentes; como consecuencia det(A") = p? det(A),
traza (A’) = p traza (A) y si los autovalores de A son A1, A2 y A3 y los de A’ son A}, X, y \;, entonces

1=pA, Ao =pl, Ag=pls
Ademas, det(B') = p* det(B).

Demostracion. Es anéloga a la de la proposicion 4.3.3. O

4.8.4. Definicién. ([3, p. 671]) Sea S la cuadrica en A cuya ecuacion en la referencia rectangular R es
S= anxz + agng + a33z2 + 2a102y + 201372 + 2a903yz + 201 + 202y + 2a32 4+ ag = 0,

y sean A y B las matrices asociadas a S. Los nimeros det(A), det(B), traza(.A) y los autovalores A se
llaman invariantes métricos de la cuadrica.

4.8.5. Proposicion. Si las cuadricas S7 y S2 en A son métricamente equivalentes, entonces existe un
movimiento a: A — A tal que a(S1) = Ss.

Demostracion. Se razona como en la proposicién 4.3.5. [

4.8.6. Observacion. Razonando como en 4.2.9 se prueba que si Sy y S son dos cuadricas reales con
mas de un punto y que no son rectas o dos ciiéddricas complejas, y existe un movimiento c: A — A tal
que «(S1) = S2, entonces S y Sa son cuadricas métricamente equivalentes.

4.8.7. Observacion. De forma anéloga al estudio que se hizo de la circunferencia, elipse, hipérbola
y pardbola como lugares geométricos en un plano afin euclideo, se puede hacer el estudio de la esfera,
el elipsoide, el hiperboloide de una hoja, el hiperboloide de dos hojas, el paraboloide eliptico, el para-
boloide hiperboélico, el cono y los cilindros en un espacio afin euclideo tridimensional. El estudio del
elipsoide, el hiperboloide de una hoja, el hiperboloide de dos hojas, el paraboloide eliptico y el para-
boloide hiperbdlico como lugares geométricos se puede ver en 3|, Capitulo 13, seccién 3. Definiremos
las cuéddricas en un espacio afin euclideo tridimensional por su ecuacion reducida.

Para clasificar métricamente las cuadricas en un espacio afin euclideo tridimensioneal vamos a hacer
cambios de coordenadas rectangulares en la ecuacién de la cuadrica hasta llegar a su ecuacién candnica
(|4, Cap. VII]) .
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4.8.8. Teorema. Sea S la cuadrica cuya ecuacion en la referencia rectangular R = {E1, Es, E3;0} es
S=apnz’+ a22y2 + a3322 + 2a102y + 201372 + 2a923yz + 201 + 202y + 2a3z + ag = 0.

Existe una referencia rectangular R’ = {E{, E}, E5; O} de A respecto a la cual la ecuacion de la
cuadrica es
S=\N2?+ )\2?/’2 + X322 + 2002 + 2boy + 2b32’ + ag = 0.

Demostracion. Aplicando el teorema espectral a la matriz simétrica A, podemos encontrar una matriz
ortogonal
P11 P12 pi3
P=| pa p2 p2s
P31 P32 P33,

tal que
A 0 0
PPAP=| 0 X 0
0 0 As

Puesto que la matriz P es ortogonal, si Bg = (v1, ve, v3), entonces
B = (v} = p11v1 + p21v2 + p31v3, vy = P12v1 + Pazva + P32v3, U3 = P13v1 + P23v2 + P33V3)

es una base ortonormal de V. Sean (z,y,z) las coordenadas de un punto en la referencia R =
{E1,Es, E3;0} y (2,9, 2') las coordenadas en la referencia R’ = {EY, Ef, E4; O}, donde Ef = O+ v},
EL = O +vh, E} = O + v}; entonces

x x
y | = v,
z z
y poniendo
1 O 0 0
B 0 pi1 pi2 pi3
0 pa1 p22 po3 |’
0 ps1 p32 P33
se tiene
1 1
_ /
X _ P ZL'/
Yy Y
z 2

Sustituyendo en la ecuaciéon de S en R,
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se obtiene la ecuacion

ap b1 b2 bg 1
bl Al 0 0 I/
— pooar _

S_(lz y z) by 0 A O J 0,

b3 0 0 A3 Z

es decir,
S = )\11:/2 + )\Qy/2 + )\32/2 + 2012’ + 2boy’ + 2b32" +ag =0,
donde

(b1 bg b3):(a1 a9 CL3)P. ]

4.8.9. Obtenciéon de la ecuaciéon reducida de una cuadrica. A partir de la ecuacion de S en la
referencia rectangular R’, se tienen los siguientes casos:

(1) Si A1 #0, Ay #0y A3 # 0 o, equivalentemente, si det(A) # 0,

by b3 b3 b3 b3

by
SE)\ / 2 )\ / 2 )\ / 2 _7_7_720
(@l 45007 4 A2 (9 3707 + A (214 10) +ag — £ — R -
Pongamos
b bo b3

no_ ! //_/ //_/

' =x +—)\1, Y y+7\2, Z+7\3,
y

b b3 b%_ det(B)

0= — 4 < 0
LR VRS W det(A)

Si O" es el punto de coordenadas (—b1 /A1, —ba/A2, —b3/A3) en R’ y consideramos la referencia
rectangular R” = {O" 4 v}, 0" + v}, 0" + v4; 0"}, la ecuacion de S en R” es

S=\ 33”2 SIS y//2 SIS z//2 -

Esta ecuacion se dice que es una ecuacion reducida de la cuddrica. Las rectas de ecuaciones

eje 02" = y'=0 eje 0"y = =0 eje 0" = 2" =0
M _ O ) y

Z// — 0 Z/l

se llaman ejes principales de la cuddrica.

(a) Para § # 0 o, equivalentemente, det(B) # 0, se tiene:

(i) Si signo(A1) = signo(Ag) = signo(A3) = signo(d), y A1, A2 y A3 no son iguales, entonces
S es un elipsoide con ecuacion reducida

.1‘//2 y//Q z//2 5 5 5
SE :17 2:77 1)2:77 2:7’
>t T =N N O T

donde a,b,c > 0. Si a > b > ¢, diremos que es su ecuacidn canonica.
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Si A1 = Ay = A3, entonces S es una esfera.

2 2 2
S=a""+4"" +2 =72, r= JVE
1

TS Q"_.------"
0

(i) Sisigno(A;) = signo(A2) = signo(A3) # signo(d), una ecuacion reducida de S es
x//2 12 Z//Q 5 5 5

S = 2+y2+ —=-1, d=-—, P=-", F=——,
a b C )\1 )\2 )\3

donde a,b,c > 0. Si a > b > ¢, diremos que es su ecuacion candnica. Se dice que S es

un elipsoide imaginario; S es el conjunto vacio. Si ademéas, Ay = Ao = A3, entonces se

dice que S es una esfera imaginaria; S es el conjunto vacio.
(iii) Si signo(A1) = signo(A2) = signo(d) # signo(A3), S es un hiperboloide de una hoja con

ecuacion reducida

"2 "2 "2 K} 5 5
s=2 +y _z =1, ald=—, ¥=—, F=——,
a2 b2 02 )\1 )\2 )\3

donde a,b,c > 0. Si a > b, diremos que es su ecuacion candnica.

C

n

-
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(iv) Sisigno(\;) = signo(d) # signo(A2) = signo(\3), S es un hiperboloide de dos hojas con
ecuacion reducida

donde a,b,c > 0. Si b > ¢, diremos que es su ecuacion candnica.

"

OH’

.,

x”’

(b) Para § =0 o, equivalentemente, det(B) = 0, una ecuacion reducida de S es
S= A 2"+ Xy + X322 = 0.

(i) Sisigno(A1) = signo(Aa) # signo(A3), la cuadrica es un cono con ecuacion

:C”2 y//2 5 A3 A3
S = —F e — " = 0 2 = — — b2 = ——.
2 T T ’ ¢ A’ A2

donde a,b,c > 0. Si a > b, diremos que es su ecuacion candnica.
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(ii) Si signo(A1) = signo(Ag) = signo(\3), una ecuacion reducida de S es

S x//2 N y//2
T a? b2

A3 A3
—|—Z”2 — 07 aQ:i7 b2:7.
A1 A2
donde a,b,c¢ > 0. Si a > b, diremos que es su ecuacion candnica. Se dice que S es un
cono tmaginario; S esta formada por un punto.

(2) Si A1 #0, Ay #0y A3 =0, entonces

S=X (2 + )2 4y (y + 202 4 2y 1 ap - LA R
=\ " 2 (Y e 3 A VW .
Pongamos
b? b3
L.
CTN TN
Se tienen los siguientes casos:
(a) Para bs # 0 o, equivalentemente, det(B) # 0, ponemos
b1 bo k
nm__ .0, 91 n_ .1 92 m_ g
53—934')\1, Yy y+)\2, z Z+2b3

Sea R” = {O0" 4+ v}, O" + v}, O" + v§; O"}, donde O” es el punto cuyas coordenadas en la

referencia R’ son (—by1/A1, —ba/A2, —k/(2b1)). En la referencia rectangular R” la cuadrica
tiene la ecuacion reducida

S= )\ $//2 + Ao y"2

det(B)
—2bg 2" by | =4/— .
32", |b3] Ny

Las rectas de ecuaciones

/! — 0 1 — 0 1 — O
eje 02" = {'Z// _o eje 0"y = {Zl _o eje 0" = {x

— y// — 0
se llaman ejes principales de la cuddrica.

(i) Sisigno(A1) = signo(Ag) # signo(bs), S es un paraboloide eliptico con ecuacion reducida
"2 12

a2+b2

X

S=

bs bs
= 22//’ a2 o —_ Y, b2 = ——.
A1 A2

donde a,b > 0. Si a > b, diremos que es su ecuacion candnica.
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Si signo(A1) = signo(A2) = signo(bs), S es un paraboloide eliptico y haciendo el cambio

de coordenadas z; = z”, y; = ¢", 21 = —2", obtenemos la ecuacién
) ) )
2 2
1 Y1 b3 b3
S=—5 + 5 =22, a’ == =
a b )\1 )\2

donde a,b > 0. Si a > b diremos que es su ecuacidn canonica.

(ii) Si signo(A1) # signo(A2) = signo(bs), S es un paraboloide hiperbolico de ecuacion
canonica

donde a, b > 0.

Si signo(A1) = signo(bs) # signo(A2), S es un paraboloide hiperbélico y haciendo el

cambio de coordenadas x1 = 2”7, y1 =y y 21 = —2", se obtiene la ecuacion candnica
2 2
_ %1 Y1 _ 9 b3 9 b3
S=—5 -5 =2z, a* ==, b"=——.
a b )\1 )\2
donde a,b > 0.

(b) Para bz = 0 o, equivalentemente, det(B) = 0, ponemos

b1 by
A T "no__ . S r
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Sea O" el punto de coordenadas (—by /A1, —b2/A2,0) y R” = {O"+v], 0"+, O"+vi; O"}.
En la referencia rectangular R” una ecuacion reducida de S es

S= Al.’BHQ + )\2.%'”2 + k =0.

Las rectas de ecuaciones
1! 1/ 1/
=0 ' =0 ' =0
eje 02" = y// , eje0"y’ = . , eje0" =
2'=0 z 0 =

se llaman ejes principales de la cuddrica.
(i) Signo(A1) = signo(A2), k # 0:
(A) Sisigno(A;) = signo(A2) # signo(k), S es un cilindro eliptico de ecuacion reducida

"2 12 _k; _k
vl =1 aP= 0, B=
b2 At A2

S =

a?
donde a,b > 0. Si a > b, diremos que es su ecuacidn candnica.

"

(B) Si signo(\;) = signo(A2) = signo(k), una ecuacion reducida de S es

2 2
2" y// 5 k

L

S =

a2
donde a,b > 0. Si a > b, diremos que es su ecuacion candénica. Se dice que S es un
cilindro eliptico imaginario; S es el conjunto vacio.
(i1) Si signo(A1) = signo(A2), k=0, su ecuacion candnica es

2 _ A2
A1

2 2
x" +a2y” =0, a

S

Se dice que S esta formada por dos planos imaginarios que se cortan en una recta real;
S es el conjunto de puntos de la recta de ecuaciones z” =0, " =0.
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(iii) Si signo(\1) # signo(A2), k # 0, entonces S es un cilindro hiperbolico. Si signo(\1) #
signo(k), una ecuacion reducida de S es

:L,IIQ y/l2 —k k
S=— — =1 2o 2 pr=
2 2 YTy o
donde a, b > 0.
Z"
T
/ Q\
I
|
I
- Ou LA
RS
N
=
[~ Prd !
/ \i\

(iv) Sisigno(A1) # signo(A2), k =0, su ecuacion candnica es

"2

SE.I‘”Q _a2y _ (x//_ay//) ($//+ay//) =0, a2 =_22

la cuadrica S esta formada por dos planos que se cortan en la recta de ecuaciones

b b?
S = )\1( /_|_71)2 + 2b2y/ + 2b32, + ag — ut S 0.
)\1 )\1
Pongamos
b2
p=ap — =+
A1
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Se tiene

b
S= /\1(:c'+)\—1)2 + 2byy’ + 2b32’ + p = 0.
1

(a) Siby #0o0bsg# 0,8 esun cilindro parabdlico.
(i) by # 0, bg = 0, ponemos

r =x +—1, Yy =y +-—-—, zZ =z.

Sea R” = {O" + v}, O" +vh,, O" + vi; O"}, donde O” es el punto cuyas coordenadas
en R son (—b1/A1,—p/2b2,0). En la referencia rectangular R” la cuadrica S tiene la
ecuacion reducida

S = )\13;”2 + 2boy” = 0,

equivalentemente,
S = x//Q _ _2b72 Z
A1
Si be/A1 < 0, se dice que la ecuacion
_ . n2 1" bo
S=a"" =2py", p=-1,
A1
€s Su ecuacion candonica.
—
(/
I"
<
l"__, —
or| o= VH'
.t”

.
]
L]
\]
]
L]

(ii) by # 0, bg # 0. Haciendo el cambio de coordenadas rectangulares

=2+ 5717 Y’ = M pr —b3y’ + ba?

se tiene la ecuacion reducida

S=xaz" + 2,02+ 03y + p =0,

y estamos en el caso anterior.
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(b) b = b3 = 0, se tiene la ecuacion reducida
S= M2 + p =0.

(i) Si p=0, S es un plano doble de ecuacion candnica "> = 0.

(ii) Si p # 0 y signo(\1) # signo(p), S es un par de planos paralelos. Su ecuacion candnica

es
p

W
(iii) Si p # 0 y signo(A1) = signo(p), S esta formada por un par de planos imaginarios
paralelos; es el conjunto vacio. Su ecuacidn candnica es

SEx"Q—a2:(x"—a) (a:”+a):0, a2 =

4.8.10. Teorema. Las cuadricas S; y So en A son métricamente equivalentes si, y solo si, tienen la
misma ecuacién candnica.

Demostracion. Por la proposicion 4.3.3 (véase también la demostracion) la ecuacion canoénica de una
cuadrica es tnica. Si las cuddricas S1 y S2 son métricamente equivalentes existen referencias rectangu-
lares donde tienen la misma ecuacion. Aplicando el proceso del teorema 4.8.8 y de 4.8.9 se encuentran
referencias rectangulares donde las dos cuadricas tienen la misma ecuacién canédnica. El reciproco es
trivial. O

4.9. Clasificacion afin de cuadricas reales y complejas

4.9.1. Teorema de clasificaciéon afin de cuadricas reales. Sea A un espacio afin real tridimensional
y R una referencia de A. Sea S la cuddrica cuya ecuacion en R es

S= a11x2 + a22y2 + a33z2 + 2a102y + 201372 + 2a923yz + 201 + 202y + 2a3z 4+ ag = 0,

A la matriz de términos cuadraticos de la cuddrica en R y B la matriz de la cuddrica. Existe una
referencia respecto a la cual la ecuacion de la cuadrica es de una de las siguientes formas, que se llama
ecuacion candnica de la cuadrica afin:

(1) Sidet(A) # 0y det(B) # 0:

(a) S=a2+ 92+ 22 —1=0, si signatura(A) = (3,0) o (0,3) y signatura(B) = (3,1) o (1, 3);
se dice que S es un elipsoide.

() S=a22+ 92+ 22 +1=0, si signatura(A) = (3,0) o (0,3) y signatura(B) = (4,0) o (0,4).
S es el conjunto vacio y se dice que S es un elipsoide imaginario.

(¢) S=a?+y?—22—1=0, si signatura(A) = (2,1) o (1,2) y signatura(B) = (2,2); se dice
que S es un hiperboloide de una hoja.

(d) S=a?—y?—22—1=0, si signatura(A) = (2,1) o (1,2) y signatura(B) = (1,3) o (3,1);
se dice que S es un hiperboloide de dos hojas.

(2) Sidet(A) #0y det(B) =0:
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(a) S=a2+y?+ 22 =0, si signatura(A) = signatura(B) = (3,0) o (0,3). S es el conjunto
formado por el punto de coordenadas (0,0,0) y se dice que S es un cono imaginario.

() S=a?+y?— 22 =0, si signatura(A) = signatura(B) = (2,1) o (1,2); se dice que S es un
cono.

(3) Sirango(A) = 2:

(a) det(B) # 0,
(i) S=a?+9?+ 2 =0, si signatura(A) = (2,0) o (0,2); se dice que S es un paraboloide
eliptico.
(ii) S = 22 —y? + 21 = 0, si signatura(A) = (1,1); se dice que S es un paraboloide
hiperbolico.
(b) det(B) = 0:
(i) rango(B) = 3.
(A) S=a2+y?—1=0, sisignatura(A) = (2,0) o (0,2) y signatura(B) = (2,1) o
(1,2); se dice que S es un cilindro eliptico.
(B) S=a2?+yf+1=0, sisignatura(A) = (2,0) o (0,2) y signatura(B) = (3,0) o
(0,3). S es el conjunto vacio y se dice que S es un cilindro eliptico imaginario.
(C) S=a?—y?—1=0,sisignatura(A) = (1,1); se dice que S es un cilindro hiperbélico.
(ii) rango(B) = 2:
(A) S=a?+y? =0, si signatura(A) = (2,0) o (0,2). S es el conjunto de puntos de la
recta de ecuaciones x1 = 0, y1 = 0 y se dice que S es un par de planos imaginarios
no paralelos que se cortan en la recta real de ecuaciones x; =0, y; = 0;

(B) S=2%—y? =0, si signatura(A) = (1,1); S es un par de planos que se cortan en
la recta de ecuaciones x; =0, y; = 0.

(4) rango(A) = 1:

(a) S=a2+4y; =0, si rango(B) = 3; se dice que S es un cilindro parabélico.
(b) rango(B) < 3:
(i) S=a2%=0,si rango(B) = 1; se dice que S es un plano doble.
(ii) §=a2?—1=0,sirango(B) = 2y signatura(3) = (1,1); S es un par de planos paralelos.
(iii) S=a2?+1 =0, si rango (B) = 2 y signatura(B) = (2,0) o (0,2); se dice que S es un
par de planos imaginarios paralelos y S es el conjunto vacio.

Demostracion. Se razona como en 4.4.1. OJ

4.9.2. Teorema. Sean S7 y Sz cuadricas reales, A y B las matrices asociadas a la cuadrica S; y A"y
B’ las matrices asociadas a la cuadrica So, signatura(A) = (p, q) y signatura(B) = (r, s). Se tiene que
S1 y S2 son afinmente equivalentes si, y solo si, signatura(A’) = (p,q) o (¢,p) y signatura(B’) = (r, s)
o (s,r).

Demostracion. Se razona como en el teorema 4.4.2, ]
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4.9.3. Observacion. Por la proposicion 4.7.5 y el teorema de clasificacién de cuadricas afines, en un
espacio afin euclideo tridimensional todos los elipsoides son afinmente equivalentes, todos los hiper-
boloides de una hoja son afinmente equivalentes, todos los hiperboloides de dos hojas son afinmente
equivalentes, todos los paraboloides elipticos son afinmente equivalentes, etc.

4.9.4. Clasificacion afin de cuadricas complejas. Sea A un espacio afin complejo tridimensional y
R una referencia de A. Sea S la cuéddrica cuya ecuaciéon en R es

S = a111:2 + a22y2 + a3322 + 2a102y + 201372 + 2a923yz + 201 + 202y + 2a3z + ag = 0,

A la matriz de términos cuadréticos en R y B la matriz de la cuadrica. Existe una referencia de A

respecto a la cual la ecuacion de la cuadrica S es de una de las siguientes formas, que se llama ecuacion
canonica de la cuadrica afin:

(1) det(A) #0:
(a) S=a?+y2+22+1=0,sidet(B) #0,
(b) S=a?+yi+22=0,sidet(B) =0.
(2) rango(A) = 2:
(a) S=a2+y?+ 2 =0, si det(B) #0,
(b)) S=a2+y}+1=0,sirango(B) = 3,

(¢c) 8= a2+y? =0, si rango(B) = 2; S es un par de planos que se cortan en la recta de
ecuaciones 1 = 0, y; = 0.

(3) rango(A) = 1:
(a) S= a2+ 1y =0, si rango(B) = 3,
(b) S=a?=0,si rango(B) = 1; S es un plano doble,
(¢) S=2?+1=0, si rango(B) = 2; S es un par de planos paralelos.

Demostracion. Se razona como en 4.4.4. O

4.9.5. Teorema. Sean S; y Sy cuddricas complejas, A y B las matrices asociadas a la cuadrica S7 y
A’ y B’ las matrices asociadas a la cuddrica So. Se tiene que S; y So son afinmente equivalentes si, y
solo si, rango(A’) = rango(.A) y rango(B’) = rango(B).

Demostracion. Se razona como en el teorema 4.4.5. O
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4.10. Centro de una cuadrica

Sean K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, V un espacio vectorial tridimensional sobre K
y A un espacio afin sobre V.

4.10.1. Definicion. Sea S una cuédrica. Se dice que un punto Pg € A es centro o centro de simetria
de la cuédrica si toda recta que pasa por Pg y corta a la cuédrica en un punto la corta también en su
simétrico respecto a Pg.

4.10.2. Definicién. Se dice que una cuadrica es central si, y sélo si, tiene un tnico centro de simetria.

4.10.3. Proposiciéon. Sea A un espacio afin tridimensional real o complejo, R = {P1, P2, P3; Q} una
referencia de A y S la cuddrica cuya ecuacién en R es

S = a11m2 + a22y2 + a3322 + 2a122y + 2a1372 + 2a23yz + 2a1x + 2a9y + 2a3z + ag = 0,

y sea
ail aiz2 013
A= | a2 ax a3
a1z a3 as3
la matriz de los términos cuadraticos de S. Un punto Pg de coordenadas (xo, Yo, 20) en R es centro
de S si, y solo si,

z ai
A Yo =—| a2 |. (1)
20 as

La cuadrica S es central si, y solo si, det(A) # 0.

Demostracion. Un punto Pg es centro de la cuadrica S si, para cada punto P € S, el punto P’ =
Pg— ﬁ pertenece a S. Supongamos que la cuddrica S no esté contenida en un plano; en este caso, si
el punto Pg es un centro de la cuédrica, existen puntos Py, P» y P en S tales que Pg, Py, P» y P3 no
son coplanarios. Si las coordenadas de Pg en R son (zo, Yo, 20) v las coordenadas de P ﬁ en By son
(hi, ki t;), para i = 1,2, 3, entonces las coordenadas en R del punto P; son (zg + hi, yo + ki, z0 + ;) v
las coordenadas de P/ = P¢ — ]ﬁ en R son (xg — hi, yo — ki, 20 — t;), para i = 1,2, 3. Dado que Pg
es un centro de la cuadrica, se tienen las ecuaciones

ar1(zo + hi)? 4 aga(yo + ki)* + aza(z0 + t:)? + 2a12(wo + hi)(yo + ki) + 2a13(wo + hi) (20 + t;)
+ 2a23(yo + ki) (20 + ti) + 2a1(xo + hi) + 2a2(yo + t;) + 2a3(xo +t;) + ap =0,

( i)
( )
a11(zo — hi)® + asa(yo — ki) + az3(z0 — t:)* + 2a12(zo — hi) (o — ki) + 2a13(z0 — hi)(20 — t;)
+ 2a23(yo — ki)(z0 — ti) + 2a1(zo — hi) + 2a2(yo — ti) + 2as(xo — t;) + ap = 0,

para ¢ = 1,2, 3. Como consecuencia,

(a112z0+a12yo+a1320+a1)hi+(a12x0+ayo+aszo+az)ki+(asixo+asyo+aszzo+as)t; =0, i = 1,2, 3,
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equivalentemente,

hi ki t a11ro + a12yo + a1z + a1 0
ha ko to a120 + ayo +axm +ax | = 0
hs k3 t3 a13%0 + a23yo + ass + as 0

Puesto que los vectores PgP;, PsP, v PgP3 son linealmente independientes,

hi k1 t©
ho ky ta | #0,
hs ks t3

y se tiene (1),
a117o + a12yo + a1z + a1 =0, a12wo + ayo + az +az =0, ai13w9 + asyo + azz +az = 0.

Reciprocamente, si un punto de coordenadas (xg, Yo, 2z0) en R verifica las ecuaciones (2), ese punto es
un centro de S.

Si S es un plano doble, entonces los centros de S son los puntos de Sy son los puntos que verifican
la ecuacion (1). Si A es un espacio afin real y la cuadrica es un par de planos imaginarios paralelos
que se cortan en una recta, entonces los centros de S son los puntos de esa recta y si S es un cono
imaginario el centro es el punto que lo forma. ]

4.10.4. Ejemplos. Si A es un espacio afin real tridimensional, entonces el elipsoide, el hiperboloide de
una hoja, el hiperboloide de dos hojas, el cono, el cilindro eliptico, el cilindro hiperbélico y un par de
planos (paralelos o no) tienen centros de simetria. El paraboloide eliptico, el paraboloide hiperbolico
y el cilindro parabdlico no tienen centros de simetria.

4.10.5. Ejemplos. Si A es un espacio afin tridimensional real, entonces el elipsoide, el hiperboloide de
una hoja, el hiperboloide de dos hojas, el cono y un punto son las cuadricas centrales. En un espacio
afin euclideo tridimensional las cuadricas centrales son: la esfera, el elipsoide, el hiperboloide de una

hoja, el hiperboloide de dos hojas, el cono y un punto.

4.10.6. Observacion. Si A es un espacio afin euclideo tridimensional, la referencia R es rectangular
y la cuédrica S es central, entonces el centro de simetria de la cuadrica es el punto de corte de los
ejes principales de la cuadrica. Por tanto, si S es una ctiadrica central, la ecuacion (1) en 4.10.3 da las
coordenadas en la referencia R del punto de corte de los ejes principales de la cuadrica.
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4.11. Ejemplos de cuadricas

4.11.1. Ejemplo. Consideremos la cuadrica en R? cuya ecuacion en la referencia canénica es
S=222—2yz—8x+82+6=0.

Las matrices de la cuadrica son

> 00 4 0o
A=(o0 o0 -1 ], B=
0 1 0o 0 0 -1

Se tiene
det(A) = -2 <0, det(B)=4.

Dado que det(B) # 0, la cuéadrica S es no degenerada y puesto que det(.A) # 0, la cuadrica S es
una cuadrica central. Por el teorema espectral, como A es una matriz real simétrica, es diagonable.
El polinomio caracteristico de A es P4(X) = —(X —2) (X — 1) (X + 1). Los autovalores de A son 2,
1y —1 y los subespacios propios asociados a estos autovalores son

Vi = Nuc(f—idgs) = ((0,1, 1)), Va = Nuc(f—2idgs) = ((1,0,0)), V_1 = Nuc(f+idgs) = ((0,1,1)),

donde f:R3 — R3 es la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base candnica es A. La
base

B = (v1 = (0,v2/2, —v/2/2), vy = (1,0,0), v3 = (0,v2/2,v/2/2))

es ortonormal. El centro de la cuadrica es el punto O” = (x¢, 30, 20) tal que

2 0 0 20 4
0 0 -1 w | == o],
0 -1 0 20 4

es decir, 0" = (2,4,0). Una ecuacion reducida de S en la referencia rectangular

R// — {Ei, — O// +U1, Eé, — O// +U2, E// — O/l +’U3, O//}

es
B
e
equivalentemente,
$//2 42 Z”2
S = — =1.
y Y 2

La cuadrica S es un hiperboloide de una hoja.Los ejes principales son las rectas

eje O"z" =(2,4,0) + ((0,1,-1)),
eje 0"y" =(2,4,0) + ((1,0,0)),
eje 02" =(2,4,0) + ((0,1,1)).
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4.11.2. Ejemplo. Consideremos la cuadrica en R? cuya ecuacion en la referencia canénica es
S=y?— 20z —2y+4z+5=0.

Las matrices de la cuédrica son

00 -l 38_(11—1

A=| 01 0|, B=
10 o -1 0 1
-1 0 0

Se tiene
det(A) = -1<0, det(B)=—4.

Dado que det(B) # 0, la cuadrica S es no degenerada, y puesto que det(A) # 0, S es una cuédrica
central. Por el teorema espectral, como la matriz A es real y simétrica, es diagonable. El polinomio
caracteristico de A es P4(X) = —(1 — X)? (X +1). Los autovalores de A son —1 (de multiplicidad 1)

y 1 (de multiplicidad 2) y los subespacios propios asociados a estos autovalores son

Viy = Nuc(f +idgs) = ((1,0,1)), Vi = Nuc(f — idgs) = (1,0, 1), (0,1,0)),

donde f:R3 — R3 es la aplicaciéon lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es A. El

centro de la cuadrica es el punto O” = (xg, yo, 20) tal que

00 —1 0 0
01 0 w | =— -1 ],
-1.0 0 20 2

es decir, 0" = (2,1,0). La referencia R"” = {E{ = O" + v, E{ = O" + vy, E§ = 0" 4+ v3; 0"}, donde

v1 = (vV2/2,0,v/2/2), vy =(0,1,0), wv3=(v2/2,0,—v2/2),

147



es una referencia rectangular y la ecuacion de S en R” es la ecuacion reducida

det(B)

S=_ "2 12 //2:67 5= — = 4,
Tty +z det(A4)
equivalentemente,
2 2 2
S _ x// B y// B Z// 1
4 4 4

S es un hiperboloide de 2 hojas. Los ejes principales son las rectas

eje O"z" = (27 1, O) + <(17 0, 1)>a eje O"y" = (27 170) + <(O> 1’0)>7 eje 0" = (27 1, 0) + <(1707 _1)>

4.11.3. Ejemplo. Consideremos la cuadrica en R? cuya ecuacion en la referencia canénica es
S=a?+y?+222+ 20y — 4z +7=0.

Las matrices de la cuadrica son

A=1 11 0 |, B = )
00 2 0 110
0 00 2

y sus determinabtes son

det(A) =0, det(B) =-8.

Dado que det(B) # 0, la cuadrica S es no degenerada. Por el teorema espectral, dado que A es una
matriz real simétrica, es diagonable y existe una matriz de paso ortogonal. El polinomio caracteristico
de A es P4(X) = —X (X — 2)2. Los autovalores de A son 2 (de multiplicidad 2) y 1 (de multiplicidad
1). S es un paraboloide eliptico. Los subespacios propios asociados a los autovalores 2 y 0 son

Vo = Nuc(f — 2idgs) = ((1,1,0),(0,0,1)), Vo = Nuc(f) = <(17 _1>O)>7
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donde f: R? — R3 es la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es A. Una
matriz de paso ortogonal, es decir una matriz regular P tal que

2 0 0
PtAP=| 0 2 0 |,
000

es la matriz
' V2/2 0 V2/2
P=| v2/2 0 —2/2
0 0

La base
B = (v = (V2/2,v2/2,0), vs = (0,0,1), v3 = (v/2/2, —V/2/2,0))
es ortonormal y P = idgc. La referencia
R = {(v2/2,v2/2,0),(0,0,1), (v2/2,—v/2/2),0); (0,0,0)}

es una referencia rectangular de R?. La ecuacién de cambio de coordenadas de R a la referencia canénica,

€S
V2/2 0 V2/2 !
V2/2 0 —V/2/2 v I =1v ],
0 1 0 2 z

8

donde (z,y,2) y (2/,4,2') son las coordenadas de un punto en las referencia canonica y R, respecti-
vamente. Puesto que

V2/2 0 V2/2
(=20 0)| v2/2 0 —v2/2 |=(-V2 0 —V2),
01 0

la ecuacion de S en la referencia R es
S =227+ 2y% +2v22 —2v27 +7=0.

Completando cuadrados se tiene

V2

S=2(z"— 7)2 +2y% —2v22 +6 =0,
0, equivalentemente,
2 2
S=2(2 — \g)? +2y —2v2(2 — ﬁ) =0
Pongamos
x//:x/_\gi’ y//:y/? Z”:Z/—S;/E

Sea O" el punto de coordenadas (v/2/2,0,3+/2/2) en la referencia R. Consideremos la referencia rec-
tangular R” = {O" + v1,0" + v9, 0" + v3; O"}. La ecuacion del paraboloide eliptico S en R” es

2

S=2z"" + 2y”2 —2V/2" =0,
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que es una ecuacion reducida de S, equivalentemente
S = x//Q + y//Q — /922"
Se tiene que O” = (2,—1,0), ya que

V2/2 0 V2/2 V2/2 2
V2/2 0 —/2/2 0= -1
0 1 0 3v/2/2 0

Los ejes principales son
eje O"z" =(2,—-1,0) + ((1,1,0)),
eje O"y" =(2,—1,0) + ((0,0,1)),
eje 0"2" =(2,-1,0) + ((1,—1,0)).

]

4.11.4. Ejemplo. Consideremos la cuadrica en R? cuya ecuacién en la referencia canoénica es
S = 3022 + Ty? + 1322 + 8yz — 60z — 26y + 28z + 67 = 0.

Las matrices de la cuddrica son

67 —-30 —-13 14
=30 30 0 0
—13 0 7T 4

14 0 4 13

30 0
4

b
|

0
07 . B=
04 1

w

Se tiene

det(A) = 2250 < 0, det(B) = 67500.

Dado que det(B) # 0, la cuadrica S es no degenerada y puesto que det(A) # 0, la cuadrica S es
una cuédrica central. Por el teorema espectral, como A es una matriz real simétrica, es diagonable. El
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polinomio caracteristico de A es Pa(X) = —(X — 5) (X — 15) (X — 30). Los autovalores de A son 5,
15 y 30 y los subespacios propios asociados a estos autovalores son

Vs =Nuc(f — 5idgs) = ((0,—2,1)), Vi5 = Nuc(f — 15idgs) = ((0,1,2)),

V3o = Nuc(f — 30idgs) = ((1,0,0)),

donde f:R3 — R3 es la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es A. La
base

B = (v = (0,-2v5/5, V/5/5), va = (0,v/5/5,2/5/5), v3 = (1,0,0))

es ortonormal. El centro de la cuadrica es el punto O” = (xg, 3o, 20) tal que

30 0 0 0 -30
07 4 w | =—[ -13 |,
0 4 13 2 14

es decir, O” = (1,3, —2). La ecuacion reducida de S en la referencia rectangular

RII — {Ei/ — O// _|_ vl, Eé/ — O// + 'UQ, Eé/ — OI/ + '1)3, O”}

es
det(B)
S=52"+15¢y"+302"° =6, 6=— — 30
- +loy +o0z ) det(A) )
equivalentemente,
1’”2 y//2 2
S= =1.
6 + 9 + z

La cuadrica S es un elipsoide.Los ejes principales son las rectas
eje O"z" =(1,3,-2) + ((0,-2,1)),
eje O” " :(17 37 _2) + <(O7 17 2))7
eje O” " :(17 37 72) + <(17 07 O))

7
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4.11.5. Ejemplo. Vamos a clasificar afinmente la cuadrica en R3 cuya ecuacién en la referencia canénica
es
S =222 422z —2yz+ 4y +1=0.

Las matrices de la cuddrica son

A=|o0 o0 -1 ], B=
L1 o 2 0 0 -1
01 -1

Se tiene que

det(A) = =2, det(B) =2.

Dado que det(B) # 0, la cuadrica S es no degenerada y puesto que det(A) # 0, S es una cuédrica
central. La signatura de A es (2,1) y la signatura de B es (2,2). Por el teorema de clasificacion afin de
cuadricas reales, S es un hiperboloide de una hoja.

4.12. Intersecciéon de una cuadrica y un plano

4.12.1. Proposicién. Si A es un espacio afin tridimensional real o complejo, la intersecciéon de una
cuadrica central con un plano es una coénica.

Demostracion. Sea R = { Py, Py, P3; Q} una referencia de A y S una cuadrica cuya ecuacion en R es
S = a11x2 + a22y2 + a33z2 + 2a102y + 201372 + 2a923yz + 201 + 202y + 2a3z + ag = 0.

Sean A la matriz de términos cuadraticos y B la matriz de S en R, II un plano y R’ una referencia
de II. Si la ecuaciéon de cambio de coordenadas de los puntos de IT de R’ a R es

€ b1 P11 P12 2
Y =1 p2 + 1 P21 P21 ( Y ) ,
< ps3 P31 P31
y
» » 1 0 0
11 12
P — Do Do . P= pP1 P11 P12 7
D31 D32 P2 D21 P22
b3 P31 P32

la ecuacién de cambio de coordenadas de los puntos de II de R’ a R es también

Y
g |77
5 Yy
Entonces )
SNnII=(1 2 ¢ )P'BP| 2/ | =0
y/
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Sean
! / !

a a _ _ ag ap as
A’:Pt.AP:< o2 ), B'=P'BP=| da d); an
a1 G 7

! !
ay Q1o QAo

La ecuacién de SNII en R’ es
SNII = a'11$'2 + a’Qlez + 2a’12x'y’ + 2a'1x’ + 2a'2y' + a6 =0.

Dado que rango(P) = 2, vamos a suponer que

P11 P12
0,
‘ P21 P21 7

y consideremos la matriz
0 pu p12
Ps=| 0 pa p2
1 ps1 p32

Entonces det(P3) # 0y
bp b1 by
735./47?3 = C1 a’n a’12 s

cy ahy A
y si S es una cuédrica central, det(.A) # 0. Asi,
bp b1 b

det(73§./4733): Cc1 CLIH CL/12 750,
cy ayy ah

luego A’ # 0. Por tanto, SNII es una coénica. O

4.12.2. Observacion. Si la cuadrica no es central, en general el resultado anterior no es cierto. En
efecto, consideremos el paraboloide hiperboélico de ecuacién

S=224+2z24+2yz—20+2y+22+1=0

en una referencia afin R = { Py, P», P3; Q}. Las matrices de la cuadrica en R son

A=|o0o0 1], B=
L1 1 00
0 11

T O G mry

Como det(.A) = 0, S no es una cuadrica central. Sea II el plano de ecuaciéon z = 0 en R y consideremos
la referencia Ry = {P1, P»; Q} de II. La ecuacion de SN 1II en la referencia R; es la recta

SNIl=—2x1+2y1 +1=0,

donde (x1,y1) son las coordenadas de un punto de IT en R;.

153



4.12.3. Observacion. La interseccién de un cono con un plano es siempre una conica y no es un par
de rectas paralelas (ejercicio 4.13 (3)), es decir, es una seccién conica en el sentido de la geometria
clésica.

4.12.4. Ejemplo. Sea II el plano en R? cuya ecuacién en la referencia canénica es
O=V2zx—y—2-3V2+4=0.

Vamos a clasificar afinmente la cénica interseccion del hiperboloide de una hoja S del ejemplo 4.11.4
con el plano II, y encontrar su ecuacion reducida La ecuacién de S en la referencia canénica es

S=22>—2yz—8r+82+6=0.

La matriz de la cuadrica en la referencia candnica es

Se tiene que
IT = (0, -3v244,0)+ ((1,v2,0), (0, =1, 1)) = (0, =3v2+4,0) +((v/2/2,1/2,1/2), (0, —V/2/2,v/2/2)).
Una referencia rectangular de II es

R1={(v2/2,-3v249/2,1/2), (0, —3v2 + 4 — V/2/2,v/2/2); (0, —3v2 + 4,0))},

y la base asociada a Ri es B1 = (w1 = (v2/2,1/2,1/2),us = (0,—v/2/2,v/2/2)). La ecuacién de
cambio de coordenadas de los puntos de II de la referencia R; a la referencia canoénica es

x 0 V2/2 0 "
y | =| -3v2+4 |+ 1/2 —/2/2 ( 1), (%)
2 0 /2 v2/2 u

donde (z,y,x) son las coordenadas de un punto P de II en la referencia canonica y (x1,y1) son las
coordenadas de P en Rq. Poniendo

1 0 0
0 2/2 0

—3v24+4  1/2 —V2/2 |’
0 1/2 V2/2

la ecuacion de cambio de coordenadas es también

P =

I
hel]

Tl
Y1

Nl 8 =
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Sustituyendo en la ecuacién matricial de S se tiene

1
SﬂHE(l T 3/1)751‘/375 T =0,
Y1
es decir,
6 —/2/2 3 1
SNII=(1 x n )| —v2/2 1/2 0 ry | =0,
3 0 1 U1
equivalentemente,

SNI=(1/2) x>+ y? — V22 + 6y +6 =0,

que es la ecuacién de la conica SN II en R;. Las matrices de la conica C en la referencia Rq son:

A1:<1/2 0

0 1 = —v2/2 1/2 0

6 —v/2/2 3
)7 Bl
3 0 1

Se tiene que det(A;) =1/2 > 0y det(B;) = —2. Dado que det(B;) # 0, la conica no es degenerada, y
como det(A;1) # 0, SNII es una conica central. Ademas, det(.A;) > 0, luego SNII es una elipse, por el
teorema de clasificacion afin de conicas reales. Los autovalores de A; son 1/2 y 1. Si las coordenadas
del centro P¢ de la conica SNII en Ry son (zg,yo), entonces

1/2 0 o\ _ [ —V2/2
0 1 Yo N 3 ’
luego Pc tiene coordenadas (v/2,—3) en Ry, y utilizando la ecuacién (%), se tiene que Pgc = (1,4 —

V2, —\/5) Si denotamos P¢ por O, entonces la ecuacion de la elipse SNII en la referencia rectangular
RY = {Of +ur, Of +uz; Of} es

SNI = (1/2) 27 +4f* = 4.

La ecuacion canodnica de SNII es

x//2 y//2
SNiI=—1 L o—1.
8 + 4

Los ejes principales son:

eje Oz = (1,4 — V2, —V2) + (vV2/2,1/2,1/2)), eje Oy = (1,4 —V2,—v2) +((0,—1,1)).
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La ecuacion de cambio de coordenadas de los puntos de II de la referencia RY a la canodnica es

T 1 V2/2 0 "
y |=14-v2 |+ 172 V22 ( o > ,
p V2 1/2 —v/2/2 Y

donde (z7,y}) son las coordenadas del punto (z,y, z) de II en RY. Los focos son los puntos Fy y F, de
coordenadas (2,0) y (—2,0) en la referencia R, respectivamente. Se tiene que

Fi=0+v25-v21-v2), F=01-v23-Vv2 -1-V2).

4.12.5. Ejemplo. Sea II el plano en R? cuya ecuacion en la referencia canénica es «+y+2 = 0. Vamos
a clasificar afinmente la conica interseccion del hiperboloide de una hoja S del ejemplo 4.11.5 con el
plano IT y encontrar su ecuacién reducida. La ecuacién de S en la referencia candnica es

S=2z2 422z —2yz+4y+1=0.

La matriz de S es

10 2 0

02 0 1
b= 20 0 -1

01 -1

Se tiene que R1 = {(v/2/2, —2 — v/2/2,0), (0, —2,1); (0, —2,0)} es una referencia rectangular de II. La
ecuacion del cambio de coordenadas de los puntos de II de la referencia Ry a la referencia candnica es

T 0 \?/2 0 <$1>
= -2 |+ —v2/2 0 : (%)
: 0 01 n
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donde (x1,y1) son las coordenadas del punto (z,y, z) de IT en R4. Poniendo

1 00
B 0 Vv2/2 0

Sl -2 —v2/2 0 )
0 0 1

la ecuacion de cambio de coordenadas es también

! 1
Y =P| =1
» Y1
Sustituyendo en la ecuaciéon matricial de S se tiene
- 1
SﬁHE(l 1 yl)PtBP 1 =0,
Y1
es decir,
-7 V2 2 1
SﬂHE(l T yl) —\6 1 \/§ €1 =0,
2 V2 0 Y1
equivalentemente,

SQHE$12+2\/§l’1y1—2\6%’14—43/1—7:0,

que es la ecuacion de la conica SNII en R;. Las matrices de la conica C en la referencia Rq son

-7 =2 2
1 2
Al:<ﬂ \f0>7 Bi=| —V2 1 V2
2 V2 0
Se tiene

det(A;) = -2<0, det(By)=2.

Puesto que ambos determinantes son no nulos, la coénica es central y no degenerada. Ademas, dado
que det(A;) < 0, SNII es una hipérbola. Si las coordenadas del centro P de la conica SN II en Ry

son (o, yo), entonces
(2 o) ()= (3)

luego zo = —v/2, yo = 2, y utilizando la ecuacion (), se tiene que Pc = (-1, —1,2). La base asociada
a la referencia Rq es By = (1)1 = (v/2/2,-v/2/2,0),v2 = (0,0, 1)) El polinomio caracteristico de A
es X2 — X — 2, luego los autovalores de A; son 2 y —1. Por el teorema espectral, existe una matriz

ortogonal P tal que
2 0
t _
P AP = < 0 —1 > .
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Los subespacios propios asociados a los autovalores 2 y —1 de Ay son
Vo = Nue(f — 2idg2) = (V2,1))  Voy = Nuc(f +idgs) = (1, ~v2),
donde f:R? — R? es la aplicacién lineal cuya matriz asociada en la base canoénica es la matriz A;.
Podemos tomar
o (V&3 V33
S\ VB3 —V6/3 )

Consideremos los vectores
vy = (V6/3) v+ (V3/3) vy = V3/3(1,—1,1), vh = (V3/3)v1 — (V6/3) vy = V6/6(1,—1,—-2).

La base Bf = (v},v}) es una base ortonormal del subespacio direccion de II y es id B|B = P. Si
denotamos P¢ por Of, la ecuacion de la hipérbola SN II en la referencia rectangular RY = {Of +
o, O + vj; O} es

207 —y* =6, §=—det(B;)/det(4;) = 1.

La ecuacion canodnica de SNII es )
!

x 2
SNII= L /" =1.
1/2 Y1

Los ejes principales son

eje Oz = (-1,-1,2) + ((1,-1,1)), eje Oy = (—1,-1,2) + ((1,—1,—-2)).

4.13. Ejercicios

(1) Clasifica métricamente, calcula la ecuacion reducida, los ejes principales y haz una representacion
las conicas cuyas ecuaciones en la referencia canénica de R? son:

(a) 22% — 2zy +2y*> + 62+ 3 =0,
(b) 322 +y? —2¢/3xy + 22+ 2v/3y =0,
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(¢) 322 4 4oy — 8z +4 =0,
(d) 22 +y?+ 22y — 22+ 6y +3 =0,
)

(
(

c

2,2 9
e) v +y°"+2zy—x—y—2=0,
H 222 —y? +4ay +6y+3=0,
) 322 + 3y + 2y + 4x + 4y = 0,
) 2?2 —y? +2y—1=0.

(g
(h

(2) Clasifica métricamente, calcula la ecuacion reducida, los ejes principales y haz una representacion
grafica de las cuadricas cuyas ecuaciones en la referencia canénica de R? son:

(a) 322 +2y +32%2 — 222 + 162 + 16 = 0,

(b) 322 —2y% +322 — 202+ 8y — 16 =0,

(c) 322 +y? —daz+2y —42+4 =0,

(d) 2> +y? +22+2yz+22+2y+2—-2=0,

(e) 422 +9y? +52% — 4oy + 1222 + Syz + 18y + 16 = 0,

() 22 +9y? + 22+ 222+ 4y + 422 +2 =0,

(9) 22 +y?+ 22+ 20y — 222 — 2z + 20+ 22 —2 =0,

(h) (1/2)2% — 242+ (1/2)2% — 22 —2v/22+ 1 =0,

(i) 2y® —2yz+ay—az+x+3y—2+1=0.

(3) Prueba que la intersecciéon de un cono con un plano no puede ser un par de rectas paralelas.

(4) Clasifica métricamente, calcula la ecuacion reducida, los ejes principales y haz una representacion
grafica de la cuadrica cuya ecuacion en la referencia canoénica de R? es

S=322—2y° +322 — 222+ 8y +4=0.

Clasifica métricamente y calcula la ecuaciéon reducida y los ejes principales de las siguientes
conicas:
(a) La conica SNIIj, donde II; es el plano de ecuacion x+ V2 y—+z = 0 en la referencia canonica.

(b) La conica SNIIg, donde Il es el plano de ecuacion  + /2y — 2 —4+/2 = 0 en la referencia
canoénica.

(c) La conica SNII3, donde I3 es el plano de ecuacién = —3+/2/2 = 0 en la referencia canonica.
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5. APENDICE

5.1. Vectores

Denotaremos por Ey (E3) el plano (espacio) definido por Euclides y estudiado en la geometria
elemental. En fisica aparecen magnitudes a las que usualmente llamamos vectores, que no son solo
nimeros sino que ademés de un valor numérico tienen una direccién y un sentido: las fuerzas que
actian sobre un punto, las velocidades, las aceleraciones,..., se representan mediante vectores. Vamos
a describir los conceptos fundamentales de la teoria de vectores y vectores libres.

5.1.1. Definicién. Un vector de origen Py extremo @ es un par ordenado (P, Q) € Ey x Ey (E3 x E3).

Se suele denotar por P(@) y se representa por una flecha que apunta de P a @. Entre los vectores se
encuentran los pares de puntos idénticos (P, P) que se llaman vectores nulos.

e
PP
P

P
Se dice que dos vectores tienen igual direccion si estdn situados en rectas paralelas. Se llama sentido

0

del vector fﬁ al sentido de recorrido de la recta que pasa por P y () cuando nos trasladamos de P

a Q.
Los vectores ]@ y }% en el siguiente dibujo tienen distinto sentido.

Se llama mddulo del vector ]@ a la distancia entre los puntos P y () y se denota por ]Pﬁ|

El vector suma de dos vectores I@ y Cﬁ tales que el extremo del primero coincide con el origen

PG+ QR = PR

del segundo es el vector
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Si A € R — {0}, el vector producto de A por el vector ]@ es el vector
APQ = PR,

donde R un punto de la recta que pasa por Py Q, |]ﬁ| = |Al |]@|, y el sentido de ]ﬁ es el de f@
si A > 0 o el opuesto si A < 0.

- APQ P ’(:2 ::R A >0

-

5.1.2. Definicién. Dos vectores no nulos ]@ y ]?? situados sobre una misma recta son equipotentes
si tienen igual moédulo y sentido. Dos vectores no nulos P() y RS no situados sobre una misma recta
son equipotentes si PQQS R es un paralelogramo. Si PQ) y RS son equipotentes, escribiremos Pﬁ ~ RS.

P Q
— —
PQ RS
—— o=y
R S

Todos los vectores nulos se consideran equipotentes entre si.

La relacién “ser equipotentes” en el conjunto de vectores del plano o espacio es una relaciéon de
equivalencia; las clases de equivalencia de esta relacion se denominan vectores libres.

2

-
=
—_—
B

Los conjuntos cocientes de los vectores del plano y del espacio por la relacién “ser equipotentes” se
denotaréan por V5 y V3, respectivamente,

_BxBy o BixE

~ ~

Va

Los vectores libres se denotan con las letras 7, 7, E?,..., y con frecuencia también sus representantes.
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Se llama mddulo de un vector libre ¥ y se denota por |7| al moédulo de uno cualquiera de sus
representantes.

Dado un vector libre ¥ = [1@] y un punto O existe siempre un tnico vector de origen O que
pertenece a 7, es decir existe un dnico vector O? tal que OR ~ PQ).

Fijado un punto O, el conjunto de los vectores de origen O es un conjunto de representantes de los
vectores libres del plano o del espacio.

5.1.3. Adiciéon de vectores libres y producto de un vector libre por un niimero real. Sean
Uy U vectores libres del plano (espacio) y P un punto. Existe un tnico vector Pﬁ tal que U = [1@]
y existe un dnico vector Cﬁ tal que v = [Cﬁ] El vector libre suma de W y o se define por

7+7:[@+¢ﬁ:[1)‘}%}.

SiAeRy U = [@], el vector libre producto de \ por U se define por

AT = [\PQ).
Los vectores @ + ¥ v A 2 no dependen del punto P considerado:

@ =[PG| = PQ). V=[QR = QF) — +7=[PH=[PR|, \¥=nPG=1PQ).

= g LPO

P Q  APQ
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Con estas dos operaciones, Vo y V3 son espagios vectoriales reales. El elemento neutro para la adicion
es la clase formada por los vectores nulos 0 = [P.})’] y el opuesto del vector libre [Pﬁ] es [Q?], la
propiedad conmutativa y asociativa quedan ilustradas en el diguiente dibujo:

=
v

(i FV)W
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5.2. Grupos

5.2.1. Definicion. Un grupo es un par (G, *) formado por un conjunto G’y una operaciéon interna

*:GxGE—G
(z,y) >z xy,

donde z * y es la imagen de (z,y) por esta operacion, verificando las siguientes condiciones:
(1) Asociatividad: (x *y) * z = x x (y * z), para todo x,y, z € G.

(2) Existe un elemento e € G tal que e x z = x *x e = x, para todo = € G; este elemento se llama
elemento neutro.

(3) Para cada elemento x existe un elemento y tal que z x y = y x © = e. Este elemento y se llama
inverso de x.

Se dice que el grupo (G, *) es abeliano si  x y = y * x, para todo z,y € G.

En general, denotaremos (z x y) * z y x % (y * 2) por x * y * 2.

5.2.2. Propiedades de los elementos. Sea (G, *) un grupo.

El elemento neutro es tnico.

Cada elemento z tiene un tnico inverso, que denotaremos por z 1.

(1)

(2)

(3) x*x =x = x =e, para todo z € G.
(4) (z71)~! =z, para todo = € G.

(5)

(x+y)~' =y lxz~!, paratodo z,y € G.

Demostracion. (1) Sean e y €’ elementos neutros de G. Por ser e elemento neutro, e xe’ = €', y por ser
¢’ elemento neutro e x ¢ = e. Asi, e = ¢€’.

(2) Sean y e y' elementos inversos de z. Se tiene
Y=y xe=yx(zxy) =@ *x)ry=exy=y.

-1 -1 1

B)z=exzx=(x " *xx)xx=x  x(xxx)=0 " xx=e¢.

4 txz=xxx 1 =e

1

B) (rxy)x(y txax ) =xxexat=e (y!

*x’l)*(x*y):yil*e*y:y’l*y:e. O

5.2.3. Ejemplos. (Z,+), (Q—{0},-) son grupos abelianos y (N, +) no es un grupo. Si K es un cuerpo,
el conjunto

GL(n,K) = {A € M,(K) | det(A) # 0}
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es un grupo con la operacién de matrices usual y para n > 2 no es abeliano; por ejemplo, para n = 2,

G a) ()G Y)

Si V es un espacio vectorial sobre K, el grupo lineal general de V', es decir, el conjunto GL(V) =
{f: V=V | fisomorfismo de espacio vectoriales}, con la operacion composicién de aplicaciones, es
un grupo.
4. Definiciéon. Sea (G, ) un grupo y H un subconjunto de G. Se dice que H es un subgrupo de G si
(1) El elemento neutro de G esta en H, es decir, e € H.
(2) Siz,y€ H, entonces zxy € H.
(3) Sixz € H, entonces v~ € H.

Se tiene que H es un subgrupo de G si, y solo si, (H,*) es un grupo con la operacion restriccion
x: H x H— H del producto x: G x G — G.

Los conjuntos {e} y G son subgrupos de (G, *), (Z,+) es un subgrupo de (Q,+) y (nZ,+) es un
subgrupo de (Z,+) y de (Q,+).

5.2.4. Definition. Sean (G, *) y (G',*) grupos. Se dice que la aplicacion f: G — G’ es un homomor-
fismo de grupos si verifica

flxxy) = f(z)* f(y),

para todo z,y € G.
Se dice que la aplicacion f: G — G’ es un isomorfismo de grupos si f un homomorfismo de grupos
y una aplicacién biyectiva.

5.2.5. Proposition. Si f: G — G’ es un isomorfismo de grupos, entonces f~': G’ = G es un isomor-
fismo de grupos.

Demostracion. Para todo x’,1y € G’, se tiene
FUTE) 1Y) = @) > F(FH ) =/ xy = F(FH (@ y),

y por ser f un aplicacién inyectiva,

O

Se dice que los grupos (G,*) y (G’,%) son isomorfos y se denota por G = G, si existe un
isomorfismo de grupos f: G — G'.

5.2.6. Ejemplo. Si V es un espacio vectorial sobre K de dimension n, los grupos GL(V) y GL(n, K)
son isomorfos. En efecto, si B es una base de V, la aplicacion ¢p: GL(V) — GL(n, K), dada por
Yp(f) = [B, siendo fp la matriz asociada a f respecto a la base B, es un isomorfismo de grupos.
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5.2.7. Propiedades. Si f: G — G’ es un homomorfismo de grupos, se tiene
(1) f(e) =¢€, donde € es el elemento neutro de G'.
@) 1) = ()
Demostracion. (1)

fle) =
(2) fla ) x flz) = fla™ xa) = fle) =¢, [fla)xfla!)=flaxa™!)=fle)=¢
Luego, f(z7') = (f(z))~ % O

~—
|
—_

5.2.8. Proposicion. Sean (G, ) y (G',x) grupos y f: G — G’ un homomorfismo de grupos. Se tiene
(1) El conjunto Nuc(f) ={z € G | f(x) =€’} es un subgrupo de G, que se llama nicleo de f.
(2) El conjunto f(G) = {f(z) | * € G} es un subgrupo de G’, que se llama subgrupo imagen de f.

Demostracion. (1) En efecto, dado que f(e) = €/, se tiene e € Nuc(f). Si 2,y € Nuc(f), entonces

Flaxy) = f(@)xf(y) = €'xe’ = €, luego zxy € Nuc(f). Siz € Nuc(f), f(z1) = (f(z)) =€ ' =¢,
luego 271 € Nuc(f).

(2) ¢ = f(e) € f(G). Si f(x), f(y) € F(G), f(x) * f(y) = f(z*y) € f(G). Ademas, (f(z))"" =
f(z™1) € f(G), para todo f(z) € f(G). O

5.2.9. Proposicion. Sea f: G — G’ es un isomorfismo de grupos. Se tiene que G es abeliano si, y solo
si, G’ es abeliano.

!

Demostracion. Es suficiente probar que si G es abeliano, G’ es abeliano. Veamos que (G’,*) es un

grupo abeliano. En efecto, para todo 2’,y’ € G’, se tiene

o' xy =N * FET) = FETHE) )
=f(f W)+ ) = FET )+ (D)) =y xa'. O

Obsérvese que por el ejemplo 5.2.6, el grupo GL(V') no es abeliano, para dimg (V) > 2.
5.2.10. Proposicion. Sea H un subgrupo del grupo (G, *). La relacion ~g en G dada por:
zyeG, x~gy < z lxyeH,

es una relacion de equivalencia en G. La clase de equivalencia de x € G es el conjunto [z] = {z x h |
h € H}} y la denotaremos por x * H.

Demostracion. Veamos que ~ g es una relacién de equivalencia:

1

= Propiedad reflexiva: Dado que 7" xx = e € H, x ~g x, para todo x € G.

= Propiedad simétrica:

xNHy<:>a:_1*yEH<:>y_l*:c:(m_l*y)_l€H<:>y~Hx.
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= Propiedad transitiva:

1

T~py, Yy~gzr = z lxyeH ylxzeH

1

— o lsxz=(rtxy)x(y lx2)eH

— I ~[g Z.

Se tiene
] ={yeG |y~pr}={yeCG | x~yy}

={yecG|a'xycH ={ycG |z ' +y=h, paraalgin h € H}
={zxh | heH}=azxH. O

5.2.11. Definicién. Se dice que un subgrupo H de G es normal si verifica
xxH=H=xzx, Vxegd,

donde H xx ={h*x | h€ H}.
Obsérvese que todos los subgrupos de un grupo abeliano son normales.
5.2.12. Proposicion. Si f: G — G’ un homomorfismo de grupos, entonces Nuc(f) es un subgrupo

normal de G.

Demostracion. En la proposicion 5.2.8 se probd que Nuc(f) es un subgrupo de G. Falta probar que
x x Nuc(f) = Nuc(f) % z, para todo = € G. Se tiene

z€xxNuc(f) <= o 'z € Nuc(f) <= f(z 7 x2)=e
= fl@) * f(2) = e = f(2) = f(x)
= fR)rfx) == f(zxax H=e
= zx27 ! € Nuc(f) <= z € Nuc(f) * .

O]

13. Proposicién. Si H es un subgrupo normal de (G, %), entonces el conjunto cociente G/ ~p es un
grupo con la operacién

*:G/NH XG/NH—>G/NH
(xxH,yxH)— (zxy)« H

Demostracion. El conjunto cociente
G/ ~pg={xxH | x€ H}
es una particion de GG, donde
c~gy<s—axxH=yxH

rdgy<— (xxH)N (yxH) =a.
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Veamos que la operaciéon producto esta bien definida. Supongamos que xxH = a’'xH, yxH = '« H.
Por ser H un subgrupo normal de G,

(xy)xH = ox(yxH) = xx(y s H) = xx(H*y') = (xxH)xy = (' H)*y = 2'*(yxH) = (2’ *y)x H.

El elemento neutro de esta operacion es [¢] = exH = H y el inverso de z* H es z~ '+ H. La asociatividad
de la operacion en G/ ~p se sigue de la asociatividad de la operacion producto en G:
(xxH)x(yxH))*(z«H)=((xxy)«H)* (zxH)=((z*xy)*x2)« H=(xx(yxz2))«H

Denotaremos el grupo (G/ ~p,*) por (G/H, ) y le llamaremos grupo cociente de G por H.

14. Primer teorema de isomorfia. Sea f: G — G’ un homomorfismo de grupos. La aplicaciéon

f: G/ Nuc(f) — f(G)
x * Nuc(f) — f(z)

es un isomorfismo de grupos. Asi, G/ Nuc(f) = f(G).
Demostracion. La aplicacion festé bien definida:

xx Nuc(f) =y * Nuc(f) <= o ~nue(f) ¥ <= 7 sy € Nue(f)
e xy) = e = flz) = f(y).

fes homomorfismo de grupos:

f (@« Nuce(f))  (y * Nuc(f)) =f((z * y) * Nuc(f)) = f(z xy)

=f (@) fy) = f(&* Nuc(f)) * f(y * Nuc(f)).

f es una aplicacion inyectiva:

f(@ s« Nuc(f)) = fy * Nuc(f)) <= f(z) = f(y)
= (f@) T f(y) =e
= fla)xfly)=e
— flalxy)=e
— 271 xy € Nuc(f)
<= T ~Nuc(f) Y
<= z * Nuc(f) = y * Nuc(f).

f es una aplicacién suprayectiva:

f(x) = f(zxNuc(f)), xe€G.
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5.3. Teorema espectral

5.3.1. Teorema espectral. Si A € M, (R) una matriz simétrica, entonces
(1) Las raices del polinomio caracteristico de .4 son ntameros reales.

(2) Lamatriz A es diagonalizable y existe una matriz de paso ortogonal, es decir, una matriz ortogonal
P € M,(R) tal que

A0 ... 0
. A ... 0
P'AP = } )
0 0 ... A\
Demostracion. (1) Sea A € C un autovalor de Ay sea v = (21,...,2,) un vector propio de A asociado

a \. Si denotamos el vector columna (21 ...z,)" por v,

zZ1
Av = v, v =
Zn
Pongamos v = (Zz1, ..., %), siendo z; el complejo conjugado de z;,i =1,...,n. Si A = (a;j), ponemos

A = (@;;). Se tiene:
ot Av =0t Av = ol w,
v Ao =" Av = (AD) v = (\o) v = Ao w.
Asi,
Aotv =\t o,
y por ser ot v # 0, A = \.

(2) Razonaremos por induccion sobre n. Para n = 1, es trivial. Supongamos el resultado cierto
paran — 1 y sea A € M, (R) una matriz simétrica. Sea A; € R un autovalor de A, v un vector propio
asociado a A1 y v1 = v/||v]|. Entonces

Rn = <1)1> 1 <’01>J‘.

Sea f: R™ — R" la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica C es A. Sea
(va,...,v,) una base ortonormal de (v;)*. La base B = (vy,...,v,) es una base ortonormal de R" y
la matriz asociada a f en B es

A big ... bin
0 by ... by,

fB=1| . . , = S1AS,
0 bpa ... bnn

donde § es la matriz de cambio de base de B a ', que es una matriz ortogonal. Por ser fp una matriz
simétrica,
bio =...=by, =0,
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asi que

A0 0
0 b2 ban
fB=1 . . _
0 bps ... bnn
Pongamos
b22 e bgn
D = : : € M,_1(R).
by ... bnn

Por hipotesis de induccion, existe una matriz ortogonal Q = (¢;5) € My,—1(R), tal que

Ay ... O
QDQO=| : :
0 ... M\
Si
1 0 0
T 0 q%z CIlr'Lfl 7
0 gn-11 -+ Gn-1n—1
entonces P = ST es una matriz ortogonal, y se tiene
A0 .00
0 X ... O
PAP=T'fsT=| . . .
0 0 ... X\

O

5.3.2. Corolario. Toda matriz real simétrica A es congruente a una matriz diagonal que tiene en la
diagonal principal los autovalores de A.

5.3.3. Lema. Sea A € M, (R) una matriz simétrica y sean A\; y A2, A\ # A2 autovalores de A. Si v es
un vector propio asociado a A\; y w es un vector propio asociado a Mg, entonces v y w son vectores
ortogonales en R".

Demostracion. Si f: R™ — R" es la aplicacién lineal cuya matriz asociada en la base canénica es la
matriz A, entonces

fv) =X v, f(w)=Xw.

Por ser A una matriz simétrica,
v fw) =v" Aw, f) w=(Av)w=v"A'w=1v"Aw.
Por tanto,
vef(w)=f(v) w<s=v-(Aaw) = (A1v) w<s= A (vV-w) = A (w-v) <= (A2 — A1) (v-w) =0.

Dado que A1 # A9, se tiene que v - w = 0. O
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5.3.4. Proposicion. Sea A € M,(R) una matriz simétrica y sean A1, ..., As, los autovalores de A,
Xi # Aj, sii# j. SiVy, = Nuc(f — A 1rn) son los subespacios propios asociados a los autovalores \;,
parai=1,...,s, se tiene

R"=Vy, L... LV,

Demostracion. Por ser A una matriz diagonalizable,
Rn:V)\l@...@V)\S,

y por el lema anterior el subespacio V), es ortogonal al subespacio V), para todo i # j. O

5.3.5. Observacion. Si A € M,(R) es una matriz simétrica, una forma de obtener una matriz de
paso ortogonal P tal que la matriz P* AP es una matriz diagonal es la siguiente: calculamos una base

ortonormal B; de cada uno de los subespacios V), para i = 1,...,s, luego el conjunto
S
B=JBi
i=1

es una base ortonormal de R". Para obtener una matriz ortogonal P de paso, se coloca cada uno de
los vectores de B; como un vector columna de la matriz P.

5.3.6. Ejemplo. Vamos a diagonalizar por semejanza la matriz real simétrica

11 -1
A= 11 1],
11 1

y encontrar una matriz de paso ortogonal. El polinomio caracteristico de A es
PiuX)=-X>+3X?-3X+1=—(X-23*X+1).
Los subespacios propios asociados a los autovalores de A son
V2 =((1,1,0),(0,1,1)), Vi =((1,-1,1)).

Aplicando el método de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt a la base ((17 1,0), (0,1, 1)) de V5, obte-
nemos la base ortogonal B’ = ((1, 1,0),(-1/2,1/2, 1)) de V5. Multiplicando cada vector de B’ por el
inverso de su longitud, obtenemos la siguiente base ortonormal de V5:

B" = ((\/§/Qa \@/27 0)7 <_\/6/67 \/6/67 \/6/3))
La bgse B = ((v/2/2,v2/2,0), (—V6/6,v6/6,v6/3), (v/3/3,—V/3/3,4/3/3)) es una base ortonormal
de R?, luego la matriz
" V32 6 33

P=| v2/2 V6/6 —3/3
0 +v6/3 V3/3

es una matriz ortogonal y

PLAP =

O O N
o N O
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