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EL CONCEPTO INTUICIONISTA DE
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1. Introduccién

Empecemos citando a Dummett:

«La nocién de prueba canénica estd sumida por tanto en cierta oscuridad; y
este estado de cosas no es indefinidamente tolerable, porque, mientras que no sea
posible encontrar una explicacién coherente y relativamente precisa de esta nocién,
la viabilidad de las explicaciones intuicionistas de las constantes légicas debe
permanecer en duda» (1975, p. 124).

«...) nadie puede en la actualidad ofrecer un concepto detallado de prueba candnica,
ni siquiera para los enunciados de la aritmética de primer orden» (1977, p. 400).

Ni qué decir tiene que la situacién hoy dia no ha cambiado mucho con
respecto al diagnéstico de Dummett: la nocién de prueba candnica sigue
siendo oscura, y las principales dificultades que existen para precisarla y
clarificarla (dificultades que tendremos ocasién de repasar aqui) contindan
pendientes de resolver. Ahora bien: jes en verdad tan urgente e indispensable
disponer de un anilisis satisfactorio de esta nocién? ;jHasta qué punto es
cierto que las explicaciones intuicionistas de las constantes l6gicas (funda-
mentales para la elaboracién de una semdntica intuicionista, y piedra an-
gular de toda la filosofia intuicionista de la matematica), dependen entera-
mente de la posibilidad de efectuar ese analisis? Estas son las preguntas
que trataré de contestar en el presente articulo.

La necesidad de establecer una distincién, dentro del concepto intuicio-
nista de prueba matematica, entre las pruebas canénicas y las no canénicas,
ha sido defendida como respuesta a cuatro motivaciones bien distintas. La
mas inmediata de las cuatro, y de la que trataré en primer lugar, es la
existencia de pruebas indirectas, en las cuales, en vez de exhibirse todos los
ingredientes que de acuerdo con la estructura légica del enunciado en cues-
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tién vayan exigidos por la definicién semaéntica intuicionista, se ofrece en su
puesto tan sélo un procedimiento efectivo para encontrar o construir esos
ingredientes. (Una exposicién completa de la definicién al uso de las cons-
tantes l6gicas intuicionistas puede encontrarse por ejemplo en Troelstra y
van Dalen [1988], pp. 9-10).

Las otras tres motivaciones, por el orden en que las discutiré aqui, con-
ciernen a la impredicatividad de la definicién del condicional («una prueba
de A — B es una construccién que transforma cualquier prueba de A en una
prueba de B», donde alguna de las pruebas de A podria estar construida a
partir del propio A — B), al uso exhaustivo de esta definicién sugerido por
Brouwer (y el concepto de «prueba completamente analizada»), y a la de-
finicién no redundante de la negacién. Pero vayamos por partes.

2. Pruebas indirectas

La existencia de pruebas indirectas es especialmente clara en el caso de
las disyunciones y de los enunciados existenciales cuando, en lugar de incluir
una prueba de uno de los disyuntos, o un elemento del dominio que instancie
el enunciado existencial, se indica simplemente un procedimiento efectivo
para producirlos. El propio Brouwer era ya plenamente consciente de esta
posibilidad:

«El caso en que no se ha probado ni que A sea verdadero ni que sea absurdo,
pero en que conocemos un algoritmo finito que conduce o bien al enunciado de que
A es verdadero o bien al de que A es absurdo, es reducible obviamente a los dos
primeros casos» (1981, p. 92, nota al pie).

Algo muy parecido ocurre con los enunciados atémicos. Por ejemplo, una
prueba de (10") (10%) = 10* consistira, no en llevar a cabo el calculo, lo cual
es imposible en la préctica, sino en mostrar-por induccién-la validez general
de la ecuacién (x’) (x*) =x"**. Lo cual equivale a su vez, en términos intuicio-
nistas, a proporcionar un método general que cuando se aplique a cualquier
triplo de niimeros naturales (x, , z), nos dé como resultado una prueba de
que ese triplo satisface la ecuacién mencionada.

En la practica cotidiana de la matematica intuicionista, este tipo de
prueba es no sélo habitual —empezando por el propio Brouwer— sino a
veces, como acabamos de ver, y debido a limitaciones de orden practico, el
Unico tipo de prueba a nuestro alcance.

Por lo demas, estas pruebas tienen un punto en comiun con las de los
condicionales, negaciones y cuantificaciones universales, y es que con fre-
cuencia pueden dar lugar a la necesidad de una prueba de enjuiciamiento
(judgement proof): prueba adicional que resulta necesaria para garantizar
que la prueba ofrecida en primer lugar tiene en efecto el comportamiento
que se requiere. Por ejemplo, en aquellos casos en que se ofrezca un pro-
cedimiento efectivo como prueba de A V B, pero no resulte obvio que la
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aplicacién del mismo dé lugar a una prueba de A o a una prueba de B, habra
que acompanar ese procedimiento efectivo de una prueba de enjuiciamiento
que demuestre que el resultado de ejecutar el procedimiento completamente
es en efecto una prueba de A o una prueba de B.

Pues bien, hay esencialmente dos formas distintas de afrontar este proble-
ma (Cfr. Dummett, 1977, p. 20). La primera de ellas, que es la que Dummett
recomienda, es dejar la definicién de las constantes tal cual, sin modificacién
alguna, pero estipulando que al interpretar cualquier enunciado proferido
por un matemético intuicionista, se entienda no que posea necesariamente
una prueba detallada del mismo, sino que quizd lo tinico que posee es un
procedimiento que le permitiria, en principio, encontrar tal prueba, mas la
prueba de enjuiciamiento correspondiente, si procede. En otras palabras, que
habria que distinguir entre las pruebas canénicas, que serian aquellas de-
finidas por las clausulas habituales de la definicién intuicionista de las
constantes légicas (de modo que, por ejemplo, la definicién de V quedara:
«una prueba candnica de A V B es una prueba canénica de A o una prueba
canénica de B»), y cualquier otro tipo de argumento general en el cual se
indique un procedimiento para encontrar una prueba canénica. Dummett
llama a este segundo tipo de argumento, «demostracién» (demonstration,
Dummett, 1975, p. 122, y 1977, p. 392).

Prawitz ha puesto en relacién las pruebas canénicas en este sentido con
las pruebas en forma normal de un sistema de deduccién natural, es decir,
con las pruebas sin rodeos o «cortes»: sin picos locales de complejidad logica.
De hecho, la primera vez que la expresién «prueba canénica» fue usada en
este contexto lo fue precisamente por Prawitz, y lo fue para compararlas con
las pruebas en forma normal de un sistema deductivo (Prawitz, 1974, p. 71;
1973, pp. 232-233, y 1985, nota 1, p. 171).

Naturalmente, una prueba en forma normal siempre serd canénica en el
sentido tratado hasta aqui: por ejemplo, una prueba normal de una disyun-
cién A V B no puede proceder por ninguna otra via mas que a través de una
prueba previa de A o de B. Lo que si puede ocurrir es que, al contrario, una
prueba de A V B contenga un rodeo innecesario, y sin embargo tenga como
conclusién aislada a A o a B.

En cualquier caso, hay una segunda forma, bastante distinta, de afrontar
este problema, y que consiste en reformular directamente las cladusulas de
la definicién intuicionista de las constantes l6gicas correspondientes a V, 3,
y a los enunciados atémicos, estipulando que cuentan como pruebas de este
tipo de enunciados, no sélo las pruebas concretas que satisfagan las condi-
ciones respectivas, sino también cualquier procedimiento efectivo para en-
contrar tales pruebas, conjuntamente con una prueba de enjuiciamiento, si
procede. De este modo, la misma definicién del concepto intuicionista de
prueba de una disyuncién A V B haria posible que la prueba en cuestién
fuese: o bien una prueba de A, o bien una prueba de B, o bien un pro-
cedimiento efectivo que permitiese, al menos en principio, encontrar alguna
de las dos (Cfr. otra vez Dummett, 1977, p. 20).
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Noétese que en este tltimo caso la necesidad de disponer de una nocién
de prueba canénica simplemente desaparece. Y si bien es cierto que la
conversién propuesta de las cldusulas para V, 3 y para los enunciados atémi-
cos atrae hacia estas cldusulas los problemas bien conocidos que suscitan
las otras tres (—, = y V), y que son problemas relativos precisamente a la
naturaleza de las pruebas de enjuiciamiento (Cfr. por ejemplo Troelstra y
van Dalen, pp. 9-10), no lo es menos que estos problemas eran de todos
modos ineludibles, y que cualquier solucién que quepa aplicar sobre ellos
valdra también para estas nuevas clausulas.

3. La impredicatividad de —

Una segunda razén para introducir la nocién de prueba canénica con-
cierne exclusivamente a la definicién del condicional (y del negador, que se
reduce a su vez a un caso particular suyo). La definicién en cuestién, «<una
prueba de A — B es una construccién que transforma cualquier prueba de
A en una prueba de B», es altamente impredicativa como puede verse, ya
que se refiere a la totalidad de pruebas del antecedente A, totalidad que
bien podria incluir pruebas que hubiesen sido construidas a partir del propio
A — B de un modo u otro.

Esta impredicatividad resultaria notablemente reducida si la clausula se
refiriese, no a cualquier prueba arbitraria del antecedente, sino sélo a algin
tipo de prueba restringido, particularmente sencillo. En otras palabras: si la
base de la prueba de A — B fuese una construccién que transformase cual-
quier prueba candnica de A en una prueba de B. Y para ello necesitariamos,
otra vez, un concepto apropiado de prueba canénica.

En esta ocasién es indispensable conseguir que, una vez definido ese
concepto, cualquier prueba arbitraria de un enunciado A pueda ser automati-
camente reducida a una que tenga la forma canénica en cuestién. Sélo asi
quedaria garantizado el uso universal e indiscriminado del modus ponens
en la matematica intuicionista, permitiéndonos inferir libremente el con-
secuente B cada vez que reunamos un par de pruebas de los enunciados A
y A — B, sean estas pruebas del tipo que sean.

Ello presupone una hipétesis de reducibilidad, de acuerdo con la cual
para cualquier enunciado intuicionista A existe un limite o cota superior a
priori sobre la complejidad necesaria que se precisa para construir una
prueba de A. Conociendo ese limite, la hipétesis de reducibilidad nos dirfa
que si existe una prueba de A, entonces ha de existir, en particular, una
prueba cuya complejidad esté por debajo del limite.

Esta hipétesis fue formulada —simplemente como hipétesis, no como
afirmacion— por Kreisel (1965, pp. 126-127). Después, Nicolas Goodman la
suscribié con firmeza:

«Nos parece esencial a la posicién intuicionista que dado un enunciado concreto

120 AGORA (1999), Vol. 18, n°2: 117-129



Gustavo Ferndndez Diez EI concepto intuicionista de prueba candénica

A sobre un dominio bien definido, hay siempre una cota superior a priori con
respecto a la complejidad de las posibles pruebas de A. En el caso en que A sea
una implicacién, este principio garantiza de antemano la existencia de algin tipo
de operador de reducibilidad» (1970, p. 111).

Dummett ha ido todavia mas lejos, al argumentar que sin una distincion
entre pruebas canénicas y no canénicas la definicion de — serfa vacua. En
concreto, Dummett teme que:

«Podriamos admitir cualquier cosa que quisiéramos como constituyendo una
prueba de A — B, y seguiria siendo el caso que, dada esa prueba, tendriamos un
método efectivo para convertir cualquier prueba de A en una prueba de B, a saber,
afiadir la prueba de A — B y ejecutar una simple inferencia por modus ponens.
Obviamente, esto no era lo que se pretendia» (1975, p. 123).

Por ello llega a la conclusién de que

«(...) si la explicacién intuicionista de la implicacién ha de escapar, no ya a la
circularidad, sino a la vacuidad mas absoluta, debe existir algin tipo restringido
de prueba —prueba canénica— en cuyos términos se efectiie la explicacién, y que
no admita el modus ponens excepto en deducciones subordinadas» (1975, p. 123).

No es dificil ver que un argumento similar a éste se podria aplicar
también a la definicién de V. En particular, cualquier construccién arbitraria
¢ podria usarse, de acuerdo con esto, para construir una prueba vacua de Vx
P(x), simplemente considerando que c es ya de hecho una prueba de VxP(x),
y usandola para generar, por eliminacién del universal, la oracién P(u) para
cualquier elemento » del dominio.

Yo creo, sin embargo, que Dummett esta equivocado en este extremo. En
efecto, supongamos que admitiéramos una construccion cualquiera como una
prueba de A — B, e inmediatamente después hiciéramos uso de ella para
obtener B desde A por modus ponens. En ese caso, jseria la construccién
resultante una prueba de B de acuerdo con la definicién inductiva? No
necesariamente. Por ejemplo, si B es un enunciado existencial VxP(x), enton-
ces la prueba del mismo debera exhibir un objeto u del dominio més una
prueba de P(u), o al menos un procedimiento para encontrarlos; pero la
construccién vacua que sugiere Dummett y que se acaba de describir no
hara, en general, nada de esto.

En 1977 Dummett refiné su argumento ligeramente, tomando como base
de la presunta prueba (la prueba vacua), no ya cualquier construccién arbi-
traria, sino sélo aquellas pruebas previas del condicional A — B que resul-
taran intuitivamente validas desde un punto de vista informal:

«...) cualquier cosa que quisiésemos aceptar como siendo una prueba de A — B,
y supuesto que estuviera conforme con los cdnones de la prueba informal ordi-
naria, podria proporcionarnos un método efectivo de transformar cualquier prue-
ba de A en una prueba de B, a saber, adjuntando a la prueba de 4, la prueba
dada de A — B y afiadiendo entonces una simple aplicacién del modus ponens»
(1977, p. 393).
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Por todo lo cual concluye que

«Las restricciones sobre lo que constituye una prueba de algtin enunciado de
estos tipos vendrian todas ellas de cualquier nocién intuitiva previa de prueba
informal a la que estuviéramos apelando (...).

Obviamente, sin embargo, no es eso lo que se pretende cuando se da estas
explicaciones de las constantes l6gicas» (1977, p. 393).

Pues bien, una vez mas se le escapa a Dummett el punto de que, al igual
que antes, lo que importa es que el método en cuestién produzca pruebas
de B que cumplan con el resto de la definicién inductiva; y eso es algo
independiente de cualquier nocién informal previa de validez.

Para ver esto con claridad, consideremos el siguiente ejemplo. Sea ¢ una
prueba de A — B, y supongamos por mor del argumento que ¢ es candnica
y perfectamente valida en todos los aspectos. Entonces procedemos a aplicar
la construccién sugerida por Dummett: tomamos cualquier prueba dada de
A, la adjuntamos a ¢, y obtenemos B por modus ponens. Sea d la construccién
que consiste en efectuar esta operacién.

En presencia de una prueba de A, no hay duda de que d sera suficiente
para convencernos de la verdad de B, al menos en la misma medida en que
son convincentes a su vez las pruebas de A y de A — B. Sin embargo, aunque
pueda resultar sorprendente d no serd, en general, una prueba de B de
acuerdo con la definicién inductiva.

En efecto, consideremos por ejemplo el enunciado condicional IxP(x) —
3xQ(x), y supongamos que ¢ proporciona un procedimiento para transformar
cualquier objeto del dominio que satisfaga P(x) en otro que satisfaga Q(x).
Por mor del argumento, suponemos que ¢ incluye también: una prueba de
que ese procedimiento tiene la propiedad requerida, un procedimiento de
decisién para comprobar Q(x), y cualquier otra cosa que se necesite,

Entonces, dada una prueba de 3xP(x), la cuestién seria aplicar la cons-
truccién ¢ para obtener o bien un objeto v del dominio mas una prueba de
Q(v), o al menos un procedimiento efectivo que nos permitiera en principio
encontrar ambas cosas. Pero la construccién d, por su parte, sélo proporcio-
nara un argumento en favor de que sucede JxQ(x): un argumento que sera
suficiente para convencernos de que es cierto, y de que se puede probar por
medios constructivos, pero que adn asi no cumplira con los requisitos de la
nocién de prueba impuestos en él por la definicién inductiva.

En particular, en el caso de que la prueba de JxP(x) proporcione un objeto
determinado u tal que P(u), el resultado de aplicar d a ese objeto no sera la
construccién de un segundo objeto v que satisfaga Q(x); y en el caso en que
la prueba de 3xP(x) simplemente apunte a un procedimiento efectivo para
encontrar un objeto que satisfaga P(x), la construccién d tampoco consistir
en apuntar a un procedimiento efectivo para encontrar a otro objeto que
satisfaga a su vez Q(x). En lugar de esto, todo lo que d proporciona en ambos
casos es una inferencia por modus ponens.

Por esta razén, tenemos que concluir que el resultado de aplicar la cons-
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truccién d a una prueba de JxP(x), a pesar de ser un buen y definitivo
argumento en favor de 3xQ(x), no constituye sin embargo una prueba suya
de acuerdo con la definicién inductiva.

La verdadera prueba esta contenida en d de alguna manera (seria «de-
ducible» de d), pero d en si misma no reviste la forma apropiada, y por eso
no pasa el criterio de la definicién inductiva. Como vemos, por tanto, la
situacién no es aquella en que todas las restricciones sobre lo que constituya
una prueba vengan dadas por una nocién intuitiva previa de prueba infor-
mal, que es lo que Dummett temia, sino mas bien lo contrario.

4. Pruebas en forma normal

Cuando la necesidad de introducir una nocién de prueba canénica res-
ponde al deseo de evitar la impredicatividad en la definicién del condicional
intuicionista, es innegable que, al menos a primera vista, la nocién mas
adecuada para satisfacer ese deseo es, esta vez si, la nocién de prueba en
forma normal. Una prueba en formal normal de un enunciado A — B, estando
libre de rodeos («cortes»), tendra que proceder de un modo gradual, y por lo
tanto no podra estar en absoluto basada en el propio A — B. Si la definicién
del condicional intuicionista hiciera referencia exclusivamente a pruebas en
forma normal, la impredicatividad desapareceria por completo.

Por desgracia, la correspondiente hipétesis de reducibilidad para este tipo
de pruebas no es en absoluto obvia. Para ser exactos, los teoremas de las
pruebas en forma normal, para sistemas intuicionistas de secuentes (Gent-
zen, 1935), y de deduccién natural (Prawitz, 1965), establecen que, dentro
de esos sistemas, cualquier prueba puede ser reducida a una prueba en
forma normal. Pero no estd nada claro que un resultado anélogo se pueda
extrapolar fuera de la légica de primer orden.

Prawitz (1977) apunta que

«...) la presencia de — y V tiene el efecto de que en general las condiciones para
aseverar una oracién no pueden ser agotadas por ningin sistema formal; (...) no
hay un sistema formal que genere todos los procedimientos para transformar
pruebas canénicas de A en pruebas canénicas de B, y queda abierta la posibilidad
de que otras oraciones més complicadas puedan estar involucradas en esos pro-
cedimientos. Por ejemplo, uno de esos procedimientos puede ser definible en una
extensién de cierto lenguaje sin serlo en el lenguaje mismo, y por tanto, en este
aspecto, la extensién del lenguaje obtenida mediante la introduccién de nuevas
constantes légicas puede no ser una extensién conservadora del lenguaje original.
En consecuencia, mientras que las operaciones para formar pruebas candnicas
vayan paralelas a las reglas de introduccién del sistema de deduccién natural de
Gentzen, es claro que las reglas para aseverar una oracién no equivalen a las
reglas de inferencia de ningun sistema formal» (p. 29).

En 1987, razonando a partir del primer teorema de incompletud de Godel,
Prawitz concluye que no podemos restringir la complejidad de los métodos
de prueba, pues siempre habra algin enunciado que se pueda probar, pero
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que sélo se pueda probar por métodos mas complejos que los restringidos:

«Por el teorema de incompletud de Godel sabemos que, al contrario de lo que
ocurre en la légica de predicados de primer orden, una oracién VaP(x) o Vx(P(x) —
Q(x)) con P(x) y Q(x) recursivos, aunque no se pueda probar en la aritmética
elemental, quiz4 si pueda probarse introduciendo nuevos conceptos y principios
fuera de la aritmética elemental, y que, en conjunto, no podemos en absoluto poner
ninguna restriceién formal acerca de cémo una oracién puede ser probada» (p. 159).

Dummett ha incidido también en una observacién parecida:

«(...) no se sigue, del teorema de normalizacién para la légica de primer orden, que
un teorema similar se aplique a cualquier teorfa formal de primer orden para una
parte especifica de la matemadtica intuicionista. Lo que muestran nuestras consi-
deraciones es que resulta a la vez plausible y necesario que una propiedad de
normalizacién se aplique a esas pruebas intuitivas canénicas que constituyen el
principal tipo de construcciones mentales en cuyos términos se atribuye significado
a cualquier teoria intuicionista» (1977, pp. 396-397).

Mas en general, Dummett ha puesto en duda que los métodos de prueba
matemdtica puedan ser definitivamente anticipados ¥, por lo tanto, que
podamos poner algin limite al nivel de complejidad que se necesita para
probar un enunciado determinado. En 1977 Dummett también menciona el
primer teorema de incompletud de Godel y concluye que «la totalidad de
métodos de prueba, dentro de una teoria matematica dada, parece ser ex-
tensible indefinidamente» (p. 401).

Esto le lleva a la sorprendente conclusién de que un teorema matematico
como A — B podria ser falible. En efecto, el argumento de Dummett es el
siguiente. Supongamos que tenemos una construccién ¢ tal que, para cual-
quier prueba de A que pueda ser elaborada con nuestros métodos actuales
de prueba, ¢ sea capaz de transformar esa prueba en una prueba de B. De
acuerdo con Dummett, esto deberia ser suficiente para aceptar ¢ como una
prueba de A — B; pero entonces bien pudiera suceder que, un tiempo més
tarde, descubriésemos una manera completamente nueva de probar A, y que
la aplicacién de ¢ a la nueva prueba descubierta no diese como resultado
una prueba de B:

«Cuando esto ocurre, una prueba, relacionada con un condicional A —» B, que
hubiese parecido aceptable con anterioridad, podria resultar invalidada. Por lo
tanto, debido a las peculiaridades de la interpretacién intuicionista de -, el «estar
probado» (provability) no es una propiedad estable (...); la matematica se convierte
asi en una disciplina cuyos resultados son falibles y estdn expuestos a la revisién,
como los de otras ciencias» (1977, pp. 401-402).

Prawitz encuentra esta dltima conclusién de Dummett algo extrema, y
no es para menos:

«Hstas consecuencias son desde luego muy extrafias, creo yo. Que el desarrollo
de la matemética mediante la aparicién de nuevas formas de razonamiento deba
poner en cuestién todas las pruebas previas de implicaciones y nos fuerce a recon-
siderarlas parece ser contrario a nuestra experiencia histérica» (1987, p. 185).
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A lo cual Dummett replica a su vez:

«Me siento tan incémodo como él [Prawitz] con la conclusién de que la prueba
matemética, y por consiguiente la verdad matemdtica, sea inestable; que él haya
encontrado la manera de evitar esta conclusién serfa muy largo de discutir» (1987,
p. 285).

A pesar de todo esto, debemos notar que si el significado de un enunciado
A es claramente percibido o entendido, entonces no podra haber nada en
una hipotética prueba de A que traiga consigo un cambio en ese significado.
Si entendemos bien A, entonces sabemos qué es lo que cualquier posible
prueba de A esta obligada a proporcionar: la manera de efectuar las trans-
formaciones constructivas indicadas en A. Es por ello que nos podriamos
contentar con usar un condicional intuicionista méas débil o «modesto», en el
cual la tdnica propiedad de las pruebas del antecedente que pudiera ser
tenida en cuenta para la transformaciéon en pruebas del consecuente fuera
precisamente la de ser una prueba del antecedente, es decir: la de establecer
la afirmacién intuicionista contenida en ese enunciado.

Si adoptdsemos este punto de vista, para que una construccién fuese
considerada una prueba de un enunciado A — B tendria simplemente que
proporcionar un procedimiento para extender las posibles pruebas de A para
construir a partir de ellas pruebas de B, pero sin entrar en la naturaleza
de esas posibles pruebas de A, o de su estructura interna, fuera de los
requisitos que la misma definicién inductiva les impusiese de acuerdo con
la forma légica del propio A. Y en ese caso nuestro anélisis subsiguiente del
condicional se simplificaria notablemente, y la impredicatividad quedaria
asimismo significativamente disminuida.

Una vez maés, por tanto, encontramos una alternativa que nos permite al
menos abordar el problema en cuestién sin pasar por la adopcién de la nocién
de prueba canénica, con las enormes dificultades que, como estamos viendo,
ello plantea.

5. Pruebas completamente analizadas

El tercer motivo por el que se ha intentado trazar una distincién entre
las pruebas intuicionistas en general y las pruebas de una forma predeter-
minada o canénica, es el deseo de hacer un uso exhaustivo del condicional
de Brouwer en todo su alcance. Esta fue la motivacién del mismo Brouwer
tras la introduccién de su propia nocién de prueba canénica —que Dummett
ha rebautizado después como «prueba completamente analizada»—, y que
aparece en su intento fallido de probar el «teorema de bloqueo» (bar theorem,
Cfr. por ejemplo Brouwer, 1927, y para un andlisis pormenorizado, Dummett,
1977, pp. 94-104).

La idea basica es que una prueba completamente analizada no debe
contener enunciados l6gicamente complejos, sino que debe operar directamente
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con aquellos enunciados atémicos a los cuales esos enunciados l6gicamente
complejos corresponderian. En particular, en lugar de cuantificaciones uni-
versales, una prueba completamente analizada contendria todos aquellos
enunciados que fuesen instancias suyas —y que normalmente serian infini-
tos, claro:

«Ahora, si las relaciones empleadas en una prueba cualquiera pueden descom-
ponerse en relaciones bésicas, su forma «canénica» (esto es, aquella que ha sido
desgranada en inferencias elementales) emplea sélo relaciones bésicas (...).

Estas pruebas mateméticas mentales que en general contienen infinitos térmi-
nos no deben ser confundidas con sus correlatos lingiiisticos, que son finitos y
necesariamente inadecuados, y por tanto no pertenecen a la matemética» (Brouwer,
1927, p. 460 y nota 8 en la misma pégina).

Dummett ha sefialado al respecto que

«(...) bajo la concepcién intuicionista del infinito, la dnica forma en la que podemos
construir una inferencia desde una infinidad de premisas es reconociendo que cada
una de esas premisas puede ser probada; y esto, a su vez, puede ser llevado a cabo
s6lo mediante el reconocimiento, con respecto a algtin procedimiento general, de
que ese procedimiento producird una prueba de cada una de las premisas. Asi el
tnico modo de entender la idea de una inferencia desde una infinidad enumerable
de premisas P(0), P(1), ... que es consistente con una posicién constructiva, resulta
coincidir exactamente con la interpretacién intuicionista de una inferencia desde
vnP(n)» (1977, pp. 96-97).

Sin embargo, esto parece eliminar la diferencia entre las pruebas com-
pletamente analizadas de Brouwer y las pruebas corrientes. En efecto, para
admitir la existencia actual de una prueba completamente analizada e infi-
nita tendriamos que adoptar un punto de vista fuertemente anticonstructivo;
pero si no queremos admitir esa existencia actual infinita, la idea de una
prueba completamente analizada viene a coincidir precisamente con la del
procedimiento (en si mismo finito) que seria capaz en principio de generarla.

Es por ello sorprendente que Dummett termine por darle la razén a
Brouwer:

«Una prueba intuicionista que involucre inferencias desde enunciados univer-
salmente cuantificados realmente es, por lo tanto, lo que Brouwer mantiene, una
representacién de una prueba mds completamente analizada conteniendo inferen-
cias desde una infinidad de premisas» (Dummett, 1977, p. 97).

A mi me parece méas bien que, por el contrario, lo que Dummett ha
mostrado es que es imposible dotar de sentido, dentro de la perspectiva
constructiva, a la nocién de prueba completamente analizada como algo
esencialmente diferente de una prueba ordinaria. En otras palabras: que
una prueba relativa a un dominio infinito no puede ser nunca «comple-
tamente analizada», porque la tinica forma de entender constructivamente
tal andlisis es a través de su representacién finita.

En cualquier caso, ain tenemos que encontrar dificultades si cabe mas
serias en la definicién de este concepto de prueba completamente analizada,
y estas se encuentran justamente en la interpretacién del condicional. En
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efecto, sucede que — (y por tanto -) constituyen las tinicas constantes l6gicas
para las que no es facil imaginar c6mo serian eliminadas, dentro de una
prueba completamente analizada, en favor de enunciados més elementales.

En particular, un enunciado A V B seria reemplazado por cualquiera de
los dos disyuntos A o B, dependiendo de cuél de ellos es el que se haya
establecido realmente en la prueba; un enunciado A N B seria reemplazado
por la pareja de conyuntos A y B; un enunciado JxP(x) seria reemplazado
por otro enunciado de la forma P(u) para algin u en el dominio; y finalmente
un enunciado VxP(x) seria reemplazado, como ya hemos visto, por todas sus
instancias, posiblemente infinitas. A su vez, los enunciados resultantes de
todos estos reemplazos serfan a su vez sustituidos por otros més elementales
siguiendo el mismo procedimiento, y asi sucesivamente hasta obtener exclu-
sivamente enunciados atémicos, que no admiten ulterior analisis.

Pues bien, el idear un procedimiento analogo para reducir un enunciado
A — B plantea de nuevo enormes dificultades:

«Dada una prueba de A — B, ello significaria generar una por una cada presun-
ta prueba de A, y o bien demostrar que no era de hecho tal prueba de A o bien
aplicarle las transformaciones que la convirtieran en una prueba de B. Sin em-
bargo, parece claramente opuesto a la insistencia intuicionista sobre la imposibili-
dad de anticipar las pruebas posibles de un enunciado matemaético dado, el suponer
que podemos, de tal manera, generar sistemdticamente una clase de construcciones
que deba incluir a todas las pruebas de un enunciado determinado A» (Dummett,
1977, p. 102).

Esto guarda relacién, naturalmente, con los comentarios de Dummett
sobre la hipétesis de reducibilidad con respecto a las pruebas en forma
normal que hemos discutido antes. La conclusién de Dummett es que no
seré posible hacer un uso exhaustivo y completo del condicional de Brouwer
hasta que hayamos encontrado una solucién a este problema, solucién que
parece especialmente dificil (1977, pp. 103-104).

Ante todo esto yo me pregunto si es en verdad tan importante como dummett
parece creer el que estemos en disposicién de hacer ese uso exhaustivo y
completo del condicional de Brouwer. Al fin y al cabo, el tnico intento serio de
hacerlo —cosa que admite el propio Dummett— ha sido la prueba de Brouwer
del teorema de bloqueo (bar theorem), que como bien sabemos es incorrecta, y
hasta la fecha no se ha encontrado un modo de corregirla que preserve su forma
original, ni parece probable que se encuentre ya.

Por lo tanto podriamos contentarnos sencillamente con el uso del condi-
cional «modesto» que he descrito antes, y el problema de las pruebas com-
pletamente analizadas desapareceria por completo.

6. La definiciéon de la negacién

La cuarta y tltima razén que se ha esgrimido en favor de la introduccién
del concepto intuicionista de prueba canénica concierne a la definicién de la
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negacién A, habitualmente formulada como A — 1 donde L es un enunciado
atémico evidentemente falso, como 0 = 1 u otro similar. Puesto que es im-
posible producir una prueba de 0 = 1, se sigue que tampoco se puede probar
el enunciado A.

De acuerdo con Dummett, «decir que no se puede probar 0 = 1» es hacer
una afirmacién de muy amplio alcance, a saber que la matematica intuicion-
ista es en conjunto consistente» (1977, p. 397). Por lo tanto, cada vez que
aseveramos la negacién de un enunciado estarfamos apoyandonos en el
hecho de que la matemaética constructiva es consistente.

Sin embargo, argumenta Dummett, la reduccién a pruebas candnicas
disolveria este problema: «las ecuaciones numéricas requieren para ser pro-
badas o refutadas, la clase de construccién més simple que se pueda imagi-
nar, y es evidente que no existe, entre estas, una que pruebe 0 = 1» (1977,
p. 397). Por lo tanto, de acuerdo con Dummett pedriamos definir una prueba
de ~A no como una construccién que transforme pruebas de A en pruebas
de 0 = 1 cualesquiera, sino como una que transforme pruebas de A en pruebas
canénicas de 0 = 1. Y ello obviamente resolveria el problema.

Una vez mas, sin embargo, no creo que este problema tenga demasiada
importancia, o al menos no la importancia suficiente como para obligar a la
introduccién de un concepto que tantas dificultades trae consigo. En efecto,
hay que partir del hecho de que existen més bien pocas dudas sobre la
consistencia de la matemética constructiva en su conjunto. Dummett dice
en un momento dado que la consistencia de la matematica intuicionista es
trivial para un intuicionista sélo en la misma medida en que lo es la mate-
matica cldsica para un platénico (1977, pp. 397-398); pero esto no es justo,
ya que la mayoria de los matematicos cldsicos son bien receptivos a la mayor
«sensacién de consistencia» de los resultados constructivos (v los buscan,
receptivos a su mayor atractivo), mientras que, por el contrario, un intuicio-
nista estricto no tiene ninguna razén en principio para creer en la consis-
tencia de una teoria clasica no constructiva.
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