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O obxectivo deste traballo é estudar os resultados bésicos de formas
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menos inherentes aos nimeros p-adicos. Traballaremos tanto os aspectos
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ultimos avances na area.
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Resumo

Este traballo ten como metas definir e estudar as formas modulares nos diferentes con-
textos existentes, asi como introducir a teoria de Hida e exponer as diferentes aplicacions
da xeometria alxébrica no estudo das formas modulares. O traballo comeza introducindo as
formas modulares clasicas no contexto do grupo linear xeral, que é a situacién méis sinxela
na que se poden estudar, e definindo sobre elas os operadores de Hecke. A continuacion,
xeneralizanse estes conceptos para poder entender as formas modulares nos chamados sub-
grupos de congruencia, e tras isto preséntanse varias ferramentas necesarias para avanzar
4s etapas mais complexas do traballo, como poden ser os nimeros p-adicos ou a cohomo-
loxia de grupos. No seguinte paso realizase a construcion de Serre das formas modulares
p-adicas e xeneralizanse os resultados presentados ata ese punto, ademais de discutir novos
resultados intrinsecos desta construciéon. Nos altimos capitulos do documento introdtcese a
teoria de Hida, que consiste en agrupar as formas modulares en familias que con boas pro-
piedades desde o punto de vista p-ddico. Finalmente, exponse unha posible aproximacion
mediante conceptos da xeometria alxébrica para o estudo das formas modulares, levando

4 construcién de Katz das formas modulares.

Abstract

This work aims to define and study modular forms in different contexts, as well as
introducing Hida theory and presenting various applications of algebraic geometry in the
study of modular forms. The work begins by defining classical modular forms in the context
of the general linear group, which is the simplest setting in which they can be studied, and
by defining Hecke operators on them. Then, these concepts are generalized to understand
modular forms in the so-called congruence subgroups, and after this, various necessary
tools for advancing to the more complex stages of the work are introduced, such as p-adic

numbers or group cohomology. In the next stage, Serre’s construction of p-adic modular
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forms is carried out, and the results presented up to that point are generalized, in addition
to discussing new intrinsic results of this construction. In the final chapters of the document,
Hida theory is introduced. This consists of packaging modular forms into families which
satisfy good algebraic properties. We further discuss a geometric approach, which leads to

Katz’s construction of modular forms.



Introducién

As formas modulares son un obxecto de gran relevancia en diversas dreas das mate-
maticas, pero resultaron ser especialmente importantes no desenvolvemento da teoria de
nimeros. Estas funciéns do semiplano superior complexo deben o seu nome a matemé-
ticos como Richard Dedekind (1831-1916) ou Felix Klein (1823-1891), que as bautizaron
como “modulares” pola sua estreita relacién co grupo modular SLy(Z), que actia no xa
mencionado semiplano superior complexo pola esquerda. As formas modulares estan es-
treitamente ligadas coa teoria das funcions elipticas, polo que o seu estudo no século XIX
vinia motivado polos traballos de grandes mateméaticos do século XVIII, como Leonhard
Euler (1707-1783), que foi un dos primeiros en estudar as funciéns elipticas e as series
theta. Mais adiante, xa a principios do século XIX, Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)
desenvolveu en maior profundidade a teoria das series theta, que maéis tarde se saberia que
son exemplos de formas modulares. Simultaneamente, Leopold Kronecker (1823-1891) fixo
contribuciéns & teoria de ntimeros e das funciéns elipticas que serian de gran importancia
para o futuro desenvolvemento da teoria das formas modulares. Xa no século XX Erich
Hecke (1891-1947) desenvolveu a teoria dos operadores de Hecke, que actiian sobre os es-
pazos de formas modulares e verifican moitas propiedades utiles (como a posibilidade de
desenvolver unha teoria espectral sobre as formas modulares), e anos maéis tarde André
Weil (1906-1998) formulou unhas conxecturas que relacionaban as formas modulares coas
curvas elipticas. Estas conxecturas volverianse mais adiante unha parte fundamental do
teorema de Shimura-Taniyama—Weil, o cal foi de vital importancia para a demostracion
de Andrew Wiles (1953) do tltimo teorema de Fermat, no ano 1995.

Todos os estudos mencionados centrabanse nas formas modulares clasicas, pero no sé-
culo XX comezouse a desenvolver simultaneamente o estudo das formas modulares p-adicas
de man de matematicos como Jean-Pierre Serre (1926) ou Nicholas Katz (1943), este tl-
timo cun enfoque mais xeral que o de Serre. Foi durante a década dos anos 80 cando o
matematico xaponés Haruzo Hida (1952) levou a cabo grandes contribucions ao estudo
das formas modulares p-adicas, entre as que destacamos a hoxe en dia denominada “teoria

de Hida”, que consiste de xeito resumido en estudar familias de funciéns que interpolan
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X INTRODUCION

formas modulares p-adicas. A teoria de Hida influenciou unha ampla gama de investiga-
dores na teoria de nimeros e na xeometria alxébrica, pois permitiu desenvolver estudos
como as congruencias entre formas modulares, a teorfa das formas automorfas p-adicas ou
a teorfa de Hida superior, e hoxe en dia segue a ser de gran relevancia no desenvolvemento
da teoria de nimeros. De feito, o emprego destas técnicas p-ddicas permitiu ao mateméatico
Victor Kolyvagin (1955) obter o resultado mais importante ata o momento no estudo da
conxectura de Birch (1931) e Swinnerton-Dyer (1927-2018).

Este traballo ten por obxectivos definir e estudar as formas modulares nos contextos
clasicos, definir as sdas versidns p-adicas e profundar nos principais resultados sobre as
mesmas, asi como introducir a teoria de Hida e exponer as posibles aplicaciéns da xeo-
metria alxébrica no estudo das formas modulares. Para levar todo isto a cabo, o traballo

dividese en seis capitulos, cuxo contido vén detallado nos seguintes paragrafos.

No capitulo 1 introduciranse as formas modulares clésicas no caso méis sinxelo posi-
ble de estudar, o modular (ou grupo linear especial) das matrices cadradas de orde 2 con
entradas nos nameros enteiros, SLy(Z). Definiranse con detalle as formas modulares me-
diante a accion do grupo SLa(Z) no semiplano superior complexo, exemplificaranse estas
funciéns mediante as series de Eisenstein, definiranse os operadores de Hecke nos espazos
formados polas formas modulares e estudarase a dimension destes ultimos espazos (entre
outras nociéns e resultados que se introduciran). Este capitulo sentara pois as bases para

0 bo desenvolvemento de todos os demais.

O capitulo 2 xeneralizard os conceptos e resultados estudados no primeiro capitulo,
levandonos asi ao estudo das formas modulares no contexto dos denominados “subgrupos
de congruencia”, que son uns certos subgrupos do grupo linear verificando unhas certas
condicions. Unha vez tenamos definidos estes grupos matriciais redefiniranse as formas
modulares clasicas neste novo contexto, para o cal serd necesario introducir a nocién de
“cuspide”. Tras isto, volveremos estudar os operadores de Hecke para poder amplialos as
formas modulares definidas nos subgrupos de congruencia e introduciremos un novo tipo de
operadores, os operadores “diamante”. Finalmente, empregando ambos tipos de operadores
definiremos as alxebras de Hecke, que nos permitirdn desenvolver a xa mencionada teoria

espectral das formas modulares.

O capitulo 3, cuxa temética cambiard drasticamente con respecto 4 dos anteriores, in-

troducira tres ferramentas que seran fundamentais para o estudo dos seguintes capitulos. A
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primeira destas ferramentas serd o corpo dos niimeros p-adicos xunto coas stas principais
propiedades, elementais para definir as formas modulares p-ddicas. A segunda ferramenta
serd a cohomoloxia de grupos, que empregaremos nos capitulos vindeiros para demostrar
diversos resultados. Finalmente, a ultima das ferramentas serd a cohomoloxia parabdélica,

a cal nos permitird enunciar o teorema do isomorfismo de Eichler—Shimura.

No capitulo 4 realizaremos a construcion de Serre das formas modulares p-addicas, cuxo
concepto se basea en considerar os espazos de formas modulares como espazos vectoriais
sobre o corpo dos nimeros p-adicos, a diferenza das formas clasicas que consideran estes
espazos sobre C. Unha vez definidas estas novas formas e unha vez ampliados os concep-
tos dos operadores de Hecke e das stuas alxebras para consideralos neste novo contexto,
definiremos o proxector ordinario, un operador das formas modulares p-adicas que xogara
un papel de gran importancia no traballo, pois nos permitird definir tamén os espazos de
formas ordinarias. Estes espazos teran a vantaxe de que a stia dimensién non aumentara co
peso das formas modulares escollido a diferenza dos espazos de formas modulares p-adicas

habituais, cuxa dimensién medra linearmente co peso.

No capitulo 5 introduciremos a teoria de Hida, que nos permitird agrupar as formas
modulares p-adicas de Serre en familias indexadas polos pesos das devanditas féormulas.
Ainda que estas familias son un obxecto un tanto estrano a primeira vista, veremos neste
capitulo que en efecto existen, grazas a unha familia que construiremos de xeito explicito e
que interpolard as series de Eisenstein p-adicas. Unha vez feito isto, veremos como construir
familias de Hida que interpolen a forma modular p-adica desexada a partires da familia
das series de Einsenstein mencionada. Tamén xeneralizaremos, unha vez mais, o concepto
dos operadores de Hecke para facelos actuar sobre as familias de Hida, e introduciremos
novamente o proxector ordinario paraa si poder tamén considerar os espazos de familias de
Hida ordinarias. Para finalizar, veremos varios teoremas de estrutura sobre estes dltimos
espazos, asi como un teorema de control que nos proporcionard un isomorfismo entre un
certo cociente dos espazos de familias de Hida e os espazos de formas modulares p-adicas

de Serre.

O capitulo 6 proporciona unha perspectiva sobre os posibles usos da xeometria alxébrica
no estudo das formas modulares. En primeiro lugar introducense as curvas modulares e
comprébase que son espazos de moduli, e a continuacion realizaremos unha construcion
xeométrica que nos permitird entender as formas modulares como funciéns definidas sobre

pares formados por unha curva eliptica e un punto ou un grupo ciclico dunha certa orde.
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Tras todo isto, definiremos as formas modulares segundo a construcién de Katz, para o
cal serd necesario introducir o obxecto xeométrico conecido como a curva de Tate. Para
finalizar, xeneralizaremos a definicion de Katz ao caso p-adico e exporemos brevemente
como solucionar un problema que esta presenta con respecto ao operador U,, dando asi

lugar & definiciéon das formas modulares sobreconverxentes.



Capitulo 1

Caso introdutivo: Sla(Z)

Este capitulo servird como motivacion inicial para o estudo das formas modulares e da
teoria de Hida nun contexto méis xeral. Con este obxectivo, daranse as definiciéns bésicas
referentes as formas modulares e estudaranse as stuas propiedades na situaciéon maéis sinxela

posible: o caso do grupo linear especial sobre os nimeros enteiros, SLa(Z).

1.1. O semiplano superior complexo

Nesta seccion daremos as definiciéns basicas que precisaremos para definir as formas

modulares en SLa(Z) e estudaremos algunhas das stias propiedades.

Recordemos a definiciéon do semiplano superior complezo:
H={zeC|S3(z) >0},

onde (z) denota a parte imaxinaria de z. Recordemos tamén que o grupo linear zeral
GL2(R) esta formado polas matrices cadradas de orde 2 con entradas reais e determinante
non nulo (& dicir, invertibles). Este grupo matricial contén o subgrupo GLJ (R), constitui-
do polas matrices de GL2(R) con determinante positivo, e este tltimo contén 4 stia vez o

grupo linear especial, SLa(R), definido como as matrices de GLa(R) con determinante 1.

Imos comezar definindo a seguinte operacion:
GL;(R)xH — C

(7, 2) — Yz = <

a b _az+b
c d cz+d

1



2 1. Caso introdutivo: SL2(Z)

Lema 1.1. Dados z € H e v € GLa(R), tense a igualdade sequinte:

Demostracion. Probase facendo directamente os céalculos:

az—l—b> :%<(az+b)(02—|—d)>

S(12) = <

cz+d lcz + d|?
~ S(ac|z|* + adz + bez + bd)
B lcz + dJ?
_adS(z) —beS(z)  dety
B lcz + dJ? B |cz+d\2\s(z>'

Corolario 1.2. GLj (R) actia pola esquerda sobre H.

Demostracion. En efecto, se restrinximos a operaciéon ao caso das matrices v € GL;(R),
entén polo lema anterior sabemos que o signo de §(yz) coincidira co de J(z), logo vz € H
para calquera z € H. As propiedades Iz = z e v1(722) = (7172)# (con I a matriz identidade
de orde 2 e 71,72 € GL§ (R)) comprébanse facilmente. O

Nétese que o determinante nos proporciona a identificacion GL3 (R) = SLo(R) x RT,
e posto que as matrices escalares (as da forma (é 9\)) actian trivialmente sobre H (é di-
cir, deixan fixos todos os elementos de H), imos centrar a nosa atencién nas matrices de
SLa(R), pois toda matriz de GL3 (R) pode escribirse como o produto dunha matriz escalar

e unha matriz de SLa(R).

O noso obxectivo agora é definir unha accién especifica pola dereita de GLj (R) nas

funcions f: H — C.

Definicién 1.3. Definese o factor de automorfia como a aplicaciéon j: GL3 (R) x H — C

b
j(’}/,Z):CZ—l-d, ’Y:<a )
c d

dada por:

Lema 1.4 (Relacion cociclica). Dados y1,72 € GL] (R) e z € H, tense a igualdade:

J(ne, 2) = (1, 722)5 (12, 2)-
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/ /

b
Demostracion. Sexan v, = “ ey = ¢ . Resulta que
c d d d

aa' +bd  ab +bd a'z+ b
= e Yozr=———
e ca' +dd b +dd 2 dz+d’

logo podemos expresar as tres aplicaciéns do factor de automorfia que aparecen na igual-

dade do enunciado como segue:

a'z+b

m +d e j(’}’Q,Z) = C/Z+d/.

J(1172,2) = (cd' +dc )z + (eb +dd'),  j(y,722) =c
Concluese a igualdade realizando os célculos pertinentes:

J(11:722)(v2,2) = c(d'z + V) + d(dz + d')
=cd'z+cb +dc'z +dd = j(1172,2).

O

Definicién 1.5. Dada unha funcién f: H — C, unha matriz v € GL3 (R) e un enteiro

k € Z, definimos o operador barra de peso k como a aplicacion f|ry: H — C dada por:

(flev)(z) = (dety)* (v, 2) 7" f(v2).

E claro que, nas condiciéns da definicion anterior, f|x] = f para calquera peso k.
Ademais, utilizando a relacion cociclica do factor de automorfia, resulta que flx(y172) =

(flk71) k72 para 41,72 € GLJ (R) arbitrarias. En efecto:

[(Flevo)lev2](z) = (dety2)* (2, 2) 7 F(det 1) ¥ i(v1, v22) ™ F(71(722))
= (det(v172))" 1i(ny2, 2) T F((m2)2) = (fle(1172))(2)-

Polo tanto, para cada k € Z o operador barra de peso k define unha accién pola dereita
de GL3 (R) nas aplicaciéns do semiplano superior complexo.
1.2. Definiciéns béasicas sobre formas modulares

O obxectivo desta seccion é definir axeitadamente as formas modulares e as formas

cuspidais no grupo linear especial sobre Z.

Sexa SLa(Z) o subgrupo das matrices de SLa(IR) cuxas entradas son enteiras. E evidente

que este subgrupo acttia nas funciéns de H do mesmo xeito que na seccién anterior.



4 1. Caso introdutivo: SL2(Z)

Definicion 1.6. Unha funcién holomorfa f: H — C dise feblemente modular de peso

k € Z en SLy(Z) se flry = f para calquera v € SLa(Z). De xeito explicito, isto equivale a

Fyz) =j(v,2)F f(2).

Observacion 1.7. Posto que —I € SLg(Z), dedicese que non existen funcions feblemente

modulares de peso impar, pois aplicando a definicién previa a —I teriamos

f(=I2) = f(2) = (=1)"f(2) = j(~1,2)" f(2),

e se k é impar isto implica necesariamente f = 0.

Para poder definir axeitadamente as formas modulares en SLo(Z) precisaremos facer

algunhas consideracions analiticas. Con esta fin, obsérvese que

d(vz) a(cz+d)—claz+b)

dz (cz +d)?
ad — bc , _9
= (o ap A

onde vy = (¢ %) € SLy(Z). Podemos entén reescribir formalmente a definicién das funciéns
feblemente modulares de peso k como “funciéns f: H — C holomorfas tales que f (z)(dz)g
sexa invariante en todo SLa(Z)”. Isto proba & sta vez que se a condicion orixinal das fun-
cions feblemente modulares se verifica para dias matrices 71, v2 € SL2(Z) entén tamén se

verifica para y17ye.

Por outra banda, veremos méis adiante que o grupo SLo(Z) esté xerado polas matrices
T=({1)eS=(97") (corolario [L.21). Utilizando este feito en conxunto coa observacion
anterior, deddcese que para que unha funcién holomorfa f sexa feblemente modular basta

que verifique a definicién para as matrices T e S, isto é, basta que f verifique:

[(Tz) = f(z+1) = f(2) = §(T,2)"f(2),  [(S2)= <_1) = 2"f(2) = §(8,2)" f(2).

z

Agora, se f é unha funcion feblemente modular, como f(z + 1) = f(z) enton f é

claramente 1-periédica. Definindo a aplicaciéon holomorfa

exp: H — {qeC|0<]¢ <1}
2 — q:eQTriz’

como f é holomorfa e 1-periodica podemos definir g(q) = f(2), é dicir,

o) =1 (520).




1.3. Series de Eisenstein 5

expresion ben definida en toda rama do logaritmo grazas & periodicidade de f. A fun-
cién g resulta ser holomorfa no disco unitario perforado por ser composicién de funciéns

holomorfas, logo admite unha expansién en serie de Laurent:

9(@) =Y anq"

n=—oo

Polo tanto, f admite a seguinte expansion:

f(Z) — i an62m’nz‘

n=—00
Definicion 1.8. Dise que unha funcién feblemente modular f: H — C de peso k € Z é
meromorfa no infinito (holomorfa no infinito) se f(2) = >_,~,, ang" (e no = 0). Notese
que f serd holomorfa no infinito se, e 86 se, esta limitada cando z se aproxima a infinito
polo eixo imaxinario. Neste caso, o valor de f no infinito definese como f(o0) = ag.

Diremos que f se esvaece no infinito se ng = 1 ou, equivalentemente, se f(oc) = 0.

Agora si estamos en condicions de dar a definicién das formas modulares:

Definicion 1.9. Sexan k € Z ¢ f: H — C. Dise que f é unha forma modular de peso k
en SLy(Z) se:

1. f é holomorfa.
2. f é feblemente modular de peso k en SLy(Z).

3. f é holomorfa no infinito.

Unha forma modular que se esvaece no infinito dise unha forma cuspidal.
O espazo de formas modulares de peso k dendtase My = My (SLa(Z)) e este contén o espazo

de formas cuspidais de peso k, o cal escribimos como Sy = Si(SL2(Z)).

Observacion 1.10. Tanto Mg como Sy son C-espazos vectoriais. Ademais, a multiplicacién
de funcions dota 6 espazo M = P, My, dunha estrutura de anel graduado (¢ dicir, tal
que M, Mg C M, para enteiros r e s). Finalmente, grazas 4 observacion se deduce

trivialmente que My = {0} = Sy para todo k impar.

1.3. Series de Eisenstein

Para cada enteiro k > 3, definimos a serie

Gi(z) = Z/ (mz+n)""  zcH,
(m,n)€Z2



6 1. Caso introdutivo: SL2(Z)

onde o simbolo ’ na parte superior do sumatorio indica que a suma se realiza sobre todos
os pares (m,n) € Z? tales que (m,n) # (0,0). O obxectivo desta seccién é comprobar que

estas series son formas modulares.

Comecemos co seguinte lema, que se demostra mediante un calculo inmediato:

Lema 1.11. Gy converze absolutamente para todo z e uniformemente nos conzuntos da

forma

Q={z € H|[R(:)| < A,3(:) = B},
sendo A e B constantes positivas e R(z) a parte real de z.

Deducese inmediatamente que G(z) ¢ unha funciéon holomorfa.

Proposicion 1.12. Para cada enteiro k > 3 a funcion holomorfa Gy € feblemente modular

de peso k.

Demostracion. Sexa vy = (%) € SLy(Z) e fagamos o seguinte calculo:

’ az+b -k
Gi(yz) = <m + n>
(m%W cz+d
= Z/ (cz + d)*(m(az +b) + n(cz +d)) "
(m,n)eZ?

—(cz+d)* 3 ((am+ en)z + (bm + dn)) ",
(m,n)eZ?

Notese que o par (am + cn,bm + dn) é o resultado de multiplicar o vector fila (m,n) pola
matriz v. Como esta ultima é invertible, resulta que o par (am + ¢n,bm + dn) percorre
todos os valores de Z? agés (0,0) cando (m,n) fai o propio. Polo tanto, reescribimos o

iltimo termo da igualdade como

/
Gr(y2) = (cz+d)* > (m'z+n)" = j(y,2)"Cr(2).
(m/,n')ez?

O

S6 resta comprobar que G é holomorfa no infinito. Con esta fin, acharemos a sta

expansion en serie de Fourier.

Comecemos dando a seguinte definicién, que serd relevante na serie de Fourier de Gy:
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Definicion 1.13. Os numeros de Bernoulli By, definense como segue:

o0 k 2 4
x T 1 1z 1l x
= B,—=1—- = —_—— —— ...
e —1 kzo k! 2"t 62 302"
Notese que By, = 0 se k é impar e k > 3.
Precisaremos tamén a funcién “zeta de Riemann”™:
=1
C(s) = Z 8> 1.
n=1

Esta funcién poste un polo de orde 1 e pode ser estendida meromorfamente a todo C e
holomorfamente a C\{1}. De feito, a funcion zeta de Riemann verifica as seguintes formulas,

nas cales estan presentes os ntimeros de Bernoulli:

s wi)k n
¢<k>=z<7;>=—(22)§f, F22 (Q-m=-" 1 ()

n=1

Lema 1.14. Tense a sequinte identidade de funcions holomorfas:

14—% : + . = meot(mz) = mi — 2mi i q", g = ez
z d_l Z_d Z+d b .

m=0

Demostracion. Consideremos a férmula do produto de Euler para a funcién seno:

sen(mz) = mz H <1 - d2> .
d=1
Se calculamos a stia derivada logaritmica obtemos a igualdade primeira:

1 = 2z  — 1 1
t - — —_— = — .
™ cot(2) zdF;ﬂ—d2 z+z(z—d+z+d>

Por outra banda, escribindo as funciéns seno e coseno en termos da funcién exponencial

obtemos:
eimE pe iz iz —imz
meot(mz) = wcos(ﬂz) =7 2 = i te
sen(7z) 76”2*2‘?_”2 eirE — g—imz
X
efiﬂz 1
=m|ll1-2———MmMm— | =m 1—2# .
e—Zﬂ'Z _ e'L’TI'Z 1 —e Tz
2miz

Para rematar, escribimos ¢ = e e obtemos a igualdade desexada mediante a férmula da

serie xeométrica con |g| < 1. O]
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Lema 1.15. Para cada enteiro k > 2 tense:

1 (2mi)h s
2 o=t

d€eZ

Demostracion. Grazas ao lema anterior sabemos que:

l—l-f: ! L —WZ—Q?TZZQ q = e?™*
z z—d z+d ’ ’

d=1 d=0
Derivando a ambos lados da ignaldade deducese:
-1 = —1 1
— —(2 dq?
Z”;((z—d)“(wd)) ™) Z T

Agora, como cada un dos termos da suma infinita da parte esquerda da igualdade converxe

absolutamente, podemos reescribir a serie para obter a identidade

Z(zid) (27i) qu,

dezZ

o cal proba o enunciado para k& = 2. O caso xeral obtense indutivamente, calculando a

derivada da identidade en k — 1. O

Como ultimo engadido antes de estudar a xa mencionada expansion en serie de Fourier

de Gg, para cada enteiro m > 0 definimos a m-ésima funcién divisor como:
=2 d"
dln

Teorema 1.16. Seza k > 4 un enteiro par. Enton tense que Gi(z) = 2((k)Ex(z), onde

E}. denota a k-ésima serie de Eisenstein:

Ex(z) = —%ng 1(n)g" € Q[q].

Demostracion. Empregando o feito de que o enteiro k > 4 é par realizamos os seguintes

calculos:

/ 1
Gr(2) = Z (mz +n)F

(m,n)GZ2
= —l-
T;) nk mz#o 7;2 (mz + n

+2ZZ mz+n

m= lnGZ
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Aplicando agora a féormula do lema [L.15) con mz no canto de z, reescribimos o segundo

termo para obter unha nova identidade:
k—1 dm _ k—1 md
Gr(z) k) +2 E ( - E d ) 2¢(k) k ' E E d

=1d=1

Para finalizar, agrupamos os sumatorios finais de maneira que md = n. Asi, para que se
mantena a igualdade, para cada n temos que incluir na suma todos os seus divisores d’, o

cal da lugar 4 seguinte expresion:
o0 o
DD IR
m=1 d=1 n=1

Agora aplicamos a primeira férmula de (1.1 e volvemos utilizar a paridade de k, co cal

finalizamos a proba:

27m
Gi(2) = (k) +2 75 S g
m=1 d=1

= 2¢(k) - 2c<k>§jz S o ()" = 2(K) ().
n=1
O

Corolario 1.17. Para cada enteiro par k > 4, Gy e Ey son formas modulares de peso k.

Finalizamos esta seccion realizando a construcion explicita dunha forma cuspidal em-

pregando as series de Eisenstein:

Exemplo 1.18. Sexan as series de Eisenstein
E4(z )_1+240203 n)g" € My e Eg(z _1—504206 )g" € M.
n=1

Tanto E;l3 €como Eg pertencen a Mjs, logo a stua diferenza tamén serd unha forma modular

de peso 12. Explicitamente,
E3(2) — E2(2) = (1 4+720¢ + ...) — (1 — 1008q + ... ) = 1728¢ + - € M2,

logo podemos definir a serie

A(Z) — Ei)(z) — Eg(z)

— g — 240% + 2520° + ...
1798 q q- +252¢° + - € Sq2,

que é unha forma cuspidal de peso 12. De feito, esta ¢ a forma cuspidal non nula de menor

peso posible, como veremos mais adiante neste capitulo.
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1.4. Dominios fundamentais

Nesta seccion darase a definicion xeral de dominio fundamental e estudarase o caso de
SLa(Z).

Definicion 1.19. Sexa I' un grupo actuando sobre H. Un dominio fundamental de I" & un

subconxunto pechado D C H tal que:
1. D é a clausura do seu interior.
2. Cada punto de H é I'-equivalente a un punto en D.

3. Se z,2 € D son dous puntos distintos I'-equivalentes entre si, entén ambos estdn na

fronteira de D.

s= T
“:J:’;_!;——ﬂ'_"‘\\‘l —,1’7
-1 Z1/2 1/2 1

Figura 1.1: Dominio fundamental de SLa(Z)

: . _ . 2mi
Consideremos as matrices T = (§ 1) e S = (9 7!) e escribamos p = e’3 . A demostra-

ciéon do resultado seguinte podese consultar en [I3] Teorema 1.5.1].

Teorema 1.20. O subconzunto D C H descrito pola figura[1.1] é un dominio fundamental
(conexo) de SLa(Z). Ademais, dado un punto z € D, o seu estabilizador en SLy(Z) é:

Corolario 1.21. O grupo SLa(Z) estd zerado polas matrices T e S.
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Demostracion. Sexa zp un punto interior de D. Dada v € SLa(Z) o teorema previo pro-
porciénanos unha matriz § € (T,S) tal que 5y 'zg € D. Polo tanto 6y 129 = 2o e logo
0y~1 = £I. Se 6y~ ! = I entén non hai nada que probar, e en caso contrario, posto que

S? = I, bastarfa multiplicar § por S2. O

1.5. Operadores de Hecke

Nesta seccidon imos definir uns endomorfismos particulares en My e Si que nos permi-

tirdn desenvolver unha teoria espectral mais adiante.

Comecemos fixando a seguinte notaciéon para cada enteiro m > 0:
M, = {A € GL(Z) | det A =m}.
Definimos agora a seguinte acciéon de SLg(Z) no anterior grupo matricial:

SLo(Z) x My — My,
(7,A) — YA

A anterior aplicacién esta ben definida pola multiplicidade do determinante, e é evidente
que é unha accién posto que a identidade actua trivialmente sobre toda matriz de M,, e

posto que o produto de matrices é asociativo.

Proposicion 1.22. Sexa m > 0 un enteiro. Tense o sequinte conzunto de representantes

para a accion anterior (€ dicir, facendo actuar SLo(Z) sobre el obtense todo My, ):
P=

My, ={(8y) lad=m, 0<b<d—1, d>0}.

Ademais, dous elementos de M., nunca son equivalentes (¢ dicir, na drbita dunha matriz

non hai ningunha matriz de M), agds ela mesma,).

Demostracion. Dada A € M,, arbitraria vexamos que existen matrices v € SLy(Z) e
(ab) e My, tales que
a b
yIA = .
0 d

Escribimos A = (i; ii) e definimos a = mecd(zy,23), y1 = % e y3 = *. Grazas 4

identidade de Bézout sabemos que existen yo,ys € 7Z tales que ysy1 — yoy3 = 1, logo



12 1. Caso introdutivo: SL2(Z)

(U 72) € SLa(Z). Asi,
-1
— r1 T
Y Y2 A= Ya Y2 1 22
Y3 Y4 —Yy3 un T3 T4
_ (yam1 —y2x3 yaz2 —yoxs\  [a UV
Y123 — Y3T1 Y124 — Y3T2 0 d)’

onde b e d son yszo — Yox4 € Y114 — Y372 Tespectivamente. Podemos supotier d > 0, pois
en caso contrario bastaria multiplicar por —I pola esquerda.

Tomamos agora k o menor enteiro tal que b’ — kd < d — 1 e definimos b = b’ — kd. Tense

entén que 0 < b <d—1, e asf

I R
=l ()6

omitindo a segunda matriz se d = y1x4 — y3x2 > 0.

Bastaria entén tomar

Para finalizar a demostracién, suponiamos que existen (3 3), (%’ 2’,) e M/ tales que

ab_a’b’
o a) " \o &)
21 22

onde vy = (Z3 34) € SLy(Z). Calculando o produto do lado esquerdo da igualdade obtemos

z1a z21b+ zod) a b
z3a  z3b+ z4d 0 d)’

do cal se deduce que z3 = 0. Como dety = 1 entén necesariamente 2124 = 1, logo z1 =

24 = %1, pero sabemos que d,d’ >0 e

za 21b+20d) a v
0 24d “\o a)’

polo tanto 24 = 1 = 21 e a = d’,d = d’. Finalmente, sabemos que b+ z2d = b/ pola igualdade
matricial, ou equivalentemente b— b’ = —zsd, pero por outra banda —d+1 < b—b < d—1,

polo que deducimos que 20 =0 e entén b =b'. O

Denotemos por M,,/~ o espazo de érbitas da accién que estamos a tratar, o cal ten

por conxunto de representantes M/, como acabamos de ver na proposicion anterior.
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Definicion 1.23. Sexan m > 0 e k enteiros. Definese o m-ésimo operador de Hecke en
SL2(Z) como a aplicacion T, : My — My, dada por:
T f = Z fley
YEMm/~
Obsérvese que a suma non depende da eleccion de representantes en M., /., logo podemos
reescribir a definicién como

Tof = Y S Ah(eh)

ad=m b=0
d>0

Aplicando isto a un elemento z € H teriamos:

T fe klzzdkf<az—l—b)

ad=m b=0
d>0

No caso particular no que m = p é un namero primo teriase a seguinte expresion:

T,f(z) = p"~ 12 rf <22b> + " f(p2) Zf (Z;b> + 0" f(p2).

Proposicién 1.24. Dados m,k € Z, m >0, o opemdor de Hecke T,,: M — M; estd

ben definido e é un endomorfismo. Ademais, a restricion de T,, a Sp é d sia vez un

endomorfismo de Sy.

Demostracion. Sexa f € Mg. En vista de definicién anterior, é evidente que T;, f € holo-
morfa en todo H e no infinito e que é linear. Se, ademais, f € S; entén tamén se deduce
trivialmente que T, f se esvaece no infinito. Vexamos pois que T), f é feblemente modular

de peso k. Sexan vy € SLy(Z) e z € H:

Lot = w3 S kf( 72) ”’)

ad=m b=0
d>0
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onde se empregou a relacion cociclica do factor de automorfia e a independencia do repre-
sentante na definicién de operador de Hecke. Dedtcese pois que T, f é feblemente modular
de peso k, logo T}, esta ben definida e é un endomorfismo de M. E obvio que a restricion

de T}, a Sj segue sendo linear, logo é un endomorfismo de S. O

Veremos mais adiante que os operadores de Hecke verifican varias propiedades intere-

santes, como por exemplo:

« T, T, =T,T,, para enteiros n, m > 0 arbitrarios.

» Dada f € My, para certo k € Z, con f(z) = > 7 an(f)g", resulta que para todo

m > 0 enteiro:

Tnf(2) =Y an(Tinf)q"
n=0

1.6. Dimensién dos espazos M, e S;

Para finalizar o capitulo faremos un breve estudo da forma e da dimensién dos distintos

espazos de formas modulares e cuspidais sobre SLa(Z).

Sexa f unha funcién feblemente modular meromorfa non nula nun subconxunto aberto
de H e no infinito, e denotemos por v,(f) a valencia (ou orde) de f en p € H, é dicir, v,(f)
é 0 tnico enteiro n tal que (z —p)~" f(z) é holomorfa e non nula en p. Asi mesmo, definese
a orde de f no infinito como veo(f) = no, onde f(2) =3, ang".

Supofiamos agora que f é de peso k e sexan v € SLy(Z), p € H con v,(f) = n. Podese
comprobar facilmente que

Jim (2 = yp) 7" f(2) = 5(7,p)" " im (2 = p) 7" f(2),

e ademais j(v,p) # 0, logo v,(f) = fyp(f). Asi, a valencia de f nos puntos dunha mesma

orbita da accion usual de SLa(Z) en H é sempre a mesma.

Para o estudo que pretendemos realizar empregarase o seguinte resultado, cuxa proba

se pode achar en [I3], §1.6.2], subseccion 1.6.2.

Teorema 1.25 (Formula de valencia). Sexa unha funcion feblemente modular de peso k

en SLo(Z), meromorfa en H e no infinito. Verificase a igualdade sequinte:

1 1 k
veo(f) + uilF) + 30N+ Y welN) =15
TESL;(Z)\H
THL,p

onde p = e e SLo(Z)\H representa o conzunto de drbitas da accidn usual.
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Notese que, en particular, a féormula de valencia é valida para formas modulares e para

formas cuspidais.

Nos seguintes resutados empregarase a notacién xa introducida para as series de Ei-

senstein, asf como a forma cuspidal A definida no exemplo
Teorema 1.26. Seza k € Z par. Téniense as sequintes afirmacions:

1. My ={0} se k <0 ou k =2.

2. S ={0} se k < 12.

3. My =C.
4. S1o = CA.
Demostracion.

1. Se aplicamos a férmula de valencia a unha forma modular non nula de peso k en-
ton o lado esquerdo da igualdade é non negativo (xa que f é holomorfa en H e no
infinito), logo necesariamente k£ > 0 pois o lado dereito tamén debe ser non ne-
gativo. Ademais, se K = 2 entén o lado dereito da férmula seria %, pero o lado
esquerdo consiste unha suma de miiltiplos non negativos de 1,% e %, polo que non
existe ningunha posible configuracién de valencias tal que esta suma sexa igual a %

. . 1
(pode ser nula ou maior ou igual que 3)

2. Suponamos que existe 0 # f € Sg. Enton veo(f) > 1, logo a formula de valencia

garante k > 12 para que o lado dereito da igualdade sexa maior ou igual que 1.

3. Sexa f € My. Como a funcion constante g = f(oo) tamén pertence a My enton a
diferencia f — g estd en Sy = {0}. Asi, f = g, logo f é unha funcién constante e asi

Mg = C é o espazo de funciéns constantes en H.

4. Sexa f € S12. Sabemos que v (f) > 1, e como o lado dereito da formula de valencia
con k = 12 é igual a 1 enton necesariamente v (f) = 1, polo que f non poste ningin

cero nin ningin polo en H. Definamos agora a seguinte funcién para cada z € H:

92) = F(2) ~ A FAG) € Sra

Resulta evidente que g(i) = 0. Se g non fose a funcion nula entén aplicando a formula
de valencia a g obteriamos unha contradicion, pois veo(g) > 1, vi(f) > 1 e g é de
peso 12. Concluaese entéon que g = 0, logo f é un multiplo de A para cada z € H:

() = i((iz,))A(z) € CA.
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O
Corolario 1.27. Seza k un enteiro.
1. Sgi12 = AMy.
2. Para k > 4 tense a sequinte identificacion: My = CEyp ® Sg.

3. Se k € negativo ou impar entén My = {0}. Ademais, para cada k > 0 par temos a

sequinte afirmacion:

L%J se k=2 (médd 12),

dim(Myg) =
(M) 1+ |£] sek#2(mod12).

Demostracion.

1. Para k < 0 a igualdade é evidente grazas ao teorema anterior, e o caso k = 0 ¢
precisamente o punto 4 do teorema [1.26] Suponamos agora k > 1 e sexa f € Si12.
A funcién g = % ¢é holomorfa en H posto que A non se anula, e g € My xa que
Voo(9) = Voo (f) — V0(A) = voo(f) —1 > 0 por ser f unha forma cuspidal, do cal
se deduce Sgy12 C AMy. Concluese asi a igualdade buscada, pois a inclusion oposta
vén dada pola observacion [1.10]

2. Sexa a aplicacion linear
p: My — C
[ f(e).
Resulta que S = ker p, e ademais ¢ é sobrexectiva debido a que a imaxe de Ej
mediante dita aplicacion é 1. Grazas ao primeiro teorema de isomorfia, séguese que

My, /Si = CEj, e este isomorfismo proporciona a identificacion buscada.

3. Obsérvese que as afirmacién anteriores dan lugar a unha férmula por recorrencia para
obter M:
M, =CFE,® Sy =CEL ® AMy_19.

Agora, My = {0} para k impar pola observaci()n e 0 mesmo acontece para k < 0
polo teorema previo.

Finalmente, probemos a férmula proporcionada mediante inducién no peso k > 2.
Grazas ao teorema anterior sabemos que dim(Msy) = dim({0}) = 1, xusto como a

formula afirma. Ademais, se k € {4,6, 8,10} enton

dlm(Mk) = dlm((CEk D Slg) = dlm((C) + dim(AMk,u) =1+ dim(Mk,12) =1,
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tamén como dita a féormula. Para rematar, se k é par e k > 12 enton aplicamos

dim(My) = 1 4 dim(My_;2), coincidindo unha vez mais coa férmula do enunciado.

O

Observacion 1.28. En particular, os espazos My e Sy tenien dimension finita e esta medra

a medida que crece o peso k.
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Capitulo 2
Formas modulares clasicas

Este capitulo pretende xeneralizar e completar os contidos presentados no anterior.
Polo tanto, nas préximas paxinas introduciranse os chamados “subgrupos de congruencia”
e redefiniranse as formas modulares de xeito adaptado a estes novos contextos. Tamén se

reescribiran as nociéns de operadores de Hecke e se profundara no seu estudo.

2.1. Subgrupos de congruencia

Nesta seccion definiremos os subgrupos de congruencia e introduciremos notaciéns re-

lativas aos mesmos.

Definicion 2.1. Sexa N > 1 un enteiro. Definese o subgrupo de congruencia principal de

nivel N como o seguinte subgrupo de SLa(Z):

b
I'(N) = {7 = (a d> €SLe(Z) | a,d=1(méd N), b,c = O(médN)} .
c
Dito doutro xeito: I'(N) é o subgrupo de SL2(Z) formado polas matrices v congruentes
coa matriz identidade médulo N.

Notese que, en particular, I'(1) = SLg(Z). Por outra banda, se para cada nivel N > 1
consideramos a aplicacion reducion Z — Z/NZ, que a cada enteiro lle asigna a sua clase

de equivalencia modulo N, e definimos o homomorfismo (sobrexectivo)
TN SLQ(Z) — SLQ(Z/NZ)

que leva as entradas dunha matriz nas stas correspondentes reducions modulo N, enton
resulta que I'(IV) coincide co nucleo de 7. Polo tanto, o subgrupo de congruencia principal

é un subgrupo normal de indice finito de SLy(Z) para calquera nivel.

19
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Definicién 2.2. Dise que un subgrupo I' de SLy(Z) é un subgrupo de congruencia se existe
algtin enteiro N > 1 tal que
I'(N) C T C SLy(Z).

De ser asi, definese o nivel de I' como o menor N tal que I'(N) C T.

Exemplo 2.3. Para cada enteiro N > 1 é inmediato comprobar que tanto

b
I'(N) = {»y = (a d) € SLse(Z) | a,d=1(méd N), ¢ = O(médN)}
c
como
a b ,
To(N) = {7 = < d) € SLy(Z) | ¢=0(mdd N)}
c
son subgrupos de congruencia de nivel N. De feito, tense a seguinte cadea de inclusiéns:
I'(N) CT'1(N) C To(N) C SLa(Z).

roposicion 2.4. Tense un isomorfismo I'g 1 = para cada >
P ici 2.4. T ] fi To(N)/T1(N) (Z/NZ)* da N 1

dado por:
Lo(N)/T1(N) — (Z/NZ)*

a b
— d.
c d
Demostracion. Consideremos a seguinte aplicacion:

f: To(N) — (Z/NZ)*

a b
— d.

Dada v = (‘é fl) unha matriz de I'o(N) sabemos que o seu determinante é igual a 1 e que
¢ =0(méd N), logo:

ad —bc=ad =1(méd N).
Dedticese enton que d é unha unidade en Z/NZ, logo a aplicacion estd ben definida.

Ademais, f é un homomorfismo de grupos, como se proba a continuaciéon:

a b\ fa b\ (ad +bc ab' +bd
c d c d]  \ed +dd b +dd
_ aa’  ab + bd Cad
0 dd'

E obvio que a aplicaciéon é sobrexectiva, e ademais resulta que ker(f) = I'1(V), pois se
f(y) = d = 1(mbéd N) enton necesariamente a = 1 (méd N) posto que ad = 1 (méd N),
como vimos previamente. Concliiese o resultado polo primeiro teorema de isomorfia para

grupos: I'g(N)/ ker(f) = Im(f). O
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2.2. Formas modulares

O obxectivo desta seccién é redefinir as formas modulares e as formas cuspidais no
contexto dos subgrupos de congruencia, asi como estudar brevemente as propiedades que

verifican e comparalas coas estudadas no caso de SLy(Z).

Comecemos reconsiderando a nociéon de modularidade feble:

Definicion 2.5. Sexa I' un subgrupo de congruencia. Unha funcién holomorfa f: H — C

dise feblemente modular de peso k € Z en I se f|xy = f para calquera v € T.

Notese que a definicién anterior é, en efecto, unha xeneralizacion estrita da sta analoga
en SLo(Z) para subgrupos de congruencia. Asi, para poder definir as formas modulares en
subgrupos de congruencia soamente resta xeneralizar a nocién de holomorfidade no infini-

to, para o cal precisaremos introducir a nocién de “ctuspide”.

Consideremos a lifia prozectiva racional P1(Q) = QU {oo} e definamos unha accién de
SLy(Z) (de feito, de GLa(Q)) en P1(Q) como

SLy(Z) x PH(Q) — PYQ)

(7. 2) e a b gj_am—i—b
v R ) A

onde se entende que yoo = 2 e que yz = 0o se cx + d = 0 (comprobar que esta aplicacion

é unha accion é inmediato). Asi mesmo, imos considerar o seguinte conxunto:

SLy(Z)oo = {(Z Z) € SLy(Z) | (Z 2) 00 = oo}.

Proposicién 2.6. A accion de SLy(Z) en PL(Q) ¢ transitiva, logo induce un isomorfismo
SL2(Z)/SLa(Z) s = PY(Q), onde resulta que SLa(Z)os = (£T), T = (}1).

Demostracion. Vexamos que a Orbita de oo coincide con P}(Q). Sexa ¢ € P!(Q) con

mcd(a, ¢) = 1. Grazas 4 identidade de Bézout podemos tomar b, d € Z tales que ad—bc = 1,

polo que a matriz (‘cl g) pertence a SLa(Z) e ademais verifica (f:‘ g)oo = 2, co cal se conclie
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a transitividade da accién e se deduce o isomorfismo buscado. Finalmente:

SLo(Z) oo = {(Z Z) € SLo(Z) | (Z 2) 00 = oo}

O

Definicion 2.7. Definese o conxunto de cispides dun subgrupo de congruencia I' como o
espazo de I-6rbitas de P}(Q) ou, equivalentemente, como Cusps(I') = I'\SL2(Z)/SL2(Z) so-

Obsérvese que, grazas & transitividade da accién de SLa(Z) en P!(Q), a tinica ctispide
de SLy(Z) é o.

Exemplo 2.8. Imos probar que, dado un primo p calquera, Cusps(I'g(p)) = {00, 0}. Sexa

un elemento v = (5. %) € To(p) con ad — pbe = 1. Calculemos a orbita de oo:

r0<p>-oo={<;‘c z)oo\ (p Z) em@)}

= {a | a,c € Z,mcd(a,pc) = 1}
pe

= {g | p|s, med(r, s) = 1}.

Esta 6rbita consiste pois no infinito xunto con aqueles niimeros racionais tales que, ao ex-
presalos como fraccions irreducibles, tefien denominador divisible por p. Agora, o elemento

0= % non pertence a esta orbita, polo que ten a sta propia 6rbita. Calculémola:

a b a b b
Fo(p)-():{<pc d)()\ (pc d> ESLQ(Z)}:{d\b,deZ,mcd(b,d)zl,pJ(d}.

A xeneralizacion das formas modulares a subgrupos de congruencia imporéd como con-
dicién final a unha funcion f: H — C a necesidade de ser holomorfa non s6 no infinito,
senoén en todas as cispides de I'. Precisamos pois definir este concepto axeitadamente, para
o cal teremos que estudar a expansién de Fourier de f en cada cuspide.

Sexa I' un subgrupo de congruencia de nivel N. Nétese que a matriz ((1) ol ) pertence
a I'(N), logo ten sentido considerar o menor enteiro h > 0 tal que (é }f) € I'. Escribimos
agora

2miz

an =an(z) =€ n
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e notemos que a aplicacion que a cada z € H lle asigna g, (z) é periddica con periodo h.
Definimos agora g(qn) = f(z), ¢ dicir, g = f o q}:l, polo que g admite unha expansion en

serie de Laurent como segue:

f2)=glan) = > angh.

n=—oo

2miz

Observacién 2.9. No caso de SLo(Z), h = 1, logo g, = q = €“™*, polo que a expansion

en g de f dada xeneraliza estritamente a expansion de f en g (en SLy(Z)) empregada na
definicion [LL.8

Xa podemos entén considerar funciéns holomorfas f: H — C feblemente modulares
nun subgrupo de congruencia I' e holomorfas no infinito. Tomemos agora unha ciispide
s € Cusps(T'), s # oo e consideremos a € SLy(Z) tal que aoco = s (tal matriz existe
pola transitividade da accién de SLa(Z) en P1(Q)). Sexan z € H, k € Z e consideremos a

seguinte igualdade:
flaz) = jo, 2)* (flse)(2).

Como j(a, z) #0 e j(a,z) = oo cando z se aproxima ao infinito, entén o comportamento
de f(z) preto de s relacionase co de (f|ra)(z) preto de oo.
Supofiamos agora que f é feblemente modular de peso k en I'. Tense a seguinte igualdade

para y € I':

(flke)li (a~"90) = flx (aa™"7a) = fli(r0)
= (Flen)lka = flyer

Dediicese entén que a aplicacién f|rpa é invariante polo grupo IV = a~'Ta, e como I'(N)
(con N o nivel de T') & un subgrupo normal de SLy(Z) entén IV é un novo subgrupo de
congruencia de nivel N. Asi, procedendo de xeito anédlogo a como o fixemos anteriormente,

f|rxe ten unha expansion en serie de Laurent en gy:

o0
f|k:05 = Z bnq%'
n=—oo
Podemos entén dicir que f é holomorfa na cuspide s se f|pa € holomorfa no infinito, co cal

xa temos todo o necesario para definir as funciéns modulares nos subgrupos de congruencia.

Definicion 2.10. Sexan k € Z, f: H — C e I' un subgrupo de congruencia de nivel N > 1.

Dise que f & unha forma modular de peso k en I se:

1. f é holomorfa.
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2. f é feblemente modular de peso k en I'.
3. flrxe é holomorfa no infinito para toda a € SLa(Z).

Unha forma modular f en T tal que f|r« se esvaece no infinito para toda o € SLo(Z) dise
unha forma cuspidal.

Adoitase dicir que f é unha forma modular (cuspidal) de peso k e nivel T'. O espazo de
formas modulares de peso k en I' dendtase M (I") e este contén o espazo de formas cuspidais

de peso k en I, o cal escribimos como Sg(T").

Notese que no caso I' = SLg(Z) a definicion anterior coincide coa proporcionada para
as formas modulares no capitulo primeiro. Por outra banda, dada a definicién do conxunto
Cusps(I'), basta con que a funcién f verifique a condicién 3 da definiciéon para un ntimero
finito de matrices o € SLy(Z), pois s6 precisamos que sexa holomorfa nun representante

de cada o6rbita.

Observacion 2.11. Os espazos Mg(I') e Si(I') para un certo grupo de congruencia T’
son C-espazos vectoriais. Ademais, a multiplicacién de funcions dota 6 espazo M(T") =
@Dz Mi(T') dunha estrutura de anel graduado. Finalmente, cabe mencionar que existen
formulas para o calculo das dimensions de Mg (I") e Si(T') semellantes as estudadas na

seccion [1.6] as cales se poden consultar en [5, Cap. 3|.

2.3. Operadores de Hecke para subgrupos de congruencia

Nesta seccion definiremos os operadores de Hecke T, (con p un nimero primo) no con-
texto dos subgrupos de congruencia, para o cal serd necesario considerar uns conxuntos

definidos como un “dobre produto” e unha accién dos mesmos nas formas modulares.

Sexan I'y e I's dous subgrupos de congruencia e sexa o € GL;(Q). Consideremos o

seguinte conxunto, definido como un produto por ambos lados da matriz a:

I'al'y = {yiay2 | 1 € T'1, 72 € T'a}.

Obsérvese que a multiplicacion de matrices da lugar a unha accion pola esquerda de I'y en

I'yal'y, asi como unha accién pola dereita de I's no mesmo conxunto.
Lema 2.12.

1. Se T é un subgrupo de congruencia e o € GL3 (Q) entén o 'Ta N SLa(Z) tamén é

un subgrupo de congruencia.



2.3. Operadores de Hecke para subgrupos de congruencia 25

2. Dados dous subgrupos de congruencia I'y e I'y: [I'1: T'1NTa] < oo, [T2: I'1NI] < 0.

Demostracion.
1. Sexa N un enteiro positivo tal que I'(N) C T e tal que Na e Na~! sexan matrices
con entradas enteiras. Definamos tamén M = N3. Un célculo sinxelo amosa que

al'(M)a~t c T(N) C T, logo deducimos que I'(M) C a~'T'a. Finalmente, posto
que I'(M) é un subconxunto de SLa(Z):

['(M)NSLy(Z) =T(M) C a 'TanSLy(Z) C SLy(Z).

2. Notese que existe un certo M tal que I'(M) C T'; N Ty, logo os indices do enunciado

estan limitados superiormente por [SLa(Z): I'(M)], o cal se pode ver que ¢é finito.

O

Proposicién 2.13. Sezan I'y e Ty subgrupos de congruencia e seva o € GL (Q). Defini-

mos o subgrupo de congruencia
Iy = (o 'T1e) NTy.
A aplicacion o — I'iyarys induce unha bizeccion entre espazos de drbitas:
[s\I'y =T\ als.
Demostracion. Sexa a aplicacion
Iy, — Ti\(Thialy)
2 —  Tay,

a cal é claramente sobrexectiva. Dados dous elementos distintos v, e 74, as imaxes I'yays e

I'yayh coinciden se, e s6 se, 75 Sle a T, o cal acontece soamente se v e v, pertencen
Y2 ) » Y272 ) Y2€7 P

4 mesma 6Orbita de (oﬁlfla) NIy =T45. O

Como consecuencia inmediata tense o seguinte corolario:

Corolario 2.14. Nas mesmas hipdteses que na proposicion anterior, sexa J un conzunto

finito de indices tal que

Ty = sy
Jj€J
é unha descomposicion en orbitas de I's\I'y. Tense que
I'al'y = U oy,
JjeJ
€ unha descomposicion en drbitas. En particular, o nimero de érbitas de I'val'y mediante

a accion pola esquerda de I'1 € finito.
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Sexa f € Mg(I'y) unha forma modular de peso k e nivel un certo subgrupo de con-
gruencia I';. Sexan ademais o € GL3 (Q) e 'y outro subgrupo de congruencia. Grazas ao

resultado anterior podemos definir
fle(T1al’2) = Zflkﬁg,

onde I'ial'y = U;L:1 I'1 B; € unha descomposiciéon en o6rbitas e m € o nimero (finito polo
corolario previo) das mesmas. Esta asignacion estd ben definida independentemente da
escolla dos (3;, pois f é feblemente modular de peso k en I'y.

O noso préximo obxectivo é comprobar que, en efecto, os conxuntos I'1al’y definen
unha aplicacion de Mg (T'1) en Mg(T2) (isto é, unha aplicacién que muda o nivel dunha
forma modular de peso k) que preserva as formas cuspidais. Para isto precisaremos un

lema previo:

Lema 2.15. Supotiamos que, para toda v € SLa(Z) e para unha certa funcion f, a aplica-

cion flry admite unha expansion da forma
n
E andnN,
n>ng

con ng e ap dependentes de . Sexa agora a € GL;r (Q). Resulta que, para toda v € SLa(Z),

a funcion f|p(ay) admite unha expansion
Z bnqxfcb
n>ang

onde a e d son enteiros positivos que dependen unicamente de .

Demostracion. Para comezar obsérvese que, para a > 0,

Ile (g 0) _ a2(k—1)a—kf _ ak_Qf.
a

Podemos entén asumir, sen perda de xeneralidade, que a é unha matriz con entradas

enteiras. Sexa agora v € SLy(Z) tal que 'yo_la = (8 Z), con a,d € Z positivos. Asi:

Flra = (f1r0) <g Z) = | 3 ane™ <g Z)

n>ng

_ 2min(az+b) .
adkldkzae ~Nd :(ad)kldkano-f-

n>ng
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Proposicion 2.16. Sexan 'y e I's subgrupos de congruencia e sexa o € GL;’(Q). Tense

unha aplicacion entre espazos de formas modulares de peso k € Z.:

Mk(Fl) — Mk(rg)
f — f\kl“lal“z.

Demostracion. Resulta evidente que se f é unha funcién holomorfa en H entén f|;53; ta-
mén o é para calquera 3; € GL;(@). Sexa agora I's = (a‘lfla) NIy e consideremos unha

descomposicion en orbitas I's = |J;. ; I'37y;, con J un certo conxunto finito de indices. Polo

jeJ
corolario podemos tomar 3; = a7, como representantes dunha descomposicion en
orbitas de I'yal'y. Tomemos vy € T'y e observemos que {’yjfy}j ¢y € un conxunto de represen-
tantes do espazo de orbitas I's\I'2, logo {a’yjy}j ¢y tamén é un conxunto de representantes
de I'1\I';al'e. Dedicese pois que f é feblemente modular de peso k en I'y. S6 resta verifi-
car que f|x['1al'y € holomorfa en cada cuspide, pero precisamente isto nolo garante o lema

[2.15] co cal a aplicacion estd ben definida. O
Exemplo 2.17. Sexan I',T'; e I'y subgrupos de congruencia, a € GL3 (Q) e k € Z.

= Suponamos que I's C 'y e « = I. Entén I'tal's =T e I'y = '] € unha descompo-
sicién en orbitas, logo
flel1al’s = flxd = f,

sendo f € Mg(T'1). Deducese enton que My(T'1) C Mg(T9).
» Consideremos o subgrupo de congruencia dado pola conxugacién IV = a~'T'a. Entén
Fal” =Taa 'Ta =Ta

¢ unha descomposicién en 6rbitas, logo o produto das matrices de I' por a induce
unha aplicacion My (T') — My (ofll“a). Posto que esta aplicacién ten como inversa

1

aquela dada polo produto por o™, concluimos que os espazos de formas modulares

Mg (T) e My (oflf‘a) son naturalmente isomorfos.

= Suponamos que I'y CI'y e « = I. Sexa ['1al's = U;”Zl I'18; unha descomposicién en

orbitas, m € Z. A aplicaciéon

fooo—= D fIkB

Jj=1

pddese ver como unha especie de “operador traza”. De feito, este operador leva cada
f € Mg(Ty) en [T'9: T'1]f, logo é sobrexectivo.
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Xa estamos en condicions de definir os primeiros operadores no contexto dos subgrupos

de congruencia.

Definicion 2.18. Sexan p un numero primo, k € Z e I' un subgrupo de congruencia.

Definese o p-ésimo operador de Hecke en I' como a aplicacion Tj,: Mg (I") — M (I') dada

I,f = T (1 0) r
0 p

Notese que, grazas & proposiciéon [2.16] os operadores de Hecke estan ben definidos como

por:

funcions do espazo My (T") en si mesmo.

De agora en adiante centraremos a nosa atencion no subgrupo de congruencia I'y(N)
para N > 1, pois veremos nas secciéns préximas que este poste unha especial relevancia.

O noso ultimo obxectivo nesta seccién serd describir dun xeito mais preciso os ope-
radores T}, en I'y (V). Serd necesario entén comprender o conxunto I't(N)(§5)T1(N). E
inmediato que, dada v € Fl(N)((l)g)Fl(N), dety=pey= (é ‘11) modulo N, onde a é un
enteiro arbitrario. De feito, estas duas propiedades caracterizan o conxunto (véxase unha
posible proba en [13] pp. 45 e 46|):

Lema 2.19. Dados enteiros N > 1 e p primo, tense que

'y (N) (é 2) Fl(N)—{nyMQ(Z)det’y—p e y= (; Z) (médN),an},

sendo Ms(Z) o conzunto de matrices cadradas de orde 2 con entradas enteiras.

Proposicion 2.20. Seza f € Mp(I'1(N)), con N > 1 e k € Z. Dado un primo p, a imaze

de f polo operador T, vén dada como segue:

—_
<.

p—1
> flk sep| N,
=0 0

p! 1 7 mp n
> Fle + flk sepf N,
[ /=0 0 p Np p

onde a matriz (%ZZ) é tal que voo = ("W 1) € T'1(NV).

Demostracion. Necesitamos achar unha descomposicién en 6rbitas explicita para o espazo

['3\I'1(N), onde B
10 10
I's = (O p> I'1(N) <0 p) NIT(N).
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Sexa I'’(p) o grupo de matrices triangulares inferiores médulo p. Resulta inmediato com-
probar que I's = I'1(N) N I'%(p). Consideremos as matrices v; = (é {), con0<j<p-—1,
e notemos que todas elas son diferentes modulo T'y (N) NT%(p). Ademais, dada (254):

a b I —j\ [a —aj+b
chl_c—cj+d'

Asi, se p 1 a entén podemos tomar un j tal que a matriz do lado dereito da igualdade
pertenza a I'°(p), o cal significa que se p | N entén p t a pola condicién do determinante 1.
Neste caso, {v; }?;(1) é un conxunto de representantes do espazo de 6rbitas.

Se, pola contra, pt N enton precisamos considerar as matrices (CCL 2) con p | a. Escollendo

Yoo = ("W) € T1(N) tense

a b\ _; [+ —na+bmp
c d Too = 0 * ’

onde os * non son relevantes de xeito explicito. Posto que p divide a —na + bmp, a matriz
(2%) pertence a I'?(p)yoo. Asf, {7j} U {7oc} conforma un conxunto de representantes do
espazo de orbitas I's\I'1 (V). Finalmente, para descompoiier o conxunto I't(N)(§5)T1(N)

en 6rbitas basta con aplicar o corolario [2.14] segundo o cal debemos multiplicar a matriz

a = ((1)8) pola esquerda con cada 7v; e 7, obtendo asi as matrices que aparecen no
enunciado da proposicién. O

Observacion 2.21. Empregando estas expresions é inmediato comprobar que a definicién
dada neste capitulo dos operadores de Hecke coincide coa dada no capitulo (definicion
para o caso dun primo p. Ademais, os operadores T}, son claramente endomorfismos
de My (I'1(V)) para cada peso k € Z e cada N > 1, ou endomorfismos de Si(I'1(N)) se

consideramos a restricién do operador ao devandito espazo.

2.4. Operadores diamante

Esta seccion introduce un novo conxunto (finito) de operadores no espazo de formas
modulares de I'1 (V). Tamén se definiran certos subespazos de formas modulares que em-
pregaremos en futuras secciéns e capitulos.

Precisaremos unha nocién preliminar:

Definicion 2.22. Un cardcter de Dirichlet médulo N > 1 é un homomorfismo de grupos

x: (Z/NZ)* — C*.
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Notese que todo caricter de Dirichlet pode estenderse a unha aplicacién x: Z — C
mediante
x(d méd N) se (d,N) =1,
0 se (d,N) # 1.

x(d) =

Evidentemente, como o cardcter de Dirichlet de partida é un homomorfismo de grupos

entén a aplicaciéon resultante da extension anterior é multiplicativa, é dicir:
x(d1ds) = x(d1)x(d2) para calquera dy,ds € Z.

Definicion 2.23. Sexa N > 1 e sexa d € Z coprimo con N. Para cada k € Z, definese o
d-ésimo operador diamante como a aplicacion (d): Mg (T'1(V)) — Mg(I'1(N)) dada por

@) f = flk (Z 5) ,

onde os enteiros a, b,c e d’ son tales que (¢} ) € o(N) e d' = d(méd N).

Grazas ao isomorfismo I'g(N)/I'1(N) = (Z/NZ)* presentado na proposicion [2.4] os
operadores diamante estan ben definidos. Ademais, estes operadores son obviamente linea-
res, invertibles e a stas restricions a Si(I'1(NV)) son endomorfismos do mesmo. Polo tanto,

ten sentido estudar os seus espazos propios.

Definicion 2.24. Sexan N > 1 e k enteiros e sexa y un caricter de Dirichlet. Definese o

espazo de formas modulares con cardcter x como

M(To(N),x) = {f € My(TL(N)) | {d)f = x(d)f, d € (Z/NZ)*}.

Analogamente, definimos o espazo de formas cuspidais con cardcter x como

Sk(To(N), x) = {f € Sk(T1(N)) | (d)f = x(d)f, d € (Z/NZ)"} .

Para finalizar a seccién, vexamos unha propiedade interesante dos espazos anteriores,

cuxa proba se basea na teoria de representacions (véxase [13], p. 47]):

Teorema 2.25. Sexan N > 1 e k enteiros. Tense unha descomposicion de C-espazos

vectoriais

Mp(T1(N) = P Mi(To(N), x),
x méd N

onde a suma se leva a cabo sobre ¢(N) = |(Z/NZ)*| caracteres de Dirichlet modulo N.
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2.5. Descomposiciéon dos operadores de Hecke

Esta seccion pretende expresar os operadores 1), con p primo dun novo xeito, o cal con-
siste no emprego duns operadores méis sinxelos. Esta reescritura dos operadores de Hecke

serd empregada frecuentemente na seccién vindeira.

Dada f =Y 77 anq"™, imos considerar dous novos operadores para cada nimero primo
p. O primeiro & Up:

pf Z anpq Z anqn/p’

n=0
onde a segunda igualdade é un abuso da notacién no que estamos definindo implicitamente

¢"'P =0sep { n. Este primeiro operador ten, como veremos proximamente, un comporta-
mento moi semellante ao operador T), e serd de moita utilidade méais adiante (en particular,

no desenvolvemento da teoria de Hida). O segundo operador é V,,f:

) oo
‘/Pf = Z anqnp = Zan/pqna
n=0 n=0

cun abuso de notacién andlogo ao anterior. Notese que, en termos da variable z complexa,
Vo (2) = f(p2).

Lema 2.26. Sexan f = 2 ang", con p un nimero primo e k € Z. Tense que:

1 Uf=- Zf<z+‘7> Zm( )

0
2. Vof =1l (g 1) ‘

Demostracion. Vexamos a primeira afirmacion (a segunda é evidente). Definimos unha raiz

27
p-ésima da unidade {, = e » e observamos que

p—1
ngj: p sep]n,
j=0

0 septn.

Por outra banda, facendo directamente os calculos:

p—1 1 . 1
> ;) S (5
]:

Finalmente:
p—1 oo

IS e

P20 =0

oo
27rznz n
=2 e Z '=
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Empregando todo o visto ata agora, podemos reescribir os operadores de Hecke T}, con

p primo en termos dos operadores U, e V), e dos operadores diamante.

Teorema 2.27. Dados un primo p, enteiros k e N > 1, consideremos unha forma modular
f e Mg(I'1(N)):
Upf sep| N,

Upf + 0" Vo(p)f septN.

Demostracion. Bastara xuntar o enunciado do lema[2.26]e o da proposicion 2.20] En efecto,
p—1 .
Ly
U =3 fl ( ) .
= \0p

Ademais, podemos escoller enteiros m,n € Z tales que mp — nN = 1 pola identidade de
Bézout, co cal (¥ p) € To(IV). Asi:

k—1 k-1 mony mon) (P O) | e
P Ve) f =" Vo flk <N p)_f‘kKN p> (o 1)]_ﬂk (Np p>'

Como consecuencia inmediata temos o seguinte corolario:

T,f =

Corolario 2.28. Sexan N > 1 e k enteiros, x un cardcter de Dirichlet e f € Mg (T'o(N), x).

Enton, para calquera primo p,
Tpf = Upf +x(@)p" ' Vp-
En particular, se f € Mg(To(N)) enton

Upf sep|N,

T,f =
Upf + " V,f sepfN.

Para finalizar a seccién, obsérvese que a estreira relacion entre U, e T}, para cada p
primo nos induce a pensar en U, como un operador de formas modulares en si mesmo, o

cal aumenta (potencialmente) o nivel de ditas formas.

Corolario 2.29. Sezan p un nimero primo, N > 1 e k enteiros. Téniense dous posibles

casos para a boa definicion do operador Up:
1. Sep| N enton Uy: M(I'1(N)) = Mp(I'1(N)).

2. Sept N enton Up: My(I't(N)) = M(I'1(Np)).
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2.6. As Alxebras de Hecke

Esta seccién ten tres obxectivos: definir e estudar as dlxebras de Hecke, estudar o com-
portamento dos operadores de Hecke ao facelos actuar en expansions en serie e introducir

as formas propias de Hecke.

Definiciéon 2.30. Sexan N > 1 e k enteiros. Definese a dlzebra de Hecke de My (I'1(V))
como a C-subalxebra de Endc(Mg(I'1(V))):

H(Mp(T1(N))) =(T,,{d) | p € Z primo, d € (Z/NZ)*).

Asi mesmo, definese a alxebra de Hecke de Sk (I'1(N)), H(Sk(T'1(N))), como a C-subélxebra
de Endc(Sk(I'1(V))) obtida restrinxindo os operadores da alxebra anterior ao espazo de
formas cuspidais.

Para axilizar a escritura, é habitual empregar a seguinte notacién:
Hi(T1(N)) = H(ME(T1(N))) e be(T'1(N)) = H(Se(T'1(V))).

Teorema 2.31. Para cada par de enteiros N > 1 e k, as dlzebras de Hecke Hi(T'1(N)) e

b (T'1(IN)) son conmutativas.

Demostracion. Imos probar o resultado soamente para Hy(I'1(IV)), pois a conmutatividade
de bi(T'1(N)) deduicese inmediatamente unha vez demostrada a de Hy(I'1(N)). Temos
entén que comprobar que, para cada par de niimeros primos p e r e para cada par de
elementos e,d € (Z/NZ)*:

1. {(d)T, = T,(d).

3. T,T, = T, T,

Comecemos coa primeira afirmacion. Sexa f € My(I'1(NN)) e sexa unha matriz v = (§ ;)
(méd N), onde as entradas * non son relevantes para o calculo. Escribamos I' = I'1 (V)
durante o resto da proba para axilizar a notacion. Posto que v € I'g(INV) e I' é un subgru-
po normal de T'o(N) (é o nacleo do homomorfismo de grupos dado na demostracién da
proposicion [2.4), tense que I'yI’ = I'y, polo que (d)f = f|iy. Temos que demostrar que
(d)~'T,(d) = T,. Sexa un certo conxunto finito de indices J para o cal I'al' = UjesIB; €
a descomposicion correspondente ao operador T, o = ((1] 2). Basta entén con demostrar
que

Fal' = U r (yﬁjy_l) .

JjeJ
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Noétese que

Ursir ™) =+ JT8 | v =vTal)y ' =T (yay )T,
JjeJ jeJ

co cal podemos concluir, pois cun simple calculo comprébase que I'al’ =T (’ya’y‘l) T.

Vexamos agora as afirmacions 2 e 3. Notese que a propiedade 1 implica que o operador T},
preserva, os espazos M (Io(IN), x) para cada caracter de Dirichlet x, co cal basta comprobar
2 e 3 para formas modulares f con caracter x (grazas ao teoremal[2.25)). Esta consideracion

fai que a afirmacién 2 sexa obvia, pois

(d)(e)f = x(d)x(e)f = x(e)x(d)f = (e){d)f.

Para comprobar 3 consideremos a expansion f = Y °  ang™. Polo corolario m

an(Tpf) - apn(f) + X(p)pkilan/p(f)'
Asi:

an(TpTrf) = apn(Trf) + X(p)pkilan/p<Trf)
= aprn(f) + X(r)rkilapn/r(f) + X(p)pkil (arn/p(f) + X(T)Tkilan/pr(f)> :

Finalmente, obsérvese que a férmula anterior non varia se intercambiamos p e r entre si,

co cal se conclue a altima afirmacién do teorema. O

Imos agora xeneralizar os operadores de Hecke e diamante aos casos T, e (n), con
n > 1 un enteiro calquera, e resultard que, coas definiciéns para os mesmos, estes seran
operadores da alxebra de Hecke.

En primeiro lugar, estendemos os operadores diamante impofiendo que, para cada primo
p, (p) = 0 se p | N. Notese que os operadores diamante (n) asi definidos conmutan entre

si claramente.

Definicion 2.32. Sexan enteiros n,m, N > 1 e k. Definimos os operadores de Hecke T,

mediante as seguintes condiciéns:
L Tl == lde(Fl(N))
» Tom =TT, se (n,m) = 1.

k-1 <p>T T—2.

= Para cada primo p e cada r > 2: Tjr =TT -1 — p P
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Coa definicién, anterior é evidente que todos os operadores de Hecke T, tefien unha

expresion explicita como polinomios en operadores 7}, logo conmutan entre si.

Vexamos agora como se comportan os operadores de Hecke ao actuar sobre expansiéns

en serie:

Teorema 2.33. Sezan enteiros k e m,N > 1 e sexza [ = Y 7 an(f)q" € Mp(I'1(N)).
Enton Tonf => 07 an(Tm f)q", onde

an(Tf) = Y d" lama((d) ).

d|(m,n)

En particular, se existe un cardcter de Dirichlet x tal que f € My(To(N), x) enton

an(Tnf) = Y x(d)d*  amp (f).

d|(m,n)

Demostracion. Vexase [5, pp. 179-180]. O]
Estudemos agora as formas propias da alxebra de Hecke.

Definiciéon 2.34. Unha forma propia de Hecke (ou simplemente unha forma propia) é
unha forma modular f non nula de peso k e nivel I';(N) que é autovector de todos os
operadores da alxebra de Hecke Hy(I'1(N)). Unha forma propia de Hecke normalizada
(ou simplemente unha forma propia normalizada) ¢ unha forma propia de Hecke f €

Hi(T1(N)) tal que a1 (f) = 1.

Sexa f € My(I'1(/V)) unha forma propia de Hecke para certos enteiros ke N > 1 e

definamos A\, para cada n > 1 como T, f = A\, f. Tense que

an(f) = a1(Tnf) = Anar (f).

Asi, se a1(f) = 0 enton ay,(f) = 0 para todo n, logo f = 0. Polo tanto, toda forma propia
de Hecke non constante verifica ai(f) # 0, polo que se pode transformar nunha forma

propia normalizada. En particular, tense o seguinte resultado:

Proposicion 2.35. Seza f unha forma propia de Hecke normalizada de peso k e nivel
I'1(N). Os autovalores dos operadores de Hecke aplicados a f son os coeficientes da q-
expansion de f no infinito:

Tnf =an(f)f, n>1

Demostracion. Sexa A, o autovalor do operador de Hecke T}, en f. Sabemos que a,(f) =
a1 (T f) = Aai(f) e, posto que f é normalizada, ai(f) = 1, logo an(f) = M. O
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Ainda mais: os coeficientes de Fourier dunha forma modular indican se esta unha forma

propia normalizada.

Proposicion 2.36. Sexa f € My(Io(N),x) para certos enteiros k e N > 1 e un certo
cardcter de Dirichlet x. Se f = >0 ja,(f)q" enton f é unha forma propia de Hecke

normalizada se, e s6 se, para enteiros arbitrarios m,n e un primo p:
1. al(f) =1.
2. amn(f) = am(f)an(f) se (m,n) =1.

3. apr(f) = ap(f)apr’l(f) - X(P)pk_laprﬁ(f) para todo r > 2.

Demostracion. Se f é unha forma propia normalizada entén as tres condiciéns se tefien pola
definicién dos operadores de Hecke T;, e polos resultados anteriores. Vexamos o reciproco:
sexa f € My(To(V), x) verificando as tres condiciéns do enunciado. Xa sabemos que f é
normalizada grazas & condicién 1. Vexamos pois que, para todo primo p e todo enteiro
n>1,

an(Tpf) = ap(f)an(f).
Se p | n entén séguese polo teorema que an(Tpf) = apn(f), que, pola condicion 2, é

igual a a,(f)a,(f), o cal conclie coa proba neste caso. Se p { n, escribamos n = p'n’, con

r > 1 e n’ un enteiro tal que p{n’. Temos entén, novamente empregando m

an(TPf> - ap“rln/(f) + X(p)pk_laprfln/(f)'

Empregando agora as condicions 2 e 3 de xeito reiterado chégase novamente a ap(f)am(f),

xusto como queriamos. O

Para finalizar, introducimos o produto interior de Petersson:

Definicion 2.37. Sexa I' un subgrupo de congruencia, k un enteiro. Definese o produto
interior de Petersson de dias formas cuspidais f e g de peso k e nivel I' como

_ 2)g(2)S(2)*du(z
STE) o T ),

onde a integral se realiza sobre un dominio fundamental de T,
_ —ldzndz

du(z) = % ST e covol(T') = /F\H du(t).

<f>g>F =

Podese consultar [13], §4.4] para estudar diversas propiedades e definicions relativas a
este produto. En particular, destacamos que o C-espazo vectorial das formas cuspidais de
peso k e nivel I' é un espazo hermitico co produto interior de Petersson, o cal permite

chegar a demostrar o seguinte resultado:
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Teorema 2.38. O espazo Si(I'1(N)) para cada par de enteiros k e N > 1 ten unha base

ortogonal formada por formas propias de Hecke dos operadores T, e (n), con (n,N) = 1.
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Capitulo 3

Numeros p-adicos e cohomoloxia de

grupos

Este capitulo, cuxa tematica difire en gran medida da dos capitulos anteriores, introdu-
ce duas ferramentas clave para o desenvolvemento da teoria de Hida: os niimeros p-adicos
e a cohomoloxia de grupos. Tamén se introducirdn nociéns cohomoldxicas adicionais rela-
cionadas coas formas modulares na derradeira seccién, reconducindo asi o documento cara

4s tematicas principais.

3.1. Numeros p-adicos

Nesta seccion construiremos de xeito alxébrico o corpo dos niimeros p-adicos para cada
nimero primo p, pero tamén se mencionard unha construcién alternativa dos mesmos como

completacion de Q (no canto da completacion usual mediante a norma euclidea, é dicir, R).

Sexa un namero primo p € Z. Para cada n > 1 escribimos A,, = Z/p"Z, o anel de
clases de equivalencia dos enteiros mdédulo p™. Ademais, definimos un homomorfismo de
aneis @, A, — A,—1 para cada n > 2 que asigna a cada elemento de A, a sia clase de
equivalencia modulo p"~!. E evidente que estas aplicaciéns son sobrexectivas e, ademais,
ker(p,) = p" 1 A,.

Definiciéon 3.1. Para cada ntimero primo p, definese o anel de enteiros p-ddicos 7Z, como

o limite proxectivo Z, = lim (A, ¢5), onde (A, py) é o sistema
—

Pn+1 n Pn—1
[P Aa Ny T LN S it N SN Pk SN

Asi, cada elemento = € Z, é unha sucesion * = (x,)n>1 = (..., Tp,...,21) con z, € A,

para cada n > 1 e p,(z,) = 21 Se 0 > 2.

39
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Definimos tamén unha suma e un produto en Z, mediante a suma e o produto de A4, na

n-ésima coordenada para cada n. Asi, Z, ¢ un subanel de Hn21 A,

Vexamos algunhas propiedades do anel de enteiros p-adicos. Para cada n > 1, sexa
Tn: Ly — Ay a proxeccién n-ésima, é dicir, a aplicacién que leva cada =z € Z, na sta

n-ésima componente, x,, € A,,.
Proposicion 3.2. Para cada primo p e cada enteiro n > 1, tense a sucesion exacta curta
p" Tn
0 — Zp — Zp — A, — 0,

onde a aplicacion p": Z, — Z, denota a multiplicacion por p". Polo tanto, podemos iden-
tificar Z,/p"Zy con Ap, = Z/p" L.

Demostracion. Vexamos primeiro que a multiplicacion por p (e, polo tanto, por p™) é in-
xectiva en Z,. Sexa un enteiro p-adico = (xy)n>1 tal que pzr = 0. Tense que px,41 =0
para todo n, logo x,4+1 € da forma p"y,+1 con ypy1 € Apyi. Como zy = @pi1(Tpt1) =
On+1(P"Yn+1) enton deducimos que x,, = 0, pois x,, é divisible por p™. Concluimos proce-
dendo indutivamente.

Por outra banda, ¢ evidente que m, é sobrexectiva e que o seu nticleo contén p"Z,, a ima-
xe do produto por p"”. Para ver o reciproco, sexa * = (Tm)m>1 € ker(my,). Sabemos que
ZTm = 0(méd p™) para todo m > n, logo existe un elemento y,,—pn € Apm—pn ben definido
para cada m > n tal que a sta imaxe mediante o isomorfismo A,,_,, = p"Z/p™Z C An
satisfai x;, = p"Ym—n. FEstes elementos y; definen un enteiro p-adico y = (yi)yzl tal que

p™y = x, o cal conclie a demostracion. O
Proposicién 3.3. Sexa un primo p.

1. Un elemento de Z, (respectivamente de A, para n > 1) ten inverso se, e sd se, non

€ divisible por p.

2. Todo elemento non nulo de Z, pode escribirse de zeito inico na forma p"u, conn >0

eu € Zy (u dise unha unidade p-ddica,).
Demostracion.

1. Chega con probar 1 no caso de A,, para un n > 1 fixado. Sexa pois z € A, tal que
x ¢ pA,. Resulta enton que a sta imaxe en A; = Z/pZ ¢ non nula, logo é invertible

(pois Aj é un corpo). Asi, existen y, z € A, tales que zy = 1 — pz, logo
Ty (1 + pz 4 - _'_pn—lzn—l) =1,

polo que x é invertible.
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2. Sexa = € Z, non nulo. Sexa n o maior enteiro de xeito que x,, = m,(x) = 0. Este
verifica que z = p"u, con p { u. Pola afirmacién 1, u € Z, e a descomposicién &

claramente tnica.

O

Definicion 3.4. Sexa un primo p e sexa x € Z, tal que z = p"u, conn > 0 e u € Z;. O

enteiro n denominase a valoracion p-ddica de x e denétase vy ().
Observacidn 3.5. Definindo v,(0) = oo, poédese comprobar que, para x,y € Zj,
vp(zy) = vp(x) + vp(y) e vp(z +y) = mf(vp(x), vp(y))-
Finalmente, imos definir os ntimeros p-adicos e a norma p-adica.

Definicién 3.6. Para cada primo p, definese o corpo de nimeros p-ddicos Q, como o

corpo de fracciéns de Z,,.

Resulta inmediato que Q, = Z, [p_l]. Ademais, ¢ evidente que todo elemento x € Q)
pode ser reescrito de xeito tinico na forma p™u,conn € Zeu € Z; (simplemente calculando
o cociente dos enteiros p-adicos que conforman a fraccion x). Novamente, definese n como a
valoracion p-adica de x, e denétase vy (z). Tense ademais que v,(x) > 0 se, e 56 se, x € Zy,

e que se z = a/b € Q, entén vy(x) = vy(a) — vy(b).

Definicion 3.7. Para cada primo p, definese a norma p-ddica | - |,: Q, — RT U {0}

mediante:

ol =57

Po6dese comprobar de xeito sinxelo que, en efecto, a norma p-adica verifica, as propie-

dades necesarias para ser unha norma. Isto ¢, para z,y € Q, arbitrarios:
» |z, >0e |z, =0se, es6se z=0.
= [zylp = [2|plylp-
o |zt ylp < xlp + [yl

Observacion 3.8. Poderiamos ter definido Q, (respectivamente Z,) como a completacion

de Q (respectivamente Z) coa norma p-adica.
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3.2. Cohomoloxia de grupos

O obxectivo desta seccion é exponer de xeito resumido as principais nociéns sobre co-
homoloxia de grupos, que serdn necesarias para levar a cabo demostraciéns nos capitulos

posteriores.

O noso primeiro obxectivo é definir os grupos de cohomoloxia, para o cal precisaremos

dias definiciéns previas.

Definicion 3.9. Sexa G un grupo. Un G-mddulo é un grupo abeliano M xunto cunha
aplicacion

GxM — M

(g,m) — gm

tal que, para g, € G, m,m’ € M e 1 € G o neutro do grupo G:
1. g(lm+m') = gm+ gm'.
2. (99')m = g(g'm), Im = m.

Notese que, alternativamente, poderiamos ter definido os G-mé6dulos como grupos abe-

lianos M xunto cun homomorfismo de grupos G — Aut(M).

Definicion 3.10. Sexa G un grupo. Un homomorfismo de G-mdédulos é unha apliacién
a: M — N, con M e N dous G-médulos, tal que:

1. a(m+m') = a(m) + a(m’) para m.m’ € M arbitrarios.
2. a(gm) = ga(m) para todo g € G e todo m € M.

Sexan agora un grupo G, un enteiro r > 0 e un G-médulo M e consideremos C””(G, M)
o conxunto de funciéns ¢: G™' — M que quedan fixas por G. Isto &, para elementos

arbitrarios g, go, ..., g» € G, son as funciéns ¢: G™! — M tales que

d)(ggov >gg1“) = gqb(QOa 797‘)’

Introducimos unha aplicacion fronteira d: C"(G, M) — eiani(el M) mediante

r+1

(dT¢> (907 7g7“+1) = Z(_l)kd)(g[)? 7gi7 7gT+1)7

k=0

onde a notacién ¢; significa que “omitimos” a variable g;.
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Definicion 3.11. Sexan un grupo G, un enteiro r > 0 e un G-modulo M. Definese o

r-ésimo grupo de cohomolozia H" (G, M) como

Como construcion alternativa, podemos considerar o grupo de r-cocadeas non homozé-
neas de G con valores en M (é dicir, as aplicacions ¢: G" — M), usualmente denotado por
C™(G,M). Fixado G° = {1}, definimos os homomorfismos de conexion d": C"(G, M) —
C™ (G, M), onde o valor (d"¢) (g1, ..., gr+1) vén dado por

T
910(92 -, gr1) + > (=1 G(g1, oo GrGrr1s > Grr1) + (1) (g1, -, gr)-
k=1

Finalmente, considerando o conxunto de r-cociclos Z"(G, M) = ker (d") e o conxunto de

r-cobordes B"(G, M) = Im (dT_l), tense un isomorfismo canénico

Z" (G, M)

H' (G M)~ —"—=.
( ? ) BT»<G7 M)

Observacion 3.12. De xeito analogo podemos definir os grupos de homolozia Hi(G, M).

Exemplo 3.13.

» Sexa G un grupo e sexa M un G-moédulo. Denotemos por MY o conxunto dos ele-

mentos m € M tales que gm = m para cada g € G. Entéon H°(G, M) = MC.

» Teorema 90 de Hilbert: sexa L/K unha extension de Galois finita con grupo de
Galois G. Tense entén que H! (G, LX) = 0.

Antes de continuar coas seguintes definicions relativas aos grupos de cohomoloxia, cabe

destacar o bo comportamento dos mesmos respecto dos produtos:

Proposicion 3.14. Sexa un grupo G e tomemos un enteiro v > 0. Dados I un conzunto

de indices e {M;},.; unha familia de G-mddulos,
H (G,HMZ) ~ [ &' (G, My).
i€l i€l
Demostracion. Véxase [14] p. 68]. O

A seguinte etapa desta seccion consistird en estudar o comportamento dos grupos de

cohomoloxfa cando mudamos o grupo sobre o que estamos a traballar.
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Definiciéon 3.15. Sexan dous grupos G e G’ e sexan M un G-mo6dulo, M’ un G’-médulo.
Dous homomorfismos a: G' — G e B: M — M’ dinse compatibles se, para elementos

calquera g € G' e m € M:

Notese que, nas condiciéns da definiciéon anterior, a nociéon de compatibilidade induce

un homomorfismo
Cc"(G,M) — C"(G' M)
o) — [ogoal.

para cada enteiro 7 > 0, e isto define & stia vez un homomorfismo H" (G, M) — H"(G', M").

Definicion 3.16. Sexan un grupo G, un enteiro r > 0 e un G-médulo M. Imos considerar

o homomorfismo antes definido nuns casos particularmente importantes:

1. Sexa H un subgrupo de G e sexan « a inclusiéon de H en G e 8 a identidade de M.

Obtense neste caso o homomorfismo de restricion

Res: H"(G,M) — H"(H, M).

2. Sexa H un subgrupo normal de G e sexan a: G — G/H a proxeccién natural e

B: MH — M a inclusién. Obtense neste caso o homomorfismo de inflacion

Inf: H" (G/H,M") — H"(G, M).

3. Sexa H un subgrupo de G de indice finito e sexa S un conxunto de representantes

pola esquerda de G//H. Para cada m € M definimos unha norma

Ngyu(m) =" sm,
ses
que coincide coa nocién de “norma” nunha extension de Galois (isto ¢, o produto dun
elemento polo seu conxugado). Notese que Ng, g ¢ independente da escolla de S e
queda fixo por G, o cal induce un homomorfismo M# — M%. Podemos estender
este homomorfismo para todo r > 0, dando lugar ao denominado homomorfismo de

correstricion

Cor: H"(H, M) — H"(G, M).

A continuacion, presentamos algunhas das propiedades que verifican os anteriores ho-

momorfismos:

Proposicion 3.17. Sexan un grupo G, un G-mddulo M e un enteiro r > 0.
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» Sexa H un subgrupo de G de indice finito. A composicion
CoroRes: H'(G,M) — H"(G, M)
coincide coa multiplicacion por [G: H].

» Seza H un subgrupo normal de G. Suporiamos que v > 0 é que H'(H, M) = 0 para
todo 0 < ¢ < r. Enton

0 — H" (G/H,M") 25 gr(a, M)y B 57 (H, M)

€ unha sucesion exacta.

Demostracion. Véxase [14, pp. 70 e T1]. O

3.3. Formas modulares e cohomoloxia

Nesta seccién final do capitulo introduciremos unha nova ferramenta necesaria para
o desenvolvemento da teoria de Hida: a cohomoloxia parabélica. Tamén enunciaremos o

teorema do isomorfismo de Eichler—-Shimura, relacionado coa cohomoloxia anterior.

Durante o desenvolvemento desta seccion, o grupo G arbitrario que empregabamos
para definir os grupos de cohomoloxia serd trocado por un subgrupo de congruencia T,
o cal é importante recordar que actia en P'(Q). Podemos entén considerar considerar a

cohomoloxia correspondente a I'.

Definicion 3.18. Sexa I' un subgrupo de congruencia. Un elemento v € I" dise parabdlico

se existe exactamente un elemento a € P1(Q) tal que va = a.

Nos termos da definicién anterior, sexa P o conxunto de elementos parabélicos de T'.
Dado un I'-médulo M, podemos considerar o I'-submédulo CH(T, M) de C*(T, M) formado
polos elementos v € CY(T', M) tales que para todo v € P existe m € M verificando

u(y) = (v — 1)m. Podemos entén considerar os seguintes conxuntos:
Zp(0, M) = Z'(T,M)NCp(T,M) e BH(,M)=d" (Cp(T,M)).

Definicion 3.19. Sexa I' un subgrupo de congruencia e sexa M un I'-médulo. Se P denota
o conxunto de elementos parabélicos de I', definimos os grupos de cohomolozia parabdlica

de T" con coeficientes en M como:

Zp(T, M) )
ZP T o HE(T, M) =
BYT, M) e Hp(T, M)

—~

H%(T,M)=HT,M), H:T,M)=
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Para finalizar esta secciéon, imos construir a base do teorema de Eichler—Shimura. Dado
un enteiro n > 0, sexa Ly (R) o submoédulo de R[X, Y] formado polos polinomios homoxé-

neos de grao n e observemos que M(R) actua pola esquerda en L, (R) mediante

X t
s -o((+(2)))

onde v* denota a matriz adxunta de v, que sabemos que se pode calcular mediante

v = det(y)y

se 7y ¢ invertible. Fixemos agora 29 € HUP!(Q) e un enteiro k& > 0. Para cada f € Spy2(T)

consideremos a diferencial holomorfa
Di(f) = F(2)(X +2Y)rdz

e a aplicacion ¢y, : I' = Li(R) definida como
e = (k eyt [ ¢
0 120(7) = R(Dk(f) = (£>X Y / R (f(z)z dz) .
20 =0 20

A integral anterior estd ben definida e converxe para todo v € T' (véxase [7, §6.2]). Polo

teorema de Cauchy, dado outro punto z; € HUP!(Q) temos

orn() —ern = | RO~ [ RO
— [T RO - [ RODR) = (T ) /21%<Dk<f>>.

Ainda mais: dadas v1,72 € I

~1(v220)
2o (1172) = / R(Du(f))

20

71 (7v220)
= / %(Dk(f)) + @,z (71)
Y

20

—m / T RDU) + 00 (1) = gm0 () + 910 (1):

20

Polo tanto, ¢y, pertence a Z1(I', M) e a stia clase de cohomoloxia ¢ independente do

punto zg escollido. De feito, dado s € P'(Q) un punto parabélico e v € T tal que s = s,

or(y) = / T RDu(f)) = 0.
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Teorema 3.20 (Isomorfismo de Eichler-Shimura). Seza un enteiro k > 2 e sexa I' un

subgrupo de congruencia con conzunto de puntos parabélicos P. A aplicacion
oi SuT) — H(T,Lys(R))
o= ©f

€ un isomorfismo R-linear.
Demostracion. Véxase |19, Teorema 18|. O

Observacion 3.21. E importante destacar a gran relevancia deste teorema, pois este permite
“entender” as formas cuspidais sobre un subgrupo de congruencia calquera como elementos
dun grupo de cohomoloxia. Isto d& lugar & teoria dos simbolos modulares, que son de gran
utilidade tanto dende o punto de vista computacional como na construcién das chamadas

series L p-ddicas.

Adicionalmente, dado N un enteiro positivo e y un caracter de Dirichlet, se defini-
mos 0 I'g(N)-moédulo Ly, (x;C) como o submoédulo de C[X,Y] formado polos polinomios

homoxéneos de grao n > 0 coa ['g(N)-accion dada por

YP(X,Y) = x(v)P (’YL (i)) ,

podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.22. Sexan enteiros positivos k > 2 e r, un primo impar p e un cardcter de

Dirichlet x: (Z/p"Z)* — C*. Ténense os sequintes isomorfismos de espazos vectoriais:

12

H'(To(p"), Li—2(x; C)),
Hp(To(p"), Le-2(x; C)),

My (To(p"), x) @ Se(Lo(p"), x 1)
Sk(To(P"), x) @ Sk(To(p"), x 1)

12

onde P é o conzunto de puntos parabdlicos de T'o(p") e

SeTo ) x D) = {FE) | £ €Sk (o). x 1)}

Demostracion. Véxase [T, Teorema 6.3.4]. O
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Capitulo 4
Formas modulares p-adicas

Ata agora estivemos considerando as formas modulares como C-espazos vectoriais. O
obxectivo deste capitulo serd definilas novamente e estudalas sobre o corpo dos nimeros
p-adicos ), dando lugar 4s “formas modulares p-adicas”. Tamén introduciremos os espazos
de formas ordinarias, cuxas propiedades serdn mais doadas de estudar e que teran unha

gran importancia no desenvolvemento do capitulo seguinte.

4.1. Construcion de Serre

Nesta seccion faremos a construcién de Serre das formas modulares p-adicas para cada
niumero primo p impar e veremos as stas boas propiedades. A teoria subseguinte poderia
ser tamén desenvolvida no caso de p = 2, pero omitiremos este caso polas complicaciéns

técnicas que implica o seu estudo.

Comecemos introducindo novas notacions:

Notacion 4.1. Sexan enteiros N > 1 e k > 0. Dado un corpo de numeros L (¢ dicir, unha
extension finita de Q) e dado un caracter de Dirichlet x, imos denotar o espazo de for-
mas modulares (respectivamente, cuspidais) de peso k e nivel I'g(NN) con cardcter x cuxos
coeficientes de Fourier a,(f) pertencen a L para todo n > 0 como My (I'o(N), x; L) (res-
pectivamente, Si(T'o(N), x;L)). Ademais, en virtude do teorema denotaremos por
My (I'1(V); L) (respectivamente, Si(I'1(N); L)) o espazo de formas modulares (respectiva-
mente, cuspidais) de peso k e nivel I'; (V) con coeficientes en L.

Notacion 4.2. Para cada primo impar p, sexa @p a clausura alxébrica do corpo de nimeros
p-adicos Q. Denotaremos por C, a completacion de @p coa norma p-adica. Considerando
o mergullo 7,: Q— @p, poderemos considerar no futuro os elementos de Q como nimeros

complexos e p-adicos simultaneamente.

49
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Precisaremos tamén unha ferramenta previa:

Definicion 4.3. Sexa p un primo impar e sexa unha serie de potencias en ¢ con coeficientes

en Q, f = ano anq™ € Q[q]. Definese a valoracion p-ddica de f como

0 (f) = fuf vy(an).

Vexamos agora a construcion das formas modulares p-ddicas de Serre.
Definicion 4.4. Sexan N > 1 e k > 0 enteiros e p un primo impar. Unha serie de potencias
[ =3 0ang” € Qplg] dise unha forma modular p-ddica de Serre (ou simplemente

unha forma modular p-ddica) se existe unha sucesion {f;};°, de formas modulares con
fi € Mg, (I'1(N); Q) e k; > 0 enteiros tal que
op(f — fi) —— oo
1—00
Notese que a definicién das formas modulares p-adicas non inclie un peso asociado as
mesmas. Veremos a continuaciéon por que non é necesario requirir esta nocién na definicién

anterior.

Teorema 4.5. Sexan f1 e fo formas modulares non nulas de pesos k1 e ko respectivamente,
nivel T'1(N) con N > 1 e coeficientes en Q, con vy(f1) = 0 para un certo primo impar p.

Se eziste algin enteiro positivo m tal que vp(fi — f2) > m enton
ki = ko (méd (p— 1)p™ ).
Demostracion. Véxase [18, pp. 197-200]. O]
Consideremos agora para un primo impar p os espazos
X =Z/(p—1)p" 'L
para cada m e o espazo X = h’énXm. Noétese que, polo teorema chinés dos restos,
X =7, xZ/(p—1)L.

Corolario 4.6. Sexa p un primo impar. Consideremos unha forma modular p-ddica de
. [P o .
Serre f con coeficientes en Q, e unha sucesion de formas modulares { f;};°, con coeficientes

en Q e pesos k; respectivamente tales que
up(f = fi) —— .
1—00

Eziste un unico k € X tal que {k;};2, converze a k, e este elemento é independente das

fi-
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Demostracion. Polo teoremapodemos considerar k = lga k;, cocal k € X por definicién

e este elemento é Gnico e independente das formas f; por resultados estdndares sobre os

limites proxectivos. O

Nas hipoteses do corolario anterior, dise que k é o peso da forma modular p-adica de
Serre f.

Para finalizar a secciéon, imos facer mencién a un resultado que asegura que para cons-
trufr unha forma modular p-addica de Serre basta con obter unha familia de formas mo-
dulares p-adicas de pesos “compatibles” e cuxos coeficientes de Fourier a, converxen uni-
formemente para n > 1. Unha vez feito isto, o termo constante da forma p-adica obtense

“automaticamente”.

Teorema 4.7. Sexa un primo impar p e sexa {fi = > 0" aing"}icy unha familia de for-

mas modulares p-ddicas de pesos k; respectivamente e coeficientes en Q, tales que:
= Para n > 1 os coeficientes a; , converzen uniformemente a un certo a, € @p.
w {k;i};2, converze a un certo k € X.
Enton:
= Os coeficientes a;o converzen a un certo ag € Q.
w f =" gang" € unha forma modular p-ddica de Serre de peso k.
Demostracion. Veéxase [18, pp. 204 e 205]. O]

Os resultados anteriores permitennos entender as formas modulares p-adicas de Serre
como limites p-adicos de formas modulares clasicas. Non obstante, méais adiante no traballo
estudaremos tamén a definicién de Katz das formas modulares p-adicas, que sera tratada

nun contexto maéis xeral e que terd unha maior complexidade.

4.2. Primeiros resultados

Nesta secciéon expandiremos nociéns xa conecidas para as formas modulares clasicas
para asi poder empregalas tamén no caso das formas modulares con coeficientes p-adicos
de pesos enteiros clasicos, pois polo de agora non serd necesario considerar as formas mo-

dulares p-adicas da seccién anterior en toda a sta xeneralidade.

En primeiro lugar, novamente por mor do teorema [2.25] para cada enteiro & > 0,
A unha subalxebra de C e V un A-submoédulo de My (T'1(N); A) estable pola accion dos



52 4. Formas modulares p-adicas

operadores de Hecke e dos operadores diamante, definimos a dlzebra de Hecke H(V; A)
como a A-subalxebra de End 4 (V') xerada por T}, e (n), con n € N. Asi, para cada caracter

de Dirichlet x¥ podemos considerar as seguintes adlxebras de Hecke conmutativas:

Hi(T1(N); A) = H(Mg(T'1(N); 4); A),
br(T'1(N); A) = H(Sk(T1(N); A); A),
Hi(To(N), x; A) = H(Mp(To(N), x; A); A)
br(To(N), x; A) = H(Sk(To(N), x; A); A)

Se suponiemos ademais que Z[x] C A, con Z[x| a extension de Z xerada polos valores da

imaxe de y, e denotamos por K o corpo cociente de A, podemos definir o espazo
My o(To(N), x; A) = {f € Mg(To(N), x; K) | an(f) € A para todon > 1}.

O seguinte resultado de dualidade pode ser demostrado adaptando a proba do teorema

M.14] que non é mais que unha versiéon mais xeral deste.

Teorema 4.8. Sexan N > 1 e k > 2 enteiros, x: (Z/NZ)* — C* un cardcter de Dirichlet.
Para calquera subdlzebra A de C contendo a Z[x|, o emparellamento
Hi(Do(N), x5 A) x Mgo(To(N), x;4) — A
(T f) — a(T'f)

induce 0s isomorfismos de A-mddulos sequintes:

= My o(To(N), x; A),
= Si(To(N), x; A),
= Hi(To(NV), x; 4),

Regresemos agora ao caso das formas modulares p-adicas.

Notacion 4.9. Sexa x: (Z/NZ)* — C* un caracter de Dirichlet para algin enteiro N > 1.
Para calquera enteiro k > 0 e calquera subanel A de C, tal que Z[x] C A, denotamos o
espazo de formas modulares p-ddicas de Serre sobre A de peso k, nivel I'g(IV) e cardcter x

por My (N, x; A), e o seu analogo de formas cuspidais por Sg(N, x; A).
Observacion 4.10. Nas mesmas condiciéns, por extension de escalares podemos considerar
08 espazos anteriores como

My (N, x; A) = Mi(N, x; Z[x]) @zpy) 4,
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O noso obxectivo agora é definir os operadores de Hecke actuando sobre os espazos
anteriores, o cal faremos baseindonos nas férmulas do teorema [2.33] asi como as suas

alxebras de Hecke.

Definicion 4.11. Sexan enteiros N > 1 e k > 0, x un caracter de Dirichlet e A un subanel
da Cp, con p un primo impar, tal que Z[x] C A. Dada unha forma modular p-adica de
Serre f € My(N, x; A) con expansion de Fourier f =37  a,(f)q", definimos o m-ésimo
operador de Hecke de formas modulares p-adicas Tp,: Mg(N, x; A) — Mg(N, x; A) para

cada m > 0 mediante -
Tonf = Z an(Tmf)q”,
n=0

onde para cadan > 0

an(Tnf) = Y x(d)d*  ama (f).

d|(m,n)
E claro que estes operadores son A-lineares e que a sta restricion a Sg(N,x; A) é unha

aplicaciéon A-linear do mesmo.

Definicion 4.12. Sexan enteiros N > 1 e k > 0, x un caracter de Dirichlet e A un subanel
da C,, con p un primo impar, tal que Z[x| C A. Definimos as dlzebras de Hecke das formas

modulares p-adicas de Serre
Hi(N,x; A) = H(Mp(N, x; A); A) e br(N,x; A) = H(Sk(N, x; A); A)
como as A-subdlxebras de End(My(N, x; A)) e de End 4(Sg(V, x; A)), respectivamente,
xeradas polos operadores de Hecke T,, para todos os enteiros n > 1.
Observacion 4.13. Posto que
EndA(Mk(Na X5 A)) = EndZ[x] (Mk(N7 X5 Z[X])) ®Z[X] A,
EndA(Sk(Nv X5 A)) = EndZ[x] (Sk(Na X5 Z[XD) ®Z[X} A>

podemos considerar tamén as alxebras de Hecke das formas modulares p-adicas mediante

os isomorfismos seguintes:

Coas estruturas anteriores xa definidas, podemos enunciar un resultado de dualidade
anilogo ao teorema {.8] para o caso das formas modulares p-adicas de Serre, para o cal

precisamos definir o espazo
My o(N,x; A) = {f € Mp(N, x; K) | an(f) € A para todon > 1},

onde K denota o corpo de fraccions de A.
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Teorema 4.14. Sexan enteiros N > 1 e k > 0, p un primo impar, K unha extension
finita de Q, con anel de valoracion O (é dicir, un dominio O C K tal que z € O ou
x7t € O para todo v € K, x #0) e x: (Z/NZ)* — O* un cardcter de Dirichlet. Enton,
para A=K ou A= 0O:

Homy (Hi(N, x; A), A) = Mio(N, x; 4),

Homa (b (N, x; 4), A) = Sk(N, x; 4),
Homu (Mg (N, x; A), A) = Hi(N, x; 4),

Hom (Sk(N, x; A4), A) = he(N, x; A).

Demostracion. Imos probar unicamente os casos referentes a My o(IV, x; A), pois o mesmo
argumento é valido para os casos das formas cuspidais. Ademais, empregaremos a seguinte

notacién para axilizar o desenvolvemento da proba:
Mpio(N,x; A) = M(A) e Hip(N,x; A) = H(A).

Probemos pois que, ao igual que no teorema 4.8] os isomorfismos vefien dados polo empa-

rellamento

H(A) x M(4) — A
(T, f) — a(T'f).
Comecemos co caso A = K. Pédese comprobar en [7, §5.4] que Mg(N, x; Z[x])) ¢é libre
e finitamente xerado sobre Z[y], do que se segue que M(K) ten dimension finita sobre K.
Ast:
dimg (H(K)) < dimg (Endg(M(K))) < oo.
Posto que os espazos M(K) e H(K) son K-espazos vectoriais de dimension finita, sabemos

que

dimg (M(K)) = dimg (Homg (M(K), K)),
dimg (H(K)) = dimg (Homg (H(K), K)).

Polo tanto, para demostrar que

Hompg (H(K), K) = M(K),
Homy (M(K), K) = H(K),
bastara con probar que a aplicacion H(K) — Homg(M(K), K) dada por T — (T,-) e

que M(K) — Homg (H(K), K) definida como f — (-, f) son homomorfismos inxectivos

de K-espazos vectoriais. E dicir, bastard con probar que o emparellamento (-,-) é non
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dexenerado. Pola definicién do emparellamento, as diias aplicaciéns anteriores son clara-
mente homomorfismos de K-espazos vectoriais. Supofiamos que existe 7' € H(K) tal que
(T, f) = 0 para toda f € M(K). Pola definiciéon temos, para cada n > 1,

an(Tf) =ar(T,Tf) =ar1(TT,f) = (T,T,.f) = 0.

Isto implica que T'f é unha constante, e posto que o peso k é positivo entdn necesariamente
temos T'f = 0. Finalmente, como f foi seleccionada de xeito arbitrario entén 1" ten que ser
o operador identicamente nulo, logo o homomorfismo de K-espazos vectoriais T+ (T',-) é
inxectivo. Por outra banda, suponamos que existe f € M(K) tal que (T, f) = 0 para todo

T € H(K). Para cada n > 1 temos, argumentando de xeito analogo ao caso anterior,

an(f) = al(Tnf) = (Tn7f> =0,

polo que f = 0 posto que f ten que ser constante e o peso k é positivo. Asi, o homomorfismo
de K-espazos vectoriais f — (-, f) é inxectivo, o cal concliie a proba do teorema no caso
A=K.

Demostremos agora o resultado no caso A = O. Podemos repetir novamente o argu-
mento anterior para demostrar que o emparellamento é non dexenerado. En particular,
o homomorfismo de O-mo6dulos M(O) — Homp(H(O),O) definido como f: (-, f) € in-
xectivo. Para probar a sobrexectividade, notese que todo ¢ € Homp(H(O),O) pode ser
estendido a un homomorfismo ¢’ € Homg (H(K), K) definindo ¢'(T) = ¢(T') para todo
T € H(O) e estendéndoo por K-linearidade ao resto do espazo. Polo xa visto ata agora,

sabemos que existe f € M(K) tal que
(1) = (T.f)
para todo operador T' € H(K), pero isto implica que, para todo n > 1,
an(f) = ar(Tnf) = (Tn, f) = ¢'(Tn) = (Ty) € O.
Polo tanto, f € M(QO), logo
M(O) =2 Homp (H(O), O).

Como comentario adicional, é precisamente a sobrexectividade deste isomorfismo a tnica
razén pola que no enunciado do teorema aparece My o(V, x; A) no canto de My(N, x; A).
Finalmente, para probar a tltima afirmacion do teorema, notese que H(O) é un O-modulo
libre finitamente xerado pola observacion [£.13] e polo teorema [4.8] logo ¢ isomorfo ao seu

bidual con respecto a O. Asi,

H(O) =2 Homp(M(0), O).
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Para finalizar a seccién, imos probar unha consecuencia do teorema anterior relativa
4s formas propias de Hecke das alxebras de Hecke de formas modulares p-adicas, cuxa
definicién é andloga & dada en [2.34] Consideremos pois, nas mesmas hipoteses que no
teorema anterior, unha forma propia de Hecke normalizada f € Mg(N,x; A). Se A €
Homy (H(N, x; A), A) é o homomorfismo correspondente a f mediante o isomorfismo do

teorema, entén para cada par de enteiros positivos m e n temos
MTTh) = ar(ToTin f) = an(far(Tnf) = ar(Tnf)ar(Tnf) = ML) MTm),

co cal A é un homomorfismo de A-alxebras. Reciprocamente, se A € o homomorfismo de
A-alxebras correspondente a f € My (N, x; A) mediante o isomorfismo do teorema anterior,

para cada par de enteiros positivos m e n temos
am(Tnf) = al(Tanf) = )‘(Tan) = )‘(Tm))‘(Tn)
= al(Tmf)al(Tnf) = am(f)an(f)

Polo tanto, o isomorfismo do teorema induce unha bixeccién entre homomorfismos
de A-alxebras de H(N,x; A) a A e formas propias de Hecke normalizadas. De feito, isto

permite formular o seguinte resultado:

Proposicion 4.15. Sezan enteiros N > 1 e k > 0, p un primo impar, K unha extension
finita de Q, con anel de valoracion O e x: (Z/NZ)* — O* un cardcter de Dirichlet. Se
f € Mg(N, x; K) € unha forma propia de Hecke normalizada enton f é unha forma propia

de Hecke normalizada en My (N, x; Q).
Demostracion. Consideremos o homomorfismo
A Hy (N, K) — K
inducido por f baixo o emparellamento do teorema [4.14] Posto que
Hi (N, x; K) = Hi (N, x; QX)) ®gy) K,

podemos restrinxir A ao espazo Hg (N, x;Q(x)). De feito, posto que Hi(N, x;Q(x)) ten
dimension finita sobre Q, sabemos que A(Hx(N, x;Q(x))) C Q. Podemos entén definir o

homomorfismo de Q-alxebras
N1y (N, x;Q) — Q

impofiendo X (7},) = A\(T},) para todo n > 1 e estendéndoo por Q-linearidade. Agora, pola
dualidade do teorema sabemos que existe f/ € My (N, x; Q) tal que N (T) = ay(Tf")

para todo T € Hi (N, x; Q). De feito,

an(f') = ar(Tuf") = N(Tn) = MTn) = ar(Tnf) = an(f)
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para todo enteiro positivo n, logo f — f’ € necesariamente unha constante, pero como f— f’

tamén é unha forma modular p-adica de peso k > 0 enton necesariamente f — f/ = 0, logo

f=1r. O

4.3. Formas ordinarias

Os espazos das formas modulares p-adicas de Serre presentan un problema: son de-
magiados “grandes” como para estudalos en profundidade, pois a stia dimensiéon aumenta
linearmente co peso k. E por isto que definiremos nesta seccién uns subespazos cuxa di-

mensiéon non “medre”; coniecidos como os espazos de formas ordinarias.

Definicién 4.16. Sexan p un primo impar, » > 1 un enteiro, K unha extension finita de
Qp con anel de valoracion O e x: (Z/p"Z)* — O* un caracter de Dirichlet. Definese o
prozector ordinario e asociado ao operador T}, como o limite
e= lim T}
Este obxecto serd fundamental no desenvolvemento da teoria de Hida. En primeiro

lugar, vexamos que estd ben definido, para o cal recordamos tres nociéns alxébricas:

2:

= Un elemento a € A, con A un anel conmutativo, dise idempotenie se a a.

= Definese o nilradical dun anel A como o ideal 14 formado polos elementos nilpotentes

de A (podese comprobar facilmente que n4 = rad(0)).

= Dise que unha alxebra é simple se o seu tnico ideal propio é 0. Dise que unha alxebra

é semisimple se a podemos expresar como produto cartesiano de dlxebras simples.

Lema 4.17. Sexan p un primo impar, K unha extension finita de Q, con anel de valoracion

O e A unha O-dlzebra de rango finito. O limite

, |
lim z™
n—oo

estd definido para todo x € A. De feito, este limite € un idempotente de A.

Demostracion. Notese que O é un anel local por ser un anel de valoracion. Sexa pois p o
seu ideal maximal e sexa F' o corpo residual O/p. Polo Teorema Principal de Wedderburn,
toda alxebra de dimension finita sobre un corpo perfecto é igual 4 suma directa (como
espazo vectorial) do seu nilradical e dunha &lxebra semisimple. Posto que A/pA sobre F
¢ unha tal alxebra, sabemos que a imaxe de x en A/pA pode escribirse como s+ n, con n

un elemento nilpotente e s semisimple. Se n® = 0 ent6on

(s 4+ n)® =% + % = g%
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tamén é semisimple. Asi, para un enteiro suficientemente grande b sabemos que (s +n)? é
un elemento idempotente de A/pA. Sabendo que (s + n)" & un idempotente de A/p™A
para todo enteiro positivo m, deducimos que o lfmite do enunciado si existe e que, en

efecto, é un idempotente. O

Posto que para todo enteiro k > 0 H(p", x; O) e hr(p", x; O) son O-alxebras de rango
finito, a proposicién anterior se pode aplicar ao caso do proxector ordinario, polo que este

é un idempotente ben definido de ambas alxebras.

Definicion 4.18. Sexan enteiros positivos k e r, un primo impar p, K unha extensién
finita de @, con anel de valoracion O e x: (Z/p"Z)* — O un caracter de Dirichlet. Dada
f € Mi(p", x; O), escribimos ef = fle. Dirase que f & ordinaria se fle = f. Notese que,

posto que e é idempotente, f|e é unha forma ordinaria para toda f € Mg(p", x; O).

Exemplo 4.19. Sexan enteiros positivos k > 2 e r, un primo impar p, K unha extensién
finita de @Q, con anel de valoracién O e x: (Z/p"Z)* — O un caracter de Dirichlet.
Imos considerar unha versién xeneralizada das series de Eisenstein dadas na seccién as
formas modulares p-adicas. Definimos

L(1 -k, x)

Ek,x(z) = 5

+ ) ono1x(n)g" € Mi(p", x; Q)

n=1
Grx(2) = 01, (n)g" € Mi(p", x: Z[X)),
n=1

onde

O—kfl,x(n) - Z X(d)dk_lv szl,x(n) = Z X(ﬂ/d)dk_l

din dn
e L(1—k,x) € Q(x) é o valor en 1—k da serie L de Dirichlet asociada ao caracter y (para a
definicion desta serie e a comprobacion de que Ej, , e G}, pertencen aos espazos de formas
modulares indicados, véxase 7, §5.1]). Estas series coinciden coas xa cofiecidas series de
FEisenstein estudadas na seccién cando x é un caracter trivial. Podese consultar en |16

Teoremas 4.7.2 e 7.2.18| a proba de que, para todo enteiro n > 0,
TnEk:,x = an(Ek,x)Ehx [§] TnGk7x = an(Gk,x)Gk,X'

En particular, as series de Eisenstein Ej, e Gy, son formas propias de Hecke.
Estudemos como acttia o proxector ordinario ao aplicarllo 4s series de Eisenstein p-adicas
con caracter x. En primeiro lugar, posto que Ej, , é unha forma propia de T}, con autovalor

ap(Ey,) =1 (nodtese que isto non serfa certo se o moédulo de x non dividise a p),

| |
Ere= lim T"E,, = lim a,(Ex+ )" Er, = E
k,x’ oo P TRx T L p( k,x) k,x kx>
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co cal Ej , é unha forma ordinaria. Por outra banda, T,Gj,,, = 0;71%( )Gy = pF Gy,

logo
n!
Grnle = 1im (P"71)" Gry =0
n

— 00
e asf G, non ¢ unha forma ordinaria.
; T 2 i

Deducimos deste estudo que se f € My (p", x; O) é unha forma propia de 7}, con autovalor
o enton

foselal,=1

fle =

0 selal, <1.

Asi, ao estudar soamente as formas propias ordinarias estamonos restrinxindo a aquelas

cuxo autovalor é unha unidade p-adica.

Definicion 4.20. Sexan enteiros positivos k e r, un primo impar p, K unha extension finita
de Qp con anel de valoracion O e x: (Z/p"Z)* — O* un caracter de Dirichlet. Definimos
0 espazo de formas modulares ordinarias, o espazo de formas cuspidais ordinarias e as

dlzebras de Hecke ordinarias mediante, respectivamente,

T
)

Mo O)={fle| f € Mx(»", x; 0)},

)
O)={fle| f €Sk, x;0)},
)
)

T
)

p
Sord p

p',x;0) ={Te|T € Hi(p',x;0)},
P x;0) ={Te|T € br(p",x;O0)}.

T
)

(
(
d(
2
Vexamos para rematar a seccién que o teorema de dualidade se mantén cando nos

restrinximos aos espazos ordinarios correspondentes.

Proposicién 4.21. Sezan enteiros positivos k e r, un primo impar p, K unha extension
finita de Q, con anel de valoracion O e x: (Z/p"Z)* — O* un cardcter de Dirichlet.
Definindo

Mord(p x; 0) = {f € Mird(pr,x; K) | an(f) € O para todo n > 1},
temos 0s sequintes 1somorfismos:
) = MEIE, % 0),
) =S (", x; 0),
) =X 0),
)

= b (p", x; 0).
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Demostracion. Imos probar unicamente os casos que involucran szg (p", x; O), pois 0 mes-

mo argumento serve para demostrar os casos cuspidais. Recordemos que os isomorfismos

do teorema vinan inducidos polo emparellamento

Hi(p", x; O) x Myo(p”, x;0) — O
(T, f) — a1 (Tf).

Posto que
(T, fle) = ar(T(fle)) = ar(Tef) = (Te, ),

deducimos que os isomorfismos inducidos polo emparellamento se restrinxen aos espazos

ordinarios. O

4.4. Rango dos espazos ordinarios

Nesta seccion presentaremos un tnico resultado (para ver a demostracion completa,
véxase [10, Teorema 3.2.1|), que proporciona unha forte afirmacion sobre o rango dos
espazos de formas modulares ordinarias e das stias correspondentes alxebras de Hecke
ordinarias. Este teorema serd unha peza fundamental para poder interpolar os espazos das

formas ordinarias en familias, como veremos no capitulo seguinte.

Definicion 4.22. Sexa p un primo impar. Definese o cardcter de Teichmiiller como o

homomorfismo de grupos

w: (Z/pZ)* — Z,

tal que, para cada a € (Z/pZ)*, w(a) é a tnica raiz da unidade en Z) congruente con a

moédulo p. Notese que este caricter estd ben definido, pois a ecuacién
P71 =1 (méd p)

ten como soluciéns 1,2, ...,p — 1 polo pequeno teorema de Fermat, e polo lema de Hensel
cada unha destas p — 1 solucions pode levantarse a unha solucién en Z, congruente moédulo

p co nimero tomado inicialmente.

Notese que o caracter de Teichmiiller médulo p se pode estender a un endomorfismo de

Z,; mediante w(a) = w(a mdd p).

Teorema 4.23. Sezan enteiros positivos k > 2 e r, un primo impar p, K unha extension

finita de Q, con anel de valoracion O, x: (Z/p"Z)* — O* un cardcter de Dirichlet e
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w: (Z[pZ)* — Z; o cardcter de Teichmiiller. Tense que:
Range (Hird (pr, xw s O)) = Rango (Mird (ﬂl xw™"; O))
= Rangp (M‘ﬁrd (" xw™%; (9)) ,
Rang (hird (pr, xw ™" O)) = Rango (Sird (p’",xw"“; O))
= Rang (S‘%rd (p", xw™?; O)) :
Idea de demostracién. Imos probar unicamente o primeiro caso, pois o caso das formas
cuspidais pode demostrarse adaptando o argumento para as formas modulares. Antes de
comezar, imos considerar v¢: (Z/p"Z)* — O* un caracter adicional e F' = O/(m) con

7w € O algan elemento primo. Ademais, para axilizar a proba, imos escribir I' = T'g(p").

En primeiro lugar imos probar que
Rangy (ngd (F, xw O)) = Rangy (Mzrd (F,Xw_k; O)) .

Posto que My, (I, xw™";0) € un O-médulo libre finitamente xerado, My (T, yw™*; O)

tamén o é, logo
Rangp <Mgrd (pr,xw*k; (’))) < Rang (Mgrg‘ (pr, xw ™k (’))) i

Suponamos agora que Rangg (Mird (pr, xw™F; (9)) = N. Entén, para calquera conxunto
{Fi,..., FN4+1} contido en szg (I‘, xw ™ (’)), existe un elemento non nulo o € O tal que
aF; € Mzrd (pr, xw™F; (9) para todo 1 < i < N+1. Dedtcese enton que {aFY, ... ,aF i1} é
un conxunto linearmente dependente sobre O, do que se deduce que {Fi, ..., Fy41} tamén
0 é. Asi,

Rang, (Mird (p’“,xw*k; 0)) > Rang, ( 2o (pr, xw ¥ O)) :
polo que

Rangy <Mzrd (pr,xwfk; (’))) = Rangp (szg (pr, xw ™k (’))) .

Posto que Mzrg (p’“, xw ™k (’)) ¢ un mo6dulo libre de torsién e finitamente xerado sobre un

dominio de ideais principais, entén deducimos que é libre, logo
Rang (Mﬁféi (p’",xw”“ ; 0)) = Rang (Endo (MZfél (pr, xw ™ 0))) :
do que se conclue que
Rangp <7—[2rd (F, xw ™k (’))) = Rangp (Mzrd (I‘,wak; (’))) i

A continuacion, dado M un O[Iy(p)]-modulo, imos considerar algtans feitos relativos

aos grupos de cohomoloxia con coeficientes en M. Sexa A un subgrupo normal de T'y(p)
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tal que A é libre de torsion e [I'o(p): A] é coprimo con p. Para ver que tal grupo existe,
notese que por [7, §6.1] para todo enteiro N > 4 o subgrupo I'; (V) é libre de torsiéon. Polo
tanto, A = I'y(p) verifica as condicions antes impostas para todo primo p > 3. Para o caso

p = 3 podemos tomar A = I'g(2) NT'g(3), que tamén satisfai as condiciéons posto que
[o(3)/(To(2) NTo(3)) = Z/22.

Notese que ANT é un subgrupo normal de I' con indice coprimo con p. Polo tanto, temos

a composiciéon de homomorfismos

H(T, M) 2= g na, )T S gir, M),

do que se deduce que Cor o Res = [I': ' A]. Posto que [I': I' N A] é coprimo con p,
HY(T,M)= H(I'nA, M)".

Agora ben, por [7, Prop. 6.1.1], sabemos que H*(I' N A, M) = 0, do que se deduce que
H?(T', M) = 0. Este feito sera empregado mais adiante na demostracion.

Sexa agora O(I', A},) o anel semigrupo xerado por I' e A}, sobre O, onde

10
0 p

e A, denota a stia matriz adxunta. E dicir, O(T, Ap,) € o conxunto de combinacions lineares
finitas de elementos de I' e de A}, sobre O. Polo lema 4.17, pédese comprobar que e é un
operador idempotente ben definido sobre a O-subélxebra de Endo(H*(T, M)) xerada por
T, sobre O. Denotamos H'(I', M)|e por H: (T, M).

Consideremos agora para n > 2 a sucesion exacta curta de O(T', A}, )-modulos
0 — Lu(t;0) % Ln(:0) 255 Ly( F) — O

onde, recordemos, Ly, (1; O) é o I'g(N)-submoédulo de O[X,Y] formado polos polinomios
homoxéneos de grao n > 0. Pédese ver que o proxector ordinario conmuta coas aplicaciéns
7, (méd 7)* e o homomorfismo de conexién d! = d introducido na seccién 3.2} Xunto a al-
gunhas consideraciéns cohomoléxicas sobre os grupos implicados a continuacién, obténense

as seguintes sucesions exactas:

HO4(T, Ly (03 F)) & HYL (T, Lo(4; 0)) 7] — 0,

(méd m)*

0— Hérd(r7 Ln(wv O)) ®O F Hérd(rv Ln(/(/}; F)) i d (Hérd<F7Ln(w; F))) .
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O seguinte paso é estudar cada unha delas de xeito individual. Da primeira deducese
que H. (T, L,(1;0)) é O-libre. Por outra banda, posto que H*(T', L,(¢;0)) = 0, da

segunda sucesién exacta deducimos que
H'(T, La(4;0)) ®0 F = H'(T, Ly (4; F)).

Isto implica que
Hog (T, L (1; 0)) ®0 F & Howy (T, L (45 F)),

co cal chegamos a
Rang o (How(T, Ln(¢;0))) = dimp (Hyyq (T, L (v; F))) -
Sexa agora a aplicacion sobrexectiva E: L, (1; F) — Lo (vw™; F') dada por
E(P(X,Y)) = P(1,0).
Queremos ver que esta aplicacion é un homomorfismo de O(T', )\;>—m()dulos. Para isto, sexa

P(X,Y) € Ly(t; F), con

n
P(X,Y)=) XY,
=0

a b
= méd p").
gt <0 d)( p")
Tense que

BrPx.Y) =E(xnP((x ¥)6)))
= E(\(d)P(dX ~Y,aY)
= eax(d)d" = eax(d)eo(d)" = x(7)w()" B(P(X, ).

e sexa v € I' con

Argumentando de xeito semellante pédese probar que E(\,P(X,Y)) = A\ E(P(X,Y)).

Chegamos asi 4 seguinte sucesion exacta de cohomoloxia:
HY (T, ker(E)) — HNT, L(4; F)) 25 HYT, Lo(yw™; F)) % H2(T, ker(E)).

Posto que ker(E) é un O[[o(p)]-médulo, sabemos que H?(T, ker(E)) = 0. Polo visto ante-
riormente, se u: I' — ker(F) é un 1-cociclo (¢ dicir, un elemento do nucleo de d) entén para
toda v € I' sabemos que cada termo de u(y) = Py(X,Y") é divisible por Y. Isto implica
que

p—1 AN p—1
Tou(y) = Z (1 Z) u(vyi) = ZP(X +14Y,pY) = 0 (méd p).

i—o \0 P i=0
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Asi, T,H (T, ker(E)) = 0, logo

Hérd(rvL (¢7 )) = ord(F LO(WU" F))

k

7

Impotiendo agoran =k —2para k > 2 e ) = yw™

HL, (F, L, (Xw_k;F)> ~ [, (T, Lo (xw % F)) .

Finalmente, xuntando todo o visto ata agora e empregando o teorema [3.22
2Rangp (Mzrd (F,Xw_k; (’))) — 1 = Rangp (Mzrd (F, xw™F; C’)))

+ Rangp (Szrd (F, yw O))
= Rang,, (ngd (r, Ly ( 0)))
= dimp (H;rd (F,Lk ( kF)))
= dimp (Hbq (T, Lo (xw™2%;0)))
= Rangy (Hord (I, Lo (xw™ 2, 0)))
= Rangp (Mgrd (I‘, w2 (’)))
+ Rangp (Sgrd (T, w2 O))
= 2Rangy (Mgrd (F, w2 O)) -1

Concluimos enton que o rango de My (pr, xw ks (9) sobre O non depende do peso k. [



Capitulo 5

Familias de Hida

Neste capitulo desenvolveremos a denominada teoria de Hida, a cal consiste en agrupar
as formas modulares p-adicas estudadas nos capitulos anteriores en series de potencias con
polinomios nunha variable como coeficientes. Estas series serdn as denominadas familias
de Hida, e poderemos entendelas como coleccions de formas modulares indexadas polos
seus pesos. Ademais, estudaremos as propiedades dos espazos formados por estas familias
e xeneralizaremos os operadores de Hecke e as stias alxebras para empregalos tamén no

estudo da teoria de Hida.

5.1. Definiciéons iniciais

Nesta primeira seccién construiremos as familias de Hida e os espazos que conforman.
Tamén veremos algunha propiedade sinxela destas novas construciéns que serd relevante
nas secciéns seguintes.

Para comezar, serd necesario estudar algunhas propiedades dos caracteres de Dirichlet.

Definicion 5.1. Sexa p un primo impar. Dado un caracter de Dirichlet médulo N > 1,
definese o seu condutor como o menor enteiro positivo f, tal que x(m) = x(n) para todo

par de enteiros m e n coprimos con N e tales que m = n (méd f,). Ademais, dicimos que:

» x éun cardcter da primeira especie con respecto a p se f, = Mp ou f, = M para

algin enteiro positivo M coprimo con p.

» X éun cardcter da sequnda especie con respecto a p se fy = p"t! para algin enteiro

n > 1.
Vexamos algun caracter de Dirichlet que ilustre as definicidons anteriores:

65
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Exemplo 5.2.

» O caracter de Dirichlet x: (Z/3Z)* — C* definido mediante

(D) =1 e x(2)=—1,

é da primeira especie con respecto a 5, pois fy, = 3 (de feito, o condutor do caracter

coincide co seu modulo, situacion na que se di que o caracter é primitivo).

» O caracter de Dirichlet x: (Z/5Z)* — C* definido mediante

¢ da primeira especie con respecto a 3, pois f, = 3. Se en cambio agora consideramos
Y: (Z/10Z)* — C* o caracter tal que

temos un cardcter non primitivo, pois este provén do caracter y anterior.

» O caracter de Dirichlet x: (Z/9Z)* — C* definido mediante

=
—~
—_
~—
I
—_
=
—~
\V)
~—
I
A
>
—~
IS
~—
I
I
[\
=
—~
(@)
~
I
|
I
[\
=
—~
EN|
~—
I

_57 X(S) = _17
onde & é unha raiz terceira da unidade, é da segunda especie con respecto a 3, pois

fo=9.

Consideremos un primo impar p e un caracter de Dirichlet x: (Z/NZ)* — C* para
un certo N > 1. Posto que (Z/2Z)* = 1, sabemos que ou ben (fy,p) =1 ou ben p| fy, e
polo tanto
fx=M e fy=Mp",

onde M é un enteiro positivo coprimo con p e v > 1. Agora, grazas ao isomorfismo dado

polo teorema chinés dos restos,

(Z/Mp"Z)* — (Z/MpZ)* x (1+pZy)/(1+p'Z)
améd Mp" +— (ambd Mp, a méd (1+ p'Z,)),

deducimos que x = xrXxs, onde
xr: (Z/MpZ)* — Q" e xs: (1+pZy)/(1+p'Z) — Q"

son caracteres de Dirichlet da primeira e da segunda especie con respecto a p, respecti-

vamente. Polo tanto, podemos expresar todo caricter de Dirichlet como o produto dun
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caracter da primeira especie e dun caricter da segunda. A utilidade desta descomposicion,
que veremos conforme avancemos no capitulo, reside no feito de que, dado un caracter
X: (Z/p"Z)* — C*, a imaxe de xp reside en Z,, mentres que a de xg ten a orde dunha

potencia de p.

Notacion 5.3. De agora en adiante, fixado un primo impar p denotaremos a dlzebra de

Iwasawa Zp[X] por A e escribiremos u =1+ p.

Definicion 5.4. Sexan p un primo impar e enteiros N > 1, k > 2 e r > 1. Para cada
caracter de Dirichlet x: (Z/Np"Z)* — C*, definimos a aplicacidn de especializacion en k

e x como vV, : A — @p inducida por X +— ¢,u* — 1, onde ¢, = xs(u).

Proposicion 5.5. Sezan p un primo impar, enteiros N > 1, k> 2 er > 1 e un cardcter

de Dirichlet x: (Z/Np"Z)* — C*. A aplicacion de especializacion vy, estd ben definida.

Demostracion. Temos que comprobar que cando avaliamos un elemento de A en Cxuk -1
obtemos un elemento de @p. Sexa (m) = p o ideal primo de O, con O o anel de valoracion

dunha extension finita K de Q. Posto que ¢, € O,

00
E n
CX = CnT I
n=0

onde 0s ¢, son elementos dun sistema de representantes do corpo residual O/p. Agora, como
O/p é isomorfo a unha extension finita do corpo finito IF,,, sabemos que todo elemento de
O/p ten orde coprima con p. Asi, o feito de que ¢, sexa unha potencia de p raiz da unidade
implica que ¢y = 1. Como u* = 1 (méd p), sabemos que ‘Cxuk — 1‘p < 1 para todo enteiro
k > 2. Concluimos entén que a avaliacion dun elemento de A en Cxuk — 1 d4 lugar a unha

serie de potencias en O que converxe de xeito p-adico. O

Precisamos entender un ltimo obxecto antes de definir as familias de Hida. Nas mesmas
hipdteses que antes, nétese que A non contén ningun divisor de cero, logo o nicleo da
aplicacion de especializacién v, ¢ un ideal primo de A. Podemos entén pensar nesta
aplicacion como un mergullo de A/ker(vy) en Q,. Sexa I unha A-dlxebra finitamente
xerada e enteira sobre A (isto &, unha A-dlxebra cuxos elementos son raices de algin
polinomio moénico con coeficientes en A). Grazas a |23, Teorema VIII.6.15 e p. 264], sabemos
que I é un anel local, completo e noetheriano con dimension de Krull 2. O noso obxectivo
agora ¢ estender vy, a I. Posto que I & enteiro sobre A, existe un ideal primo P de I tal
que PN A = ker(vyy), e isto &4 sta vez implica que I/P é unha extensién de A/ ker(vy ).
De feito, como I é un A-modulo finitamente xerado sabemos que I/P é unha extension

finita, de A/ ker(vy, ). Podemos entén, grazas & aplicacion de especializacion, identificar
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A/ ker(vy ) con O e I /P cunha extension finita de O. Deste xeito obtemos unha aplicacion

de especializacion v: I[/P — @p que estende vy, ,, pero esta depende da escolla de P.

Definicion 5.6. Sexan p un primo impar, enteiros N > 1,k > 2er > 1, K unha extension
finita de @, con anel de valoracion O, x: (Z/Np"Z)* — C* un caracter de Dirichlet e I
unha A-alxebra finitamente xerada enteira sobre A. Imos denotar por Ag(x, I) o conxunto
de homomorfismos de O-alxebras de I a @p que inducen a aplicacién de especializacion

Vg en A. Definimos tamén o conxunto
o
'A(ij) = U -Ak(Xa I)a
k=1

cuxos elementos denominamos puntos aritméticos de Home (1 ,@p).
Finalmente, estamos en condiciéns de definir o obxecto de estudo principal do capitulo.

Definicién 5.7. Sexa p un primo impar, enteiros r > 1 e N > 1 coprimo con p, K unha
extension finita do corpo cociente de A, I a clausura integra de A en K, x: (Z/Np"Z)* —
Q" un caracter de Dirichlet e w: (Z/pZ)* — Zy, o caracter de Teichmiiller. Unha forma
modular A-ddica de carécter x e nivel Np" (ou simplemente unha familia de Hida de

caracter x e nivel Np") é unha expansion en serie

FX) =D an(£)(X)q" € I[q]
n=0

tal que, para todo enteiro k > 2 salvo para unha cantidade finita dos mesmos e para toda
ve A(x, I),

v(f) = > vian(F)(X)a" € My (Np", xw ™G, ).
n=0

Nas mesmas condicions, se v(f) € Si (NpT,Xw*k;@p) dise que f é unha forma cuspidal
A-ddica de caracter y e nivel Np”.

De xeito semellante, se v(f) € Mzrd (Npr,xw_k;@p) ou v(f) € Szrd (Npr,xw_k;@p)
dise que f é unha forma A-ddica ordinaria ou unha forma A-ddica cuspidal ordinaria,

respectivamente.

En realidade seria mais preciso referirnos 4s formas modulares A-adicas como [-adicas,
onde I & a A-dlxebra finitamente xerada na que residen os seus coeficientes, polo que

adoptaremos esta terminoloxfa durante o resto do capitulo.

Definicion 5.8. Sexa p un primo impar, x un cariacter de Dirichlet como na definicién
anterior e I unha A-alxebra finitamente xerada. Denotamos os I-mddulos de formas mo-

dulares, cuspidais, ordinarias e cuspidais ordinarias I-ddicas de caracter x por M(x; 1),
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S(x; 1), M9 (x; I) e S (x; I), respectivamente. Ademais, para cada I-alxebra A contendo
a Z[x|[X], definimos os espazos de formas modulares, cuspidais, ordinarias ou cuspidais

ordinarias I-ddicas con coeficientes en A mediante:

M(x; A) = M(x; I) ®r A,
S(x; 4) =S(x; 1) ®r1 4,
M (x; A) = M (x; T) @7 A,
S(x; A) = S (x; I) @1 A

Observacion 5.9. Notese que a definiciéon anterior coincide coa definicion se tomamos
I = A e a [-alxebra A como a clausura integra dunha extension finita do corpo cociente
de A.

Para finalizar esta seccion, nétese que aplicacion de especializacion vy, : A — @p foi
escollida porque fai referencia ao peso da forma modular p-adica na que especializa as
familias de Hida. Porén, 4, non é a tnica aplicacién de especializacién que se pode
escoller, de feito existen traballos nos que se emprega como aplicacién de especializacion
X ~ (uF2 — 1. O seguinte lema, cuxa proba se pode consultar en [I0, Prop. 4.1.1],

permite deducir que todas estas especializaciéns son equivalentes.

Lema 5.10. Seza O o anel de valoracion dunha extension finita de Qp, con p un primo
impar. Dados o, B € O tales que ||, =1 e |B]p, < 1, a aplicacion inducida por X — aX+f

é un automorfismo do anel O[X].

Empregando o lema, podemos trocar a aplicacion de especializacion vy, por vy, para

calquera enteiro | # 0 mediante o automorfismo de A inducido por

X b X - (1)

5.2. A familia de Hida das series de Eisenstein

FEsta seccién amosard a existencia e o sentido de considerar un obxecto tan peculiar
como son as familias de Hida mediante a construcién dunha forma modular A-adica que
parametrice a familia das series de Eisenstein. Ademais, centraremos a nosa atenciéon en
formas de nivel p", pois todo o descrito a continuacion pode ser adaptado de xeito sinxelo

ao caso de nivel Np".

Antes de comezar serd conveniente introducir a exponenciacion e o logaritmo p-adicos,

o cal facemos a continuacion seguindo [9]:
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Definiciéon 5.11. Sexa p un primo impar. Definimos a exponencial p-ddica de x € pZ, e

o seu logaritmo p-ddico mediante, respectivamente,

oo n o

e’ = exp(x) :ZF e log(l+x) :Z(—l) H;.
n=0 n=1

Tense que exp(log(l + z)) = 1 + x para & € pZ,. Dado b un enteiro positivo, definimos
tamén

b* = exp(zlogh).

Proposicion 5.12. Sexa p un primo impar, un enteiror > 1, w: (Z/pZ)* — Z, o cardcter
de Teichmiiller ¢ x: (Z/p"Z)* — Q" un cardcter de Dirichlet. Consideremos a serie de

Eusenstein normalizada Ej, -« € Mg (pr,xw_k;@ (Xw_k)) para cada k > 2 introducida

no exemplo [{.19:

L(1—Fk yw* >
By ywk = ( 5 ) + Zok_wa_k(n)q".
n=1

Existe unha forma modular A-ddica E,(X) tal que, para cada enteiro k > 2,

& (G = 1) = B yer.
Demostracion. Para simplificar a notacién durante a proba, escribiremos vy, = yw ™.
Agora, para cada enteiro n > 0 temos que construir unha serie de potencias a, (&, )(X) € A

tal que

an(@) (G =1) = 3 wn(dyd!
()

para todo enteiro k > 2. Podese consultar en [6, pp. 123 e 124] que, para todo s € Zy,

1+ X)* = i (Z)X" €A,

n=0

onde

s\ _s(s—1)..(s—n+1)
n n! '
Por outra banda, podemos considerar a aplicacion
p: Ly — 1+pZy
s — u®,

+t t

que é claramente un homomorfismo de grupos posto que u*7" = u*u’. De feito, pddese

probar que esta aplicacién é un isomorfismo comprobando que o seu homomorfismo inverso
é
log(s)

5 og (1)
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Polo tanto, para todo s € 1 + pZ,,

s=uf ),

Tendo isto en mente, dado calquera enteiro n > 0 e un divisor d de n tal que d = 1 ( méd p),
definimos

1 1
- v~ (d)
d(1+X) .

Agora, como (d,p) = 1 e p~1(d) € Z,, deducimos que A4(X) € A. Ademais, tendo en

Ay(X) =

conta que w(d) =1 (pois tomamos d congruente con 1 médulo p),

Ad (Cxuk — 1) = % (1 i (gxuk _ 1>)¢1(d)
i (G ) o

s(u)? ( _l(d)) d-!
s(d)d* " = w(d) Fxs(d)d" .

~d
=X
X

Asi, dado un enteiro positivo n, se todos os seus divisores d tales que (d,p) = 1 satisfan

d =1 (mbd p) enton

> wr@Ad (Guf = 1) = 3 xrldxs(@wd T = Y enld)d

din din dn
(d,p)=1 (d,p)=1 (d,p)=1

que é precisamente o resultado que buscamos. De feito, posto que

D xr(d)Ag(X) € A,
dn
(d,p)=1
o linico que resta por resolver é o problema dos enteiros n que postien divisores d coprimos
con p tales que d #Z 1 (mdd p). Para tratar isto, notemos que o caracter w se pode estender
a todo elemento de Z; mediante w(a) = w(a méd p). Agora, sabendo que a aplicacion

Zy — (1+pZy) x (Z/pZ)*

a — (w(@)te,a médp)

é un isomorfismo multiplicativo de grupos (véxase [22, p. 118]), podemos considerar a

primeira proxeccién que induce,

o Zy > 1+pZ,

a +— 7(a) =w(a)  a,
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para asi deducir que, para todo enteiro d coprimo con p, m(d) = 1(mdédp). Polo tanto,

definimos p
an(E)(X) = XFd( )(1+X)*"_1(”(d)) €A
din
(d,p)=1

e concluimos, empregando o feito de que xs leva w(d)™! en 1 (pois xs é un caracter de

orde unha potencia de p),

an(&y) (Cxuk - 1) = Z XFd(d) (Cxuk)@_l(”(d))

(ot
- ¥ D ) (@)
din
(d,p)=1
= Y Dty = Y @
dln dln
(d,p)=1 (d,p)=1

Para finalizar, debemos achar unha serie de potencias ag(&,)(X) € A tal que

L(l - ka T,Z)k)

a0(&) (G 1) = =

para todo enteiro k > 2. Empregando [22, Teorema 5.11] deducimos que, para todo k > 1,
L(1 =k, te) = (1= xw™ 0P ) L= ky ) = Ly(1 = k),
onde L,(s,x) é unha funcién L p-adica meromorfa (analitica se x # 1) en
{S eC, sl < p<p—2)/<p—1)} ,
Ainda mais, empregando [22, Teorema 7.10| sabemos que existe F)(X) € A tal que

Lp(s,x) = Fy (Gu® —1).

Polo lema , a aplicacion X — u'72FX + (ul_% - 1) induce un automorfismo do anel

A. Se H denota a imaxe de F, por dito isomorfismo, entén
H (Gak = 1) = B (072 (¢t = 1) + (w72 = 1) ) = B (G ™ = 1) = Ly (1-k, ),
co cal basta tomar ag(&,)(X) = H(X)/2 € A. O

Observacion 5.13. A serie de potencias F) (X ) da demostracién anterior é en realidade o
cociente de duas series, Gy (X), Hy(X) € A, con H{(X) = X, Hy(X) = 1 para x # 1l e
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X 1 G1(X). Polo tanto, se x = 1 na proposicién anterior enton & (X) segue interpolando

a serie de Eisenstein como desexamos, mais £1(X) ¢ A[g] posto que

Gy (w4 (w2 1) \
T ulTX 4 (w2 ) A

ao(£1)(X) = Fy (ul—%x n (ul—% - 1))

A pesares disto, a familia de Hida & (X) sera de gran utilidade na seccion , na que
a empregaremos para construir formas modulares A-addicas que se especialicen en formas

modulares p-adicas fixadas.

Observacion 5.14. A funcion L p-adica Ly(1 —k, x) empregada durante a proba da propo-
sicién ¢ a denominada funcién L p-ddica de Kubota—Leopoldt.

Agora que conseguimos construir unha familia de Hida que parametriza as series de

Eisenstein Ey, -, gustarfanos facer o mesmo coas series Gy, ,,—». A construcién desta
bl bl

nova familia serd semellante 4 xa feita, pero a incluiremos a continuacién por completitude.

Recordemos que
oo
Gk,xwfk (Z) = Z U;g;—l,xw*k (n)q”
n=1

para todo enteiro k > 2. Recuperando toda a notacién incluida na proba da proposicion

.12 para cada n > 1 podemos considerar a serie de potencias

d2k—1XF (n/d)

o (X + 1)w*1(ﬂ(n/d)) €A,

B,(X) =
dln

posto que todo factor de n divisible por p resulta cancelado ou ben polo d?~1 do numerador

ou ben por xr(n/d) = 0. Se agora calculamos a especializacion correspondente:

B (G 1) = Y LD (D

nk
din

2k—1y, (n
=S W) o) nfd)) (o d) " /)

nk
dln
= de_lxw_k(n/d) =a, (Gk’xw—k) )
din
Asi pois, definimos a familia de Hida

Gy(X) = Ba(X)q"
n=1

e observamos que, en efecto, G, (Cxuk — 1) = G,y para todo k > 2.
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5.3. Operadores de Hecke e o proxector ordinario para fami-
lias de Hida

O obxectivo desta seccién é, unha vez méis, xeneralizar o concepto dos operadores de
Hecke, neste caso aos espazos das formas A-adicas. Tamén xeneralizaremos o xa estudado

proxector ordinario ao contexto destas novas formas.

Sexan p un primo impar, un enteiro r > 1 e x: (Z/p"Z)* — C* un caracter de
Dirichlet e w o caracter de Teichmiiller médulo p. O noso primeiro obxectivo serd construir
os operadores de Hecke T, para cada n > 0 de xeito que conmuten coa aplicacién de

especializacion vy . Isto é, queremos definilos de xeito que

£ (6w 1) =1 (ot 1)

para toda f € M(x; A) e para todo enteiro k > 1 tal que f (Cxuk — 1) e My, (p’", Xw_k;@p).

Para isto serd importante recordar que, dados enteiros m > 0en > 0 e Mg (p”, Xw_k;@p):

Z xw F(d)d*a mn Z xw F(d)d* 1amn(f).

d(mm) d(mm) i
(d,p)=1
Definiciéon 5.15. Sexan p un primo impar, enteiros 7 > lem > 0, x: (Z/p"Z)* — C* un
caracter de Dirichlet e w o caricter de Teichmiiller médulo p. Definese o m-ésimo operador
de Hecke T,, para formas modulares A-addicas como a aplicaciéon que a cada f € M(x; A)
lle asigna a serie de potencias en ¢ cuxos coeficientes de Fourier venen dados, para cada

n > 0, pola expresién

an(Tnf) = Y (X +1)7 TDxp(d)d am (f)(X)A,
d|(m,n) '
(d,p)=1

onde as aplicaciéns ¢ e 7 son as que se definiron durante a proba da proposicién

o: Ly — 14pZ, o Ly o~ 1+pZ,
e
s — u® a — wla) la.
Deducese trivialmente da definicién anterior que T;, € A-linear. Vexamos agora que é
un endomorfismo de M(x;A) e que, en efecto, conmuta coa aplicacion de especializacion

Uk Sexa f € M(x;A) tal que

f (Cxuk - 1) = fr € My (pr, Xw*k;@p)
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para todo k > M, con M un certo enteiro positivo. Entén, para todo n > 0 e todo m > 0:

an(Tmf) <<Xuk - 1) _ Z <Cxuk)<ﬂ1(ﬂ(d)) XF(d)dila% (f) <<Xuk _ 1)
d|(m,n)
(dp)=1

= Z X(d)w(d)ikdkila%(fk) :an(Tmfk)
d|(m,n)
(d,p)=1

para cada k > M, o cal proba ambas afirmaciéns.

Unha vez estendido o concepto de operador de Hecke ao contexto das familias de Hida,

podemos definir tamén as formas propias de Hecke:

Definicion 5.16. Sexan p un primo impar, » > 1 un enteiro, ' unha extension finita do

* — C* un caracter de

corpo cociente de A, I a clausura integra de A en K e x: (Z/p")
Dirichlet. Dicimos que f € M(x;I) é unha forma propia de Hecke se, para todo enteiro

n>1,Thf =cn(X)f con c,(X) € I (isto é, se f & autovector de todos os operadores Ty,).

Sexa O o anel de valoracién dunha extension finita de Q,. Notese que, se f € M(x; )
é unha forma propia de Hecke e v(f) € Mg(p", x; O) para algunha v € Ai(x; ) e algin

k > 2, enton v(f) tamén é unha forma propia de Hecke.

Para finalizar a seccién, xeneralizaremos o proxector ordinario e das formas modulares

p-adicas ao caso das familias de Hida, para o cal precisaremos uns resultado previos.

Teorema 5.17 (Teorema de preparacion de Weierstrass). Sezan p un primo impar, O o
anel de valoracion dunha extension finita de Q, e m = (m) o anel mazimal de O. Conside-

remos unha serie de potencias

0o
F(X) =) aX' e O[X]
i=0

para a que exista un certo enteiro positivo n verificando a; € m, con0<i<n—1,ea, ¢ m
(logo a, € O*). Enton f pode ser reescrita de zeito tnico como f(X) = P(X)U(X),
onde U(T) € O[X]* e P(X) € un polinomio mdnico de grao n cuzos coeficientes, agds o
principal, pertencen a m. Ainda mdis: se f(X) € O[X] € non nula entén podémolo escribir
de zeito unico como

f(X) = P(X)U(X),
con P e U coma antes e . un enteiro non negativo.

Demostracion. Véxase [22], Teorema 7.3]. O
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Corolario 5.18. Seza p un primo impar e sexa O o anel de valoracion dunha extension
finita de Qp. Unha serie de potencias f € O[X] non nula ten soamente unha cantidade

finita de ceros no disco unitario p-ddico: {x € C, | |x|, < 1}.
Demostracion. Véxase [22, Corolario 7.4]. O

Proposicion 5.19. Sezan p un primo impar, un enteiro r > 1, x: (Z/p"Z)* — C* un
cardcter de Dirichlet e w o cardcter de Teichmiiller modulo p. Fxiste un inico idempotente
e: M(x;A) — M°(x; A) satisfacendo

fle (Gt =1) = £ (G = 1) Je
para toda f € M(x;A) e para todo k > 1 tal que f (Cxuk — 1) € My, (p”,xw_k;@p),
Demostracion. Sexa f € M(x;A) e sexa un enteiro positivo a tal que

f (Cxu’“ — 1) € My (p’l xw_'“;@p>
para todo k > a. Definimos 0s conxuntos

M, ), = {g EM(x;A) | g (¢! —1) € M; (pr,xw‘k;@p> para a < j < k} :

Mg,k:{geMa,k]g((xuj—l):Oparaagjgk},

e observemos que

oo
f € Moo = M-
j=a

Ademalis, para cada g € M, ;. denotaremos a sta clase en M MO or gr. Consideremos
» P g a,k a.k a.k POT gk

agora, para k > a, o mergullo

k
Mop/MS, — DM (pr,xw_’“;@p)
j=a

k
g —  Pac 1),
j=a
do cal deducimos que M, /Mg i ¢ un O-modulo finitamente xerado, con O o anel de
valoracion dunha extension finita de @Q,. De feito, como Mgy e Mg  son estables pola
accion de T),, polo lema sabemos que

’ |
e = lim T™
n—oo P

¢ un idempotente ben definido en M, j/ Mg ;.- Este operador s6 esta ben definido médulo

Mgk pero a especializacion vj,(gley) estd ben definida para toda g € My, con j €
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{a, ..., k}. Ademais, como o operador de Hecke T}, conmuta coa especializacién vy, para
toda g € M, e para todo j € {a,...,k}, temos:
J_1) = 1§ n! j_
(glex) (Gew’ —1) = lim T3'g (Geu’ —1)

= lim 73" (g (G — 1)) = g (¢! — 1) |e.

n—oo

Definamos agora

k
Q= H ker (v, )
j=a
e consideremos a seguinte aplicacion:
Ma7k/M2,k — A/Qxq]

g — > (an(g)(X) méd Q)"
n=0

Noétese que se a,(g)(X) € Q para todo n entén g € M2, logo g = 0. Asi, a aplicacién
anterior ¢ inxectiva e a imaxe pola mesma de fi|ex vén dada por

[e. 9]

> (an(fler)(X) méd Q)g".

n=0
Agora, polo corolario toda serie de potencias de A ten unha cantidade finita de ceros

en {z € Cp | |z[p < 1}, logo {Q}re, € unha sucesion decrecente de ideais tal que

oo

9 =1{0},

Jj=a
polo que A = lim A/Qy. Por outra banda, para cada a < j < k consideremos a aplicacion

F
Mhej© Mae/Ma — Mg, /Mg ;

e observemos que e; o Ty ; = 7 j © €. Isto implica que

flej = (mi;(Fr)les = m i (Frler),
logo
file; = frler (méd MY ) .
Asi, para todo enteiro n > 0,

an(fler) = an(fle;) (mod €;),

polo que definimos
an(fle)(X) = lm(an(fler) méd Q) € A.
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O seguinte paso, agora que temos definido un elemento fle € A[q], sera probar que fle €

Mo (y; A). Para isto, notemos que

an(fle) = an(fler) (médQ2y)

para todo n > 0 e todo k > a. Polo tanto, como xa probamos antes que e conmuta coa

especializacion vy, para cada j > a:
ag(fle) (G’ = 1) = an(fleji1) (G = 1) = an (£ (Gw? —1) [e) -

Asi, fle (Cxuj - 1) =f ((Xuj — 1) le, polo que fle € M (y; A).
Para finalizar, nétese que, para todo k > a,

£le? (k= 1) = Fle (G 1) = fle (G = 1) e = £ (Gt = 1) Je
=f (Cxuk — 1) le? — f (Cxuk — 1) le =0,

polo que fle? — fle € ker(vg,) para todo k > a. Non obstante, como a interseccién de

todos os 2 é nula, sabemos que

m ker(’/J}x) = {0}7

j=a

polo que fle? = fle, concluindo asi que e é idempotente. O]

5.4. Construcion de familias de Hida

Nesta seccion amosaremos 0 proceso a seguir para construir unha familia de Hida cuxa
especializacién nun certo k sexa a forma modular p-adica de peso k que escollamos. Neste

proceso seran fundamentais as familias das series de Eisenstein introducidas na seccién

Notacion 5.20. Sexa p un primo impar e sexa O o anel de valoraciéon dunha extension
finita de Q,. Denotaremos o espazo de series de potencias O[X] por Ap. Nétese que, para
todo enteiro k > 2 e para todo caracter de Dirichlet x: (Z/p"Z)* — O*, v}, se estende

trivialmente a Ap.

Definicion 5.21. Sexan p un primo impar, k& > 2 e £ enteiros positivos, O o anel de
valoracion dunha extension finita de Qp, x: (Z/p"Z)* — O un caracter de Dirichlet, w o
cardcter de Teichmiiller modulo p e f € My(p”, ¢; O) unha forma modular p-adica de peso

Ccon: (Z/p"Z)* — O outro caracter de Dirichlet. Xa sabemos que

fEk,Xw—k € Mk—l—é <pr,¢Xw7k; O) .
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Definimos series de potencias ¢, (X) € Ap para cada enteiro positivo n mediante

fe(X) = ZCH(X)qn-
n=0

Definimos o produto de convolucion de f e £, que denotaremos por f*&,, como a expansion

(P800 = Yo (' + (w7 =1)) "

U

Notese que, nos termos da definiciéon anterior, _g‘p =1le ‘u‘g — 1’]) < 1, logo
en (WX + (vt —1)) € Ap. Séguese entén que (f * £)(X) € Ap[g]. De feito, para

cada k > 2 temos
(f*&y) <Cxuk+Z — 1) = gcn (u_f (Cxuk"’e — 1) +uf— 1) q"

= Cn (Cxuk - 1) qn

n=0

= f&, (Cx“k - 1) = fEk:,Xw*ka

polo que f &, ¢ unha forma modular Ap-adica. En realidade, polo argumento anterior
podemos ver que f ¢ unha forma cuspidal p-adica, logo f * £, ¢ unha forma cuspidal
Ap-adica.

Na proba do seguinte teorema faremos un argumento semellante para amosar que po-
demos levantar toda forma modular p-adica con coeficientes de Fourier en O a unha forma

Ap-adica.

Teorema 5.22. Sexan p un primo impar, v > 0 e k > 1 enteiros, O o anel de valoracion
dunha extension finita de Qp, x: (Z/p"Z)* — O* un cardcter de Dirichlet e w o cardcter
de Teichmiiller mddulo p. Para toda f € My (p’“,xw*k;(’)) existe f € M(x;Ao) tal que

f(Gur—1) = f.

Demostracion. Xa vimos na observacion que & ¢ Afq] posto que o seu coeficiente
constante é da forma F/X para certa F' € A. Non obstante, £'(X) := X& (X) € Aq] e

gl (uk _ 1) _ (u" —1) G(1 — k)

2 ?

onde ¢, ¢ a funcion zeta p-adica, a cal sabemos que ten un polo simple en 0 con residuo
(1 —1/p) (véxase [7, Teorema 3.5.2]). Asi, grazas a [7, Teorema 7.3.3],

(u* —1) (1 — k) k(-1 G- k) _ log(u) (P~ — 1)

/ Y _
£1(0) = lim 2 = o ok 2

e O0*.
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Agora, definindo

2
£ = g T )

temos £ € Ap[q] e ag(€) = 1. Asi, para toda f € My (pr,xw_k; O) tense que f€ € Aop[q]

e

EI(X)7

fE0) = fao(&) = f.

Finalmente, escribindo

(f €)=Y anl£E) (7w X + (7™ = 1)) 0" € Aolal,
n=0
temos
(f+€) (Gt = 1) = £,
polo que f x & é a forma f buscada. O

Nos termos da proba anterior, nétese que se f € Mzrd (p”, xw ™k (’)) entén

(fE)le (G 1) = (f &) (Gt = 1) le = fle = f.

logo fx& € Mord(x; Ap). Notese tamén que o teorema anterior garante a existencia dunha
familia de Hida que interpola a forma modular p-addica desexada, pero non asegura que

esta familia sexa Unica.

5.5. A estrutura do espazo das formas modulares Ap-adicas
ordinarias

Nesta ultima seccién estudaremos dous teoremas sobre a estrutura do Ap-moddulo de

formas modulares Ap-adicas ordinarias xunto cun teorema de control respecto ao mesmo.

Para isto, seran importantes os seguintes feitos sobre Ay, cuxas probas se poden achar en
[7. Teorema 7.3.1] e [11, Teorema 9.4]:

= Ap é un dominio de factorizacion dnica.

= Ap é un anel compacto coa topoloxia definida mediante o sistema de vecifianzas dado
polas potencias do ideal maximal m = (p, X') (en particular, Ap ¢é simultaneamente

anel alxébrico e topoldxico).
= Ao & noetheriano.

Tamén seréd necesario empregar novamente o corolario do teorema de preparacién de

Weierstrass.
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Teorema 5.23. Sexan p un primo impar, r > 1 un enteiro, O o anel de valoracién dunha
extension finita de Qp e x: (Z/p"Z)* — O un cardcter de Dirichlet. Os Ap-mddulos
MO (y: Ap) e S(x; Ap) son finitamente zerados.

Demostracién. Tmos probar o teorema unicamente para M4 (; Ap), pois a demostracion é
idéntica no caso de S (x; Ap). En primeiro lugar, nétese que M (y; Ap) ¢é libre de torsion
sobre Ap, pois é, por definicién, un submédulo de Ap[q], que é libre de torsion. Vexamos
agora que o rango de todo Ap-submédulo finitamente xerado e libre de M°(x; Ap) ten
un limite superior independente do submédulo en cuestion.

Sexa pois M un Ap-submoédulo de M4 (y; Ap) finitamente xerado e libre cunha base
{f1, .., fi}, 1 > 1 un certo enteiro. Posto que os elementos f; son linearmente independentes

sobre Ao, sabemos que existen enteiros ni,...,n; tales que

any (F)(X)  an, (F2)(X) o an, (F)(X)
D(X) — det an2(f1)(X) (ln2(f2)(X) am(fz)(X) 7&0

an (F)(X)  an (F2)(X) oo an, (fi)(X)

Agora, polo corolario sabemos que s6 existe unha cantidade finita de elementos a €
C, tales que |a|, < 1 e D(a) = 0, logo existe un enteiro positivo a tal que, para todo
k>a, D (Cxuk — 1) #0e f; (Cxuk — 1) € Mzrd (p’”,xw*k;(’)) para todo 7, onde w é o
caracter de Teichmiiller médulo p. Tomemos pois k > a e denotemos, para cada 1 < ¢ </,

_fi (Cxuk — 1) = fl ASi,

anl(fl) anl(f2> aﬂl(fl)
et anz:(fl) anz:(fQ) anz:(fl) :D(gxuk_1>#07
an, (f1)  an,(f2) - an(fi)

logo {fi,..., fi} & unha base dun O-submodulo libre de Mzrd (pT,Xw_k; O). Polo teore-
ma sabemos que o rango de Mzrd (p", xw ks (9) sobre O ten un valor independente
do peso k, logo [ estd limitado independentemente do submédulo M. E dicir, o rango
de calquera Ap-submodulo finitamente xerado e libre de M°™(y; Ap) estd limitado por
Rangn (Mgrd (p’”, w2 (’)))

Empregaremos agora este feito para probar que M°(y; Ap) é finitamente xerado. De-
ducimos pola devandita afirmaciéon que existe un enteiro positivo ¢ tal que todo conxun-
to de t + 1 elementos de M°™(y;Ap) é linearmente dependente sobre Ap. Sexa enton
{f1,..., fr} € M°Y(x;Ap) un conxunto linearmente independente sobre Ap. Para toda
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f c Mord(X; AO) existen )\1, e )\t+1 € A(') con )\t 7é 0 tales que

Mfi+ N+ f=0,

o cal implica que

f:_Lfl_”'_ifp

At41 At41

Dediicese entéon que toda forma modular Ap-adica ordinaria se pode expresar como com-

binacién linear das f; sobre o corpo cociente K de A. Escribamos entén

t
F=> afs
i=0

con o; € K. Posto que as formas f; son linearmente independentes sobre Ap, existen

enteiros positivos ni, ..., n; tales que
any (F1)(X)  any (£2)(X) an, (f1)(X)
DOX) = det anz(le)(X) ang(Jiz)(X) anz(f}e)(X) Lo,
an, (F1)(X)  an, (F2)(X) an, (f1)(X)
Asi, como
any (F1)(X)  an, (£2)(X) any (fr) (X)) [ an, (£)(X)
any (F1)(X)  an, (£2)(X) any (fe)(X) | | az | _ [ ana(£)(X)
an, (J1)(X)  an, (f2)(X) an, (fi)(X) ) \u an, (F)(X)
deducimos que
ay an, (F1)(X)  an, (£2)(X) an, (F)(X)\ [ any (F)(X)
peo) | 2| = Ads nz(fl)(X) am(f:z)(X) an2(f:t)(X) anQ(Jf)(X) |
ay an, (f1)(X)  an, (f2)(X) an, (fi)(X) )\ an, (£)(X)

onde Adx(A) denota a matrix adxunta de A. Posto que o lado dereito da igualdade ¢ un

elemento de Al,, séguese que D(X)a; € Ap para todo 1 <14 < t. Asi,

D(X)f =D(X)arf1 + -+ D(X)awft € Aofr + - + Ao ft,

e como a forma f foi escollida de xeito arbitrario isto implica que

D(X)M°(x;Ap) C Aof1 + - + Ao fs.
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Como Ap é noetheriano e D(X)M®9(y;Ap) é un submoédulo dun Ap-moédulo finita-
mente xerado deducimos que D(X)M®9(x; Ap) é finitamente xerado. Finalmente, como
M (y; Ap) é libre de torsion sobre Ap, a aplicacion M (y; Ap) — D(X)M(x; Ap) é

un isomorfismo, co que concluimos que M (x; Ap) ¢ finitamente xerado. O]

Teorema 5.24. Sexan p un primo impar, r > 1 un enteiro, O o anel de valoracion dunha
estension finita de Q, e x: (Z/p"Z)* — O* un cardcter de Dirichlet. Os Ap-mddulos
MO (x; Ap) e S(x; Ap) son libres.

Demostracion. Para probar este resultado imos achar unha base de M (x;Ap) sobre
Ao. Polo teorema sabemos Mord(x;Ao) é finitamente xerado, logo existe un enteiro
positivo a tal que para todo k > a temos vy, (f) = f (Cxuk — 1) € M%rd (p”, xw™F; (9) para
toda f € Mord(x; Ap), onde w é o cardcter de Teichmiiller médulo p. Sexa enton k > a e
observemos que se v, (f) = 0 entén Py, = X — ((u” — 1) é un factor de a,(f)(X) para

todo n > 0. Neste caso, como

, i1 _
(F/Pry) (G = 1) = W e My (anWfk; Qp)

para todo j > k, deducimos que f/Py, € M (x;Ap), logo
ker(vgy) = Pe M (x; Ao).

Asi, vy, proporciona un mergullo de Merd(y; AO)/PkVXMord(X; Ap) en Mzrd (pr7 xw ™ F: (’)).
Ademais, como O é un dominio de ideais principais e Mzrd (pr, xw (’)) é un O-moédulo
libre, séguese que todo O-submébdulo de Mzrd (pr, xw™F; (9) ¢ tamén libre. En particular,
M (x; Ao)/ P M (x; Ap) é un O-médulo libre. Sexa agora { f1, ..., fv} C M4(x; Ao),
con N > 1 un enteiro, tal que {fi méd Py, ..., fy méd P, } é unha base do espazo
Merd(y; A@)/PhXMord(X; Ap) e vexamos que {fi, ..., fn} € linearmente independente. Su-
pofiamos que existen «; € Ap, con ¢ € {1,...,N} e polo menos un «a; non nulo, tales
que
a1fi+-+anfy =0.

En caso de ser necesario, dividimos ambos lados da igualdade por unha potencia suficien-
temente grande de P, para poder asumir que polo menos un dos «; non ¢ divisible por
Py, . Reducindo a igualdade médulo Py , obtemos unha combinacion linear non trivial dos
elementos da base de M (x; Ap)/Pr , M°(x; Ap), 0 cal é unha contradicién e, por tanto,
demostra que o conxunto {fi,..., fx} é linearmente independente sobre Ap.

Para finalizar a proba, consideremos o Ap-mddulo

M= {f1,...,fn)
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e vexamos que M = M°™(y; Ap). E evidente que M C M°"(x; Ap), logo s6 resta probar a
outra inclusion. Sexa f € M°™(y; Ap). Sabemos que existe unha combinacién linear sobre

Ao dos f;, que denotamos por gg, tal que f — gg € Pk7XM°rd(X;A@), logo

(f — 90)/Prx € M (x; Qo).

Analogamente, existe unha combinacién linear sobre Ap dos f;, que denotamos por g1, tal
que (f—go)/Prx—91 € Pthord(X; Ap). Procedendo indutivamente deste xeito obtemos

unha sucesion {g;}°, de elementos de M tal que

J
F=3Pigi(mear)
i=0
para todo enteiro j > 0. Sexa, para cada ¢ > 0,

gi=a;ifi+ - +anifn

para certos oy, ; € Ap. Posto que Ap é un anel compacto deducimos que, para todo
1<n <N,

J
oy, = jliglozga"vjplz,x € h;mA@/P,f;’XA@ = Ap.
—
Asi,
g=a1fi++anfnv e M.

De feito, sabemos que f — g € M4 (x; Ap) C Ap[q] ¢ divisible por P} + para todo enteiro

positivo ¢, logo g = f, o cal conclie a proba. O

Agora que xa temos establecidos os dous teoremas desexados sobre a estrutura dos Ap-
mo6dulos M (x; Ap) e S(y; Ap), imos finalizar o capitulo probando a seguinte relacion
entre os espazos das familias de Hida ordinarias e os espazos das formas modulares p-adicas

ordinarias dun peso fixado:

Teorema 5.25. Sexan p un primo impar, r > 1 e k > 2 enteiros, O o anel de valoracion
dunha extension finita K de Qp, x: (Z/p"Z)* — O un cardcter de Dirichlet e w o cardcter

de Teichmiiller mddulo p. A aplicacion f — f (Cxuk — 1) nduce 08 isomorfismos
M (x: Ao) /PepM™ (i Ao) = Mg (p7, xw ™0,
S (x; Ao) / PraS™ (x: Ao) = S (pr,xw_’“; (9) :

onde Py € o ideal primo zerado por X — (Cxuk — 1).
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Demostracion. Polo teorema , sabemos que para toda f € Mzrd (p’”,xw_k; (9) existe
f € M(x;Ap) tal que f (Cxuk — 1) = f. De feito, a proba dese teorema adaptada
as formas cuspidais dé lugar a unha afirmacion semellante nese caso. Isto implica que a
aplicacion f — f (Cxuk — 1) é sobrexectiva. Agora, posto que todos os espazos implicados
nos isomorfismos do enunciado son O-médulos libres, para probar o teorema chega con

demostrar que,
Rango (M™(x; o)/ Prx M (x; Ao) ) = Rango (M7 (57, x4 0) ).
Rango (57406 Ao)/Pea8™(x: Ao) ) = Rango (87 (171w :0))
para cada k > 2. Ademais, o teorema [4.23] asegura que
Range (Mird (p“,xw‘k ; 0)) = Rangg (Mgrd (p" xw™; 0)) :
Rango (870 (7, xw ™ 0) ) = Rango (S5 (1, xw % 0)) |

logo basta con demostrar as igualdades para un k fixo. Noétese tamén que probar as igual-

dades equivale a probar que

dimye (M7 (x; A0)/PeaM™™ (x: Ao) @0 K ) = dimse (M (57, xw ™ K) ).

dimy (S‘)rd(x; Ao)/PerS™(x; Ao) ®0 K) = dimg (Sird (pr, xw ¥ K)) :
Agora, por [7, Prop. 4.5.3], existe un k tal que
(Mord(X;Ao)/Pk,xMord(X;AO)) ®o K = My <prvxwfk;K> :
Ademais, como se amosa na demostracién dese mesmo resultado,
Mzrd (pT,Xw_k; K) o Szrd (pT,Xw_k; K) fast KEhxwfk.
Finalmente, como Ej - = & x (¢yuF — 1) entoén
S(x; Ao) /Py S (x; Ao) ®o K == S (pT7 xw ™" K) :

probando asi as igualdades buscadas para todo k. O
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Capitulo 6

Formas modulares xeométricas

Neste dltimo capitulo veremos como podemos empregar ferramentas da xeometria al-
xébrica no estudo das formas modulares e da teoria de Hida. Introduciranse pois conceptos
como as curvas modulares, a curva de Tate ou as formas modulares p-addicas de Katz e

exporanse resultados de utilidade sobre eles.

6.1. As curvas modulares como espazos de moduli

O obxectivo desta seccion é introducir as denominadas curvas modulares e estudar os

seus espazos de moduli, para o cal seré necesario falar primeiro das curvas elipticas.

Definicién 6.1. Un reticulo en C é un conxunto A = Zw; @ Zws, onde {wy,ws} é unha
base de C como R-espazo vectorial tal que wq /wo € H. Por outra banda, unha curva eliptica

(complexa) F é o lugar xeométrico dado por unha expresion do tipo
2 _ .3 3 2
y“=x"+ Ar 4+ B, con 4A° 4 27B“ # 0.
Podese consultar [20] para ver un tratamento exhaustivo das curvas elipticas.

Observacion 6.2. Existen resultados (véxase [0, §1.4]) que permiten identificar toda curva
eliptica E con algan cociente C/A, onde A é un certo reticulo; estes resultados conécense
como teoremas de uniformizacion. Asi, durante este capitulo falaremos de curvas elipticas
complexas F = C/A como cocientes do plano complexo por certos reticulos. Ainda mais:
por [B, Corolario 1.3.3], dias curvas elipticas C/A; e C/Ag son isomorfas como grupos se,

e 86 se, existe m € C tal que mA; = Ay. Tomando A = Zwy & Zwo,
(1/wo)A\1 = Z(w1/w2) ®Z =ZT L = A,

se consideramos 7 = wy /wa, co cal toda curva eliptica é isomorfa a C/A, para algan 7 € H.

Escribiremos enton E; = C/A,.

87
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Definamos agora os espazos que, como despois veremos, seran os espazos de moduli das

curvas modulares, asi como estas altimas.

Definiciéon 6.3. Sexa N > 1 un enteiro. Unha curva eliptica mellorada é un par (E,Q),
onde E é unha curva eliptica complexa e @ é un punto de E de orde N (isto é, un punto tal
que NQ =0 e n@ # 0 para 0 < n < N). Definimos ademais unha relacion de equivalencia

~ de curvas elipticas melloradas:
(E,Q) ~ (E',Q') se existe un isomorfismo ¢: E — E’ tal que p(E) = E'.

Esta relacion é evidentemente unha relacién de equivalencia, pois a composiciéon de iso-

morfismos é un isomorfismo. Denotamos o seu conxunto cociente como
S1(IN) = {curvas elipticas melloradas} /.,

e denotamos as clases de equivalencia de S; (V) como [E, Q).

Definicién 6.4. Sexa N > 1 un enteiro. Definese a curva modular Y1(N) como o espazo

de orbitas da accion de I'1 (V) en H pola esquerda:
Yi(N)=T1(N)\H={T'y\(N)r | 7 € H}.

Vexamos agora un teorema que relaciona os espazos anteriores:

.

Teorema 6.5. Seza N > 1 un enteiro. O espazo de moduli de T'1(N) é
S1(N)=A{[E;,1/N + A;] | T € H}.

Ademais, dous puntos [E;,1/N + A;] e [E;,1/N + A/] son iguais se, e s6 se, I'1(N)T =

Ty (N)7, logo temos unha bizeccion

Y S1(N) = Yi(N)
[E-,1/N +A;] — Ti(N)r.

Demostracion. Sexa [E,Q] € S1(INV). Posto que E é isomorfa a C/A,s para algin 7/ € H,

podemos tomar E = C/A,/, logo

e’ +d
N

Q = +AT/

para certos enteiros ¢ e d. Ademais, como @ é un punto de orde N entén med(c,d, N) = 1,

polo que, pola identidade de Bézout, existen enteiros a,b e k tales que ad — bc — kN =1

e a matriz v = (fcl g) é invertible médulo N. Agora, modificar as entradas de v modulo
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N non repercute en @, logo podemos asumir que v € SLy(Z). Tomemos agora 7 = 7’ e

m = ¢’ + d e notemos que m7 = at’ + b, logo
mA; =m(Zr ®Z) =Zlat" +b) ® Z(ct' +d) =27 @ Z = A,

onde a terceira igualdade se deduce de [5, Lema 1.3.1]. Polo tanto,
1 et +d
S A ) =T AL =0,
m (N + T> N + Q
co cal chegamos a que [E,Q| = [Fr,1/N + A;], onde 7 € H.
Consideremos agora dous puntos 7,7" € H tales que I';1(N)7 = I';(N)7'. Existe enton

v=(2%) € SLy(Z) tal que 7 = 77’ Sexa novamente m = c¢7’ + d, co cal

1 "+d
mA, = A e m<N+AT> :%4—1\7/.

Posto que (¢,d) = (0,1) (méd N), a segunda igualdade convértese modulo N en

1 1
~T AT = A7 AT’?
m<N+ ) N—i—

cocal [E;,1/N+A;]=[E,1/N + A].
Reciprocamente, sexan 7,7" € H tales que [E;,1/N + A;] = [E;,1/N + Ay]. Por [5
Corolario 1.3.3], existe m € C tal que mA, = A e m(1/N+A;) = 1/N+A.. Empregando

novamente |5, Lema 1.3.1|, a primeira destas condicions traducese en

mT 7’ a b
=7 para certo v = € SLa(Z),
m 1 c d

logo m = ¢1’ + d, co cal a segunda condicion transféormase en

e’ +d 1
AT:7 AT’7
N + N+

probando asi que (¢,d) = (0,1) (m6éd N) e v € T'1(N). Conclaese asi, posto que 7 = 7/,
que I'1(N)T =T (V)7 O

Séguese entonque as curvas modulares Y1 (V) son espazos de moduli. Alternativamente,

podese ver que o functor

Ell: Varg, — Sets
X  +— {cwrvas elipticas/ X} /-,

onde Vars), € a categoria das variedades alxébricas definidas sobre o anel Z[1/N] e Sets a
dos conxuntos, é representable, isto é, Ell(X) = Hom(X, X() para algunha variedade alxé-

brica Xy. Polo tanto, toda curva eliptica mellorada (E, Q) pode verse como un morfismo
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X — Xj, sendo neste caso Xg = Y7 (V).

Para finalizar o capitulo, obsérvese que podemos facer unha construcién aniloga & de
S1(N) e Y1 () considerando pares (E,C), onde E é unha curva eliptica e C' un subgrupo

ciclico de orde N. Definese unha relacién de equivalencia entre estes pares como:
(E,C) ~ (E',C") se existe un isomorfismo ¢: E — E’ tal que ¢(C) = C’

Denotase por So(INV) o seu conxunto cociente e por [E, C] a clase de equivalencia de (E, C).
Finalmente, definindo a curva modular Yp(IN) = T'o(N)\H, podese ver de xeito analogo a
como o fixemos con Y7 (N) que Yy(N) é isomorfo a Syp(NN) e, por tanto, que é un espazo de

moduli.

Observacion 6.6. Todo isto proporciona un novo xeito de identificar I'o(N)/T'1(N) con

(Z/NZ)*, pois podemos definir un morfismo

Yi(N) —  Yo(N)
[E, Pl — [E,(P)],

sendo (P) o grupo ciclico xerado por P, e cada punto de Yy(N) ten ¢(IN) preimaxes posto
que un grupo ciclico de orde N ten ¢(N) xeradores, sendo ¢(N) a funciéon de Euler de N.

6.2. Diferenciais en curvas elipticas

Nesta seccién sentaremos as bases para reinterpretar as formas modulares clasicas en
I'(1) = SL2(Z) a través de diferenciais nas curvas elipticas e da curva modular Y (1) =
Yi(1) = Yy(1) = SLa(Z)/H, o cal dara lugar & construcion de Katz.

Para comezar, denotemos a compactificacion de Y (1) como X (1) e notemos que ambos
espazos son superficies de Riemann (en particular, curvas alxébricas suaves). Ademais X (1)

¢ compacto, polo que ¢ unha curva proxectiva, mentres que Y (1) é unha curva afin.

Notacion 6.7. Sexa k > 0 un enteiro e sexa f € My unha forma modular de nivel 1.

Empregaremos a seguinte 1-forma durante o resto da seccion:

NS

wp = f(z)dz@% € (Qﬁ)@) )

onde Q]}_H denota o espazo das formas diferenciais en H e o exponente ®% denota o produto

tensorial da base consigo mesma % veces.
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Notese que, dada v € SLa(Z) e sendo v*wys o pullback de wy mediante ,

k
. ok k daz+b\? gk
g = S0 = e+ ) (1) a0 =,

logo wy é SLa(Z)-invariante e, polo tanto, pode entenderse como unha diferencial na curva
modular Y (1):

wyr € <Q%/(1)>®2 .

Denotemos por R o conxunto de reticulos Zay @®Zas en C, con o /g non real e o; # 0,

M = {(oq,ozg) € (C)?9 <O‘1 > 0)}

Consideremos a seguinte aplicacion:

e escribamos

p: M — R
(041,042) —  Zoq © Zaoo.

Obsérvese que ¢ é sobrexectiva e que podemos considerar as seguintes accions:

» SLy(Z) actia en M pola esquerda mediante

b
(a d) (a1, a0) = (aay + bag, cag + dag).
c

s C* acttia en R mediante o produto por un escalar. Esta accion permitenos trasladar-
nos dun reticulo a outro que sexa homotético do primeiro (isto ¢, a imaxe do primeiro

a través dunha homotecia).
s C* actta en M mediante o produto por un escalar.

Por outra banda, definamos as aplicacions

o M — H 6: H — R
e
(a1,00) — gL T — A,

onde A, = Z7P®Z como na seccién anterior. Xuntando todo isto, temos o seguinte diagrama

N

H

non conmutativo
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Podese ver asi que v é SLg(Z)-invariante e que 8 induce un isomorfismo H = R /C*. Isto
é, todo punto do semiplano superior complexo H correspéndese cun reticulo (modulo ho-

motecia).

Definimos agora o conxunto £ como o conxunto de clases de isomorfia de curvas elipticas

complexas, do cal obtemos as aplicaciéns

H — ¢& u: R — €&
e
T — E; A — C/A.

Proposicion 6.8. A aplicacion u: R — & factorizase a través de C* e induce un isomor-
fismo R/C* = &.

Demostracion. A sobrexectividade séguese do feito de que se F é unha curva eliptica entén
E = C/A para algan reticulo A, o cal podemos calcular fixando unha diferencial invariante

en F e definindo o seguinte reticulo:

Az{/vwweHl(E,m},

sendo Hi(E,Z) o primeiro grupo de homoloxia da curva eliptica, como é habitual escri-
bilo. Para ver a inxectividade consideremos A1, Ao € R dous reticulos tales que existe un

isomorfismo

”Lb: (C/Al = C/AQ

Neste caso, como C ¢é o espazo recubrimento universal de C/A; para cada i, podemos
levantar 9 a unha aplicacién holomorfa : C — C tal que 1(0) = 0. Asi, para cada z € C
e cada [y € Aq,

w(z + ll) — ¢(z) € Ao,

e como As é discreto entén polo teorema da aplicaciéon aberta

P(z+ 1) —9(2) = a,
con a unha constante. Calculando a derivada do anterior deducimos que @I é invariante
por A; e que é holomorfa, logo E/ = b € C é unha aplicacién constante. Isto implica que
¥ (z) = bz 4 ¢ para unha certa constante ¢ € C e, como 9(0) = 0, necesariamente tense

¢ = 0. Concluimos entén que ¥ (z) = bz e que Ay = bA1, como queriamos demostrar.  [J

Por outra banda, a aplicaciéon § induce un isomorfismo de R/C* = SLy(Z)\H pois

dous reticulos A, e A son homotéticos se, e s6 se,

, ar+b (a
T = para certa

cT+d cC

Z) € SLQ(Z).
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Consideremos agora o conxunto H x C xunto coa sda proxeccién canénica p; sobre H.
Resulta que Z2 e SLg(Z) acttian en H x C mediante as seguintes acciéns para un certo
(r,2) e Hx C

(1,2) - (a,b) = (1,2 + at + b),

a b B a b o 1,
(c d) (T,Z)—((C d)T,( +d) )

Grazas a estas accions deducimos que a proxeccion p; é SLa(Z)-equivariante. Consideremos
agora o cociente E = (H x C)/Z? e tomemos a aplicaciéon p: E — H inducida por p;. Dado
7 € H sabemos por todo o anterior que a fibra p~1(7) ¢ isomorfa a E,. Se ademais facemos
o cociente de E por SLy(Z) obtemos o conxunto E(1) xunto coa aplicacion
E(l) — Y(1)
[Er] — 7],
Sexa agora unha funcion homoxénea F: R — C. E dicir, tal que, para un certo enteiro

k>0,
F(AA) = \FF(L) para todo A € C* e todo A € R.

Definimos a partir desta F' outra funcion f: H — C mediante
f(ry=F(A;)=F(Zt D7)

e notemos que, dada v = (2Y) € SLy(Z):

at+b
fom) = Fla) = (2255 012

:F<Wi$ﬂm+M@ﬂw+®0

=F ((CT + d)*lT)
= (et + d)*F(A,) = (er + d)F f(7).

Polo tanto, se a funcién f é holomorfa en H e en oo entén f € M.
Para continuar observemos que R é un fibrado sobre R/C* e busquemos un fibrado &’
de & tal que

R—¢&

|

R/C* ——=¢&
Definamos pois & como o conxunto de clases de isomorfia de pares (E,w) formados por

unha curva eliptica E e unha base w de H° (E7 Q}E) Noétese que este tltimo espazo ten
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dimensiéon 1 posto que as curvas elipticas tenen xénero 1 e o xénero é precisamente a
dimension do espazo cotanxente, logo w é simplemente un elemento non nulo. O isomorfismo

definese como segue:
(E,w) = (E',w') se existe un isomorfismo ¢: E — E’ tal que p*w’ = w.

Obtemos asf unha aplicacion trivial £ — £ que simplemente esquece o elemento w de cada
par (E,w), logo existe unha aplicacion R — £’ que a cada A € R lle asocia o par (C/A, dz),

sendo z a funcién coordenada en C. Ademais, dado A € C*, esta aplicacion leva AA en
[C/(AA),dz] = [C/A, Adz].
Podemos enton facer actuar C* en £’ de xeito compatible co anterior mediante
AE,w| = [E, \w].
Novamente, para cada k enteiro consideremos unha aplicacion G: £ — C tal que
G(E,  \w) = \"*G(E,w) para todo A € C*.

Repetindo os célculos xa feitos para F' e f obtemos unha funcién g: HH — C definida
mediante

9(r) = G([C/A, dz])

que é feblemente modular, logo en caso de que sexa holomorfa en H e en oo deducimos que

g € M.

Observacion 6.9. K posible engadir a toda a construcién anterior unha estrutura de nivel,

permitindo asi traballar en subgrupos de congruencia. Para estudar isto véxase [12] §5].

Recapitulando, nesta secciéon vimos como considerar as formas modulares como aplica-
cions definidas sobre os pares (E,w), con E unha curva eliptica e w unha forma diferencial.
O seguinte paso deste capitulo sera discutir este novo punto de vista das formas modulares

desde un marco axiomético.

6.3. Formas modulares de Katz e a curva de Tate

Comezaremos esta secciéon xeneralizando a nocion de forma modular a un anel R cal-
quera (sempre conmutativo e unitario) a partir da construcion feita na seccion anterior. A
continuacién introduciremos a chamada curva de Tate e as formas modulares de Katz e

falaremos brevemente sobre o principio da g-expansion.
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Definicién 6.10. Sexan k£ > 0 un enteiro e R un anel. Unha forma modular meromorfa
f de peso k sobre R é unha funciéon definida sobre os pares (E/A,w), con E unha curva
eliptica, A unha R-alxebra e w unha seccién de 9115’ /4 que non se anula en ningln punto,

tal que:
1. f(E/A,w) depende unicamente da clase de A-isomorfia de (E/A,w).
2. f(E,uw) = p~*f(E,w) para todo p € A*.
3. Dado ¢: A — B un homomorfismo de aneis calquera, f(F/B,wp) = ¢(f(E/A,w)).

Notese que a anterior definicién non incliie ningunha condicién sobre o comportamento
de f nas cispides. Completaremos pois a definicién introducindo a curva de Tate, chegando
asi & construcién de Katz das formas modulares.

2miz

A aplicacion exponencial complexa que a cada z lle asigna g = e induce un isomor-

fismo

C/A; = C%/q".
Grazas a [20] sabemos que C* /¢% vén dado polo modelo
y? + 2y = 2 + as(g)z + as(q),

onde

gt > (5n3 + 7n5) q"
a4:—21_qn eaG:_Z 12 (1 —q")
n=1

n=1

pertencen ambos a Z[q]. Ademais, o discriminante desta curva é
[e.e]
A=q]a-gm*,
n=1

polo que a ecuacién define de xeito formal unha curva eliptica sobre o anel de series de
Laurent Z[q] [A™Y] = Z((q)).

Observacién 6.11. E necesario considerar o anel Z[q] [Afl} para que o discriminante A
sexa unha unidade neste espazo de series de Laurent, pois se o discriminante fose cero

ent6n a curva non serfa eliptica.

Definiciéon 6.12. Para cada z € C definese a curva de Tate T(q) como a serie de Z((q))
definida por

y? +ay = 2® + as(q)x + ag(q).



96 6. Formas modulares xeométricas

Agora, 4 curva de Tate T'(q) podémoslle asociar unha diferencial canénica

Wean = % € H° (T(Q)an) )

sendo T'(q) = G, /q” e G, = Spec (Z [t, t_l]) o grupo multiplicativo. En particular, dada

unha forma modular meromorfa f de peso k definimos a stia ¢-expansién como

f(T(q), wean) € Z((q))-

Isto permitenos tratar o problema das cuspides xa mencionado, co cal podemos enunciar

finalmente a definicién de Katz das formas modulares:

Definicién 6.13. Sexan k£ > 0 un enteiro e R un anel. Unha forma modular de Katz (ou
simplemente unha forma modular) f de peso k sobre R é unha funcion definida sobre os
pares (FE/A,w), con E unha curva eliptica, A unha R-alxebra e w unha secciéon de Q}E /A

que non se anula en ningin punto, tal que:
1. f(E/A,w) depende unicamente da clase de A-isomorfia de (F/A,w).
2. f(E,uw) = p~*f(E,w) para todo p € A*.
3. Dado ¢: A — B un homomorfismo de aneis calquera, f(E/B,wp) = ¢(f(E/A,w)).

4. f(T(Q),Wcan) S A[[Q]]

Observacion 6.14. A definicion de Katz pode estenderse para que inclia unha estrutura

de nivel, ampliando asf este obxecto a subgrupos de congruencia arbitrarios.

Dada f unha forma modular de Katz sobre un anel R tal que existe unha aplicacion
inxectiva ¢: R — C, a imaxe da g-expansién de f por ¢ coincide coa definicién habitual

da g-expansién de Fourier dunha forma modular cléasica.

Para finalizar esta seccién, mencionamos o seguinte resultado:

Teorema 6.15 (O principio da g-expansion). Unha forma modular [ estd totalmente

determinada pola sia q-expansion.
Demostracion. Veéxase [8, Prop. 1.6]. O

Observacion 6.16. Notese que se a curva modular X (I') sobre a que se considera f non é
conexa entén é necesario considerar as expansioéns de f nunha caspide de cada componente

conexa.



6.4. Formas modulares sobreconverxentes 97

6.4. Formas modulares sobreconverxentes

Nesta ultima seccién retomaremos a anterior definicién de Katz particularizandoa ao
caso p-adico e comentaremos un problema que presenta esta definicién, o cal nos levara a

falar das curvas elipticas ordinarias e a introducir a nocién de sobreconverxencia.

Definicion 6.17. Sexan p un primo impar ¢ & > 0 un enteiro. Dada unha &lxebra A
completa para a norma p-adica, unha forma modular p-ddica de Katz f de peso k sobre A
¢ unha funcion definida sobre os pares (E/R,w), con E unha curva eliptica, w unha seccion
de Q}E /4 que non se anula en ningdn punto e R unha A-dlxebra completa para a norma

p-adica verificando que A(F/B,wpg) ¢ invertible, sendo B = A/p, tal que:
1. f(F/A,w) depende unicamente da clase de A-isomorfia de (E/A,w).
2. f(BE,pw) = p~*f(F,w) para todo u € A*.
3. Dado ¢: A — B un homomorfismo de aneis calquera, f(E/B,wp) = ¢(f(E/A,w)).

4. f(T(q),wecan) € Alq]-

Observacion 6.18. Como vén sendo habitual, a definicién anterior pddese dotar dunha
estrutura da nivel que permita considerar formas modulares p-adicas de Katz en subgrupos

de congruencia arbitrarios.

A definicién de Katz das formas modulares p-adicas presenta un problema: o espectro
do operador U, non & discreto, polo que non podemos considerar descomposiciéons dunha
forma modular dada en suma de formas propias. Para evitar esta situacién precisaremos
considerar as formas modulares sobreconverxentes, pero para definilas teremos que consi-

derar varias nociéns previas (para estudar todo isto con maior detalle véxase [3]).

Consideremos un anel S tal que pS = 0; é habitual considerar S = Z/pZ. Sexa A o
invariante de Hasse, seguindo a definicién de [3]. Enton, A ¢ unha forma modular meromorfa
(no estilo de Katz) de nivel 1 e peso p— 1 sobre S. E dicir, dada E/S unha curva eliptica e
w unha diferencial xeradora de QlE /5> temos A(E,w) € S. O seguinte resultado de Deligne

permite calcular a g-expansion de A:
Teorema 6.19 (Deligne). A(T(q),wean) = 1.

Agora, se p > 5 podemos ver o invariante de Hasse como a reduciéon moédulo p dunha

forma modular en Z, grazas ao seguinte teorema:

Teorema 6.20 (Buzzard). Sexa p > 5 un primo. E,_1 = A(mbd p); € dicir, a serie de

FEisenstein de peso p — 1 é un levantamento de A.



98 6. Formas modulares xeométricas

Demostracion. Véxase [2]. O

Observacion 6.21. Existe resultados andlogos ao anterior nos casos p = 2 e p = 3, para os

cales € necesario realizar varias modificacions.

Definicion 6.22. Dado un primo impar p e S un anel tal que pS = 0, unha curva eliptica
E/S dise supersingular se o seu anel de endomorfismos ten rango 4 sobre Z. Noutro caso,

dise que a curva eliptica /S é ordinaria.

Existen diversas caracterizaciéons das curvas elipticas supersingulares, as cales se po-
den consultar en |20, Cap. 5|. Agora, empregando o teorema de Buzzard podese ver que

A(E,w) =0 se, e 86 se, E & supersingular.

Definicion 6.23. Consideremos un primo impar p. Definimos o lugar ordinario dunha
curva modular X sobre [, como o conxunto de puntos de X que se corresponden cunha
curva eliptica sobre [F), coa siia estrutura de punto ou de subgrupo, segundo o caso. Séguese
que o lugar ordinario consiste entén na parte de X correspondente as curvas elipticas

ordinarias.

O noso seguinte obxectivo é definir o lugar ordinario sobre Z,, para o que precisaremos
empregar a nocién xeométrica de espazo rizido analitico, que no caso dunha curva modular
X suave sobre Z[1/p] e sen singularidades consiste en considerar X como unha variedade
complexa X"& sobre C, (para estudar a area da xeometria rixida en maior profundidade

véxase [3]).

Definicion 6.24. Sexan p un primo impar e £ > 0 un enteiro. As formas modulares p-
adicas son as seccions globais de H? (X"8[0],w¥), onde X™[0] denota o lugar ordinario

do espazo rixido analitico X"8.

Antes de continuar con este tema, ¢ importante notar que, dada unha unha curva
eliptica E calquera, E (K) [p| = (Z/pZ)?, onde K ¢é unha extension finita de Q,. Por outra
banda, F (E) [p] = Z/pZ se E & ordinaria, sendo k o corpo residual de K. Asi, a aplicacion

de reducién moédulo p mediante

E(K) — E (k)

ten como nucleo un subgrupo isomorfo a Z/pZ. Pola contra, se E é unha curva eliptica
supersingular nada disto se cumple, pois F (E) = {0}, logo en E (f) [p] temos p + 1
subgrupos de orde p e ningin deles é candnico. Porén, existe o seguinte resultado sobre

este posible grupo canénico cando E “non é demasiado supersingular”:
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Teorema 6.25 (Lubin-Katz). Sezan p un primo impar, R unha Zy-dlzebra e v a valora-
cion de R como anel de valoracion discreta. Unha curva eliptica E/R posie un subgrupo

candnico de orde p se, e SO se,

b
A) < 2
U( ) p+1

onde A(Es,wg) € o invariante de Hasse de E/S, con S = R/p.

Fixemos unha curva modular X de nivel coprimo con p e sexa k unha extension finita

de ). O espazo rixido analitico X rg admite unha aplicacién de reduciéon
X"8(Cp) — X (k),

que consiste simplemente en considerar os puntos de X modulo p. A preimaxe pola an-
terior aplicacién dun punto z € X (E) é un disco aberto e o lugar ordinario X'8[0] é o
complementario das preimaxes dos puntos supersingulares. Definimos o espazo X"8[r| para
un certo racional 7 como o espazo obtido eliminando os discos de raio p~" de X8 (podese

ver en [3, §3.2] que estes espazos estan ben definidos).

Teorema 6.26. Sexan p un primo impar, k > 0 un enteiro, 0 <r < 1/(p+1) un racional
e X unha curva modular de nivel coprimo con p. Dada f unha seccion de H° (Xrigm,wk),
Uyf € HY (Xrig [pr],wk). En particular:

Uy: H° (Xrig[r],wk> — H° (Xrig[pr],wk> .
Demostracion. Véxase [3, Teorema 3.3.2]. O

Este resultado significa que o operador U, mellora as propiedades de converxencia: se
consideramos secciéons excluindo un disco de raio p~", o operador U, esta definido salvo
nun disco de raio p~P", polo que converxe mais alad do que as secciéns o facian no punto de

partida. K por isto que consideramos a seguinte definicién:

Definiciéon 6.27. Sexan p un primo impar, k& > 0 un enteiro, 0 < r < 1/(p+ 1) un
racional e X unha curva modular de nivel I" coprimo con p. O espazo de formas modulares

sobreconverzenies de peso k, nivel I' e raio r definese como
M(T,r) = H (Xrig[r],wk) .

Para finalizar a seccién, enunciamos un ultimo teorema, cuxa demostracion se pode ver

en [3, §3.5].
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Teorema 6.28. Sezan p un primo impar, k > 0 un enteiro, 0 <r < 1/(p+1) un racional

e X unha curva modular de nivel coprimo con p. A aplicacion
U,: H° (Xrig[r],wk) — H° (Xrig[r],wk)
é compacta.

A modo de conclusién do capitulo, é importante entender a utilidade desta definicién
xeométrica das formas modulares sobreconverxentes, pois permite interpretar mellor os
resultados que traballamos, especialmente aqueles relativos 4 variacion p-adica en familias.
Para entender todo isto na sia totalidade seria necesario introducir un obxecto xeométrico
denominado eigencurve, pero non incluiremos isto neste documento. Para estudar esta

nocion, pédense consultar tanto [4] como [I].
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