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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Analisis Matématico.

Titulo: Ecuaciones para modelos genéticos.

Breve descripcion del contenido

En este trabajo se estudiarédn algunos modelos relativos a la genética
de poblaciones haciendo uso de las ecuaciones diferenciales o en dife-
rencias. Se introduciran modelos que representen fenémenos asociados
al mundo real, haciendo un estudio cualitativo de sus soluciones, lo

cual permitiré analizar la evolucién de la situacion a lo largo del tiem-

po.
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Resumen

En este trabajo se estudiaran problemas relativos a la genética que pueden ser modelados
mediante ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias. En primer lugar, se introducira el
calculo en diferencias, que serd necesario para estudiar las ecuaciones en diferencias. Ademas,
se presentaran distintos métodos de resolucién para dichas ecuaciones, los cuales se aplicaran
més tarde a la hora de plantear los modelos referentes a la genética. Tras esto, en cuanto a los
modelos, se analizard la evolucion con el paso del tiempo de la distribucién alélica de un gen
en una poblacion haciendo uso de las ecuaciones en diferencias. Finalmente, se utilizaran las
ecuaciones diferenciales para estudiar el modelado del problema de los mosquitos transgénicos,

una idea bastante actual, y se simulardn dichos modelos graficamente.

Abstract

In this work we will study problems related to genetics which can be modeled using differential
and difference equations. In first place, we will introduce the difference calculus, which will
be necessary for studying the difference equations. Besides, different methods for solving these
equations will be presented and will be applied later to the models concerning genetics. After
that, in terms of models, the evolution over time of a gene’s allelic distribution in a population
will be analyzed, using the difference equations. Finally, differential equations will be used in
order to study the modeling of the transgenic mosquitoes problem, a quite current idea, and

these models will be simulated graphically.






Introduccion

Hay numerosas situaciones de la vida real y de ambitos muy diversos, como pueden ser
la economia, la biologia, la medicina o la fisica, que pueden modelarse recurriendo al uso de
herramientas de la rama del Analisis Matematico. Concretamente, este trabajo se centrard en el
estudio de modelos, empleando ecuaciones diferenciales y en diferencias, para predecir la evolucion

de distintos procesos o situaciones referentes al campo de la genética.

La genética es una rama de la biologia encargada de estudiar como se transmite la herencia
de una generaciéon a otra mediante el estudio de los genes. Es asi como se pueden plantear
modelos matematicos que describen la evolucién de poblaciones con el paso del tiempo, tanto de
forma discreta, es decir, de generacion en generacion (ecuaciones en diferencias), como de forma

continua (ecuaciones diferenciales).

FEn este marco, se puede estudiar el cambio de ciertas caracteristicas poblacionales que son
expresadas por los genes, ya sean caracteristicas fisicas como el color de ojos, o incluso, alteracio-
nes genéticas que dan lugar a enfermedades. Cabe notar que las leyes de la genética se basan en
probabilidades, luego solo tendra sentido el estudio de modelos sobre poblaciones suficientemente

grandes.

Este trabajo consta de 3 capitulos. En el primero de ellos, y debido a que las ecuaciones en
diferencias no fueron objeto de estudio en el Grado en Mateméticas, se introducen las ecuaciones
en diferencias lineales y no lineales y se hace un estudio de los métodos de resolucién de las
mismas, tanto de forma analitica como grafica. Para ello, antes de nada, se hace una revision
del célculo en diferencias, consistente en una serie de herramientas que facilitaran el anélisis y
resoluciéon de dichas ecuaciones, de forma paralela a lo que ocurre con el calculo diferencial y las
ecuaciones diferenciales. En concreto, se definen los operadores diferencia, shift e identidad, asi

como la suma indefinida o antidiferencia, y se estudian sus propiedades.

Para continuar, en el Capitulo [2, se modela la distribucion alélica de un determinado gen en
una poblacién, haciendo uso de las ecuaciones en diferencias. Para esto, primero se presentan
diferentes conceptos biologicos basicos, necesarios para el entendimiento de los modelos. Después,

se diferencian distintos problemas genéticos de acuerdo con distintas hipdtesis iniciales: en primer
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X INTRODUCCION

lugar, se considera el equilibrio de Hardy-Weinberg, basado en las hipdtesis de apareamiento
aleatorio e igual tasa de fertilidad y de supervivencia para todos los individuos; para continuar,
a partir de modificaciones sobre las hipotesis anteriores, se modelan los fenémenos de seleccién

natural y de mutaciones, ambos muy importantes en la teoria de la evolucién.

Para cada uno de ellos, se estudia y modela el problema de forma matemaética, se aplican
los métodos analitico y grafico explicados en el Capitulo [I} y se exponen las conclusiones que
se obtienen gracias a los mismos. Ademas, se presentan ejemplos de casos reales que pueden ser

representados con cada uno de los modelos.

Para terminar, en el Capitulo [3] se estudian problemas genéticos que pueden modelarse
mediante ecuaciones diferenciales. En este caso, se analiza una situacién bastante concreta y
actual, que es la de los mosquitos transgénicos. FEstos son mosquitos modificados genéticamente
en un laboratorio y que se utilizan para intentar combatir ciertas enfermedades para las que no
existen vacunas, como puede ser la malaria, el dengue o la infeccién por el virus Zika. De nuevo,
se introduce bioldgicamente el concepto de mosquito transgénico y se estudian distintos modelos

en funcién de la tasa de apareamiento de los mosquitos.

FEn cada caso, se analiza el problema y se modela recurriendo a sistemas de ecuaciones di-
ferenciales; después, se emplea la teoria de estabilidad para ecuaciones diferenciales con el fin
de estudiar cualitativamente las soluciones; y finalmente, se exponen las conclusiones que se
obtienen gracias a dicho estudio. Ademas, se toman ciertos valores para los cuales se simulan
graficamente estos modelos, comprobdndose asi el comportamiento estudiado y reflejandose las

conclusiones extraidas del estudio.

Como apoyo a este ultimo capitulo, al final del trabajo se incluye un Anexo que detalla los
calculos para la obtencion de los resultados recogidos en el mismo, facilitando asi la comprension

de los contenidos expuestos.



Capitulo 1

Marco teérico de las ecuaciones en

diferencias

Con el fin de estudiar las ecuaciones en diferencias, antes de nada, se veran algunos conceptos
bésicos del cédlculo en diferencias, esto es, una serie de herramientas que facilitaran el analisis
y resoluciéon de dichas ecuaciones, en similitud con lo que ocurre con el calculo diferencial y
las ecuaciones diferenciales. Concretamente, se definirdn dos nuevos operadores y se analizaran
algunas de sus propiedades, para asi poder definir las ecuaciones en diferencias e introducir

diferentes resultados generales para su resolucién.

Para ello se seguiran fundamentalmente el Capitulo 1 de |11 y las Secciones 2.1 y 2.2 de [12],

aunque también se puede encontrar informacién sobre esta teoria en las referencias [9] y [13].

1.1. CaAlculo en diferencias

Para empezar, se definira el operador diferencia, que representa la variaciéon de una funcién

dada, y, cuando la variable independiente ¢ aumenta un paso h.

Definicion 1.1. Sea y una funcion con valores reales o complejos. El operador diferencia, A,

de paso h > 0 se define como
Ay(t) =yt +h) —y(t).

En general, se considerard como dominio de la funcién y el conjunto de los ntimeros naturales,
aunque también se podrian tomar intervalos reales.

Para aplicar el operador diferencia sobre una funcién de dos o més variables, habra que

especificar respecto a cudl de ellas se efectiia la diferencia, como se indica en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2. Por un lado, se tiene
Aste™ = (t+ h)e" — te" = he",
mientras que, por otro,
Apte™ = te"th — te = ten (el — 1).

En este contexto, Ay es la primera diferencia de la funcién y, y las diferencias de 6rdenes
superiores se definen componiendo el operador consigo mismo. Asi, se define la diferencia de

segundo orden como

APy(t) = A(Ay(t) = Ay(t + h) —y(t))
= [y(t +2h) —y(t + h)] — [y(t + h) —y(t)]
= y(t +2h) — 2y(t + h) +y(t),

y, en general, la diferencia de orden n:
n n— g n
Amy(e) = AAy(0) =3 (-0 (7)ot (= kom)

que se obtiene por induccién.

Ademas de este operador, resultaran tutiles el operador identidad y el llamado operador shift,

que se usan en conjuncién con el operador diferencia y se definen como sigue.

Definicion 1.3. Sea y una funciéon con valores reales o complejos, el operador shift, F, se
define como
Ey(t) = y(t + h),

y, el operador identidad, I,

Resulta evidente que se cumple que A = F — 1.

Las propiedades fundamentales del operador diferencia se recogen en el siguiente teorema.
Teorema 1.4. El operador diferencia cumple las siguientes propiedades:

1. A™(AMy(t)) = A™T"y(t) para todo n,m € N.

2. Aly(t) + 2(8)) = Ay(t) + Ax(0).

3. A(Cy(t)) = CAy(t) si C es una constante.

4 Ay(t)z(t) = y(t)Az(t) + Ez(t) Ay(t).

y(@® ) — z2®)Ay()—y(t)Az(t)
A (z(t)) - 2(t)Ez(t) :
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Llegados a este punto, también resultara ttil introducir el operador inverso por la derecha

del operador diferencia.

Definicion 1.5. Sea y una funcién con valores reales o complejos. La suma indefinida o

antidiferencia de y, que se denota por > y(t), es una funciéon que satisface

A () =),

para todo t en el dominio de la funcién y.

La suma indefinida juega el mismo rol que la integral indefinida en el calculo diferencial, y

de la misma manera que dicha integral, no es tinica. En efecto, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.6. Si z es una suma indefinida de y, entonces toda suma indefinida de y es de la

forma
D ylt) = =(t) + C(b),

donde C' es una funcion con mismo dominio que y tal que AC(t) = 0.

Ejemplo 1.7. Dada la funcién y(t) = 5¢, Ay(t) = 5"t — 5! = 4. 5! con lo que A% =5y

t . . ., . ..
entonces % es una suma indefinida de y. En general, dada C una funcién con igual dominio que

y tal que AC(t) = 0, se tendréa que %t + C(t) es una suma indefinida de y. En efecto,

5t 5,
a(% vow) =a% =5

con lo que todas las sumas indefinidas de y(¢) vendran dadas por

D yt)y=> 5= 54t +C(1).

La funcién C' dependera principalmente del dominio de y. Si se considera el caso mas recurrente,

esto es, cuando el dominio de y son los nimeros naturales, entonces
AC(t)=C(t+h)—C(t)=0 VteN.
De esto se deduce que
Cl)=C2)=C3) =..,

con lo que la funcién C debe ser constante. Por otro lado, si el dominio de y son los niimeros
reales, entonces, de
AC(t)=C(t+h)—C(t)=0 VteR,

se deduce que C(t 4+ h) = C(t), es decir, que C' debe ser una funcién periodica con periodo h.

Como corolario del Teorema [1.6] y de acuerdo con lo visto en el Ejemplo [1.7] se tiene el

siguiente resultado para funciones con dominio discreto.
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Corolario 1.8. Sea y una funcién definida en un conjunto de la forma {a,a+1,a+2,a+3,...},
con a un numero real cualquiera, y sea z una de sus sumas indefinidas. Entonces toda suma

indefinida de y estd dada por
D yt) ==2(t) + C,

con C una constante arbitraria.

Ahora, de forma andloga a las propiedades del operador diferencia recogidas en el Teorema

se encuentran las sucesivas propiedades para la suma indefinida.
Teorema 1.9. El operador antidiferencia o suma indefinida satisface las siguientes propiedades:
13 2(y() + 2(1) = 2 y(t) + 22 2(h).
2. 3 Cy(t) = C> y(t), para cualquier constante C.
3. 2y Az(1)) = y(t)z(t) — 2(E=(H) Ay(t)).
4. 2(Ey(t)Az(t) = y(t)z(t) — 2o(2(t) Ay(t).

1.2. Ecuaciones en diferencias lineales y no lineales

Ahora que se han introducido las nociones basicas sobre calculo en diferencias, ya se esté
en condiciones de definir los conceptos de ecuacién en diferencias, ecuacién en diferencias lineal
y no lineal y solucién, para lo cual se seguirdn principalmente las Secciones 2.1 y 2.2 de la

referencia [I1] y las Secciones 3.1 y 3.2 de [12].

Definicion 1.10. Dada una funcién y definida sobre un conjunto S, se llama ecuacién en

diferencias sobre dicho conjunto a una ecuacion que relaciona los valores de y con una o mas
. . 2 3

diferencias Ay, A%y, A°y,...

De nuevo, es habitual considerar el conjunto S como el conjunto de los niimeros naturales N,

a pesar de que también podria considerarse un intervalo real.
Ejemplo 1.11. Las siguientes son ecuaciones en diferencias:
1. Ay(z) + Ty(x) = 0.
2. A?y(z) + Ay(x) +y(z) = 0.

3. A%y(x) — ay(x) =22+ 7.

e

- y(@)A%y(z) = 3.
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Definicion 1.12. Una ecuacion en diferencias sobre un conjunto S se dice que es lineal si se

puede escribir en la forma siguiente

Pa()y(t +n) + ... + po(t)y(t) = r(t), (1.1)

donde po(t), ..., pn(t), r(t) son conocidas para todo ¢ € S. En caso contrario, se dice que es una

ecuacion en diferencias no lineal.

En este contexto, resulta interesante definir también las ideas de orden y ecuacion homogénea,

asi como el concepto de soluciéon de una ecuacién en diferencias.

Definicion 1.13. Dada una ecuacién en diferencias lineal definida sobre un conjunto S y escrita
en la forma dada por ((1.1)):

1. Se dice que es de orden n si po(t) # 0y p,(t) # 0 para todo t € S.
2. Se dice que es homogénea si r(t) = 0 para todo t € S.

Definicion 1.14. Una funcién y es solucién de una ecuacion lineal en diferencias sobre un
conjunto S si los valores de y reducen la ecuacion en diferencias a una identidad sobre S. Ademés,

en ese caso, se dice que los valores de y satisfacen la ecuacién en diferencias.

Cabe notar que una ecuacién en diferencias puede no tener solucion o, por el contrario, poseer
infinitas, por lo que, en el segundo de estos casos, resolver una ecuacién en diferencias consiste

en encontrar todas sus soluciones.

1.3. Resolucion de ecuaciones en diferencias lineales

En el caso de las ecuaciones en diferencias lineales, siempre va a existir al menos una soluciéon
v, bajo ciertas condiciones, tan solo una. En efecto, la mayoria de problemas de la vida real que
se resuelven con ecuaciones en diferencias lineales poseen una tnica solucién, ya que esta debe

cumplir a mayores una serie de condiciones iniciales. Estos problemas se definen como sigue.

Definicion 1.15. Se llama problema de valor inicial a una ecuacién en diferencias de la
forma , a la que se le imponen las condiciones

y(t + k) =y
con yp € Rparak=0,1, ... n—1.

Teorema 1.16. Sean po, p1, ..., Pn Yy T funciones con valores en S y tales que po(t) # 0 y
pn(t) # 0 para todo t € S. Entonces, para todo tg € S y cualesquiera yo, yY1,.--Yn—1 € R existe
una dnica funcion y satisfaciendo la ecuacion (1.1) para todo t € S y tal que y(to+ k) = yr para
k=0, ..,n—1.
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El teorema anterior garantiza la existencia y unicidad de solucién de los problemas de valor
inicial para ecuaciones en diferencias lineales de la forma (1.1) y dicha solucion se hallaré con
procedimientos andlogos a los utilizados para la resoluciéon de los problemas de valor inicial para

ecuaciones diferenciales lineales.

Sin embargo, en el presente trabajo no se incluiran los detalles de dichos métodos de resolucion
para ecuaciones lineales en diferencias, ya que el objetivo del mismo es profundizar en los modelos

genéticos, los cuales se adaptan mejor a las ecuaciones o sistemas en diferencias no lineales.

Cabe sefnialar que los resultados incluidos en este apartado, asi como el desarrollo completo
de los métodos de resolucion de ecuaciones en diferencias lineales, se pueden encontrar en las

Secciones 2.3 de [11] y 3.2 de [12], aunque también estan recogidos en [13].

1.4. Resolucion de ecuaciones en diferencias no lineales

Como norma general, la solucién de ecuaciones o sistemas no lineales no se puede obtener
explicitamente, por lo que serd necesario recurrir a la teoria de estabilidad. En este caso, se

seguiran la Seccion 4.5 de [12] y la Seccion 1.3 de [9).

En particular, serd suficiente con estudiar las ecuaciones en diferencias de primer orden, ya
que las ecuaciones de orden mayor, n, se pueden reducir a sistemas de n ecuaciones de orden

uno. Véase este hecho en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 1.17. Dada la ecuacion en diferencias no lineal de orden 3
y(t+3) =32t +2)-y(t+1) —5-siny(t), (1.2)

denotese uq (t) = y(t), ua(t) = y(t + 1) y us(t) = y(t + 2), de forma que se puede reescribir (1.2))

como

(75} u9 (t)
u9 (t + 1) = us (t)
us u3(t)ua(t) — 5 sinug(t)

Por tanto basta estudiar los sistemas de n ecuaciones no lineales de orden uno para conocer
la solucién de las ecuaciones no lineales de orden n. Es por esto que esta seccién se encargara de

estudiar los sistemas auténomos no lineales de la forma
u(t+1)=f(u(t)), conteS={a,a+1,a+2..}, a €R, (1.3)
siendo u : S — R" y f: R” — R™ una funcién continua.

En este contexto, es importante definir dos tipos de puntos en el dominio de una funcién f

dada que serviran de base para las posteriores definiciones y resultados de la teoria de estabilidad.
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Definicion 1.18. Dada una funcién f: R™ — R", se dice que:
1. Un vector u € R™ es un punto fijo de f si f(u) = u.

2. Un vector v € R™ es un punto periodico de f si existe un entero positivo k tal que

f¥(v) = v. En ese caso, k es un periodo para v.

Notacion 1.19. f* denota aplicar f k veces, es decir, f¥(v) = f(f (...(v))).

Notese que los puntos fijos de f representan soluciones constantes de (1.3}, mientras que los

puntos periédicos representan soluciones periédicas.

1.4.1. Teoria de la estabilidad

Para estudiar entonces la resolucion de los sistemas dados por (1.3]), antes de nada, sera
necesario introducir una serie de definiciones basicas sobre estabilidad, para después poder de-
sarrollar diferentes resultados tedricos y un método grafico, el método de la escalera o diagrama
de Cobweb.

Definicion 1.20.

1. Dado w € R™ y r > 0, se define la bola abierta centrada en u con radio r como el

conjunto
B(u,r) ={v e R": |lv —ul <7}

2. Dado un punto fijo v de f, se dice que v es estable si para todo ¢ > 0, existe un § > 0 tal
que si u € B(v,d), entonces f'(u) € B(v,e) para t > 0. En caso contrario, se dice que v es

inestable.

3. Se dice que v es asintéticamente estable si es estable y, ademas, existe un r > 0 tal que
ft(u) — v cuando t — oo para cualquier u € B(v,r). Asimismo, si la condicion anterior se
cumple tomando r = o0, es decir, para cualquier u € R", se dice que v es globalmente

asintoticamente estable.

4. Dado w un punto periédico de f con periodo k, se dice que w es estable (analogamente,
asintéticamente estable) si w, f(w), f2(w), ..., f¥71(w) son estables (analogamente,

asintéticamente estables) como puntos fijos de f*.

Intuitivamente, un punto fijo v serd estable si los puntos cercanos a él no se alejan al evaluar
sucesivamente f, y serd asintoticamente estable si, ademads, las soluciones de (1.3)) proximas a v

convergen a v.

Llegados a este punto, para el caso escalar, es decir para funciones f: R — R, se tiene el

siguiente método analitico para analizar la estabilidad asintotica de un punto fijo.
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Teorema 1.21. Sea f: R — R una funcidn con derivada continua en un intervalo abierto que

contiene a un punto fijo v de f. Entonces:
1. Si|f'(v)] < 1, v es asintdticamente estable.

2. 8i|f'(v)] > 1, v es inestable.

Demostracion.

1. En primer lugar, supongase el caso |f'(v)] < 1. Como f’ es continua en un intervalo de
la forma I = (v — d,v + ), con ¢ > 0, existird un « tal que |f'(u)] < a < 1 para u € I.
Entonces, aplicando el Teorema del Valor Medio, se tiene que si u, w € I, existitAun c € 1

tal que
[f(w) = f(w)] = [f()l [u —w| < a|u—wl.

De este modo, como v es un punto fijo de f, se tiene que para cada v € I

[f(u) = f(0)] = [f(w) —v] S afu—v] <ad <6
Luego f(u) € I, con lo que v es estable. Por otro lado,

| (w) —v| < o|ff(u) — v| para cada t >0, u € I,

de forma que, por induccién,

|f'(u) —v| < ofju — v| para cada t >0, u € 1.

Asi, como tli)rgo o' = 0, por ser a € (0,1), cualquier solucién de (T.3)) que comienza en I

converge a v cuando t tiende a infinito, con lo que se concluye que v es asintdticamente

estable.

2. Para el caso |f'(v)| > 1, andlogamente, por la continuidad de f’ existird un A tal que

|f'(u)] >A>1parau el = (v—e,v+¢), cone > 0. Por el Teorema del Valor Medio,
|f(u) — f(w)] = |f'(c)] |u — w| > X |u — w| para cualesquiera u, w € I,

y, por induccion,

|ff(u) —v| > A |u— o si ff(u) € 1.

Asi, como A > 1, las soluciones de (1.3) que comienzan en I, salvo la solucién constante

u(t) = v, abandonan el intervalo I para t suficientemente grande, con lo que v es inestable.

O

Observacidn 1.22. Si |f'(v)| = 1, no se puede decir nada acerca de la estabilidad del punto fijo

v. Este podria ser estable, asintéticamente estable o inestable.
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Observacion 1.23. El Teorema, también se puede usar para puntos peridédicos. En efecto, sea
por ejemplo v un punto de periodo k£ = 2 para una funcién f: R — R con derivada continua en

un intervalo abierto que contiene a v, entonces v es asintéticamente estable si

() @) = f(f(v) f(0)] < 1.

Otra forma de estudiar la estabilidad de puntos fijos de forma analitica en sistemas no lineales

es mediante el uso de funciones de Lyapunov.

Definicion 1.24. Sea v un punto fijo de una funcién f: R® — R”. Se llama funcién de

Lyapunov para f en v a una funcién V : R® — R continua tal que

2. V(u) > 0 para u # v,
3. existe una bola B tal que

AV (u) =V (f(u)) — V(u) <0 para todo u € B. (1.4)

Ademés se dice que la funcion V' es una funcién de Lyapunov estricta si la desigualdad (1.4)

es estricta para u # v.

En relacién con esto, se tiene el siguiente teorema, cuya demostraciéon no se incluye, pero se
puede encontrar en [12], y que permite estudiar la estabilidad de un punto fijo mediante el uso
de funciones de Lyapunov. Como corolarios del mismo, se exponen dos resultados que tratan la
convergencia de soluciones de .

Teorema 1.25. Dada una funcion f: R — R continua en una bola B(v,r), con v un punto fijo

de f yr > 0. Entonces:
= Si existe una funcion de Lyapunov para f en v, v es estable.

= Si existe una funcion de Lyapunov estricta para f en v, v es asintdticamente estable.

Corolario 1.26. Si existe una funcién de Lyapunov estricta para f en v y f es continua en
una bola B centrada en v, entonces toda solucion de (1.3)) que permanece en B a partir de cierto

valor t € R converge a v.

Corolario 1.27. Si v es un punto fijo de f tal que |f(u) —v| < |u — v| para todo u € B, con
u # v, siendo B una bola centrada en v, entonces toda solucion de (1.3) que empieza en B

converge a v.

Con todo lo anterior, se puede ver que tanto la teoria de estabilidad expuesta como las
funciones de Lyapunov son utilizadas de forma analoga a lo que se hace en el estudio de las

ecuaciones diferenciales.
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1.4.2. Meétodo de la escalera o diagrama de Cobweb

Tal y como se dijo anteriormente, tras exponer los métodos analiticos para estudiar la es-
tabilidad de ecuaciones en diferencias no lineales, se verd un método grafico, llamado método
de la escalera o diagrama de Cobweb, que resultara ttil para analizar la estabilidad de
ecuaciones en diferencias no lineales de primer orden. En este caso, se emplearan principalmente
la Seccion 1.3 de [9] y la Seccion 7.4 de [10].

Los diagramas de Cobweb proporcionan una interpretaciéon grafica de la resolucién de ecua-
ciones en diferencias de forma iterativa. Se emplean para analizar la estabilidad de los puntos

fijos de ecuaciones en diferencias no lineales de la forma
u(t+1) = f(u(t)), cont e S, (1.5)

siendo f: R — R una funcién no lineal y S = {a, a + 1, a + 2, ...} un conjunto discreto.

En primer lugar, se representan las graficas de las funciones y = u e y = f(u) sobre los
mismos ejes de coordenadas, obteniéndose asi los puntos fijos de la funcién f, resultantes de la

interseccion de ambas graficas. Una vez hecho esto, se realiza sucesivamente el proceso siguiente.

Primero, se escoge un valor ug inicial y se considera el punto (ug, ug) sobre la gréfica de la fun-
cion y = u. Ahora, se proyecta dicho punto verticalmente sobre la gréfica de la funcion y = f(u),
obteniéndose asi el punto (ug, f(uo)) = (uo,u;1). Para continuar, se avanza horizontalmente hasta
llegar al punto (f(ug), f(ug)) = (u1,u1) sobre la recta y = u, y se repite el proceso proyectando
vertical y horizontalmente de forma sucesiva los puntos sobre la grafica de la funcién f y la recta
y = u, respectivamente. De este modo, se obtiene una sucesion {u;}, que sera solucion de la
ecuacion en diferencias .

La sucesion {u;} da una idea de como es el comportamiento asintotico de las soluciones
de (1.5). En particular, en el caso de tener un punto fijo v asintéticamente estable y bajo ciertas

condiciones, la sucesion {u;} va a converger a dicho punto.

En relacién con lo anterior, y de acuerdo con el Teorema se tendria que si |f/(v)| < 1
para una funcién f de clase uno en un entorno de v, entonces la gréafica de la funciéon f estard
por encima de la recta y = u a la izquierda del punto fijo v y por debajo a la derecha del punto,
lo cual conlleva a un cierto comportamiento en el método, que se puede observar en las graficas
del Ejemplo Concretamente, tomando una condicién inicial ug lo suficientemente proxima
al punto fijo v, el método de la escalera proporcionard una sucesioén creciente y convergente a v
para valores ug < v y decreciente pero también convergente a v para valores ug > v, por lo que

el punto fijo sera estable, lo cual ya se sabia por el Teorema [1.21]

Anélogamente, si |f’(v)] > 1 para una funcién f de clase uno, entonces el método de la
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escalera dard lugar a una sucesion decreciente para valores ug < v y creciente para valores

ug > v. Asi, el punto fijo seré inestable.

Véanse la aplicacion de este método, asi como las observaciones anteriores, reflejadas en el

siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.28. Se considera la ecuacion en diferencias no lineal dada por
u(t + 1) = —u?(t) + 2u(t), (1.6)

conteS={a,a+1,a+2, ...} siendo a € R, y se representan las graficas de las funciones
y=uey= f(u) = —u?+ 2u, asi como los puntos fijos de la funciéon f(u(t)) = —u?(t) + 2u(t),

que son u =0y v = 1. En efecto,

2

fw=u & —*+2u=u & W —u=0 &

Notese que f'(u) = —2u + 2 y, en particular, f/(0) = 2y f/(1) = 0, con lo que de acuerdo

con el Teorema [1.21], el punto fijo u = 0 serd inestable y el punto u = 1 asintéticamente estable.

Aplicando el método de la escalera podra verse el comportamiento de las soluciones de la
ecuacion (1.6)), que dependera del punto inicial que se considere. Para analizar este hecho, se

considerardn distintos valores ug iniciales, resultando los casos siguientes:

» Caso 1: up € (—00,0).

Figura 1.1: Método de la escalera para la funcién f(u) = —u? + 2u con ug € (—o0,0).

Tal y como se puede ver en la Figura [I.1] la recta y = u esta por encima de la gréfica
de la funciéon f para valores de u inferiores a 0. De este modo, aplicando el método de la
escalera, se puede ver que si se considera una condicién inicial ug < 0, entonces la sucesién

{us} — —oo cuando t — oo, esto es, se obtiene una sucesion decreciente y divergente.
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= Caso 2: up € (0,1).

Por el contrario, tal y como se observa en la Figura [1.2] en este caso la recta y = u se
encuentra por debajo de la grafica de la funcién f para valores de u comprendidos entre
0 y 1. Asi, al aplicar el método se va avanzando hacia la derecha, obteniendo puntos cada
vez mas proximos al punto fijo 1 y resultando una sucesion {u;} creciente que converge al

punto fijo asintoticamente estable 1.

1[-mmmmmmmmm e -
0 Up U1 U2 1
Figura 1.2: Método de la escalera para la funcién f(u) = —u? + 2u con ug € (0,1).

» Caso 3: up € (1,2).

Figura 1.3: Método de la escalera para la funcion f(u) = —u? 4+ 2u con ug € (1,2).

Por otro lado, al considerar valores de uw mayores que 1 la recta y = u se encuentra de nuevo
por encima de la grafica de f y al aplicar el método de la escalera tomando como valor
inicial ug € (1,2), en el primer paso se avanza hacia la izquierda, pero después se vuelve a
las condiciones del caso anterior, convergiendo de nuevo la sucesién al punto fijo 1. Esto se

puede observar en la Figura[l.3|
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» Caso 4: up € (2,00).
Finalmente, si se considera una condicién inicial mayor que 2, aplicando el método de la
escalera se avanza hacia la izquierda en la primera iteracién, mientras que en las sucesivas
ocurre lo mismo que en el Caso 1, con lo que resulta una sucesion divergente. Esto se puede

ver en la Figura (1.4}

Figura 1.4: Método de la escalera para la funciéon f(u) = —u? + 2u con ug € (2, 00).

Ademas, para los casos ug = 0 y ugp = 2, se obtienen las sucesiones {u;} = {0,0,...,0} y
{u} ={2,0,...,0}, respectivamente, que claramente convergen al punto fijo 0, mientras que para
el caso up = 1 se obtiene la sucesion constante 1, que obviamente converge a 1. Se concluye
entonces que las soluciones de la ecuacion en diferencias convergen a 1 si se consideran
condiciones iniciales ug € (0,2), convergen a 0 para ug € {0,2} y, en cualquier otro caso,

divergen.

Con esto, ya se tienen todas las herramientas necesarias para el analisis de ecuaciones en
diferencias y resolucién de sistemas no lineales, que se utilizaran en los modelos genéticos que se

van a estudiar en el capitulo siguiente.






Capitulo 2

Modelos genéticos con ecuaciones en

diferencias

Llegados a este punto se van a estudiar modelos genéticos que analizan la distribucién de
alelos de un determinado gen en una poblacién. Para ello serd necesario introducir diferentes

conceptos generales sobre genética, que facilitardn la comprension de los posteriores modelos.

Tanto para la introduccién a la genética como para los modelos se emplearan el Capitulo 10
de [10], la Seccion 3.6 de [§] y la Seccion 2.2.5 de [7]. Ademaés, para una informacién mas técnica
acerca del contexto genético, se puede consultar el Capitulo 24 de [4], y para mas informacion

sobre los modelos se puede ver el Capitulo 4 de [3] y el Capitulo 5 de [L7].

2.1. Contexto biolégico

Los modelos genéticos seran ttiles a la hora de predecir cémo una caracteristica particular
de ciertos individuos varia a lo largo del tiempo en una poblacion determinada. Antes de nada,
cabe destacar que las leyes de la genética se basan en probabilidades, con lo que estos modelos

solo tendran sentido sobre poblaciones suficientemente grandes.

La estructura de la célula que alberga el ADN se denomina cromosoma, y en los cromosomas
es donde se encuentran los genes, unidades fundamentales de la herencia que llevan la informacion
genética de generaciéon en generacion. En concreto, un gen se define como una porcién de ADN

que contiene la informacion genética que determina una caracteristica.

En este contexto, dos genes responsables de una misma caracteristica se dicen alelos, de

forma que la configuracién de los mismos en los cromosomas es lo que determina las diferentes

15
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caracteristicas de un individuo. Dos genes alelos se denotardn como A y a, y recibiran los nombres
de dominante y recesivo, respectivamente. De este modo, pueden aparecer las combinaciones
AA, Aa (o andlogamente aA) y aa, que es a lo que se le llamara genotipo. En relacion con
esto, los individuos con composicion alélica AA o aa se denominan homocigotos, mientras que

aquellos con Ag, reciben el nombre de heterocigotos.

Para entender el concepto de alelo dominante y recesivo, se considera el siguiente ejemplo.
Dada una caracteristica determinada de ciertos individuos, sea por ejemplo el color de ojos de
las personas, si los individuos con genotipos AA v Aa desarrollan ojos marrones y los individuos
con genotipo aa presentan ojos azules, se dice que el alelo A es dominante, ya que es capaz de
expresar el color marrén a expensas del alelo a, representante del color azul; y que el alelo a es

recesivo, ya que no tiene impacto cuando se empareja con A.

En relacién con el ejemplo anterior, cabe definir también el concepto de fenotipo, que hace
referencia a la expresion externa del codigo genético, y en el caso previo seria tener los ojos

marrones o tenerlos azules.

Como el objetivo serd determinar la variaciéon de una caracteristica en una poblacién con el
paso de las generaciones, los modelos se centraran en determinar cémo las proporciones de los
tres genotipos en una poblacién varfan con el tiempo, para lo cual serd necesario saber cémo es

la transmisién de los genes durante la reproduccion.

Se van a considerar organismos diploides, esto es, aquellos que poseen dos conjuntos de
cromosomas, los cuales provienen uno de cada progenitor. Por tanto, se considerard un tnico tipo
de reproduccién: aquella en la que el macho y la hembra aportan un gameto a la descendencia,

y donde cada gameto contiene solo uno de los alelos (4 o a).

Para saber qué alelo contiene cada gameto serd necesario tener presente la primera ley de

Mendel, que expresa que este es escogido al azar entre los dos alelos del genotipo del progenitor.

Asi, ya quedarian introducidos los conceptos mas bésicos sobre genética que seran necesarios

para tratar los modelos referidos con este tema.

2.2. Modelos genéticos

En particular, el principal objetivo de los modelos que se van a estudiar ser& determinar cémo
las proporciones de los tres posibles genotipos en una poblacion (AA, Aa y aa) varian con el

tiempo.

Antes de nada, cabe observar que dada una caracteristica determinada por cierto gen, pa-

ra obtener la proporcién de una poblacién con un genotipo dado, bastara dividir el ntiimero de
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individuos de la poblacién que presentan dicho genotipo entre el total de individuos de la po-
blacion, es decir, G(AA) = N(J‘\‘}A), G(Aa) = w y G(aa) = N%a) seran las proporciones de

la poblacion cuyo genotipo es AA, Aa y aa, respectivamente, siendo N(AA), N(Aa) y N(aa)

el nimero de individuos de la poblacién con dicho genotipo y N el nimero total de individuos
de la poblaciéon. Notese que claramente N = N(AA) + N(Aa) + N(aa), y en consecuencia,
G(AA) + G(Aa) + G(aa) = 1.

Ahora, serd también conveniente introducir el concepto de acervo genético, que se refiere al
conjunto total de alelos de un determinado gen que se encuentran en el material genético de
una poblacién. Asi, en el caso de un individuo con genotipo AA, este contribuiria dos alelos
A, mientras que, por ejemplo, un individuo con genotipo Aa contribuiria al acervo genético un
alelo A y otro a. De este modo, denotando por P(A) la proporcion del alelo A en el acervo
genético y por P(a) la proporcion del alelo a, se tendra que, en términos de las proporciones

2N(AA)+N(A(1) y P((I) — 2N(aa)+N(Aa)

de los genotipos en la poblacion, P(A) = SN 5N , y de nuevo es

evidente que P(A) + P(a) = 1.

Cabe notar que las proporciones de los genotipos G(AA), G(Aa) y G(aa) también se pueden
entender como las probabilidades de que un individuo al azar de la poblacién presente el genotipo
AA, Aa o aa, respectivamente, mientras que las proporciones de los alelos A y a en el acervo
genético, es decir, P(A) y P(a), se pueden entender como las probabilidades de que un gameto

de un individuo escogido al azar en la poblacién contenga un alelo 4 o a.

A partir de este punto se van a considerar diferentes casos en el estudio de los modelos
genéticos, de acuerdo con las hipotesis que se establezcan. Se examinaran varios supuestos para
determinar la composicién genotipica de la descendencia de una poblacién dada, ya que esta
puede variar con el paso de las generaciones. Concretamente, en primer lugar, se analizara el
caso del equilibrio de Hardy-Weinberg, cuyas hipo6tesis se explicaran a continuacién; y méas tarde
se trataran distintas modificaciones de este problema, introduciendo conceptos como la seleccién

natural o las mutaciones y estudiando cémo pueden afectar a las proporciones de los alelos.

2.2.1. El equilibrio de Hardy-Weinberg

El principal objetivo de esta seccidon serd determinar cémo la proporciéon de un gen recesivo en
el conjunto total de genes cambia con el paso de las generaciones en una poblacién determinada,
entendiendo como inicio de una generaciéon el nacimiento del cigoto, resultante de la unién de
un gameto del macho y otro de la hembra, y como fin de dicha generacién la reproduccién para

formar la siguiente.

Para empezar, se considerara que el apareamiento entre los individuos de la poblacién es

aleatorio, es decir, la eleccion de pareja por parte de un individuo no depende de su genotipo.
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Ademas, se asumird igual tasa de supervivencia e igual fertilidad para todos los genotipos.

Por un lado, el supuesto de igualdad en la tasa de supervivencia implica que cada
genotipo tiene la misma probabilidad de mantenerse desde que el 6vulo (gameto de la hembra)
es fecundado hasta el final de la generacion. Con esto, puede suponerse que una fraccién constante
r del ntimero de individuos con cada genotipo de la descendencia sobrevive hasta el final de la

generacion.

Por otro lado, el supuesto de igual fertilidad para todos los genotipos se refiere a que todas
las parejas de individuos de la poblacién, independientemente de su genotipo, produciran, de

media, el mismo ntimero de gametos viables.

Luego, para estudiar la proporcién de un gen recesivo para una caracteristica en una poblacion
determinada, se construird una ecuacion en diferencias basada en las proporciones de los alelos.
Para ello, antes de nada, serd necesario distinguir entre las proporciones al principio y al final de

una generacién dada.

Asi, se denotan por Py(A) y Pr(a) las proporciones de los alelos al final de la generacion k-
ésima, y por Gi(AA), Gi(Aa) y Gi(aa) las proporciones de los genotipos al final de la generacion.
Mientras tanto, G} (AA), Gi(Aa) y Gj(aa) se referiran a dichas proporciones al inicio de la

generacion k-ésima.

: * * * 4 : .

En consecuencia, G} (AA), G} (Aa) y G}, (aa) serdn las proporciones de los genotipos de

los cigotos que dan lugar a la (k + 1)-ésima generacion, y para obtener la ecuacion en diferencias
buscada, se intentaran expresar dichas proporciones en funcién de las proporciones de alelos de

la generacién anterior.

Para calcular dichas expresiones seré ttil recurrir al cuadro de Punnet, un diagrama que se
utiliza para calcular la probabilidad de que un cruce tenga un genotipo particular y que resume las
frecuencias de los alelos en la generacién actual y las frecuencias de los tres genotipos diferentes
posibles en la siguiente generaciéon. Este cuadro se recoge en la Tabla donde a lo largo de la
parte superior se incluyen los alelos de los gametos del padre, asi como sus proporciones, y en el
lateral, los de la madre. En el interior del cuadro se presentan tanto los posibles genotipos de la

descendencia, es decir, de la siguiente generacién, como sus proporciones.

Padre
Madre A Pi(A) a Py(a)
A AA Aa
Pi(A) G (A4) = (P(4))® | Giii(Aa) = Py(A) Py(a)
a aA aa
Py.(a) Gi1(Aa) = Pu(A) Pi(a) | Giy(aa) = (Py(a))?

Tabla 2.1: Cuadro de Punnet.
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A partir de la Tabla [2.1] se deduce que

Gi1(AA) = (P(A4))?,
Z_H(Aa) = 2P,(A) Py(a), (2.1)
Giyi(aa) = (Pi(a))?,
siendo la segunda ecuacién resultante de la suma de las dos celdas del Cuadro de Punnet corres-

pondientes al caso de alelos diferentes para el padre y la madre.

Ahora, de forma similar, utilizando la notaciéon Nj ; para el niimero total de individuos que
dan lugar a la generacién (k + 1)-ésima, y Nj, | (AA), Ni(Aa) y Ni,(aa) para el ntimero de
individuos con cada uno de los genotipos, usando (2.1, se obtiene

Ni 1 (AA) = (Pu(A))? Ny,
Nji 1 (Aa) = 2 Py(A) Py(a) N}
Niy(aa) = (Pe(a))® Njy .

» (2.2)

De este modo, teniendo en cuenta r, la fracciéon de individuos con cada genotipo que sobrevive
hasta el final de la generacion, a partir de (2.2)) se puede determinar el nimero de individuos que

presenta cada genotipo al final de la generacion (k 4 1)-ésima,

Nip1(AA) = r Ni,y (A4) = r (P(A4)2 N,
Nis1(Aa) = r Niy 1 (Aa) = 27 Py(A) P(a) Njy, (2.3)
Nigi(aa) = r Niy(aa) = r (Pe(a)2 Ni,.,.

Finalmente, para obtener la ecuacion en diferencias buscada, es necesario conseguir una re-
lacion que incluya la proporcion de los alelos al final de la generacion (k + 1)-ésima, esto es,
Pi11(A) y Pryi1(a). Sise considera el alelo recesivo a, teniendo en cuenta que la proporcion del
alelo a se puede calcular como el nimero de alelos a dividido entre el nimero total de alelos en

el acervo genético, se tiene que

P _ 2Npqi(aa) + Nipgi(Aa) 2 Ni11(aa) + Niy1(Aa)
k+1(a) = - ’ (2.4)
2 Nk+1 2 Nk+1 (AA) + 2 Nk+1(aa) + 2 Nk+1(ACL)
y sustituyendo en (2.4 las ecuaciones recogidas en (2.3)),
Pror(a) = 21 (Pr(a))® Ny, + 27 Pi(A) Pe(a) Ni 4
A 27 (PL(A))2 N, + 47 Po(A) P(a) Ni | + 27 (Pu(a))2 N}, 25

(Pr(a))? + Pi(A) Py(a)
(Pe(A))? + 2 Pi(A) Pr(a) + (Pi(a))*

Ademas, como Py (A)+ Py(a) = 1, se puede sustituir Py(A) = 1— Px(a) en (2.5) para asi obtener

una ecuacién en diferencias que dependa unicamente de las proporciones del alelo a. Se obtiene
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(Pi(a))? + (1 — Pi(a)) Pr(a)
(1= Pi(a))? +2(1 — Py(a)) Pu(a) + (Pr(a))?
_ (Pi(a))? + Pi(a) — (Pi(a))®
(Pr(a))? =2 Pr(a) + 1+ 2 Py(a) — 2 (Pr(a))? 4 (Pr(a))?

= Py(a).

Pri1(a) =

En definitiva, se puede concluir que, bajos los supuestos fijados, la proporcién de alelos a
en una generaciéon es igual a dicha proporcién en la siguiente generacién. Se puede decir por
tanto que la proporcién de alelos recesivos permanece constante a lo largo de las generaciones vy,
paralelamente, que la proporciéon de alelos dominantes tampoco cambia con el paso del tiempo.

Este resultado es conocido como el equilibrio o ley de Hardy-Weinberg.

Noétese que el resultado probado es independiente de la fraccién de supervivencia r, y que
de forma similar, se podria probar que la proporciéon de individuos con cada genotipo también

permanece constante con el paso de las generaciones.

En las siguientes secciones se consideraran variaciones de este problema, considerando unas
hipétesis o supuestos iniciales diferentes y observando como pueden afectar a los resultados sobre

el cambio de la proporcién de alelos de una generacién a otra.

2.2.2. Seleccién natural con dos fenotipos

Un fen6meno muy destacado de la teoria de la evolucién es la seleccion natural, que provoca
que dentro de una determinada poblacién los individuos con una cierta expresién para una
caracteristica tengan més probabilidades de sobrevivir y, asf, aparearse y transmitir sus genes a

la siguiente generacién.

En esta seccién se estudiaré entonces qué ocurre cuando se viola la hipétesis de igualdad en
la tasa de supervivencia para todos los individuos de una poblacién independientemente de su

fenotipo.

Por un lado, se seguirdn manteniendo los supuestos de apareamiento aleatorio entre los
individuos de la poblacién e igual fertilidad para todos los genotipos. Sin embargo, por otro
lado, se sustituira la hipdtesis de igual tasa de supervivencia por la existencia de dos fracciones
constantes r1 y ro del nimero de individuos con los genotipos AA o Aa y aa, respectivamente,
que sobrevive hasta el final de la generacién, siendo r; # r9. Esto ultimo quiere decir que se

supone distinta tasa de supervivencia para los individuos con diferentes fenotipos.

De nuevo, para esta situacion, se considera una caracteristica de una poblacién determinada

por cierto gen y se estudiard el cambio en la proporcién de los genes recesivo y dominante
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mediante ecuaciones en diferencias. Para ello se pueden emplear las mismas notaciones que en la
seccién anterior, de hecho, se seguiran los mismos pasos hasta llegar a las ecuaciones recogidas
en (2.2). A partir de ese punto si serd necesario tener en cuenta la hipétesis de distintas tasas de

supervivencia.

Asi, partiendo de (2.2)) y considerando las constantes ri, ro € [0, 1], se puede determinar el

nimero de individuos que presenta cada genotipo al final de la generacion (k + 1)-ésima:
Ni41(AA) =11 Ny (AA) = 11 (Pu(A))? Niy,
Nit1(Aa) = 11 N 1 (Aa) = 271 Py(A) P(a) Nj 4, (2.6)
Ni+1(aa) = ra Njiy (aa) = 72 (Py(a))® Nj,.

Ahora, de nuevo se cumple la ecuacion (2.4), con lo que se pueden sustituir las ecuaciones
recogidas en (2.6)) en (2.4)), con el fin de obtener una ecuacién que incluya las proporciones de
los alelos al final de la generacion (k + 1)-ésima, es decir, Py11(A) v Prt1(a). Se tiene

279 (Pp(a))? Njiy 4 271 Py(A) Pe(a) N4
2r; (Pk(A))2 N;:Jrl +4r; Pk(A) Pk(a) N];k+1 + 279 (Pk( ))2 N’:Jrl (2 7)
_ ry (Pp(a))® + r1 Pr(A) Py(a)

11 (Pe(A))? + 271 Pi(A) Pe(a) + 2 (Py(a))®

Como Py (A) + Px(a) = 1, se puede sustituir Py(A) =1 — Px(a) en
- ra (Pi(a))® + 71 (1 = Pi(a)) Pk(a
Piy1(a) = 5] 2

r1 (1= Pp(a))? +2r1 (1 = Pi(a)) Pr(a) + 2 (Pr(a))

_ (r2—11) (Pi(@))? + 711 Pi(a) _ (B—1) (Pi(a))” +Pk( )
(r2 —11) (Pi(a))® + 11 (8—1)(Py(a))*+1

Pri1(a) =

, obteniéndose

(2.8)

para g =22

La ecuacion (2.8)) es la ecuacion en diferencias que modela la variacion de la proporcion del
alelo recesivo con el paso de las generaciones y depende de un parametro 5, que se denomina
aptitud relativa del genotipo aa. Nétese que el caso de S = 1 se corresponde con el equilibrio de
Hardy-Weinberg, es decir, la igualdad en la tasa de supervivencia, mientras que el caso = 0 se

identifica con la situacidén de que ningan individuo con genotipo aa sobreviva.

Para analizar la ecuaciéon en diferencias no lineal (2.8) se pueden emplear tanto técnicas
analiticas como el método de la escalera, tal y como se explicd anteriormente. En primer lugar,

es importante encontrar los puntos fijos de la ecuacién en diferencias, esto es, resolver

_(,8—1)562+1‘
S B-1a241"
Dichos puntos seran x = 0y x = 1, en efecto,
(B-1Da*+u 3 2 3 2 z=0
T=—"—m>-—— & -tz =pP-1)z°+z & -z =(p-1)z° &
gy (6D (5-1) (B-1)a* = (5-1) .
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En términos del problema genético, el punto x = 0 se identifica con la extincién del alelo

recesivo a, mientras que el punto x = 1 indica que el alelo dominante A se extingue.

Estudio analitico

2
Se considera la funcion f(z) = Eg_gixﬂﬁ? que define la ecuacion en diferencias (2.8]), y se

calcula
—-(B-12>+2(B-1)z+1

f/(x): ((5—1)x2+1)2 )

de forma que f/(0) =1y f'(1) = % — T

Ahora, de acuerdo con el Teorema se observa que para el punto fijo x = 0 no se puede
decir nada, con lo que seré 1til emplear un método grafico como el diagrama de Cobweb, mientras

que para el punto x = 1, se distinguen los siguientes casos:

» Caso L. Si B > 1, es decir, 1 < 1o, entonces f/(1) < 1y de acuerdo con el Teorema [1.21]
el punto z = 1 sera asintéticamente estable. En términos biolégicos esto quiere decir que
efectivamente el alelo dominante A se puede extinguir si la fraccion rq indicadora de la tasa

de supervivencia es suficientemente pequena.

» Caso IL. Si 8 =1, o lo que es lo mismo, r; = 79, entonces f'(1) =1, y de igual forma que
para el punto x = 0, el criterio establecido por el Teorema [I.2T] no decide. Este caso, tal y

como se menciond antes, se corresponde con el equilibrio de Hardy-Weinberg.

» Caso IIIL. Si § < 1, o equivalentemente, r; > r9, entonces f'(1) > 1y en este caso el punto

x = 1 ser4 inestable.

Diagrama de Cobweb

Para aplicar el método de la escalera serd necesario representar graficamente las funciones
_ 2
=zey=f(z)= Eg_ﬂixﬂﬁ, asi como los puntos fijos z = 0 y x = 1 de la funcion f. Para ello,

habra que distinguir distintos casos segin los valores del pardmetro 5.

Hay que tener en cuenta que en la ecuacion en diferencias (2.8) = = Pr(a) representa la
proporcién del alelo a, y por tanto toma valores entre 0 y 1, por lo que tan solo tendra sentido

tomar condiciones iniciales z¢ € [0, 1] para aplicar el método de la escalera.

= Caso I. Si 8 > 1, esto es, 1 < 1y, entonces se tiene la siguiente situacion.

En la Figura [2.1] se observa que la recta y = u esté por debajo de la grafica de la funcion f

para valores de & comprendidos entre 0 y 1. Asi, se ve que para cualquier condiciéon inicial
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0 < zp < 1, mediante el método de la escalera se construye una sucesion {z;} que converge
al punto fijo 1 cuando t tiende a infinito; y tomando la condicién inicial xg = 0, entonces

se obtiene la sucesion {z;} = {0,0,...,0}.

Figura 2.1: Método de la escalera para la funcion f con rq < ro.

A partir de esto y paralelamente al estudio analitico, se deduce que el punto 0 es inestable

y el 1 asintéticamente estable para el caso de que r < ro.
» Caso II. Si 8 =1, es decir, r1 = rq, resulta el caso ya estudiado en la Seccion 2.2.1]

= Caso I1II. Si 8 < 1, o lo que es lo mismo, 1 > 19, se repite el proceso del Caso I, resultando

el siguiente escenario.

|
!
!
|
|
|
e

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
0 T2 T1X0 1

Figura 2.2: Método de la escalera para la funcién f con rq > ro.

Fn este caso, tal y como se puede ver en la Figura la recta y = x se sittia por encima de
la grafica de la funcion f para valores entre 0 y 1. Ahora, se puede ver que para cualquier
condicion inicial 0 < zp < 1, las soluciones de la ecuacion en diferencias (2.8)) convergen al

punto fijo 0, mientras que tomando como condicién inicial g = 1, se obtiene la sucesién

{w} ={1,1,...,1}.
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Por tanto, en el caso de que r1 > 73, el punto fijo 0 es asintéticamente estable y el punto

1 es inestable.

Como conclusién, en el caso de que se estudie una caracteristica sobre una poblacién afectada
por la seleccion natural, se puede ver que el alelo dominante A correspondiente al gen que expresa
dicha caracteristica se extingue si la tasa de supervivencia de los individuos con genotipo AA
o Aa es menor que la de los individuos con genotipo aa, y del mismo modo, el alelo recesivo a
desaparece si la tasa de supervivencia de los individuos con genotipo aa es menor que la de los
otros genotipos. En resumen, la seleccién a nivel de fenotipo cuando un alelo es dominante y
el otro recesivo, conduce a la extinciéon de uno de los alelos; y la rapidez con la que el alelo se
extingue depende de los pardmetros r; y ro. En particular, cuanto mayor sea la diferencia entre
los valores de r1 y 72, més rapido seré el proceso de extincién. Este comportamiento puede verse
reflejado en la Figura donde r; < 79 denota que el valor de r; es mucho menor que el de ro

y 11 > ro se refiere a que la tasa r; es mucho mayor que la tasa ro.

Py(a)
1 . . . e T K T2
° e 11 < T2
Po(a) )

. . 71 > r9

0 1 2 3 4 5 k

Figura 2.3: Evolucion de Py(a) a lo largo de varias generaciones para distintos valores de las

1

tasas de supervivencia r; y r2, tomando como condicién inicial Py(a) = Py(A) = 3, es decir,

igual proporcion inicial de alelos.

Para ejemplificar la condicién de seleccién natural expuesta en esta seccién se pueden consi-

derar el caso del sacrificio animal o el de la polilla Bistun Betularia.

El primero de ellos se refiere la situaciéon en la que los criadores de animales sacrifican a todos
aquellos que manifiestan una determinada caracteristica indeseable, de forma que se extinguen
todos los animales que presentan el genotipo asociado a dicha caracteristica. Esto se corresponde

con el caso extremo en el que § = 0.

Por otro lado, las polillas Bistun Betularia pueden ser de color negro o palido. El color negro
es el dominante y lo presentan todas aquellas con composicion genotipica AA o Aa, mientras

que el palido se identifica con la forma recesiva aa. Este ejemplo se relaciona con la seleccion
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natural porque en las ciudades industriales las polillas de color palido tienen mas dificultades
para camuflarse y, por tanto, més probabilidades de ser devoradas por los depredadores, lo que
conlleva que su tasa de supervivencia sea menor que la de las negras y tengan la desventaja

selectiva.

Estos ejemplos y otros similares pueden encontrarse en el Capitulo 10 de [10] o en el Capitulo 4
de [3].

2.2.3. Seleccién natural con tres fenotipos

En este contexto puede ser interesante también plantear el caso de la presencia de seleccion
natural cuando hay tres posibles fenotipos en lugar de dos. Esto ocurre cuando no hay un alelo
dominante y otro recesivo, sino que los tres posibles genotipos AA, Aa y aa dan lugar a tres

fenotipos diferentes.

Se planteard esta situacion teniendo en cuenta de nuevo los supuestos de apareamiento
aleatorio, asi como igual fertilidad para todos los genotipos y distinta tasa de supervi-
vencia. En este caso serd necesario considerar tres fracciones constantes r1, 72 y r3 del nimero
de individuos con genotipos AA, Aa y aa que sobreviven hasta el final de la generacién, respec-

tivamente.

Cabe notar que esta situacidon no tiene que representar necesariamente el caso de seleccion
natural con tres fenotipos, sino que también puede identificarse con la existencia de dos fenotipos

pero que los individuos con genotipos AA y Aa tengan distinta tasa de supervivencia.

Para analizar este caso, igual que antes, se considera una caracteristica de una poblacion
determinada por un gen y se estudia la proporcién de los genes A y a a partir de ecuaciones
en diferencias que modelen la variaciéon de dichas proporciones. Asi, se utilizan de nuevo las
notaciones de la Secciéon y, paralelamente al caso de seleccién cuando hay dos fenotipos, se

mantienen los mismos pasos hasta llegar a las ecuaciones de (2.2).

Una vez hecho eso, partiendo de (2.2) se determina el nimero de individuos que presenta
cada genotipo al final de la generacion (k + 1)-ésima, teniendo en cuenta las distintas tasas de

supervivencia ri, r2 y 73, v resultando

Nig1(AA) = ri Ni (AA) =m0 (Pe(A)? Ny,
Nk+1(Aa) =T9 N,;“H(Aa) =2 2 Pk(A) Pk(a) N];k
Nit1(aa) = r3 Niy (aa) = v (Pr(a))® Ni, ;.

» (2.9)
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Ahora, sustituyendo (2.9)) en (2.4), se obtiene que
B 273 (Pr(a))? Niy + 272 Pe(A) Prla) Ny,
27 (Pk(A))Q N;Jrl + 479 Pk(A) Pk(a) Ng+1 + 273 (Pk(a))z N]:Jrl

rs3 (Pk(a))2 + T9 Pk(A) Pk(a)
71 (Py(A))? + 279 Pi(A) Pi(a) + 3 (Pr(a))?”

Piy1(a)

(2.10)

Como Py(a) + Px(A) = 1, se puede sustituir Py(A) =1 — Px(a) en (2.10)), de forma que

r3 (Ps(a))® + 72 (1 — Py(a)) Pi(a)
r1(1 = Pg(a))?2 +2re (1 — Px(a)) Py(a) + r3 (Pr(a))?
_ (r3 — 12) (Pi(a))® + 2 Py(a)
(7"1 — 27“2 + 7"3) (Pk(a))z + 2 (7"2 — 7"1) Pk(a) -+ 71

Piy1(a) =

(2.11)

resulta ser la ecuacién en diferencias buscada para expresar la variacién de la proporciéon del

alelo a en el acervo genético con el paso del tiempo.

En este caso, la ecuacion en diferencias (2.11)) depende de los tres parametros ri, ro y 73,
indicadores de las tasas de supervivencia. Notese que si vy = ro = r3, entonces la ecuacion ([2.11])
se reduciria a Py11(a) = Pg(a), esto es, el equilibrio de Hardy-Weinberg ya estudiado, mientras

que si 71 = rqo # 13, se corresponderia con el caso anterior de seleccién con dos posibles fenotipos.

Con el fin de analizar las soluciones de dicha ecuacién en diferencias, antes de nada, hay que

calcular los puntos fijos en el intervalo [0,1]. Estos son z =0,z =1y z = %, siempre y
cuando 11 — 2r9 + r3 # 0. En efecto,
(7”3 — 7’2) 332 + ro X
xr =
(r1—2rg+r3)a2+2(rg—r)x+m
= (Tl —2T2+T3)I3+2(T2 —T1)$2+’F1$: (7”3—7“2)132+T2:I}
< (m —2r2+r3)x3+(3r2 —2r —r3)x2+(7“1 —ro)z =0
z=20
= 9 r=1
(ri—2ro4r3)ax*+ Bro—2ri—r3)x+(ri—r) =0 &
_ T1—T
T = 7"17127‘217"3

Asi, en el caso de que r1 — 2ry + r3 = 0 los puntos fijos serian solo x =0y z = 1.

Es importante notar que, de nuevo, el punto fijo x = 0, en términos biolégicos, se identifica
con la extinciéon del alelo recesivo a, mientras que el punto x = 1 se corresponde con la extincidon
del alelo dominante A. El otro punto fijo, sin embargo, representa una situacion de equilibrio

entre los dos alelos, en la cual ninguno de ellos desaparece.

Llegados a este punto, ya se puede estudiar tanto grafica como analiticamente la ecuacion en

diferencias (2.11]).
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Estudio analitico

_ 2
En este caso se considera la funcion f(z) = i (rg—ry)a trz que define (2.11]) y se

r1—2ro+7r3) x2+2 (ro—r1) T+r1
calcula su derivada

—2(r3 — 1) (r1 — 2rg + 1r3) 23 + 11 (rg — 2r3) 2% + 1179

!/
€T =
(@) ((r1—2rg+7r3) 22 +2(rg — ) x +11)? ’
_ 2 — —
que cumple que f'(0) = {2, f'(1) = 2y f’ (rliIQT;ir3> == :3135 273 Luego, de acuerdo
con el Teorema [[.21] se diferencian los casos que se recogen en la Tabla
z=0 z=1 = tiEnatrs
I r<re<rs f(0)>1 (<1 No tiene
Inestable Asintéticamente estable sentido
II |ri>re2>73 f0)<1 fa)>1 No tiene
Asintoticamente estable Inestable sentido
I | 7y < r3 <7 £1(0) < 1 (1) <1 ﬁ@ﬁggg)>1
ro < rp < r3 | Asintoticamente estable | Asintéticamente estable Inestable
IV |79 > 15 > 70) > 1 F1(1) > 1 Qﬂ@ﬁiﬁg)<l
o > 11> T3 Inestable Inestable Asintoticamente estable

Tabla 2.2: Casos de la estabilidad de soluciones para (2.11)) segin las tasas de supervivencia.

Antes de nada es importante notar que solo tiene sentido estudiar los casos en los que los
puntos fijos estén comprendidos en el intervalo [0, 1], ya en que la ecuacién en diferencias ([2.11)

x = P(a) representa la proporcion del alelo a en el acervo genético. Los puntos t =0y z =1

r1—r2

estan claramente en el intervalo [0, 1], pero, sin embargo, el punto z = 52—

no siempre,
depende de los valores de las tasas de supervivencia rq, 2 y r3. En efecto, si se reescribe

1
rL—1T2 5—1 a—1
xr= = =

r—=2rp+ry L2402 (a-1)+(8-1)

r

—n —_r3 3 3 3 3 .
para a = Xy 8= =, se pueden diferenciar los casos siguientes:

A Sia<1ly B >1,setiene que

a—1<0 } o a-1 0
(a—=1)+(B8—-1)>0 C(a-1D)+(B-1) ’
o bien
a—1<0 v a—1 o1
a—1<(a—1)+(ﬂ—1)<0} (a-1)+(B-1)" 7

con lo que el punto x = (a—ﬁ% ¢ [0,1].
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B. Sia>1y B <1, sesigue que

a—1>0 }:>$— a—1 <0
(a=1)+(B-1)<0 C(a-1+(B-1) 7
o bien
a—1>0 }:>x— a—1 o1
a—1>(a-1)+(B-1)>0 C(a-1D+(B-1) "7
con lo que, denuevo,xz%%[o,ﬂ.
C. Sia>1y g >1,en cambio, resulta
a—1>0 a—1
= 0,1].
(a—1)+(ﬁ—1)>a—1>0} T a-n+@E-n <ol
D. Sia<lyf<1,sellegaa
a—1<0 a—1
= € |0, 1].
a—1<(a—1)+(5—1)<0} (a—=1)+(B—-1) [0,1]

Luego, identificando que A y B se corresponden con los Casos I y II, respectivamente, y

que C y D coinciden con los Casos III y IV, es claro que no tiene sentido estudiar el punto

r1—r2
r1—2ro+rs

razonamiento, se explican a continuacion los diferentes casos que se recogen en la Tabla

fijo z = en los dos primeros pero si en los dos siguientes. En concordancia con este

Tal y como se puede ver en dicha tabla, en el Caso I, el punto fijo x = 1 es asintoticamente
estable, lo que en términos genéticos quiere decir que el alelo dominante A tiende a extinguirse.
Por otra parte, en el Caso II el punto z = 0 es asintéticamente estable, por tanto, al contrario
del caso anterior, sera el alelo recesivo a el que tienda a la extincién. Ademés, en ambos casos,

tal y como se vio antes, no tiene sentido estudiar el punto fijo restante.

En el Caso III, tanto el punto fijo x = 0 como el x = 1 son asintéticamente estables,

r1—r2
r1—2ro+rs

la desventaja selectiva, con lo que uno de los dos alelos A o a se extinguira y todos los individuos

mientras que x = es inestable. Esto implica que los individuos con fenotipo Aa tienen
presentaran el genotipo AA o aa. Que se extinga uno u otro depende de la condicién inicial, pero

esto se verd mas facilmente de forma grafica méas tarde.

Por 1ltimo, el Caso IV se corresponde con la inestabilidad de los puntos ¢ = 0y z = 1, siendo

T1—"T2

—L=12 o] agintdticamente estable. Esto se traduce en que los individuos
r1—2ro+rs3

ahora el punto z =
con fenotipo Aa tienen la ventaja selectiva, con lo que en este caso ningin alelo se extingue y

alcanzan proporciones equilibradas, de forma que todos los genotipos AA, aa y Aa coexisten.

Diagrama de Cobweb

La estabilidad de los puntos fijos estudiada analiticamente se puede ver también de forma

grafica mediante el uso de los diagramas de Cobweb. Para ello se representan las funciones y = x
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Crg) a2 ,
ey = f(z) = (m_%zgﬁg)’;g;z?fm)w+r1, asi como los puntos fijos de f. De nuevo, habra que

distinguir casos segin los valores de las tasas de supervivencia de los distintos genotipos.
Ademas, igual que antes, hay que tener presente que en la ecuacion en diferencias (2.11)),

x = Pg(a) representa la proporcion del alelo a en el acervo genético, con lo que toma valores

entre 0 y 1. Debido a esto, solo tendra sentido considerar condiciones iniciales xg comprendidas

en el intervalo [0, 1].

= Caso I. 5i r; < ro < rs, entonces se puede representar la situaciéon como sigue.

|
|
|
!
!
|
|
|
e

Ty X1 T2T3

Figura 2.4: Método de la escalera para la funcién f con r1 < ro < rs.

Tal y como se observa en la Figura la recta y = x se sitta por debajo de la grafica de
la funcion f para valores de z comprendidos entre 0 y 1. Asi, se puede ver que aplicando el
método de la escalera para cualquier condicién inicial 0 < zg < 1, las soluciones de
convergen al punto fijo 1, y tomando xg = 0, se obtiene la sucesidon constante 0. Es por
esto que se concluye que, en este caso, el punto fijo 1 es asintdticamente estable y el 0
inestable, conduciendo esto a una ventaja selectiva para los individuos con genotipo aa y

a la extincion del alelo dominante A.

= Caso II. Si ry > ro > 73, entonces se tiene la Figura 2.5

En esta figura se puede observar que, al contrario del caso anterior, la recta y = x se sitia
por encima de la grafica de la funciéon f. Ahora, aplicando el método de la escalera, las
soluciones de (2.11) convergen a 0 para cualquier condicién inicial 0 < zy < 1, mientras

que para zo = 1 resulta la sucesion {x;} = {(1,1,...,1)}.
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e

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
O T3 T2T1 %0 1

Figura 2.5: Método de la escalera para la funcién f con r1 > ro > rs.

Asi, aqui se puede ver que el punto 0 es asintéticamente estable y el 1 inestable, lo que

provoca que el alelo recesivo a se extinga.

= Caso III. Siry < r3 <11 01y <1y <rs, ocurre lo siguiente.

En este caso, tal y como se muestra en la Figura la recta y = x se encuentra por

encima de la grafica de la funcion f para valores comprendidos entre 0 y p, mientras que

T1—T2

para valores entre p y 1, estd por debajo, siendo p = P e

De este modo, tomando como condicién inicial 0 < zg < p, se ve en la Figura [2.6] que al

aplicar el método de la escalera, las soluciones de (2.11)) convergen al punto fijo 0.

!

|

|
= |
&

0 T2 T1Zo P 1

Figura 2.6: Método de la escalera para la funcién f con ro <rg <r;y 0 < xy < p.

Por otra parte, al considerar p < x¢ < 1, las soluciones de (2.11)) convergen al punto 1.
Este comportamiento se puede ver en la Figura 2.7
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I
I
I
! I
! I
! I
! I
! I
! I
! I
B
! .
0 D Tox1r2

Figura 2.7: Método de la escalera para la funcién f con ro <rg <riyp <o < 1.

Asi, se concluye que en este caso, los puntos fijos 0 y 1 seran asintoticamente estables, ya que

las soluciones de (2.11]) convergen a dichos puntos para cualesquiera condiciones iniciales
ri—"ro

r1—27r2+73 sera

en los intervalos [0, p) v (p, 1], respectivamente. Sin embargo, el punto p =

inestable.

= Caso IV. Siry > r3 > r;1 o re > r; > rs, resultan las graficas que se muestran a
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continuacién, donde de nuevo p = P

Tal y como se muestra en las Figuras y aplicando el meétodo de la escalera, las
soluciones de (2.11)) convergen al punto fijo p = 52— para cualquier condicién inicial
0 < x¢ < 1. Tomando xy = 0 se obtiene la sucesién constante 0, y reciprocamente, tomando
xg = 1 se obtiene la sucesién constante 1. Debido a este comportamiento, se puede decir

que el punto fijo p es asintéticamente estable, mientras que los puntos 0 y 1 son inestables.

0 To T1 P 1

Figura 2.8: Método de la escalera para la funcion f con rg > 1y >r3y 0 < 29 < p.
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Figura 2.9: Método de la escalera para la funcién f con rg > 1y >r3y p < o < 1.

Con todo esto se puede concluir que en el caso de seleccion cuando hay solo dos fenotipos
posibles con distintas tasas de supervivencia siempre se extingue uno de los genes, mientras que
cuando hay tres fenotipos, puede que alguno de los genes se extinga o que ambos coexistan,
en funcién de las tasas de supervivencia de los individuos que presenten los distintos fenotipos
posibles. El caso de que coexistan se corresponde precisamente con que los individuos hibridos,
con genotipo Aa, son los que tienen la ventaja selectiva y esto se identifica con lo que ocurre con

la anemia falciforme y la malaria Africa.

Maés concretamente, la anemia falciforme es provocada por un gen recesivo defectuoso, a,
que provoca un cambio en las células sanguineas, de forma que los individuos con composicion
genotipica aa tienen una tasa de supervivencia muy baja. Sin embargo, en este caso los individuos
hibridos, con genotipo Aa, a pesar de que son ligeramente afectados, tienen la ventaja selectiva.
Esto dltimo se debe a que son los més resistentes a la malaria, enfermedad bastante comun
en Africa, lo que conlleva que tengan méas probabilidades de sobrevivir que los individuos con

genotipo AA, seguidos de aquellos con genotipo aa.

2.2.4. Mutaciones

La mutacién es otro fendmeno que puede afectar a la distribucion de los genes en una po-
blacién determinada. Este factor produce cambios en la secuencia genética de ADN, provocando

que, por ejemplo, un alelo A pase a ser de la forma aq.

Usualmente, las mutaciones actiian para cambiar un gen dominante por uno recesivo y esto
puede provocar alteraciones en las proporciones de los alelos con el paso de las generaciones. No

obstante, la tasa de mutacién de los genes por generacién suele ser muy pequena.

Para ilustrar esta situacién se puede considerar la mutacién por exposicién a radiacion, asi

como multiples enfermedades, como puede ser la fibrosis quistica, una enfermedad hereditaria
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provocada por la mutacién de un gen.

Para estudiar este caso, se mantendran los supuestos de apareamiento aleatorio e igual
tasa de supervivencia independientemente del genotipo del individuo, pero ahora se incorpo-

rard la mutacion de los alelos dominantes A en alelos a.

Para ello, de forma similar a lo que se hizo en el caso de la seleccién natural con la tasa
de supervivencia, se considera una fracciéon constante v del nimero de alelos A que mutan en

alelos a.

En este caso, el procedimiento seguido en la Seccién es el mismo hasta llegar a las
ecuaciones recogidas en (12.3). A partir de dicho punto, el procedimiento no puede ser exactamente
igual, ya que hay que introducir la constante de mutacién v a la hora de calcular la proporcion

de alelos en el acervo genético en una generacién con respecto a la anterior.

Asi, partiendo de , para obtener la ecuacién en diferencias buscada se expresa la propor-
cién de alelos al final de la generacion (k + 1)-ésima, Py11(A) v Prt1(a), en funcién del namero
de alelos en dicha generacién y teniendo en cuenta la mutaciéon. Esto es, para el alelo recesivo a,

2 Nit1(aa) + Ni11(Aa) +7[2 Ngy1(AA) + Niy1(Aa)]
2 Ni41(AA) 4 2 Niy1(Aa) + 2 N1 (aa)
_ 2 Niy1(aa) + 24 Ngp1(AA) + (v + 1) Niy1(Aa)
2 Nj+1(AA) + 2 N1 (Aa) + 2 Ngja(aa)

Ppi1(a) =

(2.12)

Igual que antes, se sustituyen en (2.12)) las ecuaciones de (2.3)), resultando
r (Pe(a))? Niyy + 297 (Pe(A)? Nty y +2 (7 + 1) 7 Pe(A) Py(a
27 (Pi(A)2 N | +4r Py(A) Py(a) Nj + 27 (Pi(a))® N}
)

_ (P(@))® + 9 (Pu(A))* + (v + 1) Pe(A) Pi(a)
(Px(A))? + 2 Pi(A) Pe(a) + (Pr(a))?

a) Ny

+ (2.13)

Prii1(a) =

La ecuacion ([2.13) se puede simplificar utilizando que Px(A) = 1 — Py(a). En efecto,

(Pr(a))® + 7 (1 = Pe(a))® + (v + 1) (1 = Pe(a)) Pr(a)

Pyi1(a) = (1 — Pi(a))2 +2(1 — Py(a)) Py(a) + (Py(a))?

= (1 =7) Pila) +v. (2.14)

La ecuaciéon anterior es la ecuacion en diferencias que modela el cambio en la proporciéon de
alelos, teniendo en cuenta la presencia de mutaciones. Cabe observar que para v = 0, es decir, en
ausencia de mutaciones, la ecuacién se reduce a Py11(a) = Pg(a), el equilibrio de Hardy-
Weinberg; mientras que para v = 1, esto es, que todos los alelos A mutan en alelos a, se tiene

que Pyi1(a) =1, es decir que todos los alelos de la generacion (k + 1)-ésima son a.

Para v € (0,1), (2.14) es una ecuacién en diferencias lineal con coeficientes constantes, y su

solucion vendra dada por
Py(a) = (1 =7)*(Po(a) = 1) +1,
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siendo Py(a) la proporcién inicial de alelos a en el acervo genético.

Se concluye entonces que cuando aparecen las mutaciones sobre una determinada caracter{s-
tica de una poblacién, las proporciones de los alelos se ven afectadas: para cualquier valor de
la tasa de mutacion, la proporcién de alelos @ aumentara, y en su defecto, el niimero de indivi-
duos con genotipo aa, mientras que la proporcion de alelos A serd cada vez menor, con lo que

disminuird el niimero de individuos con genotipos AA y Aa.

Este comportamiento se puede ver graficamente en la siguiente figura, donde se toma como

_1
=1

acervo genético es la misma, y se ilustra como la proporcién del alelo a va variando con el paso

condicion inicial Py(a) es decir, se considera que la proporcién inicial de alelos A y a en el

de las generaciones en funcién de la tasa de mutacién ~.

Pk(a) N
1 : s
. v=20.5
: ., =+ =01
Py(a) )

0 1 2 3 4 5 k

Figura 2.10: Representacion de las soluciones de (2.14)) para Py(a) = %

Observando la Figura [2.10] se puede ver que la proporcién del alelo recesivo ¢ aumenta mas

rapidamente cuanto mayor es la tasa de mutacién.

Para concluir, con el estudio realizado a lo largo de este capitulo, se ha visto que las ecuaciones
en diferencias son una herramienta muy 1til a la hora de predecir la evoluciéon, en este caso de
una poblacién, con el paso del tiempo. Asi, se puede decir que estas sirven para modelar de forma

discreta muchas situaciones de la vida real y, en particular, de la biologia.

Para completar este estudio, asi como las ecuaciones en diferencias resultan un instrumento
valioso a la hora de modelar procesos discretos o predecir cambios de una generacién a otra,
las ecuaciones diferenciales también son una herramienta muy uatil cuando se quieren modelar
situaciones de la vida real de forma continua. En el siguiente capitulo, se ejemplificara este hecho

para el campo de la genética, que es el objeto de estudio del presente trabajo.



Capitulo 3

Modelos genéticos con ecuaciones

diferenciales

En el marco de las ecuaciones diferenciales también se pueden encontrar numerosos modelos
que representan problemas genéticos. De hecho, los vistos en el capitulo anterior con ecuaciones en
diferencias también se podrian estudiar mediante ecuaciones diferenciales, sin embargo, en dicho
caso, tiene mas sentido estudiar los modelos considerando la variable temporal como discreta, de

forma que se estudie el cambio de las proporciones alélicas de generacién en generacion.

En este nuevo capitulo se va a analizar un caso mas concreto y que se ajusta a un modelo
de ecuaciones diferenciales, pero que, de nuevo, también podria plantearse utilizando ecuaciones
en diferencias. Para ello, de forma paralela al capitulo anterior, se introduce a continuaciéon el
contexto biolégico correspondiente con este tema, que se puede encontrar en la introduccién de

los articulos recogidos en [1I] y [I5], y de forma mas precisa en [I§].

3.1. Contexto biolégico

Enfermedades como pueden ser la infeccion por el virus Zika, la malaria, el dengue, la fiebre
amarilla o el virus Chikungunya son un problema de salud piiblica en todo el mundo, y especial-
mente en muchos paises de Africa. Lo que tienen en comun estas enfermedades es que todas son
transmitidas a los seres humanos por mosquitos: los mosquitos macho se alimentan de néctar y
son las hembras quienes se alimentan de sangre y pueden picar a los seres humanos transmitiendo

enfermedades, que a menudo resultan mortales.

Actualmente no existen vacunas para estas enfermedades, por lo que se necesita desarrollar

otras técnicas de control para las mismas. Una forma de controlar este tipo de infecciones en

35
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una region seria conseguir reducir la poblacién de mosquitos. En este contexto, surgen los mos-
quitos transgénicos, esto es, mosquitos modificados genéticamente que interfieren con el ciclo
de vida de los mosquitos autéctonos de forma que sirven para controlar enfermedades como las

anteriormente mencionadas.

Hay maultiples especies de mosquito que transmiten estas enfermedades pero, concretamente,
la especie Aedes aegypti es capaz de transmitir la mayorfa de ellas. Es por esto que, en general,
los investigadores se han centrado en esta especie para generar nuevas técnicas de control para

dichas enfermedades.

Como el propdsito es reducir la poblacién de mosquitos, se disend un transgén que fuerza
la muerte de los mismos en determinados momentos de su ciclo de vida y se introdujo en estos
generandose una poblacién de mosquitos transgénicos. Asi, al liberar dicha poblacién modificada
genéticamente, se producen apareamientos interespecificos entre los tipos autéctonos o silvestres

y los transgénicos.

Lo que se hace es liberar una gran cantidad de machos modificados que se reproducen con
las hembras autéctonas y mueren al poco tiempo de ser liberados. De este modo, la distribucién
genética de la descendencia se ve alterada, tal y como se representa de forma esquemaética en la

Figura donde el color rojo representa el transgén modificado y el negro el gen original.

En concreto, los mosquitos transgénicos modificados en el laboratorio son todos homoci-
gotos para el transgén mencionado y cuando se aparean con la poblacién silvestre, toda la
descendencia es heterocigota. A partir de aqui, la composicion genética de las siguientes genera-
ciones depende de los tipos de individuos de la pareja progenitora. En efecto, los apareamientos
entre mosquitos heterocigotos pueden producir mosquitos transgénicos homocigotos, silvestres
homocigotos y transgénicos heterocigotos. Y, de nuevo, los apareamientos entre mosquitos trans-
génicos heterocigotos y silvestres o transgénicos homocigotos producen mosquitos transgénicos

heterocigotos y silvestres o transgénicos homocigotos.

Hembra silvestre Macho transgénico
[ X ] [ X ]

— X

Hembra heterocigota Macho heterocigoto

o0 X [ X ]
Silvestre homocigoto Heterocigoto  Transgénico homocigoto
oo X oo X oo

Silvestre homocigoto Heterocigotos Transgénico homocigoto
oo oo oo oo

Figura 3.1: Resultados en la descendencia tras sucesivos apareamientos de las poblaciones de

mosquitos.
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El objetivo entonces es estudiar si la liberacién de mosquitos transgénicos en una determinada
region reduce de forma significativa el ntimero de individuos de la poblacién autoctona, derivando
asi en una reducciéon del nimero de infecciones causadas por estos mosquitos. Para ello, se
emplearan ecuaciones diferenciales que modelen el cambio con el paso del tiempo en el nimero

de mosquitos transgénicos y silvestres.

3.2. Modelos

En este contexto, se pueden considerar miltiples tipos de modelos haciendo uso de ecuaciones
diferenciales. Por un lado, se puede modelar la dindmica de transmisién de dichas enfermedades
con el fin de estudiar el comportamiento de las poblaciones de mosquitos, asi como de las personas
afectadas, lo cual puede resultar util a la hora de desarrollar técnicas de control. El modelado de
este tipo de problemas se puede encontrar, por ejemplo, para el virus Zika en el articulo [6] y para
el dengue en el articulo [2]. Ademas, se pueden considerar otras técnicas de control para estas
enfermedades, como puede ser la gestion ambiental o el uso de quimicos, y modelar la respectiva

situacion, tal y como se explica en el articulo [19].

En este trabajo se trataran los modelos enfocados a la genética, esto es, aquellos en los
que se estudia si los mosquitos transgénicos resultan una técnica de control efectiva para dichas
enfermedades. Para modelar la situacion descrita y estudiar el nimero de mosquitos transgénicos
vy autéctonos en una determinada poblacién, asi como su variacién con el paso del tiempo, se

seguiran los articulos cientificos [I], [15] y [16].

Deno6tese por x el nimero de mosquitos autéctonos en una determinada regién y por y la can-
tidad de mosquitos transgénicos. Asimismo, considérese by la tasa de natalidad de la poblacién de
mosquitos autoctonos y dp la respectiva tasa de mortalidad. Analogamente, by y ds representaran

las tasas de natalidad y mortalidad de la poblacién de mosquitos transgénicos, respectivamente.

FEn este contexto hay que tener en cuenta que ambas poblaciones interaccionan entre si, luego
las funciones de natalidad y mortalidad, b; y d;, i = 1,2, dependeran de ambas poblaciones de

mosquitos.

Asi, teniendo en cuenta las notaciones anteriores, resulta el sistema de ecuaciones diferenciales

dx
— =z (bi(z,y) — di(z, ,
= o ((y) — di(w,y) .

% =y (bo(x,y) — da(z,9)).

Ahora, por un lado, las tasas de mortalidad se pueden suponer funciones lineales de la forma

di(z,y) = pi + &(x +y) parai =1, 2,
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donde p; > 0 es una constante que representa la tasa de mortalidad intrinseca de cada poblacién
v & > 0 serd un factor dependiente del numero total de mosquitos, i = 1,2. Ademas, como
la poblaciéon de mosquitos transgénicos no tiene mejores aptitudes que la autéctona, ambas
poblaciones son idénticas en cuanto a sus caracteristicas fisicas, por lo que se puede suponer

igual tasa de mortalidad para ambas, es decir, p = 1 = po y € = & = &o.

Por otro lado, en cuanto a las tasas de natalidad, estas dependeran del nimero total de
apareamientos por individuo y unidad de tiempo, asi como del niimero de crias que se producen
por apareamiento. Entonces, se denotara por ¢(IN) el nimero de apareamientos por individuo
v unidad de tiempo, siendo N = z + y el ndmero total de individuos de la poblacién, y se
considerardn los parametros a1, as, B1 v B2 relativos al nimero de crias, cuyo significado se
incluye en la Tabla [3.1]

a1 | Numero de mosquitos silvestres provenientes del apareamiento entre dos mosquitos silvestres.

31 | Namero de mosquitos silvestres provenientes del apareamiento entre un mosquito silvestre y uno transgénico.

ag | Numero de mosquitos transgénicos provenientes del apareamiento entre un mosquito transgénico y uno silvestre.

B2 | Numero de mosquitos transgénicos provenientes del apareamiento entre dos mosquitos transgénicos.

Tabla 3.1: Parametros relativos al ntmero de crias resultantes de los distintos apareamientos

posibles.

Asi, las funciones relativas a la natalidad resultan

bi(a,y) = (V) LY,
a9 T +
ba(z,y) = C(N)sz;
para (z,y) # 0y se supone b;(0,0) = 0 para i = 1,2, de forma que el sistema (3.1)) es equivalente
al sistema J 5
T a1 T+
= =a ()P (e +y) )
dt N (3.2)
dy aax+ Bay '
& _ NyR2ETRP2Y
o =y (2T ko))

paraz >0,y >0, (x,y) # (0,0).

Llegados a este punto se distinguiran distintos modelos segtin las suposiciones iniciales que
se establezcan. En concreto, siguiendo las ideas del articulo [15], se diferenciaran distintos casos
segln la tasa de apareamiento. En primer lugar, se considera una tasa de apareamiento constante,
para después pasar a considerar el caso de una tasa de apareamiento de tipo funcional Holling-I1,

concepto el cual se explicard en la correspondiente seccién.

Otra posible alternativa, que no se tratara en el presente trabajo, seria distinguir diferentes
modelos segiin la tasa de liberacién de los mosquitos transgénicos al medio. Dichos modelos se

pueden encontrar en el articulo [IJ.
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3.2.1. Tasa de apareamiento constante

Cuando se trata de una poblacion suficientemente grande, aumenta la facilidad de los mos-
quitos para aparearse. Bajo estas circunstancias se puede suponer que la tasa de apareamiento

es constante a la hora de modelar la dindmica de los mosquitos.

De acuerdo con las notaciones fijadas anteriormente, se supone entonces ¢(N) = c¢ para
cualquier N, siendo ¢ una constante arbitraria. En concordancia con esto, resultan a; = ca; y
b; = ¢p;, con i = 1,2, el nimero de crias producidas por mosquito por unidad de tiempo tanto
por apareamientos con mosquitos transgénicos como con silvestres. De este modo, el sistema ([3.2])

se reescribe como

dx (W_(M+€(x+y))> = F1(:c,y),

a " N

(3.3)
d b
dii —y (CW;\;” —(p+&(x +y))> =: [y(z,y),

parax >0,y >0, con (z,y) # (0,0) ya que las funciones F; y F5 no estén definidas en el origen.

Ahora, una vez planteado el modelo del problema bajo los supuestos fijados, conviene estudiar
los puntos de equilibrio del sistema (3.3]), asi como su estabilidad.

Puntos de equilibrio

Por un lado, fijando « = 0, F;(0,y) = 0 para cualquier y y se tiene

by —
F0,y) =0 yba—pn—8y) =0 (ba—p—8y) =0 & y= e
by —
luego E1 = <O, 2 ¢ M) es un punto de equilibrio para el sistema (3.3]). Analogamente, para
y =0, F5(z,0) = 0 para cualquier valor de x y
Fi(z,0) =0 z(a1—p—¢Ex)=0< (a1 —p—Ex)=0 < == algu,

ap — [

es decir, Fy = ,O) es otro punto de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales
definido. Asi, se deduce que Ey y E5 son puntos de equilibrio positivos de frontera si y solo si
a1 > 'y by > u, entendiendo como equilibrios positivos de frontera aquellos con una de las

componentes nula y la otra positiva.

Ademas, el sistema ({3.3) también tiene equilibrios positivos, esto es, con ambas componentes
positivas. En referencia con esto, sea (z,y) un punto tal que x > 0, y > 0. Para ser equilibrio
positivo debe satisfacer las ecuaciones

Fi(e,y) == (W;b”’—(maxw))) =0 & awtbiy=(o+y) (it ty),
(3.4)
Fy(z,y) =y <a2x;b2y—(u+§(x+y))> =0 & az+by=(r+y)(n+i(z+y)),
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que dan lugar a

amr+by=ar+by < (a1 —az)x = (by—b1)y.

Luego existira una solucion positiva de (3.4) si y solo si
(a1 — CLQ) (bQ — bl) > 0. (3.5)

Suponiendo que dicha condicién se cumple, y escribiendo y en funcion de x se llega a que

o (a1 — ag) .
Yy = 7([)2_191) $—Al‘, (3'6)

y sustituyendo (3.6]) en las ecuaciones recogidas en (3.4]), resulta

(a1+ b A)z =1+ Az (pt+E(1+A)z) & g<1+A)xzm_M,

(a1 —az)

De este modo, al sustituir A = ——=
(b2 — b1)

se obtienen las expresiones de x e y, respectivamente.

Por un lado,

al — aQ (a1+b1 (lg:g12>
) T T eey
i ()
<:>€<a1—a2+b2—b1>Lr:albg—agbl—u(al—a2+b2—b1) (37)
b2—b1 al—a2+b2—b1
((a1 by —agbr) — p(ar —ag + by —b1)) (ba — by)

S = ,
(a1 — a9 + bs —b1)2§

y, por otro,

y:Ax:al_an: ((a1ba —agby) — p(ag —az + by — b1)) (a1 — ag)
by — by (a1 —ag + by — b1)%¢ .

(3.8)

Es importante notar que para que el punto (z,y) calculado sea un equilibrio positivo, se debe

cumplir que

((a1 by — a9 bl) — U (a1 —ag + by — bl)) (bg — bl) > 0,
((a1 by — a9 bl) — U (a1 —as + by — bl)) (a1 — ag) > 0.

Luego, suponiendo que se satisface la condicion (3.5)), se distinguen dos casos:
1. Si by < b (lo que por (3.5) implica a; > az), entonces necesariamente
(ale—CLle) —u(al —a2+b2—b1) > 0,

es decir, ) )
a1 02 —ag 01

> .
a; —az+by—by a
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2. Si by > by (y equivalentemente, a1 < ag), entonces
(albg—agbl) —[L(al —a2+b2—b1) <0,

esto es,
ay by — az by

> .
a; —az+by—by H

Con lo anterior se puede concluir que existe un dnico punto de equilibrio positivo, E3, para el
sistema (3.3)), y viene dado por (3.7) y (3.8), si y solo si se cumplen las condiciones

albz—agbl
(al—a2+b2—b1)u

(CLl—CLQ)(bQ—bl)>OyR: > 1.

Como resumen, se incluyen las singularidades o puntos de equilibrio del sistema (3.3 en la
Tabla B2

Condiciones Puntos de equilibrio
Puntos de by > E, = (0, ng“)
frontera positivos a1 > By = (alé_“, 0)
. (a1 —az)(bz —b1) >0 bo—as b1)—pu (a1—az+bs—b
Puntos positivos Rl By = (a1b2 ((thljisz(;ibﬁgz 2=b1) (by — by, a4y — ag)

Tabla 3.2: Singularidades del sistema (3.3]).

Una vez obtenidos estos puntos ya se puede estudiar la estabilidad de los mismos.

Estabilidad de los puntos de equilibrio

Al tratarse de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal, para estudiar la estabilidad
de los puntos de equilibrio se puede recurrir a la linealizacién del sistema en torno a cada uno

de dichos puntos.

Para ello, como las funciones F;: Rt x R*\{(0,0)} — R, i = 1,2, son continuas y diferencia-
bles, se puede considerar el desarrollo de Taylor de las mismas en torno a los respectivos puntos

de equilibrio, resultando

F; OF;
Fi(@,y) = Fi@e, ye) + 5~ (e, ye) (# — @) + (ny(wcyyc) (v —ve) + O (z,9) = (e, ye) )

~ Fi(xe,ye) + ) (Tes Ye) (z —
N’ X
0

xe) +

ay ((L'Ca yc) (y - yc)y
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para i = 1,2 en un entorno de (x., y.), donde (z, y.) denota el punto de equilibrio. Notese que se
puede considerar dicha aproximacién ya que se va a estudiar localmente el punto en un entorno

del mismo.

Una vez tomada dicha aproximacion, considerando dos nuevas variables, o = & — x. y

8= y— y., se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales lineal

do 8F1 8F1

I E(wc’ Ye) @ + Ty(xayc) B,

g 0F; 0F» (39)

E == E(xcv yC) o+ Ty(xw yC) 57

asociado al sistema no lineal original.
Asi, asumiendo que la matriz jacobiana asociada al sistema (3.9)),
0F, 0F,
%(fbcv Ye) 87(5%7 Ye)
J = 4 , (3.10)

0F, 0F,

% (xm yc) Ty (xc, yc)

es diagonalizable, se puede estudiar la estabilidad del respectivo punto de equilibrio (z.,y.) de
acuerdo con la teoria de estabilidad para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales auténomos.
En particular, atendiendo al signo de los autovalores asociados a dicha matriz se pueden distinguir

los casos que se recogen en el siguiente teorema.
Teorema 3.1. Dados los autovalores A1 y Ao asociados a la matriz jacobiana diagonalizable
J dada por (3.10), se distinguen los siguientes casos en cuanto a la estabilidad del punto de
equilibrio (z¢,y.) del sistema (3.3)):

n Si A, A2 <0, entonces el punto (¢, yc) es asintdticamente estable.

» Si A1, Ao >0, entonces el punto (z¢,y.) es inestable.

m SiAM<0yA>00A >0y <0, entonces el punto (zc,y.) es inestable.

Luego, antes de nada, es necesario obtener las derivadas parciales de las funciones F} y Fy,

que son
oF a1 2% 4+ 2a1 vy + by y?
a5 (@) = (1) —pu—EQ2z+y),
F _ 2
b(ﬂc,y) _bma)s al)gx -,
@({1} ):7(a2_b2)y2 -
oz Y (x +y)? 4
o, a2x2+252$@/+b2y2

Ty(w,y)z @ ty)? —p—&(z+2y),
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paraz >0,y >0, (x,y) # (0,0), y evaluarlas en cada uno de los puntos de equilibrio.
Bastara entonces obtener las matrices jacobianas asociadas a los sistemas linealizados en

torno a cada uno de los puntos y estudiar sus autovalores.

by —
3

= Para el punto £ = (O, ) se tiene la matriz

L b 0
ag —2by+p p—1by)’

cuyos autovalores asociados son A\; = by — b2 y Ay = pu — by. Como se dijo antes, para
que este punto sea un punto de equilibrio positivo, necesariamente tiene que cumplirse que
ba > p. En consecuencia, Ao < 0 en cualquier caso, y el signo de \; dependeré de los valores
de by y ba.

1. Por un lado, si by < by, entonces A; < 0, y de acuerdo con el Teorema [3.1] el punto

(0, b2g“) serd asintoticamente estable.

2. Por otro lado, si by > b, entonces A; > 0, y en concordancia con el Teorema [3.1] el

punto (0, b2g”) serd inestable.

ap — W

§

J_ (@ b1 —2a1 +p
0 as — al ’

luego los autovalores asociados a la misma son A\; = ag — a1 y Ao = i — a1. Asi, de acuerdo

= La matriz asociada al punto Fy = ( ,0> viene dada por

con la imposiciéon de que a; > p, se tiene que A2 < 0 en todo caso y, de nuevo, el signo de

A1 depende de los valores del ntiimero de crias.

1. En primer lugar, si a1 < ag, entonces A\; > 0, y de acuerdo con el Teorema [3.1] el

punto (“z%,0) ser inestable.

2. Mientras que si a1 > ag, entonces A\; < 0, y atendiendo al Teorema [3.1], el punto

(g%, 0) sera asintoticamente estable.

(a1by —agby) — p(a; —ag + by — by)
(a1 —ag +ba —b1)2¢

1 (m(Alny) x(AlxﬁP)>

P \y(Doy—€P) y(-Boz—¢P))

donde x e y vienen dados por y , respectivamente, es decir, son las coordenadas

del punto, A; = a; —b; parai=1,2y P = (z +y)%

(ba — b1, a1 — ag), se

= En relacién con el punto F3 =

tiene la matriz

J:
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Asi, la traza de la matriz J viene dada por tr(J) = —% ((As — Ay)ay + £ P (z +y)),
mientras que el determinante es det(J) = 5% (A2 — Ay) (x + y). Por tanto, como es
conocido que la traza de una matriz es igual a la suma de sus autovalores y el determinante

coincide con el producto de los mismos, se diferenciaran los siguientes casos:

1. Si Ag > Ay, entonces det(J) > 0y tr(J) < 0, con lo que ambos autovalores seran ne-
gativos. De acuerdo con el Teorema[3.1] se tendra entonces que bajo estas condiciones,

el punto Ej3 es asintéticamente estable.

2. Si Ay < Ay, se tiene que det(J) < 0, mientras que tr(J) > 0. En este caso los

autovalores tienen signos opuestos, lo que deriva en que el punto E3 sea inestable.

Los detalles de los célculos referidos a este punto se pueden encontrar en la Seccién del
Anexo[ll

Una vez estudiada la estabilidad de los puntos, se estudian todos los casos posibles en términos

de los parametros aj, ag, b1, by, 1 y &, asi como las implicaciones biolégicas que conllevan. Estos
se recogen en la Tabla [3.3]

Es importante darse cuenta que en el Caso III de la Tabla [3.3] correspondiente con a; > p,
by > p, a1 > ag y by < bs, los puntos E; v Es son ambos puntos de equilibrio asintéticamente
estables para el sistema , mientras que el punto E3 o bien no es un punto de equilibrio
positivo para el sistema o bien es inestable. Este tltimo comportamiento puede verse reflejado en
el diagrama de fases de la Figura donde en el eje x se representan los mosquitos autéctonos

y en el eje y los transgénicos.

Transgénicos

120+ // / /'///
// //// /&/// s
801 \\/// ";/

60

40t

o N

/A/‘;‘/ -—
J PG
—_— 7
0 - = Autdctonos
0 20 40 60 80 100 120

Figura 3.2: Diagrama de fases asociado al sistema (3.3) con a; = 10, by = 4, ag = 3, by = 20,
p=05y&=0.2.
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Analizando el diagrama anterior, simulado para ciertos valores de los parametros implicados
en el modelo, puede verse que el punto E3, con coordenadas (26.6919,11.6777) para ese caso,
es inestable, mientras que los puntos E; = (0,97.5) y Ey = (47.5,0) seran asintoticamente
estables. Ademas, observando la direccion y sentido del campo puede verse que, dependiendo de

la condicién inicial que se considere, la solucién convergera a uno o a otro punto.

Simulando la variaciéon del nimero de mosquitos autdctonos y transgénicos con el paso del
tiempo para este caso, se obtienen las Figuras y [3-4] ambas elaboradas tomando los mismos
valores de los parametros y variando tan solo la condicion inicial. En estas puede verse reflejado
que la convergencia de la solucion al punto E; (Figura lleva a la extincién de la poblacién
autoctona, mientras que la convergencia a Fy (Figura [3.4]), por el contrario, se traduce en la

desaparicion de los mosquitos transgénicos.

En efecto, biolégicamente hablando, si el niimero de crias transgénicas producidas por un
mosquito transgénico a partir de todos los apareamientos posibles (bs) es mayor que el niimero
de crias silvestres (b1), y también es mayor que la tasa de mortalidad intrinseca (u), entonces
la interaccién conlleva la extincién de la poblacién de mosquitos silvestres, siempre y cuando
la cantidad inicial de mosquitos transgénicos sea suficientemente grande. Esto se muestra en la

Figura 3.3

200
150
100 &

50

— Mosquitos autéctonos

Mosquitos transgénicos

Figura 3.3: Evolucién en el ntimero de mosquitos autdctonos y transgénicos con el paso del tiempo
simulado para el caso de tasa de apareamiento constante y con a1 = 10, by = 4, as = 3, by = 20,
p=0.5y & =0.2y condiciones iniciales z(0) = 200 e y(0) = 250.

Anélogamente, si el niimero de crias silvestres producidas por un mosquito silvestre a través
de todos los apareamientos posibles (a1) es mayor que el niumero de crias transgénicas (asz), vy
ademads es mayor que la tasa de mortalidad (u), entonces la interaccion de ambas poblaciones de
mosquitos lleva a la extincién de los mosquitos transgénicos si la cantidad inicial de mosquitos

transgénicos es suficientemente pequefia, como se puede ver en la Figura [3.4]
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200

150

100

50 S—

— Mosquitos autéctonos

Mosquitos transgénicos

Figura 3.4: Evolucién en el niimero de mosquitos autdctonos y transgénicos con el paso del tiempo
simulado para el caso de tasa de apareamiento constante y con a; = 10, by = 4, as = 3, by = 20,
p=0.5y ¢ =0.2y condiciones iniciales z(0) = 200 e y(0) = 25.

Como conclusién se puede decir que el hecho de que se extinga una u otra poblacién de
mosquitos depende del tamafio inicial de las mismas, tal y como se vefa antes en el diagrama
de fases. Ademas, es interesante tener en cuenta que, en cualquier caso, introducir mosquitos

transgénicos en la poblacién provoca que la poblacién de mosquitos autéctonos disminuya.

La interpretacion en términos bioldgicos anterior también se puede extender a los Casos [, TV,
V, VIIL, XI'y XII de la Tabla[3.3] donde solo uno de los puntos E o E; existe y es asintoticamente

estable, y el punto F3 o bien no existe o bien es inestable.

Transgénicos

100

80

60

40+

20+

Autéctonos

40 60 80 100

o
pSHN
o

Figura 3.5: Diagrama de fases asociado al sistema (3.3)) con a3 = 10, by = 40, ay = 30, by = 2,
p=05y&=0.2.

Por otro lado, en el Caso II de la tabla, cuando as > a1 > py b1 > by > u, los puntos E1 y Fo
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son ambos inestables, mientras que el punto E3 es un punto de equilibrio positivo asintdéticamente
estable para el sistema (3.3]), lo cual implica la coexistencia de ambas poblaciones de mosquitos.

El diagrama de fases relativo a este caso se incluye en la Figura [3.5]

Claramente, y al contrario que antes, en este caso puede verse que el campo apunta hacia
el punto E3 = (65.0089, 34.2152) para cualquier condicion inicial, con lo que se ve reflejado que

este es asintéticamente estable, mientras que los otros dos puntos de equilibrio son inestables.

En cuanto al nimero de mosquitos de cada una de las poblaciones con el paso del tiempo,
este tenderd al punto de equilibrio estable, Es3, tal y como se refleja en la Figura donde se
aprecia la coexistencia de ambas poblaciones de mosquitos.

100

80

60

40

20

— Mosquitos autéctonos

Mosquitos transgénicos

Figura 3.6: Evolucién en el ntmero de mosquitos autéctonos y transgénicos con el paso del
tiempo, para el caso de tasa de apareamiento constante y simulado para a3 = 10, by = 40,

az =30,be =2, u=0.5y & =0.2, tomando como condiciones iniciales z(0) = 100 e y(0) = 25.

De forma anéloga, los Casos VI, X y XIV, bajo condiciones de que el punto F3 sea asintoti-

camente estable, también derivan en la coexistencia de las poblaciones silvestre y transgénica.

Estos casos en los que el punto Es3 es el asintéticamente estable son los realmente interesantes
en el estudio de la utilidad de los mosquitos transgénicos para combatir enfermedades. En efecto,
por un lado, la estabilidad del punto E7, como se dijo, se traduce en la desaparicién de la poblacién
de mosquitos silvestres, una caracteristica no deseada, puesto que se estarfa extinguiendo la
especie. Por otro lado, la estabilidad del punto E5 conlleva la extincién de la poblacién de
mosquitos transgénicos, con lo que el experimento se terminaria y no se conseguiria el objetivo
de reducir el impacto de la especie. Mientras tanto, la estabilidad del punto Ej5 coincide con la
coexistencia de ambas poblaciones, lo cual produce las conclusiones a nivel biolégico buscadas

con este estudio.

Entonces, en relaciéon con lo anterior, habria que estudiar cudl es el tamafio inicial de la

poblaciéon de mosquitos transgénicos que debe soltarse al medio, de forma que los pardmetros
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cumplan las condiciones que hacen que E3 sea asintéticamente estable, y de modo que se consiga

que la poblacién transgénica genere un impacto sobre la autéctona, en el sentido de que se

consigan reducir los contagios de dichas enfermedades sin extinguirse la poblacion de mosquitos.

Por ultimo, cabe mencionar que en los casos restantes (VII, IX, XIII, XV y XVI) no mencio-

nados, o bien los tres puntos no existen o bien alguno no existe y los demads son inestables.

E; E- Es3
1 a1, by >, Existe y es | Existe y es (a1 —a2)(ba —b1) <0
b1 > by, a1 > as | inestable AE. = No existe
- ai, by > p, Existe y es | Existe y es (a1 —ag)(ba —b1) >0, R>1y A1 < Ay
b1 > by, a1 < ag | inestable inestable = Existe y es A.E.
I a1, be > p, Existe y es | Existe y es | (a1 —az2)(ba — b1) > 0, R depende y Ay > Ay
b1 < by, a1 > as AE. AE. = Puede existir o no, pero si existe es inestable
v a1, by >, Existe y es | Existe y es (a1 —a2)(ba —b1) <0
b1 < by, a1 < as AE. inestable = No existe
a1 > u, be < p, ) Existe y es (a1 —a2)(be —b1) <0
AY4 No existe .
b1 > by, a1 > as AE. = No existe
a1 > u, ba < p, ) Existe y es | (a1 —a2)(ba —b1) > 0, R depende y A1 < Ay
VI No existe ) o o
b1 > ba, a1 < as inestable = Puede existir o no, pero si existe es A.E.
a1 > p, by < p, ) Existe y es | (a1 —az2)(by —b1) > 0, R depende y Ay > Ay
VII No existe o oo ]
b1 < by, a1 > as AE. = Puede existir o no, pero si existe es inestable
a; > W, ba < p, Existe y es a; —az)(bs —b1) <0
virn | TR N exdiste | Y (a1 = a2)(b2 = bu)
b1 < by, a1 < as inestable = No existe
a1 < u, bog > p, | Existe y es a1 —az)(bs —b1) <0
IX L= M=l Y No existe (@ 2) (b2 )
b1 > by, a1 > as | inestable = No existe
a1 < p, by > p, | Existe y es ) (a1 — az)(ba — b1) > 0, R depende y A1 < Ay
X ) No existe o o
b1 > by, a1 < as | inestable = Puede existir o no, pero si existe es A.E.
a1 < p, bog > p, | Existe y es ) (a1 — a2)(ba — b1) > 0, R depende y A; > Ay
XI No existe o oo )
b1 < ba, a1 > as AE. = Puede existir o no, pero si existe es inestable
a1 < p, ba > p, | Existe y es a1 —az)(bs —b1) <0
XII L=moz=p Y No existe (a1 2) (b2 )
b1 < by, a1 < ag AE. = No existe
ai, by <, a; —az)(by —b1) <0
x| 7 =H No existe | No existe (a1 = a2)(by — b)
b1 > by, a1 > as = No existe
ay, by <, a; —az)(by —b1) >0, R depende y A1 < A
X1V Loz =M No existe No existe (@ 2)(b2 ) .1) p. ] Yo 2
b1 > by, a1 < as = Puede existir o no, pero si existe es A.E.
ay,be < u, a; —az)(by—b1) >0, R<1
XV Loz =H No existe No existe (a1 2)(b2 1)_
b1 < by, a1 > as = No existe
ai, by < p, a; —az)(by —b1) <0
XVI Loz =t No existe No existe (@ 2) (b2 ) v
b1 < ba, a1 < as = No existe

Tabla 3.3: Posibles casos en cuanto a la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema ({3.3)).
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3.2.2. Tasa de apareamiento proporcional al tamano de la poblacién de mos-

quitos con saturaciones

Ademis de las técnicas de control genéticas, existen procesos quimicos que pretenden reducir
la poblacion de mosquitos con el fin de disminuir las infecciones de algunas enfermedades. Se
recurre por ejemplo a la fumigacién con insecticidas y a la disminucién de los lugares de cria.
Asi, si se utilizan dichas estrategias sobre una poblacion de mosquitos silvestres antes de liberar

la poblacién de mosquitos transgénicos, el tamano de la poblacién autéctona se vera disminuido.

Ante tales circunstancias, no se da una saturacion en los apareamientos, por lo que no tiene
sentido suponer una tasa de apareamiento constante. Por el contrario, ante poblaciones de pe-
quenio tamano, serfa mas adecuado considerar una tasa de apareamiento proporcional al tamano

de la poblacién.

Teniendo en cuenta lo anterior, lo méas realista es que la tasa de apareamiento siga una forma
intermedia, esto es, se puede suponer una tasa de apareamiento constante para valores altos del
tamano poblacional y proporcional al tamano de la poblacién para poblaciones mas pequenas.
Para ello, se considera una tasa de apareamiento de tipo funcional Holling-II, 1o que quiere
decir que serd proporcional pero presentaré saturaciones. Se puede encontrar més informacion y

detalles sobre los tipos de respuesta funcional de Holling en [5].

En particular, se considera ¢(N) = EZ—NN, donde k es una constante que representa la tasa de

apareamiento maxima y € es una constante de semisaturacién. Es importante notar que si € = 0,
entonces esta situacion se reduce al caso de la Seccion va que ¢(N) = k, con lo que serd

suficiente suponer € > 0 para este caso.

De acuerdo con lo anterior, y denotando a; = ka; v b; = k 5;, con i = 1,2, de forma analoga
al caso de la Seccion [3.2.1] el sistema (3.2)) con tasa de apareamiento de tipo Holling-II toma la

forma

dr a1+ b1y

dt—x<8+N—(M+§($+y))>, 3.12)
dy axx +byy :
il (M—(M+5($+?/))>a

paraz >0,y > 0.

x
Para facilitar calculos, se reescalan las variables z e y por — e y, de forma que el sistema (3.12))
e ¢

se transforma en

de _ (“”*by (e + y>>) — Fi(zy),

dt 1+ N
3.13)
dy agx + bay (
— R A =: F:

para x > 0, y > 0, y donde n = €& es una nueva variable auxiliar. Asi, a partir de este nuevo

sistema, se estudian los puntos de equilibrio para el modelo y la estabilidad de los mismos.
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Puntos de equilibrio

En primer lugar, es claro que el punto (0,0) es un punto de equilibrio para el sistema (3.13]).

Continuando con los equilibrios de frontera positivos, por un lado, cuando x = 0, F;(0,y) =0

para todo valor de y, mientras que

b
F0,y) =y <2y—u—ny> =0 by—p(l+y) —ny(l+y)=0

1+y
by —p—nt/(bg—p—n)?—dnp
2n ’
Por tanto, fijado = = 0, existird un unico equilibrio de frontera positivo si bo — u —n = 2./,

S —nyP+be—p-ny-—p=0y=

existirdn dos si by — u—1n > 2 /N y, en otro caso, no existird ninguno.

Por otra parte, para y = 0 se verifica que Fy(z,0) = 0 para cualquier valor de z, sin embargo,

Fi(z,0) =z (

a;
1+

—u—nx) =0 ar—p(l+z)—nz(l+z)=0

a1 —p—nE/(a1—p—n)?—4np
27 ’
de forma que con y = 0, existird un tinico equilibrio de frontera positivo si a; —p—n =2/ ,

existiran dos si a; — pu—n > 2,/mp y ninguno si a; —p —n < 2./np.

s —net(a—p-—nr—p=0%e =

En cuanto a los equilibrios positivos, igual que en el caso anterior, se deben buscar los puntos

(z,y) con x > 0, y > 0 tales que satisfagan las ecuaciones

arx+b
Fio) = o (S0 ot +)) =0 6wt by = (o) (n+ e+ )

asx +b
Fy(z,y) =y <21+J\,2y—(u+n(x+y))> =0 art+by=1+z+y) (u+nlz+y)).

Luego, como antes, se llega a que existird una solucién positiva para el sistema anterior si
y solo si se cumple la condicion ([3.5). Bajo dicha suposicion y escribiendo y de la forma que se
especifica en (3.6) se deduce

(a1 +0A)z=(1+1+A)z) (p+n1+A)x)

(3.14)
en(l+A°22+ ((p+n) 1+ A) — (a1 + b1 A)x+p=0.

Las soluciones de la ecuacién cuadratica obtenida en (3.14) vienen dadas por
AL /A?—Aup(1 + A)?
B 2n(1 + A)? ’
donde A = (a1 +b1A) — (1 + A) (u+n), de forma que si A < 0 no existiran puntos de equilibrio
positivos para el sistema (3.13)), mientras que si A > 0, escribiendo

A? — 4um(1+ A)? = (A —2/um (1 4+ A)) (A + 2/ (1 + A)), (3.15)
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se concluye que si A > 2,/un (1 + A), existiran dos equilibrios positivos para el sistema; si
A = 2,/un(1 + A), existird un tnico equilibrio positivo; y si A < 2,/un (1 + A), no habra

ninguno.

Condiciones Puntos de equilibrio

ba—p—nty/(ba—p—m)2—dn
Puntos de by —p—n>2/0n By = <O, 2 2277 >
_ [ ompmnE(a—p—n)?—dnp
E3 = < or ,0>

frontera positivos | a1 —p—n>2./un

Punt " (a1 —a2)(ba —b1) >0 B, — [ AV/AT 4T AP A(Ai A2—4mz(1+A)2)
untos pOSl 1VOS A Z 2 M/r] (1 + A) 4 — 277(1+A)2 ) 27](1+A)2

Tabla 3.4: Singularidades del sistema ([3.13)).

Como antes, se incluye en la Tabla un resumen de los puntos de equilibrio no nulos del
sistema (3.13)), cuya estabilidad se estudia en el siguiente apartado.

Estabilidad de los puntos de equilibrio

De nuevo, para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema, basta considerar
la matriz jacobiana del sistema linealizado asociado al sistema (3.13), evaluada en cada uno de

los puntos.

En este caso, las derivadas parciales de las funciones Fy y F» que definen el sistema ([3.13))

vienen dadas por

oF; a2 +biy? +2ax+biy+2azy

B Ty = Qtziy)? — =12z +y),
%(l‘ y):$<(b1—a1)x+b1_ )

oy (142 +y)? ’

@(x y) = <(a2—b2)y—|—a2_ >

ox (1+z+vy)? ’

8F2 a2x2+b2y2+a2x+2b2y+2bgmy

Ty(x,y): (ETFmE —pu—nlz+2y),

para x > 0, y > 0. Luego, se distinguen los casos siguientes para los puntos de equilibrio

calculados.

» Para el punto E; = (0,0), claramente se tiene

=" %),
0 —pn
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con lo que ambos autovalores son A\ = Ay = —p < 0, y de acuerdo con el Teorema [3.1] el

punto es asintéticamente estable.

e (bo——1)2 — .
En cuanto a los puntos de la forma Fy = (0, bomp (Z;f? ) —dn p , resulta la matriz

B (it 1Y) 0

J: a2 — a
y (Legaire ) L (u-ny?)

donde y denota la segunda coordenada del punto E2 y cuyos detalles de obtencién se pueden
encontrar en la Seccion [[2] del Anexo[ll

Para estudiar la estabilidad de los puntos de la forma dada por Es se distinguen los si-

guientes casos:

1. Si hay dos equilibrios de frontera positivos con z = 0, es decir, si by — u —n > 2.,/un,
se tiene lo siguiente.
Se escriben como Eél) = (0,yM) y E§2) = (0,y®) los dos equilibrios, siendo

y(? = b2—u—n+\/(l>22n—u—w_

(1) _ ba—p—n—+/(ba—p—n)*>—4np
Y= 2

e

De este modo, se puede comprobar que ﬁy“) (n — n(y™)?) > 0, mientras que

ﬁy@) (n—n (y®)?) < 0. Asimismo, % (n+ny®) tendra signo negativo si by < by

y positivo en otro caso, con 7 =1, 2.

)

1 . . :
De acuerdo con eso, se concluye que Eé es inestable en cualquier caso, mientras que

Eé ) serd inestable si by > b y asintéticamente estable si b; < bo.

2. En el caso de que exista un tnico equilibrio positivo con x = 0, entonces serd
E, = (0, 172_2%) En dicho caso, el primer término de la matriz jacobiana se anula
y, en consecuencia, no se puede estudiar la estabilidad mediante la linealizacién del
sistema.

Alternativamente se consideran dos nuevas variables uy = ¢ y uo = y — 4, donde

j= b2_2’:7_77. A partir de estas se construye un nuevo sistema equivalente a (3.13)), que
viene dado por
d
i (u,u2) = gi(ur, ug), (3.16)
dugy '

dt (u17u2) :g2(U1,UQ),

donde

arur +brug +01y
14+u +us+7y

azu1 +baus + b2y
1+U1+U2+g

g1(u1,u2) = u < —(ﬂ+77(ul+u2)+7737)> )

galur, us) = (uz +7) ( (it + ) +773?)> |

De este modo, estudiar la estabilidad del origen del nuevo sistema es lo mismo que

estudiar la estabilidad del punto Fs3 en el sistema original.
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Es claro que ¢1(0,u) = 0, o lo que es lo mismo, que el campo es vertical a lo largo de

la recta u; = 0, mientras que

_ _ _ (b2utbay _
6) = m(00) = (w+9) (252~ (et )
Ahora, se puede comprobar que G(0) = 0, G'(0) = 0 y G"(0) = —(fizgg, luego,
aplicando Taylor
b2y 3

Por tanto, se deduce que en un entorno del origen, el campo es vertical y va hacia
abajo, lo cual se traduce en que el origen del sistema (3.16)) es un punto de silla y por
tanto, inestable. Es asi como en el caso de que exista un tnico equilibrio de frontera

positivo con x = 0 para el sistema original, este sera inestable.

a1—p—nEy/(a1—p-—n)2—dnp 0
2n ’

= Para los puntos de la forma E3 = < se tiene la matriz jacobiana

e —na?) = (7(”1 e ?7)

0 2 (p+ )

ai

J =

donde x denota la primera coordenada del punto F5 y cuyos detalles de obtencién se pueden

encontrar en la Seccion [[.2] del Anexo [[l, igual que en el caso anterior.

De forma similar, para estudiar la estabilidad de los puntos de la forma dada por Fj3 se

diferencia;:

1. Si hay dos equilibrios de frontera positivos con y = 0, es decir, si ay —pu—n > 2,/un,
ocurre lo siguiente.

Se denotan como E:gl) = (zM,0) y EéQ) = (2®,0) los dos equilibrios, siendo

() _ ann P ar—p—n+y/(ar—p—n)P—dn
2n ’

= 70

y x(Q) =

Entonces se puede comprobar que, por un lado H% (n—mn (z()?) > 0, mientras que
por otro, ﬁ (p—mn(x?)?) < 0. Ademas, e (n+mnz®) sera negativo si ap < ay

y positivo en caso contrario, para ¢ = 1, 2.

(1)

. . . 1 . .
Con lo anterior se puede concluir que, en cualquier caso, E5 " es inestable, mientras

que E§2) serd inestable si ag > a1 y asintéticamente estable si ag < aj.

2. En el caso de que exista un tnico equilibrio positivo con y = 0, entonces sera
Ey = (%,O), y ocurrird lo mismo que se tenia en el punto 2 del caso ante-

rior. Haciendo un razonamiento analogo se llegard a que dicho equilibrio es inestable.

El desarrollo completo de este caso puede consultarse en la Seccién del Anexo[l]



54

3. Modelos genéticos con ecuaciones diferenciales

» Los puntos de la forma dada por E; = (Ai

A dm(17 A2 A (Ady/A2=aun(1+A)2)
A2 (1T A)? pre-

sentan la matriz jacobiana
(a1=bi)y+a (b1—a1)y+b
x ( (11+:E1+y)2 " 77) z ( (11+m1+y)2 " 77)
(a2—b2)y+a (ba—a2)y+b ’
Yy ( (Tary)? 77) Yy ( et 77)

donde z e y denotan las coordenadas del punto Ey, respectivamente. Observando la matriz

J =

que se obtiene, cuyos detalles de célculo se pueden encontrar en la Seccion del Anexoll]

conviene estudiar el determinante y la traza de la misma.
La traza viene dada por

AT (5 A)ep (@

tr(J) = —a)(1+(1+A)z)+(1+AW —n(1+ 1+ A)x)Q] ,

y el determinante es

(a1 —ag)(1+ A)z?
(14 (14 A)zx)3

det(J) = (W =n(1+ 1+ A)z)?),

_ _a1bs—biay .
donde W = g Luego:

1. En el caso de que haya dos equilibrios positivos, Eil) = (M, yMyy Ef) = (2@, y?)),
donde M < 2@ ocurrira lo siguiente. Por un lado, para Eil), el determinante de
la matriz jacobiana serd negativo si a1 < as y by < by; y si ap > as y by > by,
tanto el determinante como la traza seran positivos, luego en cualquier caso Eil) sera
inestable. Por otro lado, en Ef) el determinante de la matriz serd negativo cuando
a1 > a9y bo > by; mientras que en el caso de a; < ag y by < by, el determinante sera
positivo pero la traza negativa, es asf como el punto Ef) serd estable solo si y solo si
a1 < az y by < by. La explicaciéon del signo del determinante y la traza en cada uno

de los casos puede encontrarse en la Seccion del Anexo[l]

2. Asimismo, en caso de que exista un unico equilibrio positivo 4 = (271(1?- AL 277(‘? JFAA)2 ) ,
este serd inestable. En este caso, el determinante de la matriz jacobiana se anula, tal
y como se prueba en la Seccion del Anexo[ll lo que significa que al menos uno de
los autovalores asociados es 0. De esta forma, igual que en los casos anteriores, hay
que recurrir a otra forma de estudio de la estabilidad para este punto. Los detalles de
dichos calculos no se incluyen debido a la gran extension de los mismos. Sin embargo,
tal y como se explica en [I15], la existencia de este punto de equilibrio es poco probable

desde el punto de vista bioldgico, luego no es un caso muy interesante para el estudio.

Con esto, ya quedaria estudiada la estabilidad de todos los puntos de equilibrio del siste-

ma (513)
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En cuanto a las interpretaciones biolégicas resultantes, se puede ver que hay una analogia
con las conclusiones expuestas en la Seccién . En efecto, el punto E§2) puede identificarse
con el punto F; de la seccién anterior, y de la misma manera, el punto E?EQ) se identifica con el

punto Fo y el Ef) con el Fs.

Asi, por un lado, bajo las condiciones de que bo — p—n > 2 /pny a1 —p—n > 2./, y
ademds b1 < by y as < ay, los puntos de frontera positivos Fo y E3 existen y son asintoticamente

estables para el sistema (3.13)), mientras que el punto E4 o bien no existe o bien es inestable.

De nuevo, esto quiere decir que si el nimero de crias silvestres producidas por un mosqui-
to silvestre (a1) es mayor que el namero de crias transgénicas (az), y se verifica la condicion
a; — p —mn > 2,/un, entonces la interaccion de las poblaciones conduce a la extincion de la po-
blacién transgénica. Mientras que, si el nimero de crias transgénicas producidas por mosquitos
transgénicos (b2) es mayor que el niimero de crias silvestres (by), y se verifica by —p—n > 2.,/1,
entonces la interaccién de las poblaciones da lugar a la extincién de la poblacién silvestre. Es asf
como, igual que antes, dependiendo del tamano inicial de las poblaciones de mosquitos se llegara

a la extincién de una u otra poblacion.

Por otro lado, de forma andaloga, el caso mas interesante se corresponde con la coexistencia
de ambas poblaciones de mosquitos, lo que se traduce en la estabilidad del punto F, de este
caso. Como se vio, dicho punto existe y es asintéticamente estable si se cumplen las condiciones
(a1 —ag)(bg —b1) >0y A > 2,/um(1 + A), y ademés a1 < az y by > ba, en cuyo caso Ey
v E3 o bien no existen o bien son inestables, igual que ocurria con los puntos del caso de la
seccién previa, considerando la tasa de apareamiento constante. A continuacion, se incluye en la

Figura [3.7| el diagrama de fases correspondiente a esta situacion.

Transgénicos

120
100

80

\
60 \ \| #
40 &\\\,},\\E:\L\Q‘«\ o

s
4 DD

40 60 80 100 120

Autéctonos

o
N
=]

Figura 3.7: Diagrama de fases asociado al sistema (3.13) con a; = 10, by = 40, ag = 30, by = 2,
p=0>5yn=0.2
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Observando el sentido y direccidon del campo en el diagrama de fases anterior puede verse

la estabilidad del punto Ey, asi como la inestabilidad de los puntos de equilibrio Fo v E3 en el

sistema ((3.13)).

Notese que, pese a que en el diagrama anterior parezca que el (0,0) es inestable, en realidad
este punto es siempre asintéticamente estable, tal y como se ha comentado previamente. Esto se
puede observar en la Figura[3.§8], en la que se representa el mismo diagrama de fases con la escala

ampliada en un entorno del punto E; = (0,0).

Transgénicos

N2
004 l\\\:"// ]

Autéctonos

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figura 3.8: Diagrama de fases asociado al sistema (3.13) con a; = 10, by = 40, ag = 30, by = 2,

p=10.5y n=0.2 ampliado en un entorno del origen.

Con esto, se concluye que hay que obtener el tamafio 6ptimo para la poblacion de mosquitos
transgénicos que debe liberarse al medio, forzando que se satisfagan las condiciones que hacen
que Ej sea asintoticamente estable, y garantizando que la soluciéon no converge al (0,0), sino al

punto Fjy.

De este modo, se conseguirfa que ambas poblaciones coexistan generando una situaciéon de
equilibrio y por tanto, dando lugar a una técnica de control para las correspondientes enferme-
dades transmitidas por estos mosquitos. En la Figura [3.9 puede verse la coexistencia de ambas
poblaciones con el paso del tiempo, tomando ciertas condiciones iniciales para el tamaifio de las

mismas.

Dados los valores de los pardmetros establecidos puede verse la convergencia del modelo hacia
el punto £y = (64.3371,33.8616).
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120

100

80

60

40

20

— Mosquitos autéctonos

Mosquitos transgénicos

Figura 3.9: Evolucién en el ntmero de mosquitos autéctonos y transgénicos con el paso del
tiempo para el caso de tasa de apareamiento de tipo funcional Holling-1I, simulado para a; = 10,
by =40, ag = 30, by = 2, p = 0.5y n = 0.2 y tomando como condiciones iniciales z(0) = 120 e
y(0) = 15.

En el caso de que ninguno de estos tres puntos, Fo, E3 ni Ey, fuera asintoticamente estable,
el tnico punto de equilibrio asintoticamente estable seria E; = (0,0), lo que se traduce en
la extincién de ambas poblaciones, una situaciéon indeseable para este estudio, biolégicamente
hablando.

Para terminar, notar que el estudio llevado a cabo a lo largo de todo este ultimo capitulo
podria realizarse de forma anéloga empleando ecuaciones en diferencias. Dicho desarrollo puede

encontrarse en [14].
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Anexo 1

Calculos detallados para el Capitulo

Para un mejor entendimiento del desarrollo realizado, en este Anexo se incluiran los detalles

de algunos de los calculos necesarios a lo largo del Capitulo

I.1. Detalle de los calculos de la Seccion [3.2.1

Por un lado, el calculo de las matrices jacobianas y autovalores asociados para los puntos de
equilibrio Fy y FEs del sistema con tasa de apareamiento constante es trivial. Sin embargo, por
(a1bg —azby) —p(ar —az + by —by)

. . . (a1 —ag + by —b1)%¢
continuacion los respectivos céalculos.

otro, para el punto E3 = (bg — b1,a1 — ag), se incluyen a

Para la obtencién de la matriz jacobiana evaluada en el punto E3, serd mas util reescribir las
derivadas parciales incluidas en (3.11]) como sigue

on, (W/_(u+§(x+y))) . (al(x-l-y)—(alx—i-lny) _§>7

ox N (x+y)2
oF (b1 — ar) x?

Ty(x’y) = W — &,

8F2 . (CLQ — bg) y2

%(JC,Z/) = @ty - &y,

@x _ (w2ztby . b2 (z +y) — (a2x +bay)
o) = (BEERY oy ) 4y (R ¢).

De este modo, al evaluarlas en el punto es facil ver que tanto el primer sumando de % como

el primer sumando de %—};2 se anulan en el mismo. Luego, siendo x la expresion dada en (3.7)) e

63
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y la recogida en (3.8)), esto es, las coordenadas del punto Ej3, se tiene

%(%y):% ((al—bl)xy_P&U):%x (Bay =L F),
k@) = po(-Aiz - €P)
%(m,y):%y(my—sm,

2 w) = 3 (b —ax) oy — €y P) = Ly (~Daz—€P),

donde P = (z+y)? y A; = a; — b; para i = 1,2.
Asi, ya se tiene la matriz jacobiana de la que se hablaba en dicha seccién.

FEn cuanto a la traza y el determinante de la misma, estos se calculan como se muestra a

continuacioén.

Por un lado,

(/) = 5o (Ary—€P) + 5y (~Daw —EP) = 5 (A — M)y — EP (x +))

— f%((AzfAl)xy+§P($+y))»

g

mientras que, por otro

1
det(J):ﬁ [zy(A1y —EP) (—Az —EP) —zy(—Arz —{P) (A2y — § P)]
:%(—AlAgxy—§A1yP—|-§A2:UP+§2P2+AlAQxy—fAle—i—ngyP—gZPz)
Ex

= ?y(Az — A1) (z+y).

Con esto se concluyen todos los calculos necesarios para la comprensién de los resultados

desarrollados en la Seccién

I1.2. Detalle de los calculos de la Seccién [3.2.2]

En este caso, el célculo de los puntos de equilibrio del sistema (3.13]) ya esta detallado en la
Seccion [3.2.21

En cuanto al célculo de las matrices jacobianas para cada uno de los puntos, en el caso de

E; = (0,0) es trivial, mientras que para el resto de puntos se incluyen a continuacion los detalles

de su obtencidn.

De nuevo, conviene escribir las derivadas parciales de las funciones que definen el siste-

ma ([3.13]) como sigue.
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@( - <a1:1:—|—b1y

—%u+n@+yﬂ>+x(ar+m1_M)y—n>,

oz Y l+z+y (1+z+y)?
8Fl(xy)_x<(bl—a1)$+b1_)

oy 7 (1+z+y)? ’

OB (4 ) = ((a2—b2)y+a2_ )

ox (1+x+y)? ’

o) = (BB o))y (P52,

, denotando por y la segunda coor-

—— / i —m)2_
= En cuanto al punto Es = (0, bampmnt (1;277 pn)® —An p

denada del punto se tiene

oR w::hy<_W+Wy%:hy—u—uy—ny—ny2:(h—bﬁy
ox 1+y 1+z + 14y
(b1 —b2)y b1 — b
= — —+ — + ,
e (n+ny) b (n+ny)

donde la igualdad (%) viene dada por la ecuacion

Y’ + (b —p—n)y—p=0, (L)
y la igualdad (%) se obtiene a partir de

bgy b2y
—pu-—ny=0&1+y= .
I+y p+ny

Por otro lado, se tiene que

oF;
aiy(o7 y) = O,
OF3 ([ (aa —ba)y + a2
mﬂ&@—y< L ),
v,
Oy v by o P+ mysp 10 FYEF)
2 (1+y)? () 1+y)? e
_ny+p 1 ,
- - (h=ny"),

1+y = m
donde la igualdad (x) viene dada por ([L.1)).

Asi, una vez ya obtenidas las entradas de la matriz jacobiana J para este punto, solo resta

. . . e bo—p— .
estudiar sus autovalores. Para ello, se considera una variable auxiliar § = =2 2‘; " a partir

de la cual se deduce

p—ny*=(s—p—ny—2ny*=2ny [y —y),
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utilizando la ecuacion —ny? + (by — pp — 1)y — p = 0.

Ahora, atendiendo a la notacién utilizada en la Seccion se tiene que

Luego,
L (=0 (™)) = — 2y V(g — y®) > 0
1+ y(l) 1+ y(l) ’
1 1
— @22y = @) (5 — 4@

con lo que se llega a la conclusién obtenida en la correspondiente seccién del presente

trabajo.

El caso particular de la existencia de un unico equilibrio de esta forma, Fy = (0, ”2_2%),

esto es, cuando by — u — n = 2,/un, ya se encuentra detallado en la respectiva seccién del

trabajo.
Para calcular la matriz J asociada al punto F3 = mpnEy (;177_“_”)2_47m, 0) se procede
del siguiente modo. Sea z la primera coordenada del punto, se tiene
0OF, a1 T nz?+(u+n)x+pu 77(14‘33)(33‘*‘%)
—(2,0) = ——— —nx = —nx = —nx
O (1+2)? (+) (1+2)? (1+x)?
P
1+2 1+z ’
donde la igualdad (%) se consigue a partir de la ecuacion cuadrética
it (g —p—nr—p=0 ar=nz+ (u+n)z+p (L.2)
Ademas,
@( 0)_ (bl—a1)$+bl
oy (14 )2 ’
OFs
—(x,0) =0
Ox (,0) ’
Y
0Fy as x g T — b — px —nT —nr (a2 —ay)x
Ty @ )_(l—l—x (”Jr”m))_ 1+ @ 1tz
_ (a2 —ai)z _ag—ay
o (n+mnx)= = (n+mnx),

donde la igualdad (*) viene dada de nuevo por la ecuacion ([.2) y la igualdad (xx) se obtiene

a partir de
ay x a1 T
—u—nx=0& 14+z= .
1+z g n+nx
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Asf ya queda probada la forma de la matriz jacobiana J evaluada en el punto Fs.

En cuanto al anélisis de la misma, para comprobar el signo de los autovalores asociados,
a1—p—n
2n

igual que antes se considera una variable auxiliar z = , de forma que a partir de la

ecuacion cuadritica —nz? + (a1 —p — 1)z — p = 0 se deduce
p—na?=(a—p—n)z—2ma° =2z (T —x).
De este modo, siguiendo la notacion empleada en la Seccion se tendra que
W<z < x(Q),

V en consecuencia

1 1 _

1+ 20 (1 —mn (w(l))Q) = 1+ 20 27727(1)(£E - $(1)> >0,
1 1 _

1520 (1 —n ()% = 1520 2n2®(z —2®)) <0,

con lo que se llega al resultado antes especificado.

Para este punto, en el caso particular de la existencia de un tnico equilibrio positivo

Es = (‘“;‘ff",O), es decir, en el caso de que a; — u — 1 = 2./un hay que proceder de

forma totalmente analoga al caso del punto Es. Los detalles del desarrollo para este caso,

se incluyen a continuacién.

Se consideran dos nuevas variables w1 = * — T y us = y, y el sistema de ecuaciones
diferenciales
du
S (ut, u2) = g1(u1,u2),
(1.3)
dus

W(ula u2) = g2(ula Ug),
equivalente al sistema (3.13)), donde
a1+ aiuy + by us
1+u+us+2

a2 T + as uy + b us
1+u+us+2

gl(ul,uQ):(ul—l-i:) < —(/L+77(U1+U2)+77x)> ,

g2(u1, ug) = ug < —(M+77(U1+UQ>+77£E)> .
Es facil ver que ga(u,0) = 0, lo que se traduce en que el campo es horizontal en la recta

ug = 0, mientras que

a1 T+ a1u

G(u) = g1(u,0) = (u+2) <1+u+:z:

—(u+nu+nx)>.

Ahora, calculando la primera y segunda derivada de la funcién G

, _ ali‘—i—alu_ B B ai B
G(u)(lﬂﬂ (M+nu+n$)>+(U+$)<(1+u+x)2 n),

@' =2 (it ) oo ()
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y evaluandolas en 0, se obtiene

201

G(0) =0, G0)=0 y G"(0)= G

Luego, aplicando Taylor sobre la funcion G en torno al punto 0, resulta

a1
3 u? 4+ O(ud).

(1+2)

De forma que, en un entorno del punto (uj,u2) = (0,0) el campo va hacia la izquierda y

G(u) = g1(u,0) = -

por tanto, el origen es un punto de silla para el sistema ([.3). Con esto, se tiene entonces
que, en el caso de que exista un tnico equilibrio de frontera positivo con y = 0, este sera

inestable.

3 7 A(A+\/A2dum(1+A)2
Para el punto Ey = A% @7(1_‘%9“) , ( ST AP >>, denotando por = e y las

respectivas coordenadas del mismo, resulta

o . a1+(a1—b1)y_

08— (e

dy (142 +y)?

@(w ) = <(a2—b2)y+a2_ )
ox (1+ 2+ y)? ’
0F,

(bp—ap)z+by >

e =0+ (S

A partir de las derivadas parciales, ya se estd en condiciones de calcular la traza y el

determinante de la matriz jacobiana evaluada en el punto E4. Por un lado, se tiene que

a1 + (a1 — b)) xy + (b2 —ag) zy + boy

tr(J) = (EEe n(x +y)
(a1 — by + by — az) xy + a1z + bay
- (1+l‘+y)2 _77($+y)
(a1 = b+ by —ag) Az® + arx + by Az
(+) 1+ (1+A)z)? (1 + A)x
T+ (11 A7)’ [(a1 = a2)(1 4+ A)x + a1 + by A — (1 + A) (1 + (1 + A)z)?]
X

(i) (14 (14 A)z)? [(a1 —a)(1+(1+A)z)+(1+AW—-—n1+(1+ A)x)Q] ,

donde W = —aba=bias_ v {onde la igualdad (x) se debe a la expresion y = Az y la

a1—a2+ba—b1
igualdad (%) viene dada por

2albg — a1b1 — agbg _ (a1 — az)(bg - b1) + albg - a2b1
bg — b1 b2 - bl

a1 +boA = :al—ag—i—W(l—i—A);
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mientras que, por otro lado,

det(J) =y (a1 + (a1 — b1) y)((b2 — az) x + ba) — ((by — a1) @ + b1)((az — b2) y + a2)Jr

(1+z+y)?
m((@_b2_‘11+b1)y+(a2—b2—a1+b1)x+a2—b2—a1+b1)
:ﬁ [a1 by — az by + n(az — ba — ay + b1)(1 + z +y)?]
Ax?

(_:) (1+ (1+ A)z)3 (W(a1 —az+ba—0b1) +n(—a1 +az —ba+b1)(1+ (1—|-A)g;)2>

_ A1’2(a1 —ag+ by — bl)
1+ 1+ A3
(a1 —a2)(1+ A)z?

(W =n(1+ (14 A)z)?)

donde, de nuevo, la igualdad (%) viene de sustituir la expresion y = Az.

Asi, para el punto Eil) = (x(l),y(l)), se tiene

A~ /A2 du(1 +A)2>2

1+ 1+ Az =W —pn|1
W —n(1+ 1+ A)z') Wn<+ 1+ A)

2
>W -1 <1+2M(1A+A)> =W — (Vi+vn)? >0,

donde la primera desigualdad se deduce de las siguientes equivalencias

A — /A2 —4pun(1 + A)2 _ 21 (1+ A)
2n(1+ A) A

SA? 4 (14 A2 < AVA2 —4un(1 + A2 & /A2 —4un(1 + A)2 < A
&A% —4un(1+ A)? < A%

& A? - AVAZ —4un(1+ A)2 < 4un (1 + A)?

Asi, se tiene que si a1 < ag y ba < by, det(J) < 0,y sia; > agy by > by, det(J) >0y
tr(J) > 0.

Mientras tanto, para el punto Ef) = (2, y?)),

A+ /A2 —4pun(1 + A)? ?
2n(1+ A)

W—n(l—i—(l—i—A)a:(Q))Q:W—n(l—i-

2 2
W—n—u)
— = ) =W-p(1+—""F
277(1+A)> (+) n< 27

i (W an= (W =) = = (W = (Vi + V) (W = (Vi = Vi) <0

<W—77<1+

donde (*) resulta de la igualdad A = (1 + A) (W — p—n). Por tanto, si a; < az y ba < by,
det(J) >0y tr(J) <0, ysia; >azy by > by, det(J) <0.
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En el caso de existir un tnico equilibrio positivo, F4 = (x,y), entonces

2 2
W—n(l—i—(l—i—A)x)Q:W—n(l—i-Qn(lA_i_A)) :W—n<1+\/g)
:W—U—M—Qnﬂ:W—U—M—2\/lTW:W—(\/ﬁ+\/ﬁ)2:0,

con lo que, en este caso, det(J) = 0.

Con esto ya quedarian especificados los cdlculos necesarios para una mejor comprension de la
Seccion del Capitulo (3| del presente trabajo.
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