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Resumen

Este trabajo de fin de grado es una revisién bibliografica de las principales situacio-
nes de cooperacién multi-agente en problemas de inventario centralizados. El anéalisis de
esta clase de problemas tiene dos objetivos fundamentales. Tras la formulacién del modelo
matematico adecuado, se identifica la politica 6ptima de inventario a seguir y que mini-
miza los costes conjuntos da cooperaciéon para los posibles grupos de individuos. Una vez
determinada, se deben repartir los costes resultantes de esa colaboracion entre los agentes

involucrados en el problema, usando para este fin resultados propios de la teoria de juegos.

Abstract

This thesis is a literature review of the main situations multi-agent cooperation in cen-
tralized inventory problems. The analysis of this kind of problems has two fundamental
objectives. After the formulation of the appropriate mathematical model, the optimal in-
ventory policy, that minimizes the joint costs of cooperation for the possible groups of
individuals, is identified. Once determined, the costs resulting from that cooperationtion
have to be allocated among the agents involved in the problem, using for this purpose

results from game theory.
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Introduccion

En el desarrollo de este trabajo se utilizan conceptos de la teoria de inventarios y de
la teoria de juegos. Comenzaré describiendo brevemente lo que es la teoria de juegos y
explicare algunas caracteristicas de la teorfa de inventarios centrandome en los problemas
de inventario centralizados.

La teoria de juegos es una disciplina matematica que se ocupa del estudio de situaciones
conflictivas en las que la toma de las decisiones adecuadas constituye la solucién del pro-
blema. La teorfa de juegos se ha convertido en una herramienta importante para la teoria
econémica. Sus investigaciones estudian las estrategias éptimas, asi como el comporta-
miento previsto y observado de individuos en juegos. Los juegos son problemas de decisién
interactivos en los cuales un grupo de agentes participan y se toman ciertas decisiones. La
teoria de inventarios se centra en el diseno, estudio y optimizan de sistemas produccién con
el fin de minimizar sus costes. Para alcanzar dicha gestiéon de inventario 6ptima primero
se formula un modelo matematico que describe el comportamiento del problema y después
se busca una politica 6ptima de inventario bajo dicho modelo. Dicha politica éptima de
inventario esta determinada por un modelo matematico que esta definido por los siguientes

elementos que conforman un modelo matemaético:
» Un agente (o empresa) que desea planificar su inventario.

= La demanda de uno o varios productos, que es la cantidad de bienes necesaria para

cubrir las necesidades del agente.
= Un proveedor que suministra la demanda al agente.
= El tamano de cada pedido, que debe ser decidido por el agente.

El objetivo principal de los modelos de inventario es determinar la cantidad de pedido
o6ptima y el momento de su solicitud. Distinguimos dos tipos de modelos de inventario
segtin la naturaleza de sus demandas: Los modelos deterministas, en los que la demanda

puede determinarse de antemano y modelos probabilistas en los cuales la demanda puede
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X INTRODUCCION

describirse en términos probabilistas. En este trabajo nos centraremos en los sistemas de
inventario centralizados con demanda determinista.

Los problemas de inventario centralizados son un tipo de problema de inventario en
el cual varios agentes con problemas de inventario individuales alcanzan un acuerdo para
realizar un pedido conjunto y asi reducir costes. La resolucién de un problema de inventario

centralizado sigue los siguientes pasos:

» Elaboracién de un modelo matematico que describe el comportamiento en sistemas

de inventario.

= Determinar cual es la politica 6ptima de inventario de los agentes del grupo bajo

dicho modelo.
= Asignacion del reparto de costes entre los distintos agentes.

En este trabajo consideraremos modelos de inventario centralizados basados en la for-
mulacion EOQ (cantidad econémica de pedido). El modelo EOQ es uno de los plantea-
mientos mas sencillos para el control de inventarios. Es un método que, tomando en cuenta
la demanda determinista de un producto, el coste de mantener el inventario, y el coste
de solicitar un pedido, produce como salida la cantidad 6ptima de unidades a pedir para
minimizar costes por mantenimiento del producto. El principio del EOQ es simple, y se
basa en encontrar el punto en el que los costos por pedir un producto y los costos por
mantenerlo en inventario son iguales.

En el primer capftulo empezaremos introduciendo un modelo béasico de inventario con
un agente y un articulo y lo extenderemos a una modelo con miltiples agentes y un tinico
articulo. En el segundo capitulo abordaremos el problema de la asignacién de los costes que
surge en un sistema de transporte de inventario con un Gnico articulo y multiples agentes
que hace un pedido conjunto usando un sistema EOQ. En el tercer capitulo trataremos
una variacién del problema presentado en el segundo capitulo, al asumir que los costes
por transporte de pedidos queda determinado por una funcién general. En este capitulo
extenderemos el problema de asignacién de costes para un sistema de inventario centrali-
zado con varios articulos (multi-item) y varios agentes y analizaremos una situacion en la
cual los costes de transporte vienen dados por una funcién general. En el ultimo capitulo

concluiremos.



Capitulo 1

Los juegos de inventario

1.1. Introduccioén

En general, las tiendas o empresas comercian con varios tipos de bienes, y para mantener
el servicio a sus clientes a un nivel alto, intentan satisfacer la demanda de todos los bienes a
tiempo. Para obtener este objetivo, las tiendas o empresas podran guardar sus inventarios
en almacenes privados. Estos inventarios tienen unos costes asociados, para mantenerlos
bajos es necesario una buena gestién del inventario. El principal objetivo de la gestién
de inventarios es minimizar la media del coste por unidad de tiempo (a largo plazo) del
inventario, garantizando un nivel minimo de servicio preestablecido.

En este capitulo estudiaremos un modelo extremadamente simple de inventarios. Em-
pezaremos con una Unica empresa que almacene un dnico bien. La demanda de este bien
es continua y ocurre a un ritmo constante . El tiempo de espera del bien es determinista,
y sin perdida de generalidad se asume que es cero. El coste de inventario relacionado se
asume que no varia en el tiempo y que no existen limites en las cantidades de pedido ni de
almacenamiento. Dicho coste de inventario consta de dos partes, el coste de pedido, que
se asume independiente de la cantidad pedida y el coste de almacenamiento, que se asume
lineal a la cantidad almacenada.

Para dar respuestas adecuadas a las dos preguntas formuladas, debemos especificar la
estructura de informacién exacta que queremos considerar. La demanda y los costes de
almacenaje se asume que son informacién privada, unicamente el coste por pedido, que
sera el mismo para todas las empresas sera informaciéon piblica. Asumiremos que la Unica
informacién que una empresa revela es el numero de pedidos por unidad de tiempo que la
empresa realizaria si actuara de manera 6ptima e independiente. De hecho, mostraremos
que esa es la tnica informacién necesaria para determinar una 6ptima politica de pedidos

conjunta. Si toda la informacién fuera publica llegariamos al mismo resultado.



2 CAPITULO 1. LOS JUEGOS DE INVENTARIO

En este capitulo se exponen los sistemas de inventario descritos en Meca et al. (2004),
asi como los resultados mas relevantes al respecto.

Nuevos aspectos y matices aparecen cuando tenemos en cuenta situaciones con varias
empresas y un dnico bien. En situaciones con varias empresas surgen dos preguntas intere-
santes, ;cual seria la politica de pedidos 6ptima para un grupo de empresas? y cuando la
coordinacién entre empresas provoca un ahorro, jcomo se deberfan repartir el ahorro entre
las diferentes empresas? Esta seccidén responde a estas dos preguntas.

La primera seccién empezara con el analisis de la politica de pedidos éptima para varias
empresas con un dnico bien y un tinico proveedor. En la segunda seccién consideraremos
el primer modelo descrito y los correspondientes costes de los juegos de inventario. En
la tercera secci6n analizaremos las situacién en la cual tendremos revelacion total de la
informacién por parte de todas las empresas. En la cuarta seccién expondremos un ejemplo

que ilustra todas las situaciones de las secciones anteriores.

1.2. EIl modelo basico de inventario

En el modelo bésico de inventario una tnica empresa, tiene que suplir la demanda de
un unico bien. Para cumplir con dicha demanda, la empresa mantiene el almacenamiento a
mano. Asumimos que la empresa tiene o alquila un almacén, con capacidad ilimitada y hay
un tnico proveedor que entrega todas los pedidos. La demanda se asume que es conocida,
constante e igual a d unidades por unidad de tiempo. La empresa no se puede quedar sin
existencias. El tiempo de espera entre que se realiza un pedido y ese pedido llega se asume
que es determinista y constante, y sin perdida de generalidad igual a cero. Hay dos tipos

de coste involucrados:

= a > 0, el coste fijo que paga el agente cada vez que realiza un pedido, el cual asumimos

que no depende de la cantidad pedida.

= h > 0, el coste de almacenamiento, i.e., el coste por mantener un articulo almacenado

por una unidad de tiempo, se asume que es constante.

Como la demanda es determinista y constante, y el tiempo de espera es cero, la empresa
que quiera minimizar su coste medio por unidad de tiempo pedira la misma cantidad cada
vez que haga un pedido y el almacén estard siempre vacié cuando se haga un pedido.
La empresa quiere determinar cuantos pedidos debe realizar por unidad de tiempo y el
volumen de dichos pedidos para obtener la meta de minimizar costes. El siguiente analisis
sigue las lineas establecidas por Hadley y Whitin (1963) para el estudio de la politica

6ptima de un tinico agente.
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Denotaremos por @ el volumen de cada pedido realizado por la empresa (igual para
todos los pedidos). Entonces, el tiempo entre dos pedidos sucesivos es @)/d unidades de
tiempo. Un ciclo sera definido como el intervalo de tiempo de longitud @/d empezando en
el momento que se realiza un pedido. Denotaremos por m el numero de pedidos realizados
por unidad de tiempo, esto es, m = d/Q.

Echemos un vistazo a lo que ocurre en una unidad de tiempo. En este periodo, la
demanda para el bien es d. La empresa quiere satisfacer la demanda a tiempo, por tanto,
si la cantidad pedida es @), entonces la media de pedidos por unidad de tiempo es d/Q y la
media del coste por unidad de tiempo es ad/Q. Como el pedido se realiza cuando el stock
es igual a cero entonces la cantidad almacenada media sera (Q/2. Entonces la media del
coste de almacenaje sera h@)/2 . La media del coste de la empresa por unidad de tiempo,
AC(Q), es igual a la suma de la media del coste de pedido y el coste de almacenaje por

unidad de tiempo:

AC(Q) = ag + h%/zad/h.

EL coste minimo se obtiene en Q con AC'(Q) = 0 y AC”(Q) > 0. Por lo tanto
Q = \/2ad/h . Por lo tanto, la longitud éptima del ciclo es Q/d = /2a/(dh), el numero
optimo de pedidos realizados es m = d/Q = \/W y el coste minimo medio por
unidad de tiempo es AC(Q) = v2adh = 2am.

En una situacién con n-empresas existe un conjunto N = {1,2,...,n} de empresas.
Denotaremos la demanda, el coste de almacenaje y el tamanio de cada pedido de la empresa
i, con ¢ € N como, d; ,h; y Q;, respectivamente. Las empresas trabajan con un tnico
bien y cada una tiene su almacén privado. Cuando las empresas trabajan conjuntamente,
minimizan los costes al hacer un pedido conjunto, reduciendo asi el numero de pedidos y
por lo tanto los costes. Entonces en un ciclo 6ptimo las longitudes de los ciclos son iguales
para todas las empresas. La longitud del ciclo de la empresa i € N es @Q;/d; , por lo tanto,
deberfa cumplirse que Q;/d; = @Q;/d; para todo 4,5 € N. Si tomamos j = I podemos
expresar (J;, como una funciéon de Q1 : Q; = %Ql.

El coste medio por unidad de tiempo de las empresas en N es la suma de los costes de
almacenaje y pedido. Se hace un pedido por ciclo, por lo tanto el coste medio por unidad
de tiempo es ad; /Q1. Como cada empresa almacena bienes en su propio almacén, el coste
de almacenaje sera la suma de los costes individuales. Entonces el coste medio por unidad

de tiempo de cada empresa en N es:

dq Q;
a— + hi—.
Q1 Z 2

1EN



4 CAPITULO 1. LOS JUEGOS DE INVENTARIO

Comparando esto con la media del coste por unidad de tiempo de una empresa indivi-
dualmente ad;/Q; + h;Q;/2. Expresando este coste como una funciéon de (1 unicamente,

tenemos:
— 4+ h;d;.
+ 2d; - Z

Minimizando respecto de ()1 da como resultado la cantidad 6ptima de los pedidos de la

empresa 1, Q;:

La longitud ¢ptima del ciclo es :

Aqui m; = d;/Q; = \/dihi/(2a) representa el numero de pedidos que una empresa i
deberfa hacer para minimizar costes. El coste medio minimo es igual a 2ampy. Como en el
caso de una tnica empresa, el coste de pedido y de almacenaje son iguales ambos a amy.
Es relevante recalcar que el minimo del coste depende unicamente de a, que es informacién
publica, y de my, que depende de m;. Por lo tanto, para calcular el coste minimo, es
suficiente con que cada empresa revele el namero 6ptimo de pedidos que haria si trabajara
individualmente, m;. Las empresas no tendran que revelar sus costes de almacenaje ni su
demanda, no es necesario la revelacion total de la informaciéon. Aunque es posible, que la
cantidad de informacién revelada influya el almacenaje conjunto de la mercancia. En las

siguientes secciones discutiremos diferentes resoluciones a este problema.

1.3. Coste de pedido

En esta seccion consideraremos situaciones en las cuales cada empresa revela unicamen-
te el nimero 6ptimo de pedidos por unidad de tiempo si trabajara de manera individual,
m;. Por lo tanto, se mantendra como informacion privada d;, hi v Q.

Hemos visto que cuando todas las empresas trabajan de manera conjunta, el ntmero

o6ptimo de pedidos para la empresa ¢ € N es /Q\Z = d;/my. Esta cantidad es menor que
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la cantidad optima individual de pedidos, Q; = d;/m;, dado que, my = Z]:Vm? > m;
j€

para todo ¢ € N. Entonces, el nivel de inventario medio sera menor paraj cada firma:

@/2 < Qz/2 Todas las empresas ahorran en costes de almacenaje. Como el coste de

almacenaje es informacién privada ,no podemos considerar como dividir el coste total de

almacenaje entre las empresas. Por lo tanto, asumimos que cada empresa paga sus costes

de almacenaje.

El tamafio 6ptimo de los pedidos de la empresa i es @: = d;/mp, el cual es informacion
privada ya que d; es informacion privada. Para que exista la posibilidad de hacer un pedido
conjunto sin revelar informacién privada necesitamos un intermediario que haga todos los
pedidos. Cada empresa le comunica al intermediario su tamafio 6ptimo de pedido @\z ,

y el intermediario hard un pedido de tamano > @; . El intermediario conoce m; pero
1€EN
el proveedor no, por lo tanto, el proveedor solo conoce >  @;. Es mas, el intermediario
1€EN
no revelard de una empresa a otra empresa, asegurandose as{ de que toda la informacion
privada permanece privada.
Solo nos interesa el coste 6ptimo de pedido amy, el cual esta descrito por la 3-tupla

{N,a,{m;}, n} Siuna coalicion S de empresas coopera entonces el coste 6ptimo de pedido

a /me (1.1)
€S

Consecuentemente, se puede definir el juego del coste de pedido correspondiente (N, c¢,)

€s

como sigue. Para todas las coaliciones S C N , el coste ¢,(S) es igual al coste 6ptimo

co(S)=a /%:Smf y co(0) = 0.

Consideremos algunas propiedades de los juegos de coste de pedido. Un juego de coste

anterior y ¢,(0) = 0.

(N, ¢) es concavo si para todo i € N y para todo S C T'C N\ {i} tenemos que ¢(SU{i})—
c(S) > ¢(TU{i}) — ¢(T) y es monotono si para todo S C T C N se tiene que ¢(S) < ¢(T).
La siguiente proposiciéon prueba las propiedades de monotonia y la concavidad del juego

de coste asociado

Proposiciéon 1.1. Sea {N,a,{m;}, n} una situacion de costes de pedidos y sea (N, c,)

el juego de coste de pedidos asociado. Entonces el juego (N,c,) es concavo y mondtono.

Demostracién: Sea (N,c,) el juego de coste de pedidos correspondiente. Como Y m?
€S

es creciente en el numero de elementos de S y como /z es una funcién monotonamente

creciente y coéncava, tenemos que (N, ¢,) es mondtono y céoncavo. ]
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Uno de los mayores problemas de la teoria de juegos cooperativos es como dividir los
beneficios de la cooperacién si la coalicién N se ha formado. Una forma de compartir estos
beneficios es siguiendo una asignacién en el niicleo. El ntcleo del juego de costes (N, c) es
el conjunto

C(c) = {x € RN | Y z;=c¢(N), Sa; <c¢(S)V SCN, S # @}.
iEN i€S

Cuando un elemento del nicleo € C(c) se propone como distribucion del coste total
¢(N), donde la empresa i tiene que pagar x;, entonces una coalicion S de empresas pagara
como maximo su propio coste ya que Y. x; < ¢(S5). Por lo tanto, ninguna coalicion tiene
incentivos para abandonar la coaliciénzegrande. Un juego esta balanceado si su nucleo es
no vacio, y es totalmente balanceado si para cada subjuego (5, cg) esta balanceado, donde
cs(T') := ¢(T) para todo T' C S.

Otra propiedad de los juegos de coste de pedidos es que un miltiplo no negativo de
dicho juego es otro juego de coste de pedidos. Sea A\ un niimero no negativo, para toda
coalicion S de empresas en N se tiene que: A¢o(S) = a /> (Am;)? | y esto describe el
valor de la coalicion S en el juego de coste de pedidos cz(fjrespondiente a la situacién
{N,a,{ m;}, .y} . Dicha situacion se da cuando todos las demandas individuales y los
costes de almacenaje aumenta en A\ unidades. Por lo tanto, (N, Ac,) es un juego de coste
de pedidos. Sin embargo, la suma de dos juegos de coste de pedido no tiene porque ser
otro juego de coste de pedido.

Los juegos de coste de pedidos son una clase especial de juegos de produccién, como
introdujeron Shapley y Shubik (1967). Un juego de produccién es un juego cooperativo con
un conjunto de jugadores N y el valor de una coalicion de jugadores es g(b(S)), siendo g una
funcion de produccion (concava) y b(S) = > b; los recursos de la coalicion S. En el caso
especifico del juego de coste de pedidos ﬁj:iifos co(S) = g(b(S)) con g(z) = a/zyb(S) =
Y- m?. Si cada unidad de produccién cuesta una unidad monetaria entonces g(b(S)) no
zieeilota unicamente cuanto produce la coaliciéon si no que también denota el coste de los

bienes producidos. La cantidad de recursos retenida por la empresa i es b({i}) = m?.

Una solucién interesante para estos juegos es la regla proporcional. Definiremos la regla
proporcional 7(c,) como la regla que divide el coste total ¢,(NN) proporcionalmente a los

recursos individuales. Esto implica que la empresa ¢ € N tiene que pagar

) m? am?
b({i}) L) = o (19

7Ti(co) = o = Co
PIFISIT b

donde la ultima igualdad se sigue de (1.1) para S = N. Otra interpretacion de esta regla
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proporcional se sigue de que ¢,({i}) = am; para todas las empresas i € N. Si dividimos el
coste total ¢,(N) por la raiz cuadrada del coste individual proporcionalmente entonces la
empresa ¢ tiene que pagar :
2((; 2,2 2
c({i}) a”m; m;
5 Co(N) = ¢o(N) = Co(N)
> c2{ih > a?m3 >om;

JEN JEN JEN

acabando con la misma regla proporcional. Esta regla tiene algunas propiedades interesan-
tes que veremos a continuacion.

Primero, para todos los juegos de coste de pedidos (N, ¢,) se tiene que m(c,) es un
elemento del nicleo C(c,). Esto es facil de probar, por (1.2) se sigue que Y m(co) = ¢o(N)
y para todas las coaliciones no vacias S C N tenemos que: e

2 2
ams: ams:
gm(co)zgﬁggﬁ:a Em?:co(S).
iesS ies ij iesS ij jes

JEN jES

A esta regla proporcional se puede llegar a través de un esquema mondétono de asigna-
cién de poblacion (PMAS). Estos esquemas fueron introducidos en Sprumont (1990) y se
definen como sigue. Un vector y = {y;s},i€S5,S C N, S # ) es un esquema mondtono de
asignacion de poblacion del juego de costes (N, ¢) si y solo si, satisface las dos condiciones

siguientes:

» > yis = ¢(5), para todas las coaliciones no vacias S de N.
i€S

= para todas las coaliciones no vacias S, T C N y para todo i € S se tiene que cumplir

que S CT = yis > yir-

También se tiene que, como cada juego de coste de pedidos (N, c¢,) es concavo y como
7(co) € C(co) existe un PMAS y = {y;s},1€S,5 C N,S # () del juego (N,c,) tal que
yin = mi(c,) para todo ¢ € N. Definimos para todoi € S, SC N, S#10

am2

Yis = ———-
>
JES
Entonces para todo S C N, S # ()

am; 2
Zyz‘s = Z ==a ij = ¢o(9)
i€S i€S /]%mj jeS

y para todos S,U C N; S,U # () tales que S C U y para todo i € S
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CLTI’L2 am2

Yis = L > L = yu.
> m3 > mj
jes jeu

Finalmente, se tiene que y;n = m;(c,) para todo ¢ € N. Por lo tanto, se puede llegar a la
regla 7(c,) a través del PMAS y.

Ahora introduciremos una propiedad de la monotonia de las reglas de solucién de

la clase de los juegos de coste de pedidos, la cual se parece a la monotonia fuerte de
Young (1985). Sea f una regla de solucion de la clase de los juegos de coste de pedidos.
Entonces fi(c,) € R denota el coste asignado al jugador i € N segin esta regla en el juego
co y f(co) = (filco))ien € RN. Sea (N,¢c,) y (N, &) dos juegos de coste de pedidos. La
regla [ satisface la eficiencia si Y fi(c,) = co(N) y satisface la monotonia si para todo
i € N tal que ¢,({7}) > o ({i}) szgjziene que ¢o(N) fi(co) = €o(N) fi(Co)-

Esta propiedad de la monotonia empieza por la siguiente suposicion: “si ¢,({i}) >
co({i}) v co(N) = ¢,(N) entonces fi(c,) > fi(Co)”, sin embargo, queremos llegar méas lejos,
si co({i}) > c({i}) v co(IN) # €o(IN) entonces exijimos que se mantenga la desigualdad
anterior y por lo tanto fi(c,) > fi(¢,) exceptuando una correccion en relacion a otros
jugadores.

Juntando eficiencia y monotonia se caracteriza la regla proporcional de la clase de los

juegos de coste de pedidos, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Existe una tnica regla que satisfaga la monotonia y la eficiencia de la clase
de los juegos de coste de pedidos, y es la regla proporcional.

Demostracion: Es trivial que la regla proporcional satisface la eficiencia y la monotonia.
Para probar el inverso, tomamos la regla f de la clase de los juegos de coste de pedidos
que satisface monotonia y eficiencia. Debemos tener en cuenta que la monotonia implica

/

que para todos los juegos de coste de pedidos (N, c)) y (N, c) se tiene que:

’ Yo

co{i}) = co({i}) = L (N) filco) = co(N) filcg)- (1.3)
Definiendo el juego de coste de pedidos (N, c2) como ¢(S) = 0 para todo S C N y tomando
un juego de coste de pedidos (N, ¢,). Si para algin ¢ € N se tiene que ¢,({i}) = 0 entonces

co({i}) = 2({i}). De (1.3) se sigue que cA(N)f;(c2) = 2(N)fi(c%) = 0 y por lo tanto:
co({i}) = 0= fi(c,) = 0. (1.4)

Definiendo el numero I(c,) como el namero de jugadores i € N con ¢,({i}) > 0. Tenemos

que fi(co) = mi(co) para todo i € N aplicando induccion en I(c,) tenemos que:

= Si I(c,) = 0 entonces por (1.4), fi(c,) = 0 para todo i € N.
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» Si I(¢,) = 1 entonces existe un tnico jugador k € N con ¢,({k}) > 0. Para todo
i€ N\{k},co({i}) =0, por (1.4), fi(co) =0 =mi(c,). Por la eficiencia se sigue que

frleo) = coN) = 2 fileo) = colN) — X mileo) = m(co).
i#k 1#k

Asumiendo ahora que f(c,) = 7(c,) para todos los juegos de coste de pedidos (N, ¢,)
con I(c,) < I, I <n—1.Considerando un juego de coste de pedidos (NN, &,) correspondiente
a {N,a, {'rm}ieN} con I1(¢,) = I + 1. Podemos asumir sin perdida de generalidad que
¢o({i}) > 0 para los jugadores i = 1, 2,..., I + 1. Definiendo el juego (N,c,) para ser
correspondiente con {N,a,{m;},.y} donde a = @, mj = m; para todo j € N\ {I +1}y
mry1 = 0. Entonces I(c,) = I'y f(c,) = m(co). Como co({k}) = ¢,({i}) > 0 para todo
k=1, 2,...,I se sigue por (1.3) que ¢,(N) fx(Co) = co(N) fr(co) = co(N)mi(co). Por lo tanto,

e R AUk
k(O)_ k J%:V Y CO(N)

entonces, usando induccién se tiene que:

C2
oV ules) = colMmatee) = o) 2R = (k) = (i)

Se sigue que fr(¢,) = % = 7(C,), también se tiene que ¢,({j}) = ¢ ({j}) =0

para todo j = I+2,..., n-1, n por lo tanto por (1.4) fj(c,) = 0 = 7;(c,). Finalmente, la
eficiencia implica que:
fria(eo) = (N) — 32 fr(Co) = (N) — > m(Co) = mr41(Co)-
JAI1 JATH

Lo cual concluye la demostracion. U

El coste minimo de la coalicién N, incluyendo coste de almacenaje, es igual a 2amy =
2a me Definimos el juego de coste de inventario correspondiente (N,c,) para que
sea ezlejﬁego con el coste de la coalicién S igual al minimo coste que puedo obtener por si
mismo, esto es, ¢,(S) = 2a_ | > m? y ¢,(0) = 0. Entonces, ¢, = 2¢,. Las propiedades de los
juegos de coste de pedidos selfrfantienen en los juegos de coste de inventario, asi que, estos
juegos son céncavos. Es mas, basdndonos en la regla proporcional para los juegos de coste
de pedidos podemos encontrar una asignacién del ntcleo del juego de coste de inventario.

En el juego de coste de pedidos, la regla proporcional divide el coste total de los pedidos
de la coalicién mayor entre los jugadores. En un juego de coste de inventario, tenemos que
dividir coste de pedido y almacenaje. Definimos la regla de distribucion r(¢,) como sigue.
La empresa 7 tiene que pagar el coste de pedido siguiendo la regla proporcional y sus costes
de almacenaje privados, por lo tanto, r;(c,) = m(c,) + hi@i/Q, donde @Z es el tamario

o6ptimo de pedido para la empresa ¢ cuando coopera con el resto de empresas.
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Teorema 1.3. Si (N,c,) es un juego de coste de inventario, entonces r(c,) € C(cy) y se
puede llegar a r(cy) a través de un PMAS.

Demostracion: Sea (N, ¢,) un juego de coste de inventario. Primero, tenemos que ver que
mi(co) = hi@i /2. Resolviendo el problema de minimizacion del coste para la coalicién NV,
tenemos que

~ d; 2ams; 2

Q‘_ 7 7
P =

my  hympy hi |2 mj2
JEN

Entonces, el coste de almacenaje para la empresa 1 es

Qi hi 2am? am?
hi 2Z - 2Z : 2 Z 2 mi(co)
h; Z m; Z m;
JEN JEN

para todo ¢ € N. Después tenemos que ver que r(c,) es un elemento del nicleo. De la
primera parte de esta demostracion se sigue que, r;(c,) = 2m;(c,) para todo i € N. Es més,
se tiene que:
do2mi(co) =2 mieo) = 2¢o(N) = ¢(N)
iEN i€eN
y para todo S C N, S # (), se tiene que:
> 22mi(co) = 2> mico) < 2¢0(S) = ¢(S)
€S €S
entonces, r(c,) € C(cy).
Igual que en el caso de los juegos de coste de pedidos, se puede ver que es posible llegar

a la regla r(c,) a través de un PMAS de la forma 2y donde y esta definido como se defini6

anteriormente. OJ

1.4. Coste de almacenaje y pedido

En esta seccién consideraremos situaciones en las que la revelacion de la informacion
es total. Cada empresa i € N revela su demanda d;, su coste de almacenamiento h;,
su numero 6ptimo de pedidos individuales m; y su tamano de pedido individual 6ptimo
Q;. Si asumimos que no existen limites en la capacidad de almacenamiento, el coste del
transporte es 0 y el tiempo del transporte es determinista, entonces podemos considerar
coordinacién en los costes de almacenamiento. Si el miembro de una coalicién tiene unos
costes de almacenaje muy bajos, entonces la coalicion puede reducir sus costes si guarda

su inventario en el almacén de este miembro.
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El coste medio por unidad de tiempo de una coalicién es la suma de los costes de
almacenamiento y pedido. Igual que antes, el coste total se minimiza si todos los ciclos
tienen la misma longitud, por lo tanto se tiene que @Q;/d; = Q;/d; para todo 7,5 € S. Sin
pérdida de generalidad asumimos que la empresa I es miembro de la coalicion S. Ahora
podemos expresar (); como funcién de @ para todo ¢ € S : Q; = d;Q1/d;. En cada ciclo
la coalicién realiza un pedido conjunto a un coste a, entonces el coste de pedido medio
por unidad de tiempo es ad;/Q;. Todos los bienes seran guardados en el almacén de la
empresa con menor coste de almacenamiento. Definimos hg := %zg} h;. El nivel medio
de inventario de la empresa ¢ € S es );/2 por unidad de tiempo y hg@Q;/2 denota el coste
medio de almacenamiento por unidad de tiempo. Tenemos entonces que el coste medio por

unidad de tiempo para las empresas en S es:

dy Qi
a— + hg—.
) > _hs 2

i€S

Substituyendo Q; = d;Q1/d; se expresa el coste como una funcién de @1 y tenemos:

dy diQ1
a— + E h .
Q=" 2dy

El minimo del coste se alcanzara si:

por lo tanto,

para todo ¢ € S. El coste minimo por unidad de tiempo de la coalicién S es

2ah52di.
€S

Una situacién de coste de almacenamiento esta descrita por la tupla {N, a,{hi, di}ieN}'
Dada una situacién de coste de almacenaje, podemos definir el correspondiente juego de
coste de almacenaje (N, c,) como el juego que asigna a la coalicién su coste minimo S C
N y ¢ (0) = 0. Estos juegos son subaditivos, i.e., para todas las coaliciones S,T C N tales
que SNT = ( se tiene que c,(S) 4+ cp(T) > cp(S+T).
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Como en el caso de los juegos de coste de almacenaje, podemos definir una regla para
asignar el coste a la coalicion mayor. La regla p(cp,) divide el coste de la coalicién mayor

proporcionalmente a las demandas. Esto significa que para i € N,

S 2ah dj.
> d; Zd \/ h )
jeN jEN JEN

Teorema 1.4. Sea {N, a, {hi7di}i€N} una situacion de coste de almacenaje. Entonces la
regla proporcional p(cp) es una asignacion del nicleo del correspondiente juego de coste de
almacenaje y se puede llegar a ella a través de un PMAS.

Demostracion: Por definicion de la regla p(cp,) tenemos que > pi(cp) = ¢, (V). También
se tiene que e

Ed

sz ch) ZES /2ahNZd = Zd
1€S jEN JEN €S

jES

jES

Por lo tanto, p(cp) € C(cp). De forma similar a como hicimos en el parrafo anterior
podemos definir un PMAS y tal que y;ny = p;i(cp) para todo i € N. O

Si un juego de coste es concavo entonces todos sus vectores marginales pertenecen al
niicleo. Como los juegos de costes de almacenaje no son necesariamente concavos, podria
haber vectores marginales que no estan en el nucleo. Sin embargo, veremos que los juegos
de coste de almacenaje son permutacionalmente céoncavos, lo que implica que al menos un
vector marginal esta en el niicleo.

Para demostrar la implicacién anterior antes debemos definir el siguiente concepto, que
fue introducido en Granot y Huberman(1982) y estudiado en Driessen(1988). Sea IT(N) un
conjunto de permutaciones del conjunto de jugadores N. Para todo o € IT(N), o(i) denota
la posicién del jugador ¢ € N en el pedido 0. Sea P el conjunto de jugadores que van
antes que el jugador i con respecto al pedido ¢. El conjunto P_Z-" se obtiene de P/ al afiadir
el jugador i. Por lo tanto P7 = {j € N |o(j) <o(i)} y P = {j € N|o(j) <o(i)} =
P? U {i}. Definiendo para todo o € II(N),0(0) =0y P§ = 0.

Se dice que un juego de coste (N, ¢) es permutacionalmente concavo respecto de un pe-
dido o € IT(N) si satisface c(Pf UR) —c(P?) > c(p?’ UR) —c(P_Q) para todo i,7 € NU{0}
y todo R C N tal que 0(i) < o(j) y R C N\ P" Un juego se dice que es permutacio-
nalmente concavo si existe un pedido o € II(N ) tal que el juego es permutacionlmente

concavo respecto del pedido o. El vector marginal 27(c) € RY respecto del pedido o en
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el juego de coste (N, c) viene dado por 27 (c) = ¢(P?) — ¢(P?) para todo i € N . Granot
y Huberman(1982) mostraron que si el juego (N, c) es permutacionalmente concavo con
respecto al pedido o € II(N) entonces z7(c) € C(c). En el siguiente teorema veremos que
los juegos de coste de almacenaje son permtacionalmente concavos entonces a partir de

este resultado, sabremos que existe al menos un vector marginal en el nicleo.

Teorema 1.5. Los juegos de coste de almacenaje son permutacionalmente concavos.
Demostracion: Sea (N, cp,) un juego de coste de almacenaje. Sin perdida de generalidad
enumeramos los jugadores desde 1 hasta n, N = {1,2,...,n} ,de modo que el coste de al-
macenaje por unidad de tiempo de todos los jugadores forma una secuencia no decreciente,
ie., hy < hg < ... < hy,. Tomemos o € II(N) tal que o (i) =i para todo i € N.

Mostraremos que (N, ¢;,) es permutacionalmente concavo respecto de este pedido y por
lo tanto (V, ¢p,) es permutacionalmente concavo.

Sea i,j € NU{0}, o(i) <o(j)y RC N\ P_j?’. Entonces i < j ya que o(k) = k para
todo k € N U{0} . El juego (N,¢) donde ¢(S) = %:de para todo S C N, es un juego
concavo, es decir, ¢(S U U) —¢(S) > ¢(T U U) —jE(T) para todo S C T C N y para
todo U ¢ N\ T. Tomamos S = P_Z-",T = P_JQ, U = R. Entonces tenemos que S C T como

o(i)<o(j), UCN\Ty

Sood— [ d> >ood— | D di. (1.5)

ke PP UR ke P? ke PY UR ke Py

Tenemos que ver que c;(PZ U R) — ¢, (P?) > ch(]5]‘.7 UR) — ch(P;‘-’). Distinguimos tres
casos:

Caso 1: i=0,j=0 entonces Py = P7 =0y
en(PY U R) = en(P7) = en(R) — (D) = en(PY U R) — en(FY).

Caso 2: i=0,j>0 entonces P? =0 y P_J‘»’ ={1,2,...,5} . Como 1 € ]5;’ y 1 ¢ R tenemos
que hpfjg = hp;guR = h1 y hg > hy. Multiplicando ambos lados de (1.5) por v/2ahp tenemos

2ahRde2 2ahp Z dy, — 2ahRde
ke R ke PYUR ke P7

> | 2ah; Z dy, — 2ah12dk

ke P‘;’uR ke P';f

y esto es igual a ¢ (R) — cp(0) > Ch(P_;’ UR) — Ch(P_J‘»’)-
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Caso 3: 0 < i < jentonces 1 € P? y 1 € P;" entonces, hpo = hpop = hpo =
hP_JguR = hy. Multiplicando ambos lados de (1.5) por v/2ah; tenemos

2ah1 Z dk — \/2ah1 Z dk Z 2ah1 Z dk — 2ah1 Z dk

ke PPUR ke P? ke PY UR ke Py

que es cy(P U R) — cn(P7) = cn(Pf U R) — cp(PY).
Esto muestra que se satisface la condicién para que un juego de coste sea permutacio-

nalmente céncavo. O

Ejemplo 1.6. En este ejemplo, consideraremos tres restaurantes, restaurante A, restau-
rante B y restaurante C, de forma abreviada (A,B,C) que estén en el mismo barrio de una
ciudad. Todos los restaurantes usan patatas para preparar alguno de sus platos y tienen
que tener siempre patatas disponibles en su despensa, para que en caso de que un cliente
pida un plato que lleve patatas poder servirlo. Para obtener esta meta, cada restaurante
tiene una despensa o almacén en el que guarda todos sus productos entre los que se en-
cuentran las patatas. A lo largo del tiempo los restaurantes han aprendido cuantas patatas
necesitan de media a lo largo de un mes. A necesita 250 kg al mes, B necesita 180 kg al
mes v C necesita 360 kg al mes . Las patatas ocupan un porcentaje de la despensa de la
que disponen los restaurantes y por lo tanto tienen un coste de almacenaje que supone
10€), 20€ y 10€ respectivamente. La demanda individual y los costes de almacenaje son
informacién privada. El coste de hacer un pedido de patatas es de 2€. Haré un modelo
de esta situacién como un juego de inventarios. Si los restaurantes trabajan de forma in-
dividual, A pedira Q4 = \/m = 10 kg de patatas por ciclo de longitud QA/dA =
0.04 meses y hacen my = dA/QA = 25 pedidos al mes. Su coste mensual es igual a 60€.
B pedird Qp = \/m = 6 kg de patatas por ciclo de longitud QB/dB = (.03 meses
y hacen mp = dB/QB = 30 pedidos al mes. Su coste mensual es igual a 80€. C pedi-
rad QC = \/m = 12 kg de patatas por ciclo de longitud Qc/dc = (.03 meses y
hacen mg = dC/QC = 30 pedidos al mes. Su coste mensual es igual a 70€. La funcion

caracteristica del juego (N, cp) es:

co({A})) = 60 co({A,BY) = 100 co({A,B,C}) = 122.06
cw({BY) = 80 co({A,C}) = 9219
({C}) = 70 c({B,C}) = 106.30

Si todos los restaurantes trabajan de manera conjunta, la longitud del ciclo es igual a 0,02
meses, que es mas pequena que cualquier otra longitud individual éptima del ciclo. La regla

r(co) asigna el coste total ¢,(IN) de forma proporcional al cuadrado del coste individual,
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por lo tanto asigna (29.49, 52.43, 40.14) respectivamente a cada restaurante. Si hubiera
revelacién total de la informacién, estos valores no cambiarian. Todos los calculos se basan
en el en el numero 6ptimo de veces que se hace un pedido, m;, para todas las empresas

i € N. Cada m; depende de la demanda y el coste de almacenaje de cada empresa ya que

m; = \/dihi/(2a) .
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Capitulo 2

Los sistemas de inventario y

transporte

2.1. Introduccion

En el contexto del comercio moderno, el franquiciamiento es el proceso de expandir un
negocio donde una empresa (franquiciador) otorga una licencia a una empresa indepen-
diente (franquiciado) para vender sus productos o prestar sus servicios. Cada parte de la
franquicia renuncia a algunos derechos legales para ganar otros derechos y obtener benefi-
cios. El franquiciador aumenta su nimero de puntos de venta y recibe ingresos adicionales
y el franquiciado abre un negocio establecido con una alta probabilidad de éxito. El fran-
quiciamiento ha demostrado ser una forma poderosa y eficiente de construir un negocio y

de crear empleo tanto a nivel local como a nivel internacional.

Un problema importante a la hora de establecer un franquiciamiento es la distribucién
de productos desde el franquiciador al franquiciado. En este contexto, son especialmente
interesantes los modelos de inventario centralizados. Consideremos un conjunto finito de
franquiciados que distribuyen un tnico producto fabricado por el franquiciador. Los fran-
quiciados realizan sus pedidos segin modelos EOQ (ver mas detalles en Zipkin (2000).
En modelos EOQ, las empresas (franquiciados en este caso) hacen frente a dos tipos de
coste principales: costes fijos por pedido y costes de almacenaje. Cuando hay dos o mas
empresas, y sus costes fijos se pueden escribir como la suma de sus componentes, una de-
bido a los costes comunes de instalacién y otra dependiente de los costes de transporte de
la empresa, entonces tenemos lo que llamamos un sistema de transporte de inventarios.
Con el objetivo de estudiar uno de esos sistemas y proponer politicas 6ptimas para los

franquiciados, debemos usar un modelo de inventario. Si permitimos cooperacién entre los

17
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franquiciados y la realizacion de pedidos conjuntos, entonces debemos usar un sistema de
inventario centralizado. En este caso también debemos establecer una regla de asignacion
de costes entre los franquiciados. En esta seccién introduciremos y analizaremos un modelo
de inventario centralizado y una regla para abordar el problema del sistema de transporte
de inventarios. Obviamente, aunque vayamos a basar nuestro problema en el &mbito de los
franquiciados, sus posibles aplicaciones pueden ser extendidas a otras areas.

Para ser més precisos, en este capftulo abordaremos el problema de la asignacién de
los costes que surge en un sistema de transporte de inventario con un tnico articulo y
multiples agentes que hace un pedido conjunto usando un sistema EOQ que aparece en
Fiestras-Janeiro et al. (2011). En nuestro problema, el coste fijado de pedido de cada
agente es una suma de la primera componente (coman para todos los agentes), que refleja
el coste de instalacion, sumado a una segunda componente que depende de la distancia
entre el agente y el proveedor. Asumimos que los agentes estan ubicados en una ruta
lineal, en el sentido de que, si algin subgrupo de agentes hace un pedido conjunto, su coste
fijado es la suma de la primera componente y la segunda componente del agente del grupo
mas alejado del proveedor. Para este sistema de transporte de inventarios, introduciremos
y caracterizaremos una regla que nos permita asignar el coste generado por el pedido
conjunto.

Para analizar nuestro problema de asignaciéon de costes, usaremos teorfa de juegos
cooperativos. En particular, modelaremos nuestro problema como un juego de costes y
estudiaremos cuando es beneficiosa la cooperaciéon y cuando es no vacio el nucleo del
juego. También propondremos una regla de asignaciéon de costes que siempre proveera
asignaciones en el niicleo del juego de costes.

En la primera seccién introduciremos el sistema de transporte de inventarios y estu-
diaremos condiciones bajo las cuales la cooperacion entre agentes es beneficiosa. Después
analizaremos las correspondientes clases de juegos de costes cooperativos y daremos una
condicion suficiente para que los nicleos de los juegos de esta clase sean no vacfos. En la
segunda seccion estudiaremos y caracterizaremos las reglas de asignaciéon de costes en este

marco.

2.2. Sistemas de transporte de inventario

Un sistema de transporte de inventario es una situacién multi-agente donde cada agente
se enfrenta a un problema EOQ basico y donde el coste fijo por pedido de cada agente
es la suma de dos componentes, la primera es comun a todos los agentes y la segunda es

proporcional a la distancia entre el agente y el proveedor. n denota el conjunto finito de
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agentes. Los parametros asociados a cada agente ¢ € N en uno de estos sistemas son:
e g > 0, la primera componente, comin a todos los agentes, del coste fijo por pedido.
e a; > 0,]a segunda componente del coste fijado, que es la distancia de 7 al proveedor.
e d; > 0, la demanda ,determinista por unidad de tiempo.
e h; > 0, el coste de almacenaje por articulo y por unidad de tiempo.
Cada agente i € N tiene que satisfacer la demanda a tiempo. Para obtener este objetivo,
7 matiene su stock haciendo pedidos de tamano @); > 0. Como hemos visto en la capitulo

anterior el tamano 6ptimo de pedido y el coste minimo por agente ¢ son:

2(CL + al)dl
h;

C'(QF) = V2(a + a;)d;h;.

Sin embargo, en una situacién multi-agente de inventario como esta, los agentes de
todas las coaliciones S C N pueden cooperar haciendo pedidos conjuntos. En este punto

haremos dos suposiciones.

1. Todos los agentes se colocan en la misma ruta lineal. Con esto nos referimos a que si
un grupo de agentes S realiza un pedido comn, su coste fijo es la suma de la primera
componente a y la segunda componente del agente de S cuya distancia sea méaxima

respecto del proveedor.

2. El proveedor acepta e incluso fomenta que los agentes formen coaliciones al inicio de
cada trimestre. Pero, por razones de organizacién, una vez se forma una coalicién S,
el coste fijo que el proveedor cobra a esta coalicion por cada pedido es a + ag. Esto
significa que aunque en un pedido particular un agente ¢ € S no compre ninguna

unidad del articulo, el proveedor seguird cobrando a 4 ag a la coalicién S.

Queremos responder a dos preguntas: A) bajo qué circunstancias puede ser razonable
que los agentes en N formen una coalicion y B) en el caso de que la coalicion se forme,
como se deberian repartir el coste total los miembros de la coalicion.

Tomemos ahora un sistema de transporte de inventarios (N, I) = (N, a,{a;, d;, hi}ieN)'
Como hemos visto en el capitulo anterior y como consecuencia de la segunda suposicién si se
forma una coalicién S para obtener el coste medio total 6ptimo por unidad de tiempo todos
los miembros de la coaliciéon deberan coordinar sus ciclos, i.e. Q;/d; = Q;/d; ¥V i,j € S. El

coste medio por unidad de tiempo para S y el tamafio de pedido @; viene dado por
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0(s.q) = @)t 5y

Qi jes
(@+as)d; Q;
=ty D hid;
Q'L 2d'L ]es

El tamano 6ptimo del pedido del agente ¢ € .S es

v el coste total medio 6ptimo por unidad de tiempo es

C(8,0:) = \/2<a +as)> hyd; = 2(a + as)i.
JjeSs
Estos calculos nos permiten asociar un juego de costes a cada sistema de transporte de
inventario. Tenemos que para cada coalicion S C N, ¢(S) es el coste minimo de coste del
proyecto que cubre las necesidades de los agentes de S. Para un sistema de transporte de
inventarios (N, I) = (N, a,{a;, d;, hi}ieN), se puede construir el juego de costes (N, ¢) que

viene dado por:

o(S) = C(S,Q;) = \/2(a + ag) %hjdj = 2(a + ag)is.
J

Entonces se dice que el juego de costes (N, c¢) es un juego de transporte de inventario
si existe un sistema de transporte de inventario (N, I) cuyo juego de coste asociado es
(N,c). Un juego de inventario es cualquier juego de coste (N, c) que satisfaga que para
todo S C N,c(S) >0y , ademas, ¢(9)? = > c(i)?.

Un juego de coste es subaditivo si nun(Z:;Ses beneficioso que una coalicién se divida en
varias coaliciones mas pequenas. Formalmente, para cada S,7 C N tal que SNT = (), se
tiene que ¢(S) + ¢(T') > ¢(S UT). Este concepto nos ayudara a responder a la primera de
las preguntas que nos plantedbamos ya que cuando el juego de coste correspondiente sea
subaditivo sera razonable que se forme la gran coalicién N.

El siguiente teorema proporciona una condicién necesaria y suficiente para la subaditi-

vidad de un juego de transporte de inventario.
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Teorema 2.1. Consideremos un juego de transporte de inventario (N,c) asociado a un
sistema de transporte de inventario (N,I) = (N,a,{a;,d;,hi},c). (N, c) es subaditivo si
y solo s7

lar —ag |
8T 795 g

A~

>
mt_2 a+ar
para todo S, T C N tal que SNT =0 y ag < ar.
Demostracion: Sea S,T C N tal que SNT =0 y as < ap. Tenemos que probar que
. lar —ag .
S T)>c(SUT) «— > - ——*=
C(8) + €lT) 2 (S UT) = iy > 5T

Como ¢(S) >0,

c(S) +¢(T) > c(SUT) < ¢(S)? + ¢(T)% +2¢(S)e(T) > ¢(SUT)?
= 2¢(8)e(T) > e(SUT)? — ¢(5)% — ¢(T)>.

Pero,
c(S U T)* —¢(8)? — ¢(T)? = 2(a + asur) Z hid; —2(a + aS)Zhjdj —2(a+ aT)Zhjdj
jESUT jes JET
= 2(6L + aT)Zhjdj — 2(a + aS)Zhjdj
JeET jeS
= 2((1T — as)Zhjdj.
jeS

Entonces,

c(S)+¢c(T)>c(SUT) <= ¢(S)e(T) > (ar —ag) > hjd;.

jeS
Reescribiendo el lado derecho de la equivalencia tenemos que
S oTF A . lar —ag .
4(a + ag)(a+ ap)mgmr > (ar — ag)2(a + ag)m? < m; > iﬁms'
T

O

Maés o menos, esta condicién quiere decir que la cooperacién es beneficiosa cuando

los agentes remotos no son “clientes raros” en el sentido de que sus ntimeros 6ptimos de

pedidos individuales no son muy pequenos en comparacién con el numero éptimo de pedidos
individuales de otros agentes.

En la siguiente seccién responderemos a la segunda cuestién: si tenemos un sistema

de transporte de inventarios cuyo juego asociado (N, c¢) es subaditivo, i.e., un sistema de

transporte de inventario en el cual es razonable que los agentes de N formen una coalicién,

;Como deberia asignarse ¢(N) entre los miembros de N7
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2.3. Una regla de asignaciéon de costes

Empezaremos esta seccién con un resultado del nicleo de un juego de transporte de
inventario. Tomemos un juego de transporte de inventario (N,c¢) y asumamos que los
agentes de N forman una coalicién para los pedidos. Al igual que con los juegos de coste
de pedidos, queremos asignar ¢(N) a los miembros de N serfa conveniente que la asignacion
pertenezca al nucleo de (N, c¢) que como ya hemos visto para juegos de coste de pedidos

viene dado por:

C(N,c) = {a: ERYN | Sz =c(N), Ya; < c(5) VSCN}.
iEN icS

Para realizar la demostracién del siguiente resultado relacionado con el cardcter no
vacio de juegos de inventario subaditivos, es necesario introducir algunos conceptos previa-
mente. Sea (N, c) un juego de transporte de inventario subaditivo asociado a un sistema
de transporte de inventarios (N,I) = (N, a, {ai,di,hi}ieN). Diremos que i € N es un
agente extremo de (N,I) si a; = ay, i.e., si la distancia al proveedor es mayor o igual
que la distancia del proveedor al resto de agentes. Denotaremos a I7(/N) un conjunto de
permutaciones del conjunto de jugadores N. Para todo o € II(N), o(i) denota la posicion
del jugador i € N en el pedido 0. Sea P{ el conjunto de jugadores que van antes que el
jugador ¢ con respecto al pedido o, es decir, P = {jeN | o(j) < o(i)} . Denotaremos por
o~ ! la inversa de o. El vector marginal respecto del pedido oen el juego de coste (IV,c)
viene dado por m?(N,c) = (mJ(N,c))ien donde mJ(N,c) = ¢(P7 U {i}) — c(P{) para

todo i € N. Para cada vector marginal m?(N,c) se tiene que ) m?(N,c¢) = ¢(N). En-
iEN
tonces cada vector marginal de (N, c¢) es una asignacion de ¢(N) que asigna a cada i su

contribucién a su predecesor siguiendo un orden particular.

Teorema 2.2. Consideremos un juego de transporte de inventario subaditivo (N,c). En-
tonces (N, c) es no vacio.

Demostracion Esta demostracion consiste en probar que m?(N, ¢) es un vector marginal
y su orden o satisface que o~ 1(1) es un agente extremo de (N, I), y por lo tanto m? (N, c)
pertenece al nicleo de (IV, ¢).

Tomemos un juego de transporte de inventario (N, ¢) asociado a un sistema de trans-
porte de inventarios (N, I) = (N, a,{a;, d;, hi}z‘eN)— Tomemos ahora un vector marginal
m?(N,c) tal que o satisface que o~ 1(1) es un agente extremo de (N, I). Tenemos que
probar que m?(N, ¢) pertenece al nicleo de (N, c¢). Para hacer esto, es suficiente ver que
para cada coalicion no vacia S C N, se tiene que Y m7(N,c) < ¢(S). Distinguiremos dos

€S
casos :

(a) S contiene al agente extremo o~ !(1). Entonces
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Y omi(Ne)=cle W)+ D P Ui —ePy)

ics jeS\{e=t(1)}

—ce )+ Y \/2(a+aN) S hadi— \/2(a+aN)Zhidi

jeS\{o—1(1)} ieP7U{j} epPy

JjeS iePyU{j} i€pPy?

— > VAT ax) ¢ > m—@hﬂi

SVaaran ([ X wdie [Y ) =a(s)

jes ic(P7U{j})NS i€PfNS

donde la desigualdad implica que /= + y — /= es decreciente en x para todo y € [0, c0)
(b) S no contiene al agente extremo o~ (1). En este caso denotaremos S = SU{c (1)}

.Usando el mismo razonamiento que en (a), tenemos que

me(N, c) < ¢(S).
€S

Ahora teniendo en cuenta que mg_l(l)(N, c¢) = c(o71(1)) y que ¢ es subaditivo, se tiene

que
EZSW?(N ¢) +e(o1(1)) = ng;’(N, ¢) < e(8) < e(8) +e(e™(1))
lo que implica que %mg‘(N, c) < c(9). O

Por la demostracién anterior sabemos que todos los vectores marginales son asignacio-
nes en el nucleo, usaremos esto para definir nuestra regla de asignacién.

Primero, veamos a lo que nos referimos por regla de asignaciéon. Nuestro objetivo es
proponer para cada sistema de transporte de inventario cuyo juego asociado (N,c) es
subaditivo una asignacion de ¢(NN) a través de los agentes de N. Una regla de asignacion es
un mecanismo con el que logramos dicho objetivo. Formalmente, una regla de asignacién
para un sistema de transporte de inventarios es una aplicacién @ que se asocia a cada
sistema de transporte de inventario (N, I), con un juego de costes asociado (N, ¢) un vector
&(N,I) = (P;(N,I))ien que satisface que > ®;(N,I) = ¢(N). Ahora definiremos una
regla de asignacién que propone siempre asig;eaé\ifones en el nicleo del correspondiente juego
de transporte de inventario cuando este es subaditivo. Tomemos un sistema de transporte
de inventario (N, ) y consideremos todos los pedidos o € II(N) que inviertan el orden

dado por las distancias de los agentes al proveedor, i.e., todos los pedidos o € II(N) tales
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que o(i) < o(j) implica que a; es mayor o igual que a; (siendo a;, a; las distancias de i, j
al proveedor respectivamente) para todo i, j € N. Denotamos por II(N,I) al conjuntos de
estos pedidos en (N, I). Definiremos nuestra regla de asignacion como la regla que propone
para cada sistema de transporte de inventario (N, I) la media de los vectores marginales
asociados a los pedidos de IT(N,I). A esta regla la llamaremos la regla de la linea y su
definicién formal es:

La regla de la linea es la regla de asignacién que asocia a cada sistema de trans-
porte de inventarios (N, I), con juego de costes asociado (N, c¢), la asignacion L(N,T) =
(Li(N,I); e n) dada por

Li(N, T) = H(;I) S mf(N,e) (2.1)
o€II(N,I)

para todo i € N. Obsérvese que todos los pedidos o € IT(N, I) satisfacen que o=1(1) es
un agente extremo de (N, I), y entonces m?(N,c) € C(N,c) cuando (N, c¢) es un juego
subaditivo. Como C'(N,c¢) es un conjunto convexo, entonces L(N,I) € C(N,c) cuando
(N, c) es subaditivo. Ahora veremos dos propiedades que estan relacionas con la regla de
la linea, en el sentido de que la caracterizan dentro del conjunto de posibles reglas para
sistema, de transporte de inventarios. Las dos propiedades se refieren a las distancias entre
los agentes y el proveedor. Estas distancias son la caracteristica que distingue a este modelo
de otros modelos de inventario centralizado. La primera propiedad de equidad que dice que
si dos agentes estan a la misma distancia del proveedor entonces tiene que ser tratados de
la misma manera.

Tratamiento equilibrado para agentes igualmente distantes (BT). Una regla
de asignacion ¢ para sistemas de transporte de inventario satisface BT si se verifica lo
siguiente. Sea (N, ) = (N, a,{a;,d;, hi}z‘eN) un sistema de transporte de inventario y sean
J.k € N con aj = ay. Para cada | € N, denotemos por (N\ {l}, ) el sistema de transporte
de inventario (N\ {1} ,a,{ai, d;, hi}icn \{l}). Entonces:

¢j(N7[) _¢j(N\{k}7[) :¢k’(N7[) _¢k:(N\{]}aI)

La segunda propiedad, Participacion Gratuita de Agentes Sin Coste (FP), dice que si
se ha formado un grupo y un conjunto de nuevos agentes entra al grupo, esta incorporaciéon
no afectara la asignacion de los agentes en el grupo original si los nuevos agentes estan mas
cerca del proveedor que todos los demas agentes. La idea bajo esta propiedad es que estos
nuevos agentes se pueden considerar como agentes con coste cero, porque no producen
ningn cambio ni al grupo original o ni a ningin subgrupo de esta, en el sentido de que
la ruta de transporte se mantiene sin variacién después de su incorporacién. Procedemos

a dar una definicion més rigurosa de la propiedad.
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Participacién Gratuita de Agentes Sin Coste (FP). Una regla de asignacion ¢
para un sistema de transporte de inventario satisface FP si se verifica la siguiente con-
dicion. Sea (N UN’, Inun') = (N UN',a,{a;,d;, hi};c ) un sistema de transporte de
inventario tal que NNN' =0y ans < a; para todo i € N. Denotemos por (N, I) el sistema

de transporte de inventario (N, a,{a;, d;, hi}z’eN)- Entonces:
¢j(NUN', Inunr) = ¢;(N, I) (2.2)

para todo j € N Estas dos propiedades caracterizan a la regla de la linea. Como dice el

siguiente teorema:

Teorema 2.3. La regla de la linea es la unica regla para sistemas de transporte de inven-
tario que satisface BF y FP

Demostracion: Para mas detalles, ver el Apéndice en Fiestras-Janeiro et al. (2011).
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Capitulo 3

Los problemas de inventario

multi-producto

3.1. Introduccion

El anélisis del comportamiento cooperativo en situaciones de inventario ha sido es-
tudiado durante los ultimos anos. Formalmente, el inventario es la cantidad de bienes
almacenados por una empresa en un instante de tiempo. En términos econdémicos, repre-
senta una inversiéon para la compra y mantenimiento del producto en stock. Cada empresa
debe tener el nivel de inventario adecuado de producto para satisfacer las necesidades de
sus clientes y, por lo tanto, debe manejarse de manera 6ptima. Los modelos de problemas
de inventario se aplican con el objetivo de mantener el nivel de inventario 6ptimo y asf

reducir los costes.

Los modelos mas basicos de problemas de inventario, la cantidad econémica de pedido
(EOQ) y el lote econémico de produccion (EPQ) aparecen en Meca et al. (2003). Sin em-
bargo, cuando se consideran los costes de transporte de los pedidos surgen nuevos sistemas
de inventario. Por ejemplo en Dror et al. (1985) usan lineas de transporte comunes y en
Fiestras-Janeiro et al. (2011) se incluyen los costes de transporte por pedido nuevo en un
modelo béasico EOQ. En este capitulo se exponen los resultados que aparecen en Saavedra-
Nieves (2020) que expanden el modelo descrito en Fiestras-Janeiro et al. (2011) a una
situacién con varios articulos. En el capitulo anterior describimos sistemas de inventario en
los cuales multiples agentes realizan un pedido conjunto de un tnico articulo usando una
politica EOQ. En ese caso el coste fijo de pedido se divide en dos partes, una que es comin
para todos los agentes involucrados y otra que depende de la distancia del proveedor al

agente. Una suposiciéon principal en el capftulo anterior era que los agentes estan situados

27
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a lo largo de una ruta lineal. Sin embargo, esta suposicién no es realista para la mayoria de
las situaciones en el mundo real. Para rutas circulares o cuando los agentes y el proveedor
estdn situados siguiendo un grafico irregular, la idea de linealidad de la ruta introducida
en el capitulo anterior no tiene sentido. En particular, consideraremos la existencia de una
funcién general para determinar el coste de transporte de un nuevo pedido.

En este capitulo trataremos una variacién del problema presentado en el capitulo an-
terior. Primero, abandonamos el enfoque de la variacién de los costes de transporte en
pedidos nuevos. Cada agente tiene una demanda determinista, un almacén con costes de
almacenaje, los agentes no se pueden quedar sin inventario y el tiempo de espera es cons-
tante. Ahora analizaremos una situaciéon en la cual los costes de transporte vienen dados
por una funcién general. Por otro lado, parece natural que los agentes tengan un tnico
proveedor para todos sus articulos. Esto no cambia substancialmente el analisis de este
tipo de problemas, aunque abre la puerta a la generalizacién de modelos de inventario
previamente mencionados bajo este nuevo enfoque.

El capitulo se estructura como sigue. La segunda seccion describe el sistema EOQ multi-
item con coste de transporte generales. La tercera seccién establece la politica 6ptima de
inventario cuando los agentes cooperan. Estudiamos los costes asociados a este problema
en la cuarta seccion. Las secciones quinta se centra en como se comparten los costes en
este escenario y en la sexta analizaremos los escenarios en los cuales se debe formar una

coalicion.

3.2. Problemas EOQ multi-item de inventario

Un sistema EOQ multi-item con costes de transporte generales es un modelo multi-
agente de inventario donde cada agente enfrenta un problema de revision continua de

inventario que también involucra los siguientes supuestos:
= Cada agente tiene una demanda determinista y lineal de varios articulos.

= Los pedidos se realizan cuando el nivel de inventario es cero, y quedarse sin inventario

no esta permitido.

= Cada agente guarda sus pedidos en un almacén de capacidad ilimitada con un coste

extra.

= Todos los agentes estan ubicados en una ruta que no es necesariamente lineal. De
hecho, el coste por realizar un nuevo pedido tiene dos componentes: una fija y otra

variable, que depende de la distancia del agente al proveedor.
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= Cada agente tiene que satisfacer la demanda de un conjunto M=1,...,m de m articulos
diferentes. Con este objetivo los pedidos nuevos estan compuestos de varios articulos

que tienen un tnico proveedor.

Asumimos como en los capitulos anteriores que el tiempo de espera es constante (o
incluso cero). Denotamos al conjunto finito de agentes por N. Adicionalmente asociamos

los siguientes parametros a cada agente ¢ € V:

= g > 0, el coste fijo de realizar un pedido.
= h; > 0, el coste de almacenaje por articulo almacenado.
= d; > 0, la demanda del articulo k € M que necesita el agente 1.

= pg; > 0, el coste por unidad del articulo k € M para el agente i.

Diferenciaremos dos componentes en los costes de pedido cuando un nuevo pedido se
realiza. Ademas de considerar un coste fijo a > 0 por cada pedido, también debemos
incluir una segunda componente que se refiera a un coste variable. El proveedor cobra
una tarifa igual a a + A(S) cuando una coalicion S C N realiza un pedido. Como en
Saavedra-Nieves et al. (2018) asumimos también la existencia de una aplicacion A, de 2V
a R. Esta aplicacién asigna a cada S C N el coste A(S) > 0. Denotamos a esta clase de
problemas de inventario por la tupla {N, M,a, A, {hi}ticn {dki}keM,ieN ) {pki}keM,ieN}
Cada agente ¢ € N tiene que satisfacer las demandas de los articulos a tiempo. Con este
objetivo, el agente i almacena pedidos por valor de @), > 0. Utilizando el precio de una

unidad k para el agente 4, consideramos:

= dy; > 0, el valor de la demanda del producto k € M para el agente i.

= D; > 0, el valor total de la demanda para el agente 1.
» Q;,; > 0, el valor del producto k € M para el agente i.

= Q; > 0, el valor total del pedido para el agente i.

Analizaremos esta clase de problemas en términos del valor de la cantidad de cada articulo
en un pedido 6ptimo.

Analogamente a como se hizo en el modelo EOQ basico, definimos un ciclo como el
intervalo de tiempo entre dos pedidos consecutivos, i.e. Q,/D;. Ademas, el valor de m; =
D;/Q; = dy;/Q,; denota el nimero de pedidos 6ptimo por unidad de tiempo. Entonces, el
coste medido de pedido por unidad de tiempo viene dado por D;/Q;(a + A(i)). Ya que el
nivel medio de inventario es Q;/2, el coste medio de almacenaje es h;Q;/2. Por lo tanto,

el coste medio por unidad de tiempo para el agente 1 es:
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C(i,Q;) = Di/Q(a + A(4)) + hiQ; /2.

Entonces el numero 6ptimo de pedidos que minimiza los costes de inventario en la expresion

anterior es:
2(a + A(i)ﬁi

Qi = h;

Por lo tanto, la longitud éptima del ciclo para el agente ¢ viene dado por

Qi [2(a+ AG)

el numero 6ptimo de pedidos por unidad de tiempo es igual a

. D; h;D;
m; = — = ——
Q; 2(a+ A(7)

v el coste medio minimo por unidad de tiempo es:

C(i,Q}) = \/hiDi2(a + AGi) = 2(a + AGi) .

Una vez hemos obtenido el valor é6ptimo de los pedidos conjuntos para i, determina-

remos el numero 6ptimo de unidades requeridas de cada tipo de articulo k. Considerando

que % = %, el valor de las unidades de &, k=1,...,m del agente ¢ vienen dados por:

—2 .
ki Dzhz
Teniendo en cuenta que el coste por unidad del tipo k para i es pg; = dii ge tiene que:

ki’

— % —2 .
Or = Qri _ Qdkiga + A(7))
ki DPki Dzthiz

denota el numero de unidades del articulo £ pedidas por el agente ¢ al proveedor externo.

3.3. Problemas EOQ multi-item de inventario bajo cooperacién

En esta seccion asumimos que los agentes involucrados en el problema EOQ multi-item
con costes de transporte generales deciden cooperar realizando un pedido conjunto de los
articulos a un proveedor externo. Asumimos la formacién de una coaliciéon de agentes S,
con S C N. La cooperacién de los agentes estd basada en la siguiente condicién impuesta

en Meca et al. (2003). Si Q;/D; denota la longitud del ciclo para cada i € S, se satisface
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que Q;/D; = @j/ﬁj para cada par de agentes 7,5 € S. Tomando j = 1 para todo i € S,

podemos expresar @, en términos de Q. Esto es

Q; = D,

w

Q1.

Los pedidos 6ptimos @j y @; para i,j € S bajo cooperaciéon satisfacen la condicién
anterior. El coste medio por unidad de tiempo para los agentes en S se obtiene como la suma
de los costes por hacer nuevos pedidos mas los costes de almacenaje. Entonces, cuando se
realiza un nuevo pedido, el coste medio por unidad de tiempo es (a + A(S))D1/Q,. Cada
agente almacena sus pedidos en su propio almacén lo cual supone un gasto. La media de
los costes de almacenaje es la suma de los costes de almacenaje individuales. Definimos el

coste total como:

Por lo tanto aplicando que Q; = i@l se tiene que:

C(5,Q)) = (a+ A(i) al+ﬁ2h D..

Usando las técnicas de derivacién adecuadas, la expresion anterior llega a un minimo en:

2(a+ A(S))D;

q - )
ZiES hiD;

Entonces el numero éptimo de pedidos para cada agente i € .S es:

- 2(a+ A(S))D:

Qz‘ = - )
Eles hi Dy

y la longitud del ciclo para cada agente ¢ € S es:

*

2(a+ A(S))
ZZGS mDy

STk

= ki Por lo tanto,
ki

El valor de cada uno de los articulos k € M también satisface que

SIS

el valor de cada articulo k € M para el agente ¢ viene dada por:

2(a + A(S))dy;

@*i = —
" EleS hi Dy
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agente 1 | agente 2 | agente 3
articulo 1 ) 10 8
articulo 2 0 2 4
articulo 3 8 2 40

Tabla 3.1: Coste de los tres tipos de articulo para cada agente.

v la cantidad de cada articulo £ € M para el agente ¢ viene dada por:

2(a + A(S))dy;

Qri =
e an,
pii > tes D

respectivamente. Ademés el niimero 6ptimo de pedidos para la coalicién S es

Dies Dy
2(a + A(S))

D;
mszj:
Qi

de tal forma que C(S,Q;) = (a—l—A(S))% +> ics hi% denota el coste medio de inventario
1

2(a+A(S))D:

por unidad de tiempo. Como @j = > hlﬁli para todo ¢ € S, el coste se puede
les

reescribir como

C(5,Q;) = \/Z(a + A(S)) S hiD; = 2(a + A(S))rins.
€S
El siguiente ejemplo ilustra como funciona este modelo en una situacién con 3 agentes

bajo las suposiciones de un modelo EOQ multi-item con costes de transporte generales.

Ejemplo 3.1. Tres companias deben satisfacer sus demandas de tres articulos que reciben
de un tinico proveedor externo. Por un nuevo pedido, cada empresa tiene que pagar un
coste fijo a = 0.05 u.m., con una previsién de gastos para satisfacer sus demandas igual
a D—=(2,2.25,3). El porcentaje de los gastos de pedido correspondiente a los costes de
almacenaje de los articulos (h;, con i =1,2,3) es 10 %, 10 % y 40 % respectivamente. Los

costes de pedido variables vienen dados por una funcién A tal que:

A(S) = 22 (2 pri)

i€S keM

para cada S C N. La tabla 3.1 muestras los valores de pg; con k € M ei € N:

La politica é6ptima para cada conjunto de jugadores viene en la tabla 3.2.
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sy {2 | 3 [{n2p {13 {23 | N
C(S,Q;) | 2.285 | 2.515 | 11.177 | 4.795 | 13.496 | 13.720 | 16.029
s | 0.088 | 0.089 | 0.107 | 0.089 | 0.104 | 0.104 | 0.101

Tabla 3.2: Coste y nimero 6ptimo de pedidos.

A partir de este ejemplo se comprueba que la monotonia del ntmero 6ptimo de pedidos
no se satisface en general. Se tiene que 1y 5y < My, pero, sin embargo, 7(p 31 < MN.
Seria deseable que para cada S, T C N con SNT = (), se satisface que mgur < 11g + M.
En general, esta condiciéon no se cumple. La siguiente proposicién asegura la condicién
anterior bajo la hipotesis de que la funciéon de coste A sea mondtona. La funcion de coste

A serd monotona si para cada par S,T C N con S C T se satisface que A(S) < A(T).

Proposicién 3.2. Sea {N, M, a, A, {hi}ieN7{dk’i}keM,i€N7{pki}keM,ieN} un problema

EOQ multi-item con costes de transporte generales. Si A es mondtona, se verifica que
msur < Mg+ mr

para cada S, T C N con SNT =)
Demostracion: Sea S,T C N tal que SNT = (). Entonces:

oo YaesurlDi _ YieshiDi | YierliDi
SUT = 20+ A(SUT)) ~ 2@+ A(S) | 2(a+ AT))’

<

donde la desigualdad se verifica por la monotonia de A. La parte derecha es también menor

o igual que:
DesiDi | Yier Dy > ies MDY e Dy
2(a+ A(S))  2(a+ A(T)) 4(a+ A(9))(a+ A(T))
que es igual a (g + 7). O

3.4. Juegos de inventario multi-item

Para cada coalicion S C N el valor de ¢(S) se interpreta como el coste de cooperacion
de los jugadores de S. Sea [ = {N, M,a, A {hi}icn {dki}keM,z‘eN ; {pki}keM,z'eN} un pro-
blema EOQ multi-item con costes de transporte generales entonces, definimos el jugo de
costes asociado con I como ¢/(S) = C(S,Q;) para todo S C N. Formalmente, (N, c¢) se
dice que es un juego de inventario si satisface que ¢(S)* = 3, c(i)?. Sin embargo, los
juegos de inventario multi-item con coste de transporte general no pertenecen a esta clase.

Podemos analizar el caracter beneficiosa de que los agentes de N formen un grupo que
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coopere y haga pedidos conjuntos. Que un grupo de agentes de N coopere es beneficioso si
el juego de costes (I, ¢!) es subaditivo, i.e. cuando se verifica que ¢/ (SUT) < c/(S)+ (T,
para cualquier par de coaliciones disjuntas S,7 C N. El siguiente teorema proporciona
una condicién suficiente y necesaria para la subaditividad de los juegos de costes asociados
a esta clase de problemas.

Teorema 3.3. Sea | = {N, M, a, A {hitien s Adki}perrien » {pki}keM,z'eN} y (N,cl) el
juego de costes asociado. Entonces (N,c') es subaditivo si y solo si, para cada par de
coaliciones no vacias S, T C N con SNT =0,

1> A(SUT) —;4(5’) N A(SUT) —7A(T)
T DieshiDi 2ies hiDi
Demostracién: Sean S,T C N bajo las condiciones del teorema. Entonces ¢/(SUT) <

A(8) + cH(T) si y solo si
2¢/(S)c (T) > (d(SUT))? = ((8)*((T))?

. El lado derecho de la desigualdad anterior es igual a
i€SUT = =
entonces se tiene que,
2(A(SUT) — A(S)) > hiD; +2(A(SUT) — A(T)) Y. hi D;.
€S €T
Como >_h;D; = 2(a + A(S)ms para cada S C N, la cantidad anterior se puede escribir

€T
como

2A(SUT) — A(S))(2(a + A(S)ins) + 2(A(SUT) — A(T))(2(a + A(T)ingr).

Teniendo en cuenta las expresiones que acabamos de deducir, la expresién inicial se puede
reescribir como:

(2(a + A(9))Y _hiDi)(2(a + A(T))>_hiD;)

€S i€T

> (ASUT)— A(S))(2(a+ A(S)mg) + (A(SUT) — A(T))(2(a + A(T)msr).

Después de algunas operaciones se obtiene:
1> A(SUT) —7A(S) n A(SUT) —;4(T)‘
B ZieS hiD; Zies hiD;

O

El teorema anterior proporciona una condicion sobre A bajo la cual la cooperacion de

los agentes en N es beneficiosa. Una vez estan determinadas las coaliciones beneficiosas, es
esencial definir las reglas para distribuir los costes de la cooperacién. La siguiente seccion

trata este problema.
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3.5. Compartir los costes de pedidos conjuntos

En esta seccién abordamos el problema de la distribucién de los costes de la cooperacién
de los agentes bajo un sistema EOQ multi-item con costes de transporte generales [. Una
regla de asignacion X para [ proporciona una asignacion de costes X(I) € RY. Formalmente,

el nicleo de un juego de costes (N, c!) viene dado por

C(N,d) = {m eRYN : Sa;=(N)y Ya; <(S)VS C N}.
i€N icS

Las asignaciones pertenecientes a C(NN,c') son estables, i.e. abandonar la coalicion y ac-
tuar de forma independiente no proporciona ningtn beneficio a ningtn subgrupo de agentes
S C N. En este sentido, serfa deseable que X(I) perteneciese al nicleo de los juegos corres-
pondientes para una clase grande de sistemas [. Una forma natural de dividir los costes
compartidos es dividir los costes de la cooperacién proporcionalmente a un \; para cada
i € N. Siendo \; el valor individual de la regla A—proporcional de asignacién, denotada
por RP*, parai € N.

En lo que sigue, tomamos un problema EOQ multi-item con costes de transportes

generales [. Entonces la regla RP? para [ se define formalmente como:
oy
ZjeN >‘j

para cada ¢ € N con A\ € Rf En el siguiente teorema estableceremos una condicién bajo

RPA() = ¢ (N) (3.1)

la cual C(N,c') es no vacio.

Teorema 3.4. Sea | = {N, M,a, A, {hi}ieNa{dki}kejw,ieN’{pki}kelw,ieN} y (N,cl) el
juego de costes asociado. Entonces si A es mondtona, RP* € C(N,d) si y solo si, para

cada coalicion no vacia S C N se verifica que

mN A(N) < Zje]\[ )‘j
s A(S) T Djes N
Demostracioén: Es suficiente probar que Y. RP(1) < ¢/(S) para todo S C N. Entonces,
€S
se tiene que satisfacer que
A . Aj N ZjeS Aj !
D RPAND) =) (2(a + AN)))iiy e = (2(a + A(N)))iy 2= < ¢(S)
icS jes ZjeN Aj ZjeN Aj

para todo S C N. Lo anterior se verifica si y solo si

Zjes /\j

(2(a + A(N)))mNm

< (2(a+ A(5)))ms.
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Esta condicién es equivalente a

Zjes Aj > es Aj
a(imy === — 1) + A(N) === — A(S)rms < 0.
ZjEN /\j ZjeN )‘j
Esta desigualdad se satisface siempre que A sea monodtona y como
iy _ iy AXN) _ djeN A
s~ s A(S) T YiesAj
para todo S C N se tiene que
my AN) _ Djen N
mg A(S) — ZjeS)‘j

O

El siguiente ejemplo ilustra el comportamiento de RP*(I) en un sistema particular /.

Ejemplo 3.5. Sea | = {N, M, a, A, {hi}ieN7{dki}kEN[,iEN’{pki}kEN[,ieN} un problema
EOQ multi-item con costes de transporte generales dado por:

» N={1,2,3}, M ={1,2,3}, a= 0.013 y la funcion de coste A viene dada en la tabla
3.3.

= D —(1.351, 1.387, 2.385) y h=(0.011, 0.138, 0.239).

S {1} [ {2 | {3} | {12} | {1,3} | {2,3} | N
AS) |16 |16 | 1.7 1.8 | 1.7 | 1.7 |20

Tabla 3.3: Funcién A.

S| {1y | {23 | 88 [{n2} [ {1,3) {23 N
c(S) | 0.219 | 0.786 | 1.397 | 0.865 | 1.416 | 1.615 | 1.768

Tabla 3.4: El juego de costes (N, c!).

El juego de costes (NN, c!) asociado a [ estd en la Tabla 3.4. La condicién del teorema
anterior se cumple para [ y, por ejemplo, para A € RN tal que A\i = ¢!({i}) para todoi € N.
Se comprueba facilmente que RP*(1) = (0.161, 0.578, 1.028).
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3.6. Estructura de coaliciones de pedido beneficiosas

Aunque normalmente analicemos la formacién de la coalicion N, es facil comprobar que
no siempre es beneficiosa la cooperaciéon. Por lo tanto, nos surge una nueva pregunta, ;qué
coaliciones se deben formar en un problema como los anteriores? Para dar una respuesta
usaremos las ideas de Elomri et al. (2012) para problemas EOQ bésicos con costes de
transporte aditivos. Dado un juego de costes general (N, ¢), la nocién de beneficio de una

coaliciéon S C N se redefine en términos del cociente 26(75)6

o) En este sentido, se dice
que una coalicién es la coalicion de pedido mas beneficiosa si minimiza el ratio anterior en
el conjunto de posibles coaliciones de N. La tarea principal consistird en determinar una
estructura de pedido, i.e. una particion de N compuesta por las coaliciones de pedido mas
beneficiosas.

Seal = {N, M, a, A {hitien s Adkiterrien s {pki}keM,ieN} y (N, ¢!) un problema EOQ
multi-item con costes de transporte generales y sea P una estructura de pedido para N.
Entonces RPA(I) con A € RN y \; = ¢!/(i) para todo i € N se define formalmente, para

cada ¢ € S € P, por

i
'RPAU>::2Le;i;U)d(Sw' (3.2)

Esta regla es facil de obtener y tiene una interpretacién muy natural. En Elomri et al.
(2012) se demuestra que la restriccion de RP*(I) a cada subjuego inducido por Sj, € P
pertenece al nacleo si \; = ¢!(4).

Adaptamos el procedimiento de Elomri et al. (2012) para obtener una estructura de
pedido como la ya mencionada. Escoge de forma iterativa, la coalicion de pedido maés

beneficiosa de los agentes no asignados a ninguna clase anteriormente.

Algoritmo 3.6. Sea | = {N, M a, A {hitien s Adki}rerrien » {pm}keM’ieN} un problema

EOQ multi-item con costes de transporte generales. Sea (N, ') el juego de costes asociado:

1. k=0,P=0.
2. k=k+1.
3. determinar S, C N\ | S tal que
SepP
l l T
R e o 3e
i€ Skl (i) TQN\SLEJPS ieT €'\
Si Sy = N\ U S este procedimiento termina, de lo contrario, se obtiene S C

Sep
N\ U S y entonces tomamos P = P U Sy.
SeC
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4. ir al paso 2 a no ser que N\ | S = 0.
SepP

El algoritmo que acabamos de describir identifica una estructura de pedidos P para el

problema de inventario multi-item del primer ejemplo de esta secciéon:

Ejemplo 3.7. Consideramos el problema EOQ multi-item con costes de transporte genera-
les del primer ejemplo de esta seccién. Tabla 3.5 describe el juego de costes correspondiente
(N, ) y los ratios asociados a cada posible coalicion.

Entonces, P = {51, 52} = {{1,2}, {3}} aplicando el algoritmo que acabamos de definir.
La propuesta de la regla RP* para [ con A € RN y \; = ¢/({i}) para todo i € N, es

RP(1)=(2.283, 2.512, 11.177).

S| {1} | {2y | {3+ |[{n2}] {13} | {23} | N
(S) | 2.285 | 2.515 | 11.177 | 4.795 | 13.496 | 13.720 | 16.029
Ratio | 1 1 10999 | 1.003 | 1.002 | 1.003

Tabla 3.5: El juego de costes (N, c!).

Aunque RP?*(I) nos proporciona asignaciones estables para cada S € P no es eficiente para

N ya que
A({1,2}) + d({3}) = 4.795 +11.177 <16.029 = ¢!(N).

Mas atin, aseguramos beneficios cuando los jugadores en N cooperan siguiendo P en este

problema.
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Conclusion

El modelo introducido en el primer capitulo se conoce como modelo basico de inven-
tario ya que forma la base de una gran variedad de modelos de inventario diferentes. El
modelo bésico de inventario es un modelo simple y algunas extensiones harian que fuera
més realista. Algunas posibles extensiones ya tratadas en la literatura considerarian la in-
clusién del coste de compra por cada unidad del bien, un tiempo de entrega estocéastico,
una cantidad finita para los pedidos, costes de pedido individuales, permitir que las empre-
sas se queden sin stock, descuentos por cantidades mayores en los pedidos. Discutiremos
brevemente algunas de estas extensiones.

Un coste de compra ¢ por unidad del bien implica que las empresas deberian pagar
a parte del coste fijo por pedido un coste variable ¢@) por un pedido de () unidades. Por
unidad de tiempo esto implica un coste extra c@Q - d/Q = cd, un coste constante, que
no influenciara a la cantidad 6ptima de pedido ni a la longitud 6ptima del ciclo. Solo
aumentara el coste, por lo tanto, no es realmente una extension.

Los descuentos por cantidad se pueden definir de dos maneras. Primero podemos pensar
en descuentos por cantidad para todas las unidades compradas, la otra forma de verlo es
descuentos por cantidad crecientes, por ejemplo, las primeras 100 unidades cuestan 20€ y
las siguientes 100 cuestan 15€.

En el caso de una demanda no determinista podremos pensar que D es la demanda
estocéstica de la empresa. Los juegos que surjan de esta situaciéon pueden que estén dentro
de la clase de juegos de inventario centralizados, donde se consideran valores esperados. De
lo contrario estaran dentro de la clase de los juegos cooperativos TU con pagos estocasticos.

El segundo capitulo proporciona una nueva contribucién a los problemas de inventario
centralizados. Examina un problema de asignacién de costes en un sistema de transporte
de inventario con un tnico articulo, un tnico proveedor y miltiples agentes que realizan

un pedido conjunto usando una politica EOQ con una estructura de coste especifica. El

39
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coste de pedido conjunto es la suma de un coste fijo y un coste de transporte que es
el maximo de los costes de transporte individuales. Este problema corresponde con la
situacién en la que todos los agentes estan ubicados en la misma ruta de la linea. Para
estos sistemas de transporte de inventarios, la cooperacién no es siempre razonable, pero si
imponemos una condicién simple que compara el numero éptimo de pedidos para cada par
disjunto de coaliciones, podemos asegurar que la cooperacion es razonable. Es mas, cuando
la coalicién es razonable, hemos probado que siempre podemos encontrar asignaciones
estables. Finalmente, hemos introducido la regla de la linea, una regla de asignacién que
proporciona asignaciones estables cuando la coalicién es razonable. En el siguiente capitulo
abordaremos el problema de asignacién de costes que surge de un sistema de inventario
con multiples articulos y varios agentes que hacen pedidos conjuntos siguiendo una politica
EOQ.

El tercer capitulo describe un problema EOQ multi-item con costes de transporte ge-
nerales. Se introduce como generalizacion del modelo EOQ del segundo capitulo y de
Fiestras-Janeiro et al. (2011). Analizamos un problema de asignacion de costes en un
sistema de inventario con multiples articulos y costes de transporte generales, un tnico
proveedor y varios agentes que realizan pedidos conjuntos siguiendo una politica EOQ. La
principal novedad con respecto al modelo del capitulo anterior es la consideracién de una
estructura particular para los costes, compuesta de dos componentes. La primera de las
cuales es un coste fijo por cada pedido y la segunda es una variable que viene dada por
una funcion general. En particular, asumimos que la segunda componente esté relacionada
con los costes de transporte de cada nuevo pedido desde el proveedor. Para justificar esta
hipétesis hemos lidiado con situaciones en las cuales los agentes no estdn todos situados
necesariamente en una ruta lineal. Hemos comprobado que la cooperacion de los agentes
de N no es necesariamente beneficiosa en esta clase de problemas, pero impusimos unas
condiciones basicas bajo las cuales la cooperacién es razonable. Desde un enfoque basado
en la teoria de juegos, somos capaces de proporcionar algunas condiciones bajo las cua-
les el ntcleo del correspondiente juego es no vacio. En particular, introducimos la regla
A-proporcional, una asignacion que proporciona asignaciones estables bajo algunas condi-
ciones. Todos estos resultados se pueden aplicar en muchas situaciones de inventario en el

mundo real como, entre muchas otras, en operaciones de franquicias.
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