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Titulo: A xeometria diferencial dun modelo de movemento

da bicicleta

Breve descricion do contido

O obxectivo deste traballo é estudar un modelo sinxelo de movemento
da bicicleta sobre un plano. Consideraremos un segmento de lonxitu-
de fixa no espazo euclidiano multi-dimensional, movéndose de xeito
que o vector velocidade do extremo traseiro estea sempre alifiado co
segmento. Se se prefixa a curva que percorre a roda dianteira, a tra-
xectoria da roda traseira determinase de forma tnica a través dunha
certa ecuacién diferencial de primeiro orde -a ecuacién da bicicleta-.
O traballo consistira, basicamente, na lectura e comprension de parte
dos contidos (basicamente en dimension 2) do artigo que aparece na
bibliografia co fin de relacionar “a ecuaciéon da bicicleta” con concep-

tos de xeometria diferencial estudados no grao.
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Resumo

Neste traballo estudaremos o modelo sinxelo de movemento da bicicleta sobre o plano.
Consideraremos un segmento de lonxitude prefixada que representara ao cadro da bicicle-
ta. Imponeremos que o vector velocidade do extremo traseiro sexa paralelo a este. Fixando
o percorrido da roda dianteira e a lonxitude do cadro, a traxectoria da roda traseira de-
terminase de forma tnica a través dunha ecuacion diferencial de primeiro orde de tipo
Riccati, a ecuacién da bicicleta. O traballo consistird, basicamente, na lectura e com-
prension de parte dos contidos (esencialmente en dimension 2) do artigo [4] con conceptos

de xeometria diferencial estudados no grao.

Abstract

This final degree work focuses on the simple model of movement that the bicycle
projects on the plane. We will consider for this aim a predetermined segment with fixed
length that will represent the bicycle frame. We will impose that the velocity vector of the
rear end is parallel to it. By fixing the travel of the front wheel and the length of the frame,
the trajectory of the rear wheel is uniquely determined through a first-order differential
equation (Riccati type), the equation of the bike. This work will consist, essentially, of
reading and understanding part of the contents (basically in dimension 2) of article [4]

with differential geometry concepts studied in the degree.
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Introducion

Neste traballo vamos falar dun modelo simple para o movemento dunha bicicleta usan-
do como principal referencia os artigos [4, [IT]. Para definir no primeiro capitulo o modelo

usaremos a notaciéon de Einstein e tamén definiciéns e resultados sacados do libro [15].

Consideraremos a bici como un segmento orientado de lonxitude prefixada, de tal forma
que, a velocidade da parte traseira estd na direccién do segmento que une a roda traseira

coa dianteira.

Tal e como coniecemos a bici usual s6 a parte dianteira pode xirar (guiador). Imponendo
unha condicién de non esvaramento das rodas (condicién non holonémica) xa nos dé a
propia ecuacién da bicicleta en R2. Non impofieremos condiciéns de sentido da bicicleta,
i.e., imaxinemos que dando pedais en sentido anti-horario a bici pode andar cara atras

pero o guiador segue sendo o da roda dianteira.

A modelo da bicicleta

Se se prefixa a curva que percorre a roda dianteira e a orientacion inicial da bici
(direccion do segmento que une a roda traseira coa dianteira, dada por un vector director
unitario), entén a roda traseira estd determinada de maneira univoca a través da EDO
. Esta ecuacién, no caso de estar en R? como é o noso caso, é equivalente & ecuacién

de Schrodinger estacionaria:
y'+p(t) y=0

cuxo potencial p(t) depende da xeometria da roda dianteira e da lonxitude do segmento da
bicicleta. Veremos tamén un par de exemplos onde en un deles chegamos a clasica tractiz.
Por altimo exponeremos tamén as curvas de Zindler e un caso particular no que a bici

debuxa unha séa lina.
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A ecuacion diferencial de Riccati

Neste capitulo veremos como son e como se resolven as ecuaciéns de tipo Riccati.
Para iso faremos unha breve introducion histérica das ecuacions diferenciais ata chegar a
resolver a ecuacién diferencial linear mediante o método de factor integrante. Logo veremos
as ecuaciéns de Bernoulli e como facendo un cambio de variable se reducen a lineais.
Por dltimo chegamos ao obxectivo deste capitulo, veremos as ecuacions diferenciais de
Riccati e como se resolven. Este tipo de ecuaciéns son moi importantes no noso modelo de
bicicleta, pois demostraremos que a ecuacion da [-bicicleta mediante un cambio de variable

tranformase nunha ecuacién de tipo Riccati.

A monodromia da bicicleta

A monodromia da bicicleta non é mais que, para unha curva (pechada ou non) descrita
pola roda dianteira e unha lonxitude de bicicleta prefixadas, a aplicacién que a cada
direccién inicial da bici lle asigna a sta orientacién final unha vez recorrida a curva da
roda dianteira. En dimensién dous, a monodromia da bicicleta é unha transformada de
Mobius.

No apéndice podese ver unha definicién construtiva destas chamadas transformacions
de Mobius, que estrutura alxébrica tefien (a mesma que PSL(2,R)) e como se relacionan
co espazo proxectivo. Para isto apoidmonos en [13] 26].

No capitulo catro clasificaremos os diferentes tipos de monodromia a partir dos valores
propios e vectores propios da matriz asociada a esta. Por ultimo exponeremos un caso

particular, en concreto que a roda dianteira debuxe unha circunferencia no plano.

O planimetro de Prytz e a Conxectura de Menzin

Nos dous ultimos capitulos definiremos que é o planimetro, en particular o de Prytz, e
como se poden medir areas con este. Tamén veremos que orde de erro se comete ao usar
este aparello para medir rexiéns.

Expofieremos a conxectura de Menzin, que segue sen resolver hoxe en dia sen engadir
restriciéns a maiores. Veremos un par de teoremas que proban a conxectura engadindo
que a curva dianteira sexa convexa ou que a curvatura desta sexa menor ou igual a un,

respectivamente.

Queria facer un especial agradecemento a Luis Hernandez Lamoneda e Gil Bor polo
seminario impartido na USC e polas imaxes cedidas (todas as do capitulo 1, 4.3, 4.4, 4.5
e 5.4).



Capitulo 1

A ecuacion da bicicleta

Unha persoa cunha mente curiosa, vendo aos picarinos xogar coas bicicletas no parque,
poderia pensar ao ver os debuxos feitos por estas na terra: serdn de algin interese ditas
curvas? poderiase parametrizar as traxectorias cun modelo matematico simple? Seria po-
sible adivinar o sentido de avance da bicicleta s6 vendo as curvas descritas polas rodas?
Tocaremos esta cuestions, e algunhas mais, resolverémolas neste capitulo. Para iso vamos

primeiro a intentar construir o modelo do movemento da bicicleta.

1.1. Formulacion do modelo da bicicleta

Consideraremos a bici como un segmento orientado de lonxitude prefixada [, de tal
forma que, a velocidade da parte traseira estd na direccién do segmento que une a roda

traseira coa dianteira.

Figura 1.1: A bicicleta usual con medida entre rodas I.

Tal e como conecemos a bici usual s6 a parte dianteira pode xirar (guiador). Imponendo
unha condicién de non esvaramento das rodas (condicién non holonémica) xa nos dé a

propia ecuacién da bicicleta en R?. Non esixiremos condiciéns de sentido da bicicleta,
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podemos imaxinar que dando pedais en sentido anti-horario a bici pode andar cara atras
pero o guiador segue sendo o da roda dianteira.

Pensemos en dous exemplos que resolveremos mais adiante:
Exemplo 1. Este primeiro exemplo é o maéis sinxelo de pensar. Tratase de que, cunha
lonxitude prefixada [ do cadro da bici, a roda dianteira recorre o eixo de abscisas e a

posicién inicial da roda traseira tamén esta no eixo de abscisas.

€:%0) €%

T D T P

v

Exemplo 2. Neste segundo exemplo consideramos a mesma lonxitude de cadro [, a mesma
trazada para a roda dianteira, pero agora a posicién inicial da roda traseira non é no eixo

de abscisas, senén no das ordenadas.

'y

g

O problema a resolver é: que curva debuxaria a roda traseira nos dous exemplos? Esta

v

cuestién resolverémola contra o final deste capitulo.
Para poder calcular a traxectoria da roda traseira da bici, recordemos antes estas

nociéns.

Definicién 1.1. (Curva plana parametrizada diferenciable). Unha curva plana,
parametrizada e diferenciable en é unha aplicacién a : I — R?, con I C R aberto, que é
.

Temos asi, a(t) = (a1(t), az(t)), onde as funciéns «;(t) admiten derivadas continuas de
todas as ordes. A t nomeamolo como parametro da curva «. Ao subconxunto imaxe,
a(I) C R? como a traza de a. A aplicacién, o : I — R? chamase (vector) velocidade

(ou vector tanxente).
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Definicién 1.2. (Curva parametrizada diferenciable regular). Dise que unha curva

, . -
parametrizada diferenciable, o : I — R?, é regular si o/(t) # 0 para todo t € T

Definicién 1.3. (p.l.a). Dise que unha curva parametrizada, a : I — R?, est4 para-
metrizada por lonxitude de arco se |@/(t)] = 1 para todo ¢ € I. Cando unha curva esté
parametrizada por lonxitude de arco adoitase poner p.l.a. e o pardametro ¢ cAmbiase por

S.

Observacion 1.4. Cando unha curva estd p.l.a. tense,

t t
Li(o)= [ |&(s)|ds= | ds=t—to,
to to

o que nos indica que a lonxitude da curva entre a(ty) e a(t) é exactamente a distancia

entre t e tg.

Observacion 1.5. Cando unha curva estd p.l.a. temos,

d d
- 1=__ / 2
0 ds dsa(8)|

d

= T (@(s) o/(5)) = 2l (5) - 0(5))

isto xeometricamente significa que a aceleracién, «”, é ortogonal 4 velocidade, «, e polo

tanto & sta traxectoria.

Observacién 1.6. Ao longo do traballo identificaremos o’ con v indistintamente. Tamén

por simplicidade a notacién as veces prescindiremos do parametro t.

Vamos parametrizar a traxectoria que debuxa a roda dianteira da bicicleta nun plano
como unha curva parametrizada diferenciable regular, . Agora, consideremos un nimero
real positivo, [, que serd a distancia entre a roda dianteira e a traseira. Definimos un vector
director, r € S', que nos indica a direccién do segmento que une as rodas da bici, podemos

tamén parametrizalo como unha curva diferenciable regular p.l.a. dende un intervalo de R

a St

Vamos a imponer unha condiciéon de rixidez antes de definir analiticamente a curva da
roda traseira, 8. Como xa dixemos a distancia do cadro dunha bicicleta usual, [, non varia

de tamano, noutras palabras,

|| a(t) — 5(t) ||=1 para todo t € I (condicién de rixidez). (1.1)
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Figura 1.2: Formulacién do modelo

Tendo en conta as definiciéns anteriores e a condicién imposta xa podemos parametri-

zar a traza da roda traseira como a seguinte curva, [3, dada pola expresion seguinte:
B(t) = a(t) + lr(t). (1.2)

A outra condicién que vamos imponer é a suposicién utépica dunha superficie e rodas

anti-escorrentes, ¢ dicir, a roda traseira non esvara.

B(t)—a(t) é tanxente & curva § en B(t) para todo ¢t € I (condicién de non esvaramento).
(1.3)

A continuacién probaremos que a condicion (|1.3]) implica que, a proxeccion da velocidade
da curva, «, sobre o vector director, r, é a velocidade de 3. Noutras palabras, a velocidade

da roda traseira esta na direccién de r.

Proposicion 1.7. Sexan « e r curvas parametrizadas diferenciables requlares p.l.a. en
R? e S!, respectivamente; un nimero real, | > 0; e B = a + Ir. Entén a condicion (1.3)

implica que, B’ = (v-7)r, onde v (= ') € a velocidade de c.

Demostracién. Descompofiemos v como v = v+ +v' ondeviev'

T

son, respectivamente,

as proxeccions ortogonais de v sobre r e rt. Tense que v! = ar, onde a = v - r.

Fixando un t arbitrario, (1.3)) implica que 8(t) — a(t) = bB'(t), onde 0 # b € R, xa que

I > 0. Substituindo 3(t) dada pola expresién (|1.2) nesta tltima ecuacién obtemos,
Ir(t) = bB'(t) implica que Ar(t) = B'(t).
Achemos o valor de A multiplicando escalarmente por v pola esquerda.

Art-r=r-f =r-v+ir-r,
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onde a ultima igualdade é a expresién (|1.2]) derivada e multiplicada escalarmente por r.

r - r’, antlase. Polo tanto, dado que r é unitario tense,
A=r-V
Como o produto escalar é simétrico obtemos o resultado requirido. QED

O que nos indica esta proposicién é que, (|1.3]) condiciona & velocidade da roda traseira
(i.e., a direccién de movemento desta) a seguir a direccién de r (direccién do cadro da

bici), de ai que a condicién implique o non esvaramento.

Na seguinte proposicién, vamos demostrar que a condicién ([1.3]) é equivalente & ecua-

ciéon denominada, ecuacién da [-bicicleta, que é unha ecuacién diferencial ordinaria.

Proposicién 1.8. Sexan a e T curvas parametrizadas en R? e S, respectivamente; un
nimero real, | > 0; e f = a+Ir. Entén a condicion (1.3) de non esvaramento é equivalente

d sequinte EDO,

I =—v+(v-7)r (1.4)

A ecuacion (1.4) denominase a ecuacién da l-bicicleta en R?, definida para toda parame-

trizacion da roda dianteira «(t) e para toda lonzitude de bicicleta l.

Demostracion. Descomponemos v como na proposicion anterior. Agora ben, de ([1.2]), sé-

guese que,

Bt)=v+I'{t)=vE+v +1Ir'(t) (1.5)
Substituindo en a expresion da proposicién anterior obtemos,

vidvi 4t =v'

e desta ultima igualdade obtense,

Vi) =0 = vt = —ir'(t). (1.6)
Ademais sabemos que,

1L T

vi=v—v =v—(v-r)r (1.7)

Entén, por ([1.6]) e (1.7) obtemos o resultado. QED
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Agora podemos dar resposta as cuestiéns dos exemplos anteriores descritos. O noso
obxectivo sera calcular a ecuacién da curva que describe a roda traseira dunha [-bicicleta,
en definitiva calcular 5. Dada « cunha posicién inicial axeitada do cadro e, usando a
ecuacién que acabamos de obter, s6 necesitariamos calcular r.

Como r € S! podemos supoiier que r(t) = (cos(8(t)),sen(f(t))) para algunha funciéon

6 que mida o dngulo que forma o cadro da bici co eixo = en R?, tense que,

r'(t) =0 (t)(—sen(6(t)),cos(8(t))) e v(t) = (vi(t),va(t)).

Substituindo en [I.4] Substituindo en e multiplicando escalarmente pola dereita por,
(—sen(6(t)),cos(0(t))), obtemos,

10'(t) = v1(t) sen(6(t)) — va(t) cos(O(t))
, . 0(t) iy
Faremos o cambio de variable, p(t) = tan 5 ) pero antes expresemos a ecuacién ante-

rior doutra forma equivalente tendo en conta que,

2t (9(;)) ,
sen(0(t)) = = 5
1 + tan? (6(’5)> L+p*()
2
o(t)
_ 2 22/
el (5) g
1 + tan? () b
2
e
0(t)
p(t) = tan ( ) <= 0(t) = 2arctan(p(t)).
Derivando,
o) =
1+p(t)’
e derivando p(t) obtemos,
) 1+p*(t)
)= ——2
pt) =+ T
enton 20/ (1)
9/ t — p
=7 + p*(t)
Xa temos todas as ferramentas necesarias para facer dito cambio de variable. Procedamos:
. B 2'(t) 2p(t) 1—p*(t)
10'(t) = v1(t) sen(6(t)) — va(t) cos(0(t)) <— lil D) v1(t) T+ 520 vg(t)i1 20

é dicir,
P(8) = 55 (v2(t)p* (1) + 201 (8)p(t) — va (1)),
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que é unha ecuacién diferencial ordinaria (EDO).

Apliquemos isto aos exemplos comentados anteriormente. Nestes casos a(t) = (¢,0),
co que (v1,v2) = (1,0) e a ecuacién queda p'(t) = %p(t), que ten facil solucién dado que é
unha ecuacién lineal con coeficientes constantes

p(t) = po exp <§>

desfagamos os cambios,

p(t) = poexp <§> = tan <9(2t)> ,0(t) = arctan (exp <§>)

t
r(t) = (cos(8(t)), sen(8(1))) = 1_poeXp( ) “Po exp (l)

2t 2t
14 poexp T 1+p0exp T

Exemplo 1.- Neste caso pgp = 0 e obtemos r(t) = (0,0), polo que,

5(t) = (tv 0) + (070) = a(t)v

e concluimos que a traxectoria da roda traseira coincide coa da dianteira.

c
a

Exemplo 2.- Agora pg = 1 e temos,

0= (o (o )
0= (1w ()8 ()

se tomamos [ = 1 obtemos a traxectoria da roda traseira é a clasica tractriz

polo que,

B(t) = (1 — tanht,secht).

Figura 1.3: A famosa curva Tractriz. Imaxe extraida de [I1]
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HISTORIA DA TRACTRIZ:

A tractriz tamén recibe o nome de curva da persecucién, pois describe a traxectoria
seguida por un obxecto que se despraza a velocidade constante e que persigue de forma
6ptima a outro obxecto que se move en lifia recta a velocidade (pode ser distinta) tamén
constante. Foi introducida por primeira vez por Claude Perrault en 1670, e mais tarde foi
estudada por sir Isaac Newton (1676) e Christian Huygens (1692).

Claude Perrault, nado en Paris en 1613, foi un célebre arquitecto, fisico, mecanico, mé-
dico e naturalista, membro da academia das ciencias. O seu irman era Charlest Perrault,
autor dos contos célebres como Carapuchina Vermella, A Cincenta e a Bela Dormente.
Quixemos facer unha mencién especial por ser o primeiro en falar da curva que nos co-

rresponden nesta seccién.

1.2. As curvas de Zindler

Un problema interesante é saber se se pode determinar o sentido do movemento feito
pola bicicleta sé vendo as trazadas das rodas desta. Polo xeral isto é posible (pode verse
unha solucién cun célculo simple en [19]), pero s veces non, por exemplo se as traxectorias
das rodas son circulos concéntricos (ver [8]). Fixémonos na seguinte figura, 4 esquerda hai
unha trazada na que se pode saber o sentido e direcciéon da bici, e na dereita unha curva

ambigua.

Tampouco se poden determinar as curvas que cumpren a seguinte propiedade: dados
dous puntos x e y, poden atravesar esta curva de tal forma que a distancia do segmento
que une x e y € constante, e ademais a velocidade do punto medio do segmento zy estd na
mesma direccién que este segmento. As curvas que cumpren esta propiedade chdmanse,
curvas de Zindler (ver [35]). No caso da bicicleta serian as trazadas da roda dianteira
a e traseira f3, tales que, a distancia entre «(t) e ((t) é sempre a mesma para todo t

(esta condicién ctimprese sempre no modelo da bicicleta formulado antes), e que a curva
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definida polo punto medio do cadro da bici ten velocidade paralela ao cadro da bici tamén
para todo t (Ollo que esta non, pois falamos da curva debuxada polo punto medio entre

as rodas da bici, non da traseira).

Figura 1.4: Curvas de Zindler.

As curvas de Zindler brindan solucidns a outros problemas. O problema de Ulam
na teorfa de flotacion ([23], problema 19): Que corpos flotan en equilibrio en todas as
posiciéns? No caso bidimensional o limite de dito corpo é unha curva de Zindler (ver [3, 27,
28]) para os traballos iniciais e [I4] para informacién histérica; en particular, sobre Herman
Auerbach(1901-1942)). Recentemente, obtivéronse unha grande cantidade de resultados
sobre este problema en [0 [0, [29] e unha serie de artigos de F. Wegner [30, 3], 32} 33}, 34].

Wegner construiu unha familia de curvas de Zindler non triviais (non usou esta termi-
noloxia), descritas explicitamente en termos de funciéns elipticas. Foi motivado polo estudo
do movemento dun electrén nun campo magnético cuxa forza depende cadraticamente da

distancia 4 orixe.

Entén estes tres problemas: as trazadas ambiguas, o problema de flotacién de Ulam e
o movemento dun electrén, tenien solucién comin. Ainda hoxe en dia se desconece unha

descricién completa das curvas planas de Zindler, e moito menos en dimensiéns superiores.

Outra cuestién interesante é se pode existir unha soa lifia no trazado dunha bicicleta,
non sendo unha lifia recta. A priori a intuicién dinos que non, pero unha vez maéis as
matematicas demostran que non podemos fiarnos desta. A seguinte figura poderia ser
feita por unha persoa moi habilidosa coa bicicleta, o método construtivo desta curva pode

verse en [9].
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Figura 1.5: A trazada das roda dianteira e traseira coinciden. Imaxe extraida de [9]



Capitulo 2

A ecuacion diferencial de Riccati

2.1. Ecuacion diferencial linear

Os primeiros intentos por resolver problemas fisicos me-
diante o célculo diferencial, a finais do século XVII, levaron
gradualmente a crear unha rama das matemadticas, as ecua-
ciéns diferenciais. As cales se converteron, a mediados do sé-
culo XVIII, nunha rama particular destas. Os creadores do
calculo infinitesimal foron Leibniz enNewton, ambos por se-
parado. Newton observou que si wy = 0, entén y(x) é
un polinomio de grado n — 1, logo y depende de n cons-
tantes arbitrarias. Esta observacién foi demostrada no sécu-

lo XIX coa axuda do Teorema do Valor Medio. En 1693

e

ds d y

dx

Figura 2.1: O tridngu-

lo caracteristico.

Huygens fala explicitamente de ecuacions diferenciais. No mesmo ano, Leibniz di

que as ecuaciéns diferenciais son funcions de elementos do tridngulo caracteristico.

En 1960, Jacob Bernoulli formulou o problema da catenaria. A catenaria cumpre unha

propiedade importante: de entre todas as curvas de lonxitude dada, a que minimiza a

enerxia potencial é precisamente esta. O estudo de funciéns minimizantes levou ao des-

cubrimento do célculo de variaciéns por Euler a mediados do século XVIII. Lagrange a

finais de século mellorou dita teoria implantada por Euler. Leibniz descubriu a técnica de

d
separacién de variables en 1691: indicou como se resolve, y—zx = f(x)g(y). No mesmo

dy

ano reduciu a ecuacién homoxénea,

w1 (5)

a unha separable mediante o cambio de variable, y = vz. En 1694, Leibniz publicou a

11
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resolucién da ecuacion que nos concirne nesta secciéon, a ecuacién diferencial linear,

Lyt pay = o).

En 1694 Leibniz e Jean Bernoulli estudaron o problema de encontrar a familia de curvas
que cortan cun angulo dado a unha familia de curvas dadas. Jean Bernoulli sinalou que
este problema é importante para determinar as traxectorias dos raios de luz que recorren
un medio non uniforme, porque ditos raios cortan ortogonalmente os chamados frontes de
luz. O problema foi resolto de forma xeral e de maneira independente por Leibniz e por
Jean Bernoulli en 1698. O método usado é o mesmo que se utiliza hoxe en dia. Tamén
foron identificadas as ecuacions diferenciais de primeiro orde exactas, é dicir, as ecuaciéns

da forma,

M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0.

para as cales existe unha funcién z = z(z,y) tal que dz = Mdz + Ndy. Clairut en 1739
0

deu a condicién E;M = (9in . A mesma condicién tamén foi dada por Euler en 1734 de
forma independente. Si se ten que, dz = M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0, como remarcaron
Euler e Clairut, a solucién é z = cte.

Cando unha ecuacién de primeiro orde non é exacta, é posible
nalgtns casos, de que multiplicAindoa por unha funcién axeitada,
chamada factor integrante, se converta nunha exacta. Foi Euler

en 1734 o que se deu conta de que este concepto proporcionaba un

método de integracién e introduciu as expresiéons que hoxe en dia

a b usamos. Podese ler mais sobre a historia das ecuacions diferenciais
en [24].
Figura 2.2: A catena-
ria. Definicién 2.1. (EDO Linear): Unha ecuacién diferencial or-

dinaria de primeira orde dise linear se é da forma,

Y +p(t)y = g(t) (2.1)

onde p e g son funciéns continuas.

2.2. Ecuacion diferencial de Bernoulli

A ecuacion diferencial de Bernoulli é unha ecuacién diferencial ordinaria de primeira
orde, formulada por Jacob Bernoulli (Basilea, 27 de decembro de 1654-ibid, 16 de Agosto

de 1705) tamén conecido por James Bernoulli. Foi un destacado matematico e cientifico
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suizo. As stas contribuciéns 4 xeometria analitica, & teoria da probabilidade e ao calculo
de variaciéns foron de moita importancia.

A partir das concepciéns de Leibniz desenvolveu problemas de célculo infinitesimal. En
1960 converteuse na primeira persoa en descubrir a técnica para resolver ecuacions diferen-
ciables separables. Publicou dous artigos importantes, Curvas Transcendentais(1696)
e Isoperimetria(1700).

A stia obra mestra foi Ars Conjectandi (Arte da conxectura), traballo pioneiro en
teoria da probabilidade. No que introduce a distribuciéon binomial, a cal leva o seu nome.
A obra foi publicada en 1713, oito anos da morte de Jacob, polo seu sobrifio. Pédese ler

mais sobre a sia biografia en [16]

JAC. BERNOULLI,MATH.P}

Figura 2.3: Jakob Bernoulli. Imaxe extraida de [16]

Definicién 2.2. (EDO de Bernoulli): Unha ecuacién diferencial ordinaria de primeira

orde dise de Bernoulli se é da forma,

n

Y +p(z)y = q(z)y

onde p e ¢ son continuas e n € N — {0, 1}, xa que se fose igual a 1 ou a 0 serfa unha EDO

linear.

Vexamos como resolver esta ecuacién diferencial. Primeiro multiplicamos a EDO polo

inverso de y", obtendo,
y "y p(e)y' " = q(w).
Agora fagamos o cambio de variable, v = y' =", para convertela nunha EDO en termos de

v. Derivando, temos, v' = (1 — n)y~"y'. E substituindo,

1
1—n

v+ p(x)v = q(x),
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que como podemos observar agora é unha EDO linear a cal poderiamos resolver co método

de factor integrante que describimos antes e despois desfacendo o cambio de variable.

2.3. Ecuacion diferencial de Riccati

A ecuacion de Riccati é unha ecuacion diferencial ordinaria non linear de primeiro
orde. Francesco Jacopo Riccati (Venecia, 28 de maio de 1676 - 15 de abril de 1754) foi
un matematico e filésofo veneciano. Estudou detalladamente a hidrodindmica sobre a base
da mecanica newtoniana, a cal introduciu no seu pais de orixe. Rechazou a presidencia da
Academia das Ciencias de San Petersburgo en aras da sia retirada e aristocrética vida

No século XVIII, Riccati, estudou esta ecuacion co fin de estudar a hidrodindmica. A
pesar de que a ecuacién diferencial leva o seu nome Jacopo s6 estudou casos particulares
desta. A ecuacién foi expresada e analizada tal e como hoxe en dia a conecemos pola

familia Bernoulli. Pode lerse moito méis sobre este matematico en [17]

Figura 2.4: Jacopo Francesco Riccati. Imaxe extraida de [17]

Definicién 2.3. (EDO de Riccati): Unha ecuacion diferencial ordinaria de primeira

orde dise de Riccati se é da forma,

/

y = p(x) +q(x)y +r(2)y’, (2:2)
onde p, q e T son funciéns continuas.

Vexamos como resolver unha EDO de Riccati. Facemos o cambio de variable y = y1 +u

onde y; é unha solucién de (2.2)) e tendo en conta que u depende de z, u = wu(z). Asi
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obtemos unha EDO de Bernoulli con n = 2. Derivando o cambio de variable,
v =y +u = =y -y,
substituindo y" dado pola expresién ([2.2]) temos,

/

u' = p(x) + q(2)y +r(x)y® -y
facendo o cambio y = y1 + u,

+q(@)(yr + ) +r(@)(y1 +u)? =y

+ q(z)y1 + q(z)u + r(2)y? + 2r(z)y1u + r(x)u® — y)

= (p(x) + q(x)y1 + r(2)y}) — y1 + (9(z) + 2r(2)y1)u + r(z)u?
= y1 — 1 + (a(z) + 2r(2)y1)u + r(z)u?

xa que y1 é soluciéon. Enton chegamos 4 expresion seguinte,

u' — (q(z) + 2r(x)y)u = r(z)u?,

que é unha ecuaciéon diferencial de Bernoulli para v = u(x) con p(z) = —(q(x) + 2r(z)y1)
e q(x) = r(x). Como xa vimos antes, esta pddese reducir a unha EDO linear e resolvela
polo método de factor integrante.

Sexan y1, Y2 € ys tres solucidns particulares da ecuacién de Riccati e y a soluciéon

xeral. Entén,

1 1 1
, Ul = , U2 = ;
Yy—un Y2 — Y1 Ys— 4y
satisfan a mesma ecuacién diferencial, polo tanto,

u =

U — Ul

=C,
Uz — U

onde C' é constante. Substituindo u,u; e us por y,y; e ys esta relacién pode reescribirse

como,
Yy—92 :CyS_yQ.
Y—1y2 Ys — U1
Entéon chegamos a que a solucién xeral dunha ecuacion diferencial de Riccati pode expre-

sarse como unha funcién racional en termos de tres soluciéns particulares.
Reciprocamente, unha funciéon do tipo,
_Chit fo
- ’
Cfs+ fa
onde f; para ¢ = 1,2,3,4 son funciéns de x e C' é unha constante arbitraria, satisfai a

ecuacién de Riccati (pédese probar despexando C' e derivando y).






Capitulo 3

A Monodromia da bicicleta

Sexa unha curva parametrizada da traxectoria da roda dianteira, a(t) en R2. Para
unha lonxitude prefixada, [, e para cada punto da traxectoria da bici, «(t), existen infinitas
posibilidades de direccién de arranque, r, en concreto tantas como puntos na circunferencia
unidade, S!. Por iso, consideramos a familia de circunferencias unidade centradas en cada
instante de «, e identificaremos estas entre si mediante o transporte paralelo (fixémonos que
en curvas pechadas é a identidade). Fixando un punto «(tp) na curva «, pola Proposicién
e as condiciéns ([1.1)) e definimos, para cada instante ¢, o difeomorfismo,

M} : St — 8! (Monodromia da bicicleta). (3.1)

que asigna a cada ro un r(t), onde r(t) é a solucién de (1.4)), que satisfai a condicién inicial
r(tg) = ro. Noutras palabras, M} é o fluxo da EDO (1.4

Que é o que fai a monodromia[ﬂ da bicicleta? fixado un punto inicial da roda dianteira,
a(tg), unha lonxitude desta, I, podemos elixir unha orientacién inicial, ry € S!, e o que

fai é asignarlle a sta orientacién no instante ¢, r(t).

Observacion 3.1. fixada unha direccién inicial nun punto o resto de direcciéns nos restantes
puntos estarian fixadas. O difeomorfismo estd ben definido grazas a que (1.4) estd nas
hipéteses do Teorema de Picard-Lipschitz, polo tanto tense a existencia e unicidade de

solucién.

Na seguinte figura ilustrase 4 esquerda dez posiciéns iniciais diferentes do cadro da
bici, e a dereita a sta posicién final despois de recorrer a roda dianteira a curva pechada

azul,

1T Tokieda suxeriu o termo “opistodromia”.

17
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Figura 3.1: A monodromia da bicicleta. Imaxe extraida de [11]

3.1. A monodromia como unha transformacion de Mobius

A monodromia (|1.6)) é unha transformada de Mobius (i.e., unha transformacién a través
do cociente de funcidns lineais) actuando sobre a circunferencia de radio [. Vexamos isto

formalmente.
Proposiciéon 3.2. A EDO (1.4) € unha EDO de Riccati.

Demostracion. No primeiro capitulo probamos, despois de un cambio de variable, que a
ecuaciéon (|1.6) podia expresarse como:
/ 1 2
p = 27(—172 + 2v1p + vap©). (3.2)

Vemos que é unha EDO de Riccati. QED

Agora, si temos o seguinte sistema linear de ecuacions diferenciais,
X ail ail2 T

Y a1 a22 Y
Aplicando unha proxectivizacion, p, obtemos,

_ Y@

an(H)a(t) + a12(t)y(t)
() i 12

= ag1(t) + ag2(t)p(t) — ar1 ()p(t) — ar2(t)p(t),
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t
polo tanto, a ecuacién de Riccati asociada & proxectivizacion, p(t) = M, é:

z(t)
P'(t) = a2 (t) + (a2 (t) — a1 (t))p(t) — a12(t)p*(t) (3.3)

Teorema 3.3. A solucion xzeral dunha ecuacion diferencial é unha funcion racional linear
(transformacion de Mébius) dunha constante arbitraria se, e sé se, dita ecuacion é unha

ecuacion de Riccati.

Demostracién. Primeiro suponiamos que a solucién p(t) dunha ecuacién diferencial de
aplicar unha transformacién de Mobius a unha constante arbitraria k, i.e., p(t) ten a

forma,
_ kA(t) + B(t)

p(t) = TOEI0) (3.4)

onde A(t), B(t),C(t) e D(t) son funciéns analiticas de t. Se despexamos a constante k da

ecuaciéon temos,
_ B(t) —p(H)D()
p)C(t) — At)’

derivando a ambos lados de (3.5 con respecto a t (vamos a obviar o pardmetro ¢ para non

(3.5)

facer engorrosa a notacién) resulta,
p'(AD — BC) = —p*(C'D — CD') —p(B'C — A'D — C'B+ D'A) — (A'B — AB'),

¢ dicir, obtense unha ecuacién de Riccati.

Por outro lado, suponamos que temos unha ecuacién de Riccati da forma,

P (t) = g(t) +a(t)p(t) +r(t)p(2), (3.6)

e sexa pi(t) unha solucién particular conecida de (3.6)), i.e.,

Phi(t) = g(t) + q(B)pr(t) + r(E)pi (D).

Facendo a transformacién da variable dependente,

p(t) =pi(t) + U(lt) (3.7)

temos,
p'(t) =pi(t) : '(t)
=p — —
vA(t) (3.8)

= g(t) + q(t)p1(t) + r(t)pi(t) —
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tamén nos leva a,
P(t) = g(t) + a(t)p(t) + r(t)p(1)*

— g(t) + ) (Pr(t) + —) + () (pr(E) + Tl

v(t)
igualando (3.8) e (3.6]) chegamos a que,

L @) = () + 21 (B ()

() () T

1 1
o(t) u(t)’
simplificando,

' (t) + (q(t) + 2p1(t)r(t))v = —r(t)

que é unha ecuacién linear en v(t), cuxa solucién é (integrando un par de veces) da forma,

u(t) = ke(t) + ¥(1), (3.10)
onde k é unha cte arbitraria.
De (3.7) e (3.10) concluimos,
1 kp1(t)p(t) +p1(t)y(t) + 1
ko(t) + (1) ko(t) +¥(t)
é dicir, a solucion xeral da ecuacién de Riccati é unha funcién racional linear. QED

Como consecuencia destes resultados temos o seguinte resultado.

Corolario 3.4. (Teorema de Foote): O fluro da l-bicicleta (1.4]) é a prozeccion en St

do fluxo do sistema linear sequinte,
=—= , (3.11)

mediante a aplicacion (en notacion de variable complexa)
52
2
1]
ou de forma mdis explicita, como aplicacién de R%*enR?,

22 —y® 2y
l'2+y27l‘2+y2 )

z=x+iyr—r=

(x,y)|—>r: (

polo tanto, a monodromia da bicicleta (o fluzo de (1.4) ) vén dada polos elementos do grupo

ap+b
de Mébius PSLo(R) de transformacions lineais fraccionarias, p — pt .
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Demostracion. Considerando o sistema linear seguinte,

T ail ai2 T
= : (3.12)

y' a1 G22 Y

t
como xa vimos antes, a solucién (x(t), y(t)) deste sistema proxéctase & soluciéon p(t) = ygti
x
da ecuacion de Riccati seguinte,

P (t) = a2 (t) + (aza(t) — an (8))p(t) — ar2(t)p*(1). (3.13)

Polo tanto o fluxo da ecuacién de Riccati é a proxectivizacion do fluxo do sistema
linear .

Aplicando o mesmo procedemento a , obtemos . Polo tanto o fluxo da ecua-
ciéon de Riccati é a proxectivizacion do fluxo do sistema linear , e dito fluxo
vén dado por unha transformacién de Mobius tal e como vimos no teorema . QED

3.2. A monodromia e a curvatura

Vexamos outro acercamento ao problema reformulando a ecuacién(|1.4)), en este para-

grafo asumiremos que a curva da roda dianteira, «, estd parametrizada polo p.l.a. s.

Definicién 3.5. (Vector normal): O vector normal a unha curva plana regular p.l.a.
a: I — R? é o vector n(s) = J(v(s)), onde v = o/, e onde J é a estrutura complexa en

. .7 . . 7’ 7T
R?, i.e., a rotacién positiva de angulo —.
Asi podemos definir a seguinte base

Definicién 3.6. (Diedro de Frenet): Definimos a base ortonormal positivamente orien-

tada do plano euclideo para cada s, que recibe o nome de Diedro de Frenet.

Estudemos como varian estes dous vectores segundo varie s. Recordemos a Observacion
que nos dicfa que se a curva estd p.la., o/ - o” = v - v/ = 0, sempre (en realidade
bastaria con que a norma de dito vector fose constante). Tal e como definimos o vector
normal (rotacién do vector velocidade) vai a cumprir o mesmo, polo tanto n-n’ = 0. Como
o Diedro de Frenet é unha base ortonormal do espazo euclideo, calquera vector se pode

expresar nesta mediante as proxecciéns en ditos eixos de dito vector. Entén, vexamos que
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expresion terfan os vectores v/ e n’ (xa que querfamos obter informacién de como varfan).

Ademais como v(s) L n(s) para todo s, entén tense que,

d

= - (v(s) ‘n(s)) =

Co cal xa podemos introducir a seguinte definicion,

Definicién 3.7. (Curvatura): Chdmase curvatura dunha curva plana regular p.la.

a: ] — R? 4 funcién & : I — R definida mediante,

Observacion 3.8. Outro modo de achar a curvatura dunha curva plana regular p.l.a. é a

seguinte: Si o : I — R? ten coordenadas a(s) = (x(s),y(s)), entén,
K(s) =a"(s) - J(a'(s)) = (2"(5),¥"(s)) - (=¥/(s),2'(s))
— —2"(s)y/(s) + ¢/'(5)/(s) = det(a(5), 0" (s)).
Asi chegamos 4s seguintes expresions de variaciéns dos vectores do Diedro de Frenet.

Definicién 3.9. (Férmulas de Frenet): As seguintes ecuacions reciben o nome de

Foérmulas de Frenet dunha curva plana,

Observacion 3.10. Vemos que a aceleracién sé ten componente normal que é |k(s)], e esta

¢ igual a [r(s)] = |r(s)[[n(s)l| = [[V/(s)]| = [l (s)]]
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Observacion 3.11. O signo da curvatura indicanos en que sentido rota o vector velocidade

o/(s) = v(s) conforme se recorre a curva a. A seguinte figura ilustra esta observacion.

Figura 3.2: Signo da curvatura. Imaxe extraida de [15]

Sexa agora © o angulo coordenado de r na Referencia de Frenet {v,n}, isto é, r =

exp(i®)v = cos(O)v + sen(O)n (ndtese que O < 7).

Proposiciéon 3.12. r = cos(0©)v + sen(©)n ¢é solucion da EDO da Il-bicicleta (1.4) para

n =2 se, e s se, O(t) satisfai,

0
Demostracion. Usando a coordenada proxectiva, p = tan <2 , a ultima ecuacién convér-

tese na seguinte outra,
K

2

a cal é o resultado de proxectivizar o fluxo do seguinte sistema linear de ecuacions dife-

/

p:

~13

(1+p?),

renciais (co mesmo método visto na seccién anterior),

x ! K x
o l
/ . 1
Yy I Y

QED






Capitulo 4

Clasificacion da Monodromia da

bicicleta

4.1. Clasificacions das transformacions de Mobius

As transformacions de Mobius, cando a curva debuxada pola roda dianteira é pecha-
da (o transportado paralelo é a identidade neste caso), pddense clasificar en tres tipos
diferentes: elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas.

Recordemos que si,

con determinante igual un, entén o seu polinomio caracteristico é,
pa(x) = 2% —tr(A) + 1,

onde tr(A) é a traza da matriz asociada a dita transformacién. Podemos clasificar as
transformaciéns mediante os valores propios e os vectores propios da matriz, xa que es-
tamos nun sistema de ecuaciéns diferenciais linear. As raices do polinomio caracteristico
son os autovalores desta matriz asociada. Podemos diferenciar os diferentes tipos de raices

observando o discriminante do polinomio, D = (tr(A))? — 4:

» D <0 <= |tr(A)| = |a +d| < 2, entén os autovalores de A son complexos, A e
con || A|| = 1.

» D=0<«=|tr(A)] =2, entén A s6 ten un valor propio real de multiplicidade 2.

25
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» D>0<=|tr(4)| > 2, entén A ten dous autovalores reais distintos.
Vamos entén a clasificalas:

» Hiperbdélicas: Son aquelas T4 nas que |tr(A)| > 2. Correspéndense (salvo conxu-

gacién) a matrices da forma,

A0
A=
0 A1
Isto é, son homotecias,
Ta(z) = N2z

Restrinxida ao circulo St = {0H} J{oc} é a homotecia, 7 — A?r. Ten dous puntos

fixos: 0 0 e co. O cero é repulsor e o 0o é atractor.

Figura 4.1: Comportamento hiperbélico. Imaxe extraida de [11]

» Parabdlicas: Son aquelas onde |tr(A)| = 2. Correspéndense coas matrices asociadas

da forma,

Ao restrinxirnos a S temos unha traslacién. Ten un tnico punto fixo, co, que non é

nin atractor nin repulsor.
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» Elipticas: Son aquelas onde |tr(A)| < 2. Correspéndense coas matrices coa forma

seguinte,
a b
A=
—-b a
onde a? +b> =1 e b # 0. Polo tanto,
az+b
T = .
az) —bz+a

Si a = cos(f), b = sen(f), entén a restricién de Ty a St = {0H} J{oo} é rotar 6 e
logo proxectar. Si x € {0H } [J{oo} temos,

a4 b ar +b a b T

—br+a

—bxr +a -b a 1

Aqui, 7 = —;

< |8

1

T4 eliptica non ten puntos ﬁxosﬂ

Figura 4.2: Comportamento eliptico. Imaxe extraida de [11]

1 a a
OO’—>—EGE'—>OO



28 CAPITULO 4. CLASIFICACION DA MONODROMIA DA BICICLETA

4.2. Un caso particular: a circunferencia de radio R

Consideremos agora que a roda dianteira describe unha circunferencia de radio R,

entén temos 3 situaciéns diferentes segundo o radio elixido. Vexamos isto:

= Caso R > 1: A monodromia neste caso é hiperbdlica e a curva traseira é a circun-
ferencia de raio v R2 — 1. Ten dous puntos fixos, polo tanto existen ddas posiciéns
iniciais diferentes nas que a bici debuxa sendas curvas pechadas, tanto como para a

roda dianteira como para a traseira.

Figura 4.3: Monodromia hiperbélica

= Caso R = 1: A monodromia neste caso é parabdlica. Temos s6 un punto fixo, é dicir,
unha soa posicién inicial do cadro da bici para que a roda traseira sexa pechada.
Esta posicion inicial é colocando o cadro da bici ortogonalmente 4 roda dianteira

(como no caso da tractriz). Neste caso particular a roda traseira serfa un s6 punto.

ra

Figura 4.4: Monodromia parabdlica

= Caso R < 1: A monodromia neste caso é eliptica. Non hai puntos fixos, logo nin-
gunha posicién inicial da bici nos da unha curva pechada para a curva que debuxa

a roda traseira.



4.2. UN CASO PARTICULAR: A CIRCUNFERENCIA DE RADIO R

Figura 4.5: Monodromia eliptica
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Capitulo 5

O planimetro de Prytz e a

Conxectura de Menzin

5.1. O planimetro de Prytz

O planimetro de Prytz é un utensilio que nos serve para medir a adrea dunha figura
plana (restrinximonos ao caso bidimensional) a través da sda fronteira, ten unha corres-
pondencia co Teorema de Green. Este instrumento segue o mesmo modelo ca o presentado
anteriormente, vexamos como. O planimetro de Prytz consiste nunha barra, que represen-
ta ao cadro da bici, cuxo extremo ten unha punta afiada que se chama, trazador e, que
representa 4 roda dianteira, mentres que o outro extremo da barra remata en forma de
cicel paralelo 4 barra e, que representaria 4 roda traseira. E parecido a unha machada
de ai o seu outro nome, hatchet planimeter, no idioma anglosaxén. Facendo recorrer
o trazador pola fronteira da figura plana, segundo a orientacién de inicio da barra que
elixamos, o cicel vai debuxando unha curva ata que o trazador chega ao punto de parti-
da. Vemos que o cicel do planimetro non é mais que a monodromia da bicicleta. Agora
vexamos como medir areas con este aparello tan enxefioso. Asi como o trazador empeza e
remata no mesmo sitio, o cicel non ten porqué. Trazamos un segmento co punto de partida
do trazador e o punto inicial do cicel, e outro co punto de inicio do trazador e o punto de
remate do cicel. Pois ben, o dngulo que forman estes dous segmentos, A#, aproximanos
a 4rea da figura plana como, I?Af + O 1) Para que o planimetro de Prytz funcione é
indispensable que a monodromia sexa eliptica, asi #, o dngulo de rotacion, é independente

de onde se inicie o recorrido do planimetro.

31



32 CAPITULO 5. O PLANIMETRO DE PRYTZ E A CONXECTURA DE MENZIN

Figura 5.1: Planimetro de Prytz. Imaxe extraida de [10]
Vexamos de onde sae isto, pero antes lembremos o Teorema de Green:

Teorema 5.1. (Teorema de Green): Sexa o : [a,b] — R2, a(t) = (x(t),y(t)), unha
parametrizacion positivamente orientada dun poligono curvado en R?, e sexa 2 o subcon-

zunto aberto limitado por este. Sexan agora, P,Q : 00 — R, funcions diferenciables,
P = P(:va)7Q = Q(fb’,y) Entén,
aQ OP > k /ti , )
-\ Y) — 7T, dxdy = P(t)x'(t) + Q(t)y ()] dt
//Q<ax< V)= gy wy)dudy =3 | PO+ )]

onde a =ty <t} <..<ty=">b ¢éunha particion de |a,b], tal que, a|y, , ) € diferenciable

para todo i =0, ...,k con P(t) = P(z(t),y(t)) e Q(t) = Q(x(t),y(t)). Se a nosa rexion

€ simple, temos que,
// (8@ — (9P> dmdy:/ Pz’ +Qy.
o\dzr Jy 89

Agora ben, grazas a este teorema, facendo unha escolla axeitada das funciéns P, Q),

podemos calcular a area, A, que encerra a curva da roda dianteira e traseira, que é unha

rexién simple. Vemos que elixindo como P(z,y) = —y e Q(x,y) = x temos,
1 1 d(x) 8(—y)>
S ydetoxdy = - L) RV gaed
2 Joa yox + zay 2//9(83: Oy 4
1
= - 2dxd
2 /Q vy

://dxdy:A
Q
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Polo tanto, chegamos 4 conclusién de que se as coordenadas da curva son (z,y) a drea que

encerra dita curva ven dada pola expresién seguinte,

1
f/ xdy —ydr = A
2 Joa

Agora vexamos que informacién nos aporta isto ao noso modelo. Sexa Ay a drea da rexién
que encerra a nosa curva que debuxa a roda dianteira, e sexa A; a area da rexién que
encerra a nosa curva que debuxa a roda traseira. Sexan (z,y) e (Z,y) as coordenadas da
roda dianteira e traseira respectivamente. As coordenadas da roda traseira vefien dadas
pola expresién en funcién das coordenadas da roda dianteira, (z,y), e do tamano da

bicicleta, ! (estamos omitindo o pardmetro ¢ para simplificar a notacién), é dicir,
(#,5) = (& + Lcos(0),y + Lsen(9))

polo tanto,
(dZ,djj) = (dx — 0'lsen(0), dy + 0l cos(6))

Vamos ver que informacién nos dé a diferenza das expresiéns Ay e Ay, pero antes vexamos
que expresion explicita ten Tdy — §dz.
zdy — gdz = (x + lcos(0))(dy + dfl cos(0)) — (y + Isen())(dx — dlsen(6))

= zdy + dbl cos(#)z + L cos(8)dy + dI? cos?(6)

— ydx + dfl sen(0)y — Isen(6)dx + dfl* sen?()

= zdy + dfl cos(#)x + 2 cos(#)dy — 1 cos(#)dy + dOI* cos(6)

— ydx + dflsen(0)y — 2l sen(0)dx + I sen(0)dx + dbi* sen®(6)

= (zdy — ydzx) + (dOI? cos?(0) + dbI* sen?())

+ (2l cos(0)dy — 2l sen(0)dz) + (—Icos(0)dy + dblsen(0)y +  sen(f)dx + dbl cos(6)x)

= (zdy — ydz) + 12dO + 21\ — ld(y cos(8) — x sen(6)).
Onde A = cos(f)dy — sen(f)dx. Agora achemos a diferenza entre as expresiéns Ay e Ay,
Ag— Ay = ;/xdy—ydac—;/i‘dz}—g]d:ﬁ
= % / xdy — ydx — % / xdy — yda + 12df + 21\ — 1d(y cos(h) — x sen(6))

= %/—ZQdH — 2I\ 4 ld(y cos(#) — x sen(h))

—Z/d@—l/)\—i—;/d(ycos(@) — zsen(f))
——Z/d@—l/)\.
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Onde a udltima igualdade é certa dado que a curva é pechada. A integral [df = 2w
multiplicado polo nimero de voltas que da o segmento entre a roda dianteira e traseira.
A condicién de non esvaramento implica que A = 0, xa que, A = 0 <= cos(f)dy =
sen(f)dr <~ % = tan(#). Polo tanto, no noso modelo teriamos,
12
Ag—Ay=—5 / d

Entén se se cumpre o modelo, A = 0, tense,

12
Ad:—a/d9+At

e se non se cumpre, A # 0, temos,

2
Ad:—g/de—l/A+At (5.1)

Consideramos unha volta enteira do trazador sobre a curva pechada que debuxa a roda
dianteira. Este movemento pode incumprir a restriciéon de que A = 0. A integral, [ A, mide
dita violacién da restricion. En particular, [ A, mide a distancia que recorre a roda traseira
na direccién ortogonal ao cadro, é dicir, canto esvara a roda traseira.

Podemos usar esta férmula para medir a area baixo a curva da tractriz, o exemplo 2
2

visto no Capitulo 1, e darianos que é — v Xa que A =0 e o cadro da bici xira 7'} Tamén
nos di que a area comprendida entre o trazado da roda dianteira e o da traseira, como

podemos ver na seguinte figura, é 7l?.

Figura 5.2: Representacion da area comprendida entre os dous trazados. Imaxe extraida
de [11]

utilizarfamos a ecuacién (5.1) con integrais impropias
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Vexamos agora canto de ben aproxima as areas o noso planimetro. Consideremos que
o trazador empeza nun punto B e remata no mesmo, é dicir, unha volta & unha curva
pechada. Vemos que a roda dianteira debuxaria unha curva pechada, pero non ten porqué
ocorrer o mesmo coa traseira. Polo tanto o cicel non ten porqué rematar na mesma posicion
inicial. A orientacién inicial do cadro e a final forma un dngulo, A#, o cal incumpre a
condicion de non escorregamento. Notemos que A = 0 para todo o movemento excepto
para a ultima parte, na que obtemos integrando o valor de IA#, que non é mais que a
lonxitude de arco que debuxa a roda traseira (cicel) na sda posicién inicial e final. Temos
que observar tamén que, [df = 0, porque o planimetro detense na posicién orixinal sen
facer unha volta completa.

Entoén, usando ([5.1]), quedarianos a expresién seguinte,
Ay =1A0 + A,

Para un valor de A; pequeno é razoable a aproximacién Ay ~ I2A¥.

Agora a cuestién é: canto de boa é esta aproximacién? O erro é A;, que é a &rea
delimitada polo recorrido en zig-zag do cicel méis o arco que se forma entre o punto final
e inicial do cicel (ver figura ) Algunhas posiciéns iniciais son mellores opciéns que
outras, xa que dan diferentes resultados para A;. A suxerencia pola maioria de autores
sobre este tema € a de empezar e rematar no centroide da rexién delimitada polo trazador.

Temos claro que a mellor opcién e empezar no centroide, pero canto de mellor? Sé
Prytz ([25]) e Hill ([I2]) dan suficientes detalles matemédticos rigorosos (ver resumo en
[10]). O seu andlise mostra que, ainda empezando no centroide, non se elimina o erro
cometido. Ensina que, para un punto de partida arbitrario, o erro cometido é da orde de

O(1/1), e empezando no centroide é,
2

R
PAO=Ay(1+ o)t O((d/1)3),

onde R? ¢ a distancia media ao cadrado dos puntos da curva dianteira ao centroide e d é

o diametro da rexion.

Figura 5.3: Representaciéon do planimetro. Imaxe extraida de [11]
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5.2. A conxectura de Menzin

A.L. Menzin, foi un enxeneiro que inventou unha lixeira modificacién do planimetro.
Ademais conxecturou, en 1906, unha relaciéon entre os dous tipos mais importantes de
comportamento da bicicleta (hiperbdlico e eliptico). Nas stias palabras: "Se a lifia media
ao largo da area ¢é longa en comparacion coa lonxitude da bici, entén a trazada da roda
traseira acercarase asintoticamente a unha curva pechada limite. A partir de observaciéns
puramente empiricas, parece que este efecto pode obterse sempre que a lonxitude da
bicicleta non exceda o radio dun circulo de area igual & area da curva da roda dianteira’.

De xeito maéis formal,

Conxectura 5.2. (Menzin): Suporiamos que a trazectoria debuzada pola roda dianteira
¢ unha curva pechada simple, que encerra unha rexién con drea, A. Se A > 7l%, enton a
monodromia M, ten un punto fizo atractor. Ou o que € o mesmo, a monodromia seria

hiperbolica.

Que a drea que encerra a rexion sexa A > 72 non é unha condicién necesaria para que
a monodromia M, sexa hiperbdlica. A seguinte imaxe, na que en vermello sae a trazada

da roda dianteira e en azul a da traseira, é un contra-exemplo disto,

1.0¢

05¢

e

-0.5

Figura 5.4: figura bicicleta con monodromia hiperbdlica
No 2009 probouse a conxectura engadindo unha condicién:

Teorema 5.3. (Teorema de Levi-Tabachnikov): A conzectura € certa se suponemos

que o debuzxa unha curvae convera.

Tampouco é unha condicién necesaria que o sexa unha curva convexa.
Teorema 5.4. Se |k| < 1 (pero |k| non € identicamente 1), entdn a monodromia da
bicicleta M, € hiperbolica.

Corolario 5.5. Para o arbitraria, ca ten monodromia hiperbolica para toda constante c
suficientemente grande.

1
Demostracion. A curvatura K., = —Ka QED
c

2Non se cofiecen condiciéns necesarias sobre a para que a sia monodromia sexa hiperbélica.



Apéndice A

Transformacions de Mobius

As transformaciéns de Mébius (ou transformacions racionais lineais) son as funcions,

T:Cyx — Cy, da forma
az+b

cz+d’
onde a,b,c,d € C e Cy denota a compactificacién de Aleksandrov de C (que se identifica

w="T(z)=

coa esfera de Riemann mediante a proxeccion estereogréfica). Dita transformacién pddese

identificar matricialmente da seguinte forma,

Ténense as seguintes propiedades,
» Ty =Ty se, e sé se, existe X tal que g = \g'.
w Tygo =Ty, 0Ty,

» Sig=1Ientén Ty(z) = z.

Se ad —be = 0 a transformacion é singular (constante), colapsa todo o plano nun sé punto,

xa que (suponamos que a e c¢ son diferentes de cero, xa que se o son é trivial que é cte),

b b
_az+b_a Z+a “ Z+g

cz+d c(z+d> c(z—l—b)
c a

d
excepto para o valor z = —— (¢ # 0) onde T non esta definida. Estamos interesados nas
c

a

transformaciéns non singulares, entén impofiemos a condicién ad — bec # 0. Agora sexa,
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= c=0.
Pola condiciéon de non singularidade temos que ad # 0, polo tanto ambos son dife-

rentes de cero. .
az +
T = =
(2) cz+d oz + 5,

b
onde o = % # 0 e = —. Esta é unha bixeccién continua de C en C. Verifica que,
lim, oo T'(z) = oo. Polo tanto definindo 7T'(c0) = oo temos unha bixeccién continua

de Cy en Cq, é dicir, un homeomorfismo, dado que C,, é compacto.

= c#0.
T estd ben definida para todo z € C\ {—d}. Tense,
c

az+b
cz+d

a
=wel«—=w+# -
C

a
xa que si w = — <= ad — bc = 0. De modo que,
c

dw —b

w;ég:>2’: e C.
c a— cw
. . , a d a
Entén a imaxe de 7' é C\ {} Logo T : C\ {—} — C\ {}, dada por,
c c c
az+ b. Verifica,
+d

limd T(z) = e Zli%o T(z) = %
Z2———

Logo temos un homeomorfismo de Co, en C.

Por todo o anterior tense a seguinte proposicion.

Proposicién A.1. Sexan a,b,c,d € C tales que ad — bc # 0. Definese do sequinte modo

T :Co — C da seguinte forma,

= para c = 0.

T(z) = az; b para todo z € C,
T(00) = oo.
= para c # 0.
T(z)d: ij__z para todo z € C\ {—%},
T(_E) = o0,

T(oo):%
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Enton T € un homemorfismo de Co, en Cy.

Definicién A.2. (Transformacién de Mobius): Chamamos transformacién de Mo6-
bius de parametros a,b,c,d € C e ad — bc # 0 4 aplicacion definida como na proposicién

anterior. Denotamos 4 familia de todas elas como M(Cy).

b
Sabemos que, A\g = ¢’ se e sé se T, = Ty, por tanto T'(z) = azid con ad—bc =K # 0,
cz

temos,

z+
T'(z) =

I\

RSN

+

Sle[sle

é equivalente a T'(z). T” debe cumprir que

VEvE VEVE Lk

co cal podemos imponer a condicién ad — be = 1. As transformacions de Mobius mais

a d b ¢ ad—bc_1

elementais son,
» T(z) = z + a que se chama traslacién,

» T'(z) = az para todo a # 0,
se a € C con |a| =1 chdmase rotacion,
se a € RT denominase como homotecia,

se 1 < a € R noméase como dilatacién,
1 , . .z
» T'(z) = — para z # 0 dendtase como inversién.
z

Toda transformacion de Mobius é composiciéon destas transformaciéns elementais, xa que,

az+b a ad — be

cz+d ¢ clez+d)

donde podemos ver que se compoén dunha traslacion, dunha inversién, unha rotacién e

unha homotecia.

Definicién A.3. (Holomorfa): Unha funcién definida nun subconxunto do plano com-
plexo C con valores en C dise que é holomorfa nun punto do seu dominio se, é diferen-
ciable no sentido complexo nun entorno aberto de dito punto. Se a funcién é holomorfa en
todo o seu dominio dise holomorfa. As veces tisase o termo funcién analitica en lugar

de holomorfa.
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Esta condicion implica que a funcién é infinitamente diferenciable e que pode ser

descrita mediante a sia serie de Taylor.

Definicién A.4. (Conforme): Sexa D C C aberto. Unha funcién f : D — C dise que

é conforme se, f ¢ analitica ou holomorfa e f’(z) # 0 para todo z € D.

Dado que toda transformacién de Mobius é composicién de funciéns elementais, entén
as transformaciéns de Mébius son funcidéns holomorfas, xa que as elementais o son. Son
invertibles e, ademais tefien a util propiedade de que sempre transforman lifias e circunfe-
rencias en lifias e circunferencias, isto ¢, si C' é un circulo ou unha lina entén T'(C) serd un
circulo ou unha lina. Tamén son utiles para levar un dominio non limitado noutro que si
o0 estd, por exemplo o semiplano superior complexo H := {z tal que Im(z) > 0} no disco

unidade con,
1z +1

241
Non preservan xeralmente a forma do obxecto, pero si os dngulos e a orientacion, é di-

T(z) =

cir, son funciéns conformes (analitica = conforme). Pédense ver os diferentes tipos de
transformaciéns que farian no plano complexo, e incluso ver o que farian nunha esfera
identificando Co, coa esfera de Riemann usando a proxeccién estereografica, no seguinte
enlace [I]. Por eso unha transformacion de Mébius pode verse no plano complexo como a
composicion dunha proxeccién estereografica do plano sobre a esfera, seguida dunha ro-
tacion ou desprazamento da esfera a unha nova localizaciéon e finalmente unha proxeccion

estereografica, esta vez da esfera ao plano.

Proposiciéon A.5. M(Cy) € un subgrupo (coa composicion) do grupo dos homemorfismos

do plano complexo ampliado, Cy.

SL(2,C) é o grupo (coa multiplicacién de matrices como operacién) no que os seus
elementos son as matrices cadradas 2 X 2 con entradas complexas e determinante un.

PSL(2,C) = SL(2,C)/{ I}

Corolario A.6. A funcion dada por g — T, € un isomorfismo de grupos entre PSL(2,C)
e M(Cy).

SL(2,R) é subgrupo de SL(2,C), e este & stia vez ten como subgrupo a SL(2,7Z).
M(R) é un subgrupo de M(C).

Corolario A.7. A funcién dada por g — Ty, onde g estd restrinzida d recta real, € un
isomorfismo de grupos entre PSL(2,R) e M(R).

En particular SL(2,R) preserva o semiplano superior H, é dicir, T'(H) = H para T

restrinxida aos niimeros reais.



Apéndice B

Mais ala de Euclides: A Xeometria

Proxectiva

A xeometria estd constituida por proposiciéns e teoremas os cales susténtanse en pos-
tuladosﬂ inducidos pola experiencia. Os cinco postulados de Euclides foron a base da
xeometria grega que dominou a disciplina ata o século XVIII. Destes postulados, o tltimo
-«por un punto exterior a unha recta pasa unicamente unha soa paralela»- converteuse

pronto no mais estudado e polémico obxecto de debate. Debate que dou moitos froitos.

A diferenza dos demais postulados, o quinto non se pode inducir da experiencia, pois
non se pode demostrar empiricamente. Resultarianos imposible trasladarnos ata o punto
mais lonxano que podamos imaxinar para comprobar se as rectas se cortan ou non. Os
esforzos por salvar este escollo recorreron a historia das matematicas ata o século XVIII,
dende o fil6sofo grego Proclo (412-485) ata A. M. Legendre (1752-1833), que dedicou
corenta anos da sta vida a intentar demostrar o postulado das paralelas, pasando por
Girolamo Saccheri (1667-1733) y J.H. Lambert (1728-1777), entre outros moitos. Os
reiterados intentos de demostrar o quinto postulado remitian touzudamente a bucles. En
todos os intentos, de forma encuberta, se utilizaba o resultado a demostrar. Desta forma,
a comunidade matematica foise convencendo de que o quinto postulado era un verdadeiro
postulado independente dos demais, e que, polo tanto, ian a ser initiles todas os intentos
de deducion deste a partir dos outros catro postulados.

Os cinco postulados de Euclides: Aproximadamente no ano 300 a. C. Euclides
escribiu os Elementos, o texto integro de xeometria e mais antigo que se coniece dos exem-

plares completos da historia das matematicas. Este libro, contén os cinco postulados que,

1Un postulado é unha proposicién cuxa verdade admitese sen probas e que é necesaria para servir de

base en ulteriores razoamentos.
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de forma sinxela e loxica, dan lugar 4 xeometria euclidea.

1. Por dous puntos pasa unha tunica lifia recta.

2. Pddese prolongar unha lina recta indefinidamente a partir dunha recta finita.

3. Pdédese trazar unha circunferencia cun centro e radio dados.

4. Todos os dngulos rectos son iguais.

5. Tamén conecido como postulado das paralelas. Orixinalmente enunciouse como: si
unha lifia recta cruza a outras duas rectas e a suma dos angulos interiores é menor
que dous rectos, estas duas rectas, si se prolongan indefinidamente polo lado en que

estes angulos son menores, terminaran cruzandose.

Existen moitos enunciados equivalentes a este quinto postulado, pero quiza o mais
conecido sexa o seguinte: «Por un punto exterior a unha recta s6 pasa unha paralela a

esta». Esa equivalencia estableceuna John Playfair (1748-1819) no ano 1795.

A imposibilidade de demostrar o quinto postulado converteuse no embriéon doutras
xeometrias consistentes e posibles. O froito desa labor foi recollido principalmente por
personaxes como Janos Bolyai (1802-1860), Nicolai I. Lobachevski (1793-1856) e
J.C. Friedrich Gauss (1777-1855), pioneiros na xeometria hiperbélica, un modelo que
satisfai s6 os catro primeiros postulados da euclidea. «Creei un universo novo da naday,

afirmou Bolyai tras o seu descubrimento.

Un punto de inflexién no mundo das matematicas ocorreu un século antes do Rena-
cemento. Os artistas da época intentaron plasmar no papel a realidade tridimensional.
Empezaron a debuxar en perspectiva no papel (plano), coa intencién de dar a impresién
de estar vendo un obxecto no espazo. Ao debuxar en perspectiva xurden dous problemas.
O primeiro é, cales son os puntos de fuga? O segundo é encontrar a relacién real dun
obxecto e a siia lonxitude no lienzo. Por exemplo, as vias dun ferrocarril na realidade son
paralelas, pero nun debuxo en perspectiva non, estas converxen a medida que se afastan
do punto de vista do espectador. Chegan a tocarse no horizonte, como se pode apreciar

na seguinte figura, v é o punto de fuga e H é a lina do horizonte.
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Estes problemas foron resoltos foron resoltos por Brunelleschi, Filippo (1377-1447)
circa 1413, ainda que os primeiros escritos débense a Alberti en 1435. Brunelleschi foi
arquitecto, enxefieiro, orfebre, escultor e inventor italiano. Desenvolveu unha invencién
capital no munda da historia da arte, a perspectiva cénica (ou linear). Dita perspectiva
consiste en representar graficamente sobre un plano un corpo tridimensional proxectado
dende un cono visual imaxinario (cuxo vértice coincide co ollo do espectador) e mediante
linas auxiliares proxectantes (lifias de fuga) que converxen nun punto do horizonte (punto

de fuga). Podemos apreciar este método nas seguintes ﬁgurasEl

A partir de aqui as obras empezaron a cambiar, adquirindo un maior realismo. Xa existian
outros tipos de perspectivas, como a cabaleira (punto de vista dun xinete) usada polos
romanos. Consistia en poier mais baixos os obxectos que estdan preto de nés e con mais

altura os mais afastados. Na Idade Media as pinturas eran esencialmente planas. Por exem-

2Todas as imaxes desta seccién foron quitadas de [26]
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plo a obra pictérica Maesta di Santa Trinita de Cimabue arredor de 1285 confronta

coa obra Trinidad feita polo pintor renacentista Masaccio arredor de 1425.

A partir desta idea de perspectiva conica e algins resultados probados por Kepler en 1604,
Desargues en 1639 e Pascal en 1640, xurdiu a xeometria proxectiva a principios do

século XIX por Grassmann, Mo6bius, Pliicker, Poncelet e von Staudt.

Na xeometria proxectiva o concepto de lifias paralelas é diferente ao da euclidea. Agora
duas linas son paralelas se se encontran nun punto situado no infinito (punto de fuga). Por
este feito, a xeometria proxectiva non pode conter axiomas que se refiran a lonxitudes,
angulos ou congruencias. En particular, a pesar de que a nocién de tridngulo ten sentido
na xeometria proxectiva, non ocorre asi en canto as de tridngulos isosceles e equilateros.
A proxeccién dunha curva calquera, sen embargo, é outra curva.

Este feito propon a interesante cuestién de que clasificacions de curvas son significa-
tivas nesta xeometria. A nocién de circulo, por exemplo, non pertence obviamente a este
tipo de xeometria, dado que a proxecciéon dun circulo non é necesariamente outro circulo:
os circulos proxéctanse de maneira habitual como elipses. A nocién de seccién cénica, sen
embargo, si ten sentido nesta xeometria. Na xeometria euclidea unha seccién conica pddese
definir como unha proxeccién dun circulo sobre un plano. Distintos tipos de proxecciéns

dan lugar a diversas clases de secciéns cénicas.

O infinito na xeometria proxectiva: Os mateméticos que desenvolveron a xeome-
tria proxectiva notaron que era moi cémodo introducir puntos no infinito. Cada lina dun
plano suponse que ten s6 un destes puntos. Duas lifias paralelas calquera suponse que se
cortan nun punto comin do infinito. E suponse tamén que todos os puntos no infinito
descansan sobre unha tnica lifia recta, a «lina no infinito». Esta lifia non contén outros

puntos que os puntos no infinito.
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Destaca que soamente se engade un punto do infinito a cada lina, e non dous, como
poderia suxerir a idea de que unha liha se prolonga ata o infinito en ambos sentidos.
Na xeometria euclidea unha lina recta proléngase cara (sen alcanzalos) dous puntos no
infinito, en dous sentidos, pero non é o caso na xeometria proxectiva: para cada lina, existe
s6 un punto no infinito e pertence & lina.

Os puntos e a lina do infinito foron concibidos para evitar cuestions de paralelismo, que
non é unha nocién da xeometria proxectiva, posto que as proxecciéns poden desbaratalo.
Debido & sta propensién euclidea, a mente humana non pode visualizar de todo o proceso
de engadir eses puntos e esa recta do infinito. O desenrolo da xeometria proxectiva debe
ser axiomatico. Coa inclusién dos puntos do infinito e da recta do infinito, a xeometria

proxectiva podese caracterizar mediante o seguinte conxunto de axiomas:
1. Existen polo menos un punto e unha recta.
2. Se X e Y son puntos distintos, por eles pasa unha tnica recta.
3. Se l e m son rectas distintas, existe un solo punto comin a ambas.
4. Nunha recta calquera, existen polo menos tres puntos.
5. Non todos os puntos estan sobre a mesma recta.

Construccion do espazo proxectivo: Procedemos a crear o espazo proxectivo a
partir dos dous problemas antes citados, puntos de fuga e horizonte. Toda lifa en R? é
paralela a unha (dnica) recta que cruza a orixe. Cada lifia que cruza a orixe corta ao circulo
S' € R? en dous puntos antipodais, e calquera dos dous puntos determina & recta [ que
pasa polo centro. Queremos asignar un s6 punto de fuga para todas as rectas paralelas a [,
identificamos cada punto en S! co seu punto antipodal. O interior de S! é homeomorfo a R?,
podemos ver o semicirculo {(cos(6),sen(f)) : 0 < < w} como o horizonte. Identificamos
(cos(0),sen(0)) con (cos(f),sen(d)), ¢ mais, podemos ver este semicirculo como a recta real
engadindolle un punto, co.Esta mesma idea pode extrapolarse ao espazo tridimensional:
toda lina no espazo é paralela a unha (uinica) recta que pasa pola orixe, e ésta interseca
4 esfera S C R3 en dous puntos antipodais. O interior desta esfera é homeomorfo a R3.
Vemos que todo isto é analogo ao caso anterior. Agora fariamos o mesmo para o caso
n-dimensional, S” € R"™*! para todo n > 0. A definicién usual de n-espazo proxectivo

real, usada en topoloxia alxébrica é o seguinte espazo cociente,
RP(n) =S"/ ~

onde x ~ y (para x,y € S™) se x e y son antipodais.
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O problema agora radica en facer o mesmo pero en vez de no corpo dos niimeros reais
en calquera outro corpo. A idea é distinguir os puntos afins (puntos de F", enténdase como
n copias de F) e os puntos do infinito (puntos de fuga).

Se V' é un espazo vectorial sobre IF, definimos a relacion de equivalencia sobre V' — {0}

por v ~ Vv se existe t € F# con v/ = tv. As clases desta relacién son,
[v] = {tv tal que t € F#} .

Se V é de dimensién finita n e v € V ten coordenadas v = (xy, ..., z,,) nunha certa base,

entén escribimos,
V] = [z0, ..., 2] = {(tzo, ..., tx,) tal que t € F#} .

A [zg,...,z,] chamdmoslle coordenadas homoxéneas de v = (zg,...,x,). Se xo # 0

enton,
€1 Tn
V] = [20, -1y 2] = [1] .
Zo Zo
Vamos a distinguir as coordenadas homoxéneas [z, ...,T,] con xg = 0 das que tefen

xo # 0. Como fixemos con RP(2), definimos o espazo proxectivo sobre un corpo arbitrario

F como o conxunto de todas as lihas que pasan pola orixe en [F”.

Definicién B.1. Se U é un espazo vectorial (n + 1)-dimensional sobre un corpo F. O

espazo proxectivo n-dimensional sobre F definese como,
P(V) =PF(n) = {[v] tal que ve V —{0}} .
Se U C V é un subespazo de V, entén P(U) é o subespazo proxectivo definido por,
P(U) ={[u] e P(V) tal que u e U} .

Definimos como hiperplano proxectivo ao subespazo proxectivo P(U) si dim(U) =
dim(V') — 1.

Por exemplo a lina proxectiva PF é
PF = {[u] tal que u € U — {0}} ,

onde dim(U) = 2. Cando F = C entén PC ¢é a esfera de Riemann, isto é, C identificase
con R? e PC con S?, que é o plano real mais un punto, co.

Vexamos agora como os grupos lineais actiian sobre o espazo proxectivo. Existe unha
razon xeométrica para cocientar SL(V') con SZ(V) e é que a accién de GL ten en conta

as coordenadas homoxéneas dos puntos no espazo proxectivo.
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Teorema B.2. Sexa V' un espazo vectorial (n + 1) — dimensional sobre o corpo F'.

1. Si W € un espazo vectorial sobre F', enton toda transformacion linear non singular

T:V — W determina unha unica funcion (chamada Proxectivizacion),

P(T) : P(V) —s P(W)

[v] — [T],
2. 8iT,S:V — W son transformacions lineares non singulares, enton P(T') = P(S)
se, e s0 se, S = NT para algin \ € F#,
3. Definimos o grupo prozectivo linear como,
PGL(V)=GL(V)/Z(V),
onde Z(V') € o centro de GL(V'). Enton PGL(V) actia fielmente sobre P(V)

4. definimos,
PGL(n+1,k) =GL(n+ 1,k)/Z(n+ 1, k),

onde Z(n+1,k) € o centro de GL(n+1,k). Enton PGL(n+1,k) actia sobre PF(n).
Corolario B.3. PGL(2,k) actia sobre a linia prozectiva PF.

Unha transformacioén linear non singular 7' : F? — F? correspéndese cunha matriz

invertible,

e P(T) : [xo, z1] — [A(xo, 21)] = [azo + bx1, cxo + dx1]. Pero, cxg+ dxy # 0 dado que A é
invertible. Enton, [azo + bx1, cxo + dx;] = {W 1}, de modo que PGL(2, k) actua

cxo + dxy’
sobre PF.
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