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Resumo

O teorema de Picard asegura a posibilidade de aproximar a solucién dun sistema de
EDOs mediante os chamados iterantes de Picard cando a parte non linear é continua e
satisfai unha condicién de Lipschtiz con respecto a variable dependente.

E interesante estudar o que ocorre coa sucesion de iterantes de Picard noutros casos, e
asi, ver se constitien unha ferramenta valida para aproximar solucions.

O traballo consiste en describir a demostraciéon do teorema de Picard baseada no teore-
ma da aplicacién contractiva e analizar o comportamento dos iterantes de Picard en casos
nos que as hipotesis do teorema non se cumplan.

A vista da definicion dos iterantes de Picard é claro que a sta construcion é posible sen
que f sexa lipschitziana con respecto a sta segunda variable(unha das hipoteses do teorema
de Picard). E aqui onde xorden varias cuestions sobre a relacion entre a converxencia dos
iterantes de Picard e a solucién do problema, sabendo s6 que f é continua nun entorno de
(to, 3°).

Responderase a ditas cuestions con contraexemplos ao longo do traballo, utilizando
diferentes condicions suficientes de unicidade local.

A parte tedrica complementarase coa implementacién do método de Picard no ordena-
dor empregando o software matematico Maple. Onde se vera o comportamento dos iterantes
de Picard graficamente, tanto en casos nos que as hipoteses do teorema se cumplan, como

€11 CaSOS 110S que non o faga.

Abstract

Picard’s theorem ensures the possibility of approximating the solution of a system of
EDOs by means of Picard’s so-called iterants when the nonlinear part is continuous and

satisfies a Lipschtiz condition with respect to the dependent variable.
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It is interesting to study what happens with the Picard’s iteration sequence in other
cases, and thus, see if they constitute a valid tool to approximate solutions.

The work consists of describing the proof of Picard’s theorem based on the contractive
application theorem and analyzing the behavior of Picard’s iterants in cases where the
hypotheses of the theorem are not fulfilled.

In view of Picard’s definition of iterants it is clear that their construction is possible
without f being lipschitzian with respect to its second variable (one of the hypotheses of
Picard’s theorem). This is where several questions arise about the relationship between the
convergence of Picard’s iterants and the solution of the problem, knowing only that f is
continuous in an environment of (tg, y").

We will answer these questions with counterexamples throughout the work, using dif-
ferent sufficient conditions of local uniqueness.

The theoretical part will be complemented with the implementation of the Picard
method on the computer using the Maple mathematical software. Where we will see the
behavior of Picard’s iterants graphically, both in cases where the theorems of the theorem

are met, and in cases where it does not.



Introducién

A finais do século XV II diversos mateméticos comezaron a estudar as ecuacions dife-
renciais, ecuacions matemaéticas que relacionan unha funcién coas siias derivadas.

Nas matematicas aplicadas, as ecuacions diferenciais tenen un papel significativo en
disciplinas como a enxeiieria, a fisica, a quimica e a bioloxia. Pero o &mbito no cal as vamos
a tratar neste traballo, son as mateméticas puras, onde se estudan dende perspectivas
diferentes, centrandonos na aproximacion teérica das solucions.

Hai diferentes tipos de ecuacions diferenciais, nos traballaremos coas ecuacions dife-
renciais ordinarias, que contefien unha funcién dunha variable independente e as stas
derivadas. O termo ordinaria tisase en contraste coa ecuacion en derivadas parciais, a cal
pode ser respecto a mais dunha variable independente.

A existencia de solucions é o primeiro paso tedrico, pero dende o punto de vista das apli-
caciéns non é satisfactorio que un problema de valor inicial poda ter méais dunha solucion.
Xorde asi a necesidade de obter condiciéns suficientes para a unicidade de solucién.

Considerando o problema:

y(to) =y

Supoiiendo que f é continua nun entorno do punto (tg,y°), nestas condiciéns sabemos
que f ten polo menos unha solucién nun entorno de tg. Pero como queremos garantizar a
unicidade de solucién debemos esixir méis condiciéns sobre f.

O obxectivo é trasladar o problema de encontrar unha solucion para y' = f(¢,y), y(to) =
yY, ao de encontrar un punto fixo para unha aplicacién adecuada entre espazos de funcions.
Se dita aplicaciéon esta nas condicions do teorema do punto fixo de Banach, enton 3/ =
f(t,y),y(to) = 3° tera unha tnica solucién.

Coas condicions do teorema de Picard podemos garantizar a unicidade baseandonos no
argumento que acabamos de describir. Este sera o resultado central do traballo, que di o
seguinte:

2

Se f: DCRxR" — R" é continua nun entorno do punto (tg,5°) € R x R" e ¢
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X INTRODUCION

lipschitziana con respecto 4 stia segunda variable en dito entorno, entén existe o > 0 tal que
o problema vy’ = f(t,%), y(to) = 3 ten unha tnica solucién no intervalo I = [to — a, tg+ a].
Ademais, dita solucién é o limite uniforme en I da sucesion de iterantes de Picard, que se

define como

$o(t) = 3° para todo t € I
Om(t) = 1" + ftto (8, pm—1(s))ds para todot € I e todo m € N.

Sexa o rectangulo
R={(ty) eRxR":[t—ty |< a[ly -y e < b}.

Suponamos que dita funcién f é continua en R, e lipschitziana en y en R, entén o
problema v’ = f(t,y),y(to) = y° ten solucién local tinica e a sucesién de Picard converxe
a dita solucion.

A vista da definicion dos iterantes de Picard, sabemos que é posible a stia construcion
sen que f sea lipschitziana con respecto & sta segunda variable.

Xorden asi varias cuestions sobre a relacién entre a converxencia da sucesiéon de iterantes
de Picard e a solucién do problema, que se describiran ao longo do traballo con diversos
exemplos e resultados.

Asf como a stia aplicaciéon as ecuacions escalares de orde superior.



Capitulo 1

O teorema de Banach da aplicaciéon

contractiva

A existencia de soluciéns é o primeiro paso tedrico, pero asi mesmo, non ¢ satisfactorio
dende o punto de vista das aplicaciéons que un problema de valor inicial poda ter méis
dunha solucién.

Xorde asi a necesidade de obter condiciéns suficientes para a unicidade de solucién.

Nos cinco capitulos descritos neste traballo utilizaremos diversos resultados do libro

[1].

1.1. Preliminares técnicos

Dado un conxunto X # () dise que unha aplicacion d : X x X — [0, 00) é unha métrica

ou unha distancia se satisfai as seguintes propiedades:
1. Paraz,y € X, d(z,y) =0& =y,
2. Para z,y € X, d(z,y) = d(y, ) ;
3. Desigualdade triangular: Para z,y,z € X, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Un conxunto non vacio X, dotado dunha distancia d recibe o nome de espazo métrico.
O espazo métrico (X ,d) dise que é un espazo métrico completo se as sucesions de Cauchy

son converxentes.



2 CAPITULO 1. O TEOREMA DE BANACH DA APLICACION CONTRACTIVA

Exemplo 1.1. R™ coa distancia euclidiana:

Dados x = (21,22, ..., Tpn), ¥y = (Y1,Y2, .-, Yn) € R™ &

d2(x7y) =

Exemplo 1.2. R" coa distancia infinito:

Dados z = (21,22, -, n), ¥y = (Y1, Y2, .-, Yn) € R™ é

doo(z,y) = maz| x; —y; |:i={1,2,....,n}

Exemplo 1.3. Un exemplo de dimensién infinita é o do espazo das funciéns continuas nun

intervalo: dado un intervalo I C R compacto e non dexenerado definese
C(I,R") ={v:I — R" : v continua en I}

e dadas duas funcions v,w € C(I,R") podemos definir a distancia entre ambas como

méxier [[v(t) = w(t)|oo-

Notemos que a funcion [|v(-) — w(+)||ec € continua en I, que é compacto, de modo que

a definicién anterior é boa.

Exercicio 1.4. Comprobar que a funcion d que acabamos de definir € unha métrica e que

o espazo métrico (C(I,R™),d) é un espazo métrico completo.

Solucion 1.5. Na realizacion deste exercicio contarase coa axuda do libro [2]. Comprobemos

en primeiro lugar, que se trata dunha métrica:
1. d(v,w) > 0, para todo v,w € C(I,R™) ?
d(v,w) = maxer [|[v(t) — w(t)|leo >0

2. d(v,w) =0 < v =w, para todo v,w € C(I,R™) ?

d(v,w) = méxeer |[v(t) — w(t)]|lo = 0 & [Jv(t) — w(t)|loo = 0 para todo t € I <
v(t) —w(t) =0 paratodot € [ & v =w.

3. d(v,w) = d(w,v) para v,w € C(I,R™) ?

d(v,w) = maxer [|[v(t) — w(t)]| oo = mxeer [|[w(t) — v(t)]|0o = d(w, v)
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4. d(v,w) <d(v,z) + d(z,w) para v,w,z € C(I,R") ?

d(v, w) = ||v(t) — w(t)]l
= llv(®) = 2(t) + 2(t) — w(?)lloo
< (@) = 2(D)lloo + [12() — w(t)]]oo)
< d(v,z) 4+ d(

Z,w).
Logo d(v,w) < d(v, z) + d(z,w).

Demostraremos a continuacion, que o espazo métrico (C(I,R™),d) é un espazo métrico
completo:

Sexa { fn }nen unha sucesion de Cauchy en C(I,R™). Isto é equivalente a que a sucesion
{fn}nen cumple a condicion de Cauchy para a converxencia uniforme en I e, en particular,
cada unha das sucesions f,(z) con x € I fixado, é unha sucesion de Cauchy de nameros
reais e, por tanto, converxente a un certo limite real que denotamos por f(x).

Enton sabemos que converxe a unha funcion f no espazo B(I,R"), dada por f(z) =
nﬁnoo fa(2).

Tratase de comprobar que esta funcion f pertence a C(I,R™), é dicir, que é continua.

Imos demostrar que f é uniformemente continua en 1.

Sexa ¢ > 0. A condicion de converxencia de sucesion en B(I,R™) garante a existencia
dun ng € N tal que se n > ng , d(fn, f) < 3.

Daquela || fn(z) — f(2)|| < § para todo = € I.

Fixamos un n > ng e consideramos a funcion f,. Logo, sendo continua nun compacto,
fn € uniformemente continua.

Daquela, existe un ¢ tal que se ||z —y|| <6, enton || fr(z) — fu(y)| < 5.

Ast, se o —yl| < 6, resulta | £(2) — F@)]| < [ £2) = Ful@)|+ 1| fal2)— Ful) |+ 1 Fuw) —
fyl <e.

1.2. O teorema da aplicacién contractiva

Unha vez descritos os preliminares técnicos, damos paso ao resultado mais importan-
te deste capitulo, no que vai estar baseada a demostraciéon do Teorema de Picard que
posteriormente describiremos.

Vexamos previamente a definicion de aplicacion contractiva:

Definicién 1.6. Dada unha aplicacion T dun espazo métrico (X, d) en si mesmo, dise que
T & unha aplicacion contractiva se existe un nimero real K € [0, 1) tal que d(Tz, Ty) <

Kd(z,y) para calquera z,y € X.
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Teorema 1.7 (Teorema de Banach do punto fixo.). Sexan (X, d) un espazo métrico com-
pleto e T : X — X unha aplicacion contractiva(é dicir, d(Tx,Ty) < K(z,y) para calquera
z,y € X sendo K € [0,1)).

Enton T ten un dnico punto fizo(€é dicir, un tunico T € X tal que T =T7T).

Demostracion. (Véxase no libro 3], p.2,3)

Suponamos unha aplicacion T : (M, d) — (M, d) contractiva e (M, d) espazo métrico
completo.

Dado x¢ € M, tomamos x1 = T(xq),x2 = T(x1) = T?(x0),..., x5, = T™(20) = T(2p_1).

Vexamos que a sucesion x, dada por x; = T%(xg) é de Cauchy. En efecto, por ser T
contractiva, tense que existe K € [0,1) tal que d(Tz,Ty) < Kd(z,y) para todo =,y € M.

Por tanto,

d<$n+17fcn) =d(T(xpn), T(vn-1))
S Kd(xna xn—l)
< KQd(xn—ly $n—2)

<

IN

S Knd<{L‘1, $0).

Asi, dado m > n, temos que

Kn

= ﬁd(azl,xo) — 0 cando n — oo.

Por tanto, {x,} é unha sucesion de Cauchy en (M, d).
Como (M, d) é un espazo métrico completo, existe z € M tal que lim z, = z.
n——ao0

Vexamos que z é o unico punto fixo de T.

En efecto,

d(T(2),z) <d(T(z),T(xyn)) + d(T(zn), 2)
< Kd(z,2y) + d(zp+1,2) — 0 do que se segue que T'(z) = z.
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Suponamos que existe w € M tal que T'(w) = w con w # z, por tanto, d(z,w) > 0.
Nese caso, d(z,w) = d(T(z),T(w)) < Kd(z,w) < d(z,w), o cal é unha contradicciéon. O

que proba a unicidade. O

Consideremos o problema:

y = f(t,y)

(1.1)
y(to) = o°

considerando que f ¢ continua nun entorno do punto (tg,y").

Nestas condiciéns sabemos, polo teorema de Cauchy Peano, que f ten polo menos
unha solucién nun entorno de ty. Pois baixo a hipdtese de ser f continua nun entorno do
punto (to,y"), pédese garantizar a existencia, ainda que non necesariamente a unicidade,
de solucion local do problema (1.1). Esté claro que habera que esixir mais condicions sobre

f se queremos afinar o resultado para garantizar, ademais, a unicidade de solucion.

Observacion 1.8. O obxectivo é trasladar o problema de encontrar unha solucion para (1.1)
ao de encontrar un punto fixo para unha aplicaciéon adecuada entre espazos de funciéns. Se
dita aplicacion esta nas condicions do teorema do punto fixo de Banach, enton (1.1) tera

unha tnica solucién.

As condicidns sobre a funcion f coas que poderemos garantizar a unicidade baseandonos

no argumento que acabamos de describir son do tipo que definimos a continuacién.

Definicion 1.9. Unha funcién f : D C R x R® — R" é lipschitziana con respecto &

sta segunda variable uniformemente con respecto & primeira se existe L > 0 tal que

1£(ty) = F& D)o < Llly — Yllo para calquera (t,y), (t,7) € D.

Notacion 1.10. A partir de agora referirémonos a "lipschitziana con respecto & segunda
variable uniformemente con respecto 4 primeira"como "lipschitziana na segunda variable",

por abreviar.

Diremos que f é localmente lipschitziana na segunda variable se para cada punto
(t1,y') € D existe un entorno seu U C D e existe L = L(U) > 0 tal que || f(t,y) — f(£,7) |l
< L|ly — 7|l para calquera (t,y), (t,7) € U.

En ambos casos as constantes L reciben o nome de constantes de Lipschitz.

Exemplo 1.11. As funcions lineais f(t,y) = ay + b para (t,y) € R x R”, onde a € R e
b € R son constantes. Temos || f(Z,y) = f(t,Y)lloc = [[a(y = V)lloc =l @ | [y = Ylloo-

A seguinte proposicion d4 maéis exemplos de funciéns lipschitzianas con respecto & sia

segunda variable.
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Proposicion 1.12. Sexa D C R x R™ un aberto convexo respecto de y € R", ¢ dicir, tal
que se (t,y), (t,y) € D e A € [0,1] enton (t,\y + (1 — \)y) € D.
Se f: D — R™ ¢ tal que ggj

f € lipschitziana con respecto d sia sequnda variable en D.

é continua e acotada en D para i,j € {1,2,...,n}, enton

Demostracion. Sexa M > 0 unha cota para as derivadas parciais de f en D. Para t fixo,
sexa a funcién y — f;(t,y) definida na proxeccion de C' = D[ (¢t x R™) sobre R", que
¢ convexa. Dados (t,y), (t,7) dentro de dito convexo temos, en virtude do teorema do
valor medio, que f;(t,y) — fi(t,y) = Z?:l gg; (t,9)(y; — yj), para algin y do segmento
[v,y] € R".

Asi temos para cada (t,y), (t,y) € C que | fi(t,y) — fi(t,9) |< nM ||y — Y|| para cada
i = {1,2,..,n}, de onde [|£(t,9) — F(9) oo < nM ]y — Tl

Notemos por tltimo que a constante nM non depende do t fixado, de forma que o

resultado esté probado. O
En xeral, referimonos mais a mitudo ao seguinte corolario que & proposicién anterior.

Corolario 1.13. Sexa D C R xR™ un aberto e sexa f: D — R™. Se f: D — R™ € tal que

gg:i ¢ continua en D parai,j € {1,2,...,n}, enton f € localmente lipschitziana con respecto
J

d sua sequnda variable.

Demostracion. Fixado un punto calquera (t,y) € D basta aplicar a proposicién anterior

sobre calquera bola pechada centrada no punto (¢,y) con clausura contida en D. O

Exemplo 1.14. A funcién f : R x R — R definida como f(t,y) = ty? para cada (t,7) €
R2, é de clase C* de modo que é localmente lipschitziana con respecto a y en todo R?
segundo o corolario anterior.

Notemos, sen embargo, que non ¢é lipschitziana con respecto 4 y en todo R2. Se o fose,
existirfa unha constante L > 0 tal que | ty?> —ty? |[< L | y — ¥ | para todo t e calquera
Y,y € R.

af toy? — toy”
En tal caso, fixado tg € R terfamos que gy (fo,y) = lim ————

y—y Y-y
y € R, o cal é unha contradicién pois %5(150, y) = 2toy.

< L para calquera

Exemplo 1.15. A funciéon f : R x R — R definida como f(t,y) =t + \/m para cada
(t,y) € R?, ¢ de clase C* nos semiplanos y < 0 e y > 0, de modo que é localmente
lipschitziana con respecto a y nesas rexiéons. Sen embargo, non é localmente lipschitziana
en y en ningin aberto que corte ao eixo x : en efecto, se f fose lipschitziana con respecto a

y na bola B((to,0),¢) para algin to € R, enton existiria L > 0 tal que teriamos | f(to,y) —
f(t()?y) |S L | y—y ‘ para todo (t()ay)v (t()vy) € B((t070)78)7 é diCiI‘, | V ’ Yy ‘ -V ‘ y‘ ‘S
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L | y — 75 | para todo (to,y), (to,y) € B((to,0),¢), en particular (tomando 7 = 0) seria
VIy| < L|y]| para todo y con (tg,y) € B((to,0),¢), o cal é falso para valores proximos

Vil

a cero de | y |, xa que lim =00
ly]—0 [ Y|

Notemos que o problema aqui é que a derivada da funcion raiz cuadrada non é acotada

en ningtn entorno de cero.
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Capitulo 2

Teorema de Picard

A continuacion enunciaremos e demostraremos o resultado central desta parte.

Teorema 2.1 (Teorema de Picard). Se f : D C R x R" — R" ¢ continua nun entorno
do punto (tp,y°) € R x R™ e € lipschitziana con respecto d sia sequnda variable en dito
entorno, enton existe a > 0 tal que o problema (1.1) ten unha tinica solucion no intervalo
I = [to—a, to+al. Ademais, dita solucion € o limite uniforme en I da sucesion de iterantes

de Picard, que se define como

do(t) = y° para todot € I
Sm(t) =¥ + f;; (s, pm—1(8))ds para todot € I e todo m € N

Demostracion. Por hipotese, existen a > 0,6 >0, M > 0e L > 0 tales que

1. A funcién f é continua no recténgulo

R={(t,y) eRxR" [t —to[< a,]ly =1 e <D}

2. Para cada (t,y) € R tense que ||f(t,y)]|c0 < M;

3. Para calquera (t,y), (¢,y) € R tense que
1F(ty) = F&Y) ][0 < Llly = Ylloo-

Fixemos un valor a € (0, min{a, £+ }] tal que v < + e definamos o intervalo

I = [to — a, to + @] e o conxunto
X ={veC(I,R") :v(ty) = 4°, |v(t) — 4°]|ec <b para todo t € I}.

9



10 CAPITULO 2. TEOREMA DE PICARD

En X consideramos a métrica habitual(definindo d(v, w) := maxey ||v(t) —w(t)| o0 para
v,w € X) coa que X éun espazo métrico completo(por ser pechado no espazo das funcions
continuas coa norma dos maximos).

Agora definimos a aplicaciéon T : X — X onde para cada v € X & Two(t) = 3° +
j;to f(s,v(s))ds para cada t € I.

(I) A aplicacién T esta ben definida. En efecto, se v € X enton (¢,v(t)) € R para todo
t € 1, asi pola condicion 1, a composicion f(-,v(+)) é continua en I e, polo tanto, a funcion
Tv : I — R" esta ben definida. Vexamos que Tv € X.

E claro, pola definicion, que Tv & continua en I e que Tw(tg) = y°.

Pola condicion 2, e xa que (t,v(t)) € R para todo ¢t € R, temos
Il (t,v(t))]|co < M paratodo t € I,

co que
|Tv(t) — 3%l < Ma < b para todo t € I,

e por tanto, Tv € X.

(II) Unha funcién ¢ : I — R™ é unha solucién de (1.1) se e s6 se ¢ pertence a X e
é un punto fixo de T. Se ¢ : I — R™ & unha solucion de (1.1) entén ¢ é continua en I,
o(to) =0, (. ¢(t)) € R para todo t € I(porque o < min{a, £}) e

t

Tot)=1y"+ [ f(s,0(s))ds = p(t) para todo t € I,
to

de modo que ¢ € X e, ademais, ¢ = T'p.
Reciprocamente, se ¢ € X é un punto fixo de T enton (¢, ¢(t)) € R para todo t € I, co
que f(-,(+)) é continua en I, e ademais
t
ot)=Tet)=y"+ [ f(s,¢(s))ds para todo t € I,
to
co que @ é solucion de (1.1).
(III)A aplicacion T' : X — X é contractiva. Sexan v,w € X et € I,t > tg, fixados.

Temos

[Tv(t) = Tw(t)]loo = ‘ / (f(s,v(s)) = f(s,w(s)))ds

to

o0

= 1£(s,0(s)) = f(s,w(s)) ]| ods

t
<L | v(s) = w(s)|oods
to

< aLméx||v(t) — w(t)||oo -
sel

=d(v,w)
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Un razonamento anélogo con t € I,t < g, permite concluir que
|Tv(t) — Tw(t)||oo < aLd(v,w) para todo t € I,

de onde
d(Tv, Tw) = I?Eilx ITv(t) — Tw(t)||eo < aLd(v,w),
€

e como oL € (0,1) por eleccion de «, temos que T é contractiva con constante de contrac-
tividade ¢ = aLL.

(IV) Conclusién. En virtude do teorema de Banach do punto fixo podemos asegurar
que a aplicacion T ten un tnico punto fixo que, ademais, é o limite(considerando a métrica

d) de calquera sucesion da forma

o € X fixado

Ty = Ty _1 para cada m € N.

A sucesion de iterantes de Picard correspondese coa eleccion
zo(t) = ° para todo t € T,

que é un elemento de X.
Notemos, por tltimo, que a converxencia con respecto 4 métrica d equivale 4 conver-

xencia uniforme no intervalo I.

O

Observacion 2.2. O teorema de Banach do punto fixo proporciona unha estimacién para
a distancia entre o iterante m-ésimo e o punto fixo. Isto danos unha estimacién para o
erro cometido ao aproximar a solucién do problema polo m-ésimo iterante de Picard: se
chamamos y : [tg — a, to + @] — R™ & unica solucion do problema(e utilizando as notacions
da demostracion) temos

m

d(pm,y) < éd(qﬁl, ¢o) para cada m € N.
Calculamos .
d(¢1, ¢o) = max f(s,9%)ds|| < aM,
tel ||/, .

e como a constante de contractividade do operador da demostraciéon é ¢ = aL, entén

amtipmpg
d(Pm,y) < ———,
(Pm> ) T ol

ou 0 que é 0 mesmo,
am—l—le

—— para todo t € I e para todo m € N.
1—al

[pm(t) —y()lloo <
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Exemplo 2.3. Exemplo escalar.

Consideremos o problema escalar

Yy =y,
y(0) = 1.

Neste caso f(t,y) = y para todo (t,y) € R%. Como f € C>®(R?) entén f é localmente
lipschitziana en y, asi que, segundo o teorema de Picard o problema anterior ten solucién
local tnica(que xa sabemos cal é).
Construamos a sucesion de iterantes de Picard para este problema.
. . 0 t _ t _
En primeiro lugar ¢o(t) =y + [, f(s:do(s))ds =1+ [jds=1+1.
E facil comprobar que
t2 m
Om(t) =141+ 5+ 4 — — €' cando m — oc.
m)!
Ademais a converxencia é uniforme en calquera intervalo compacto I C R(e isto é asi

a pesar de que a aplicacién que se constriie na demostraciéon do teorema de Picard pode

non ser contractiva se o intervalo é moi grande).

Exemplo 2.4. Exemplo vectorial.
Consideremos o sistema
y1 = —y2,1(0) =1,
Yy = y1,42(0) = 0.

Na nosa notacién temos to = 0,3° = (y?,39) = (1,0) e

f(ta y) = (f1<t7y)af2(t7y)> = (_y27y1)

para todo (t,y) = (¢, (y1,v2)) € R x R2,

E claro que STZ é continua en R? para i,j € {1,2}, de modo que f é localmente
lipschitziana en y = (y1,y2). Podemos aplicar o teorema de Picard para asegurar que o
problema ten unha solucién local tnica e que esta, pode aproximarse pola sucesién de
iterantes de Picard.

Neste caso, ¢o(t) = y° = (1,0) para todo ¢, asi

o1(t) =30 + t f(s,po(s))ds
:(1,0)+/0 f(s,(1,0))ds
=(1,0) + /t(O, 1)ds

0

= (1,0) + (0,t) = (1,1).
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Seguimos calculando

t

da(t) =9 + t f(s,01(s))ds
= (1,0) + /0 f(s,(1,0))ds

= (1,0) —l—/o (—s,1)ds
2

=(1-=
( 27

t),

t

¢3(t) =y + [ fls,¢2(s))ds

to

t t 52
= (1,0)—!—(—/0 Sds,/o (1_5)d5)
t3

t2
*7t - 7)1

—(1-—
( 2 6

t

da(t) ="+ | f(s,¢3(s))ds

t
’ t 83 t 82
—(L.0) + (- / (s — L )ds, / (1 - S )ds)
0 6 0 2
2t 3
( 5+ 13 6),

co que se vai obtendo o desenvolvemento en serie de potencias para a funciéon coseno(na
primeira componente) e para seno(na segunda). Como no caso anterior, a converxencia ¢

uniforme en calquera intervalo compacto.

Exercicio 2.5. Comprobar que o sequinte problema se encontra nas condicions do teorema

de Picard e calcular a sua solucion utilizando a sucesion de iterantes de Picard:

Resolveremos este exercicio no dltimo capitulo do traballo.

E importante recalcar o feito de que a informacion proporcionada no teorema de Picard
é de indole local. En particular, afirmase que a solucién é tinica nun entorno do instante
no que se prefixa a condicién inicial, pero ben pode suceder que a unicidade de solucién
se perda ao considerar entornos mais grandes da condicién inicial. Este comportamento

ilastrase no seguinte exemplo:
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Exemplo 2.6. Problema cunha itinica solucién local e infinitas soluciéns "globais".

Consideremos o problema de valor inicial

A funciéon f(t,y) = 3y§ é de clase C* no semiplano y < 0(que contén a condicion inicial),
de modo que, en particular, f é continua e lipschitziana nun entorno da condicién inicial
(—1,—1). Asi, en virtude do teorema de Picard, podemos afirmar que existe un valor a > 0
tal que o problema ten unha tnica solucion definida no intervalo [—-1 — o, —1 + «].

Separando variables e integrando entre tg = —1 e ¢, chegamos a ver que
y(t) =1

¢ a tnica solucion definida no intervalo [—1 — a, —1 4 a].
Notemos que a funcién y(t) = 2 para todo t € R & soluciéon do problema, pero non é a
tnica solucién que esté definida en todo R pois, por exemplo, a funcién
3 set<0

z(t) = (2.1)
0 set>0,

é outra soluciéon do mesmo problema.



Capitulo 3

Converxencia dos 1iterantes de Picard

Suponamos que a funcién f: D C R x R® — R"™ é continua no rectangulo
R={(ty) eRxR":[t—tg |< ally — 3"l < b}

e tal que || f(t,9)]lco < M para todo (t,y) € R.
En virtude do teorema de Cauchy-Peano sabemos que o problema (1.1) ten polo menos,

unha solucion definida en I = [ty — a, o + a] se tomamos
(0, min{ *b H
a € min{a .
’ "M

Por outra parte, se a funcion f é lipschitziana con respecto a y en R podemos construir
a sucesion de iterantes de Picard e asegurar que esta, converxe & tinica solucién do mesmo
no intervalo I se se verifica que oL < 1, sendo L a constante de Lipschitz.

Esta informacién pode ser esquematizada como segue:

f é continua en R
%

f é lipschitziana en y en R

(1.1) ten solucion local tnica e

a sucesion de Picard converxe a dita solucion.
A vista da definicion dos iterantes de Picard
¢o(t) = y'para todot € I

bm(t) = y° + ftto f(s,¢pm—1(s))ds para todot € I e todo m € N,

é claro que a sta construciéon é posible sen que f sexa lipschitziana con respecto 4 sua

segunda variable. Surxen aqui varias cuestions: sabendo s6 que f é continua nun entorno
0
de (to,y")

15
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(I) Podemos afirmar que a sucesion de iterantes de Picard converxe uniformemente
nalgtin entorno de ty a algunha soluciéon do problema?

(IT) Se a sucesion de iterantes de Picard converxe uniformemente nalgin entorno de ¢,
é o limite unha solucién do problema?

Se algunha subsucesién da sucesion de iterantes de Picard converxe uniformemente
nalgin entorno de tg, é o limite unha solucién do problema?

(III) Se o problema ten solucién tnica nun determinado entorno de g, a sucesion de
iterantes de Picard converxe?

Converxe hacia esa tnica solucién?

Exemplo 3.1 (Contraexemplo para (I)). Consideremos a funciéon f : R? — R? definida

como

—2t sey>t?
flt,y) =
2t sey <0,

e extendida con continuidade & rexiéon intermedia

{(t,y) eR*: 0 <y < ?}.

O problema,

y' = f(ty)

y(0) =0,
ten polo menos unha soluciéon definida nun entorno de ty = 0, xa que f é continua nun
entorno da condicion inicial (0,0).

Construimos a sucesion de iterantes de Picard correspondente: ¢g(t) = 0, para todo t,

t t

o) ="+ [ F(sd0(s))ds = / 2sds = 12,
to 0
t t

0a() =1+ [ fs.r(s)ds = [ (~25)ds = £,
to 0
t t

010 =3+ [ S(ssoao)ds = [ 2sds = 2
to 0

de onde é facil inferir que

t? se m é impar
Pm(t) =

2 P
—1* se m é par,

Asi resulta que:
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= a sucesion de iterantes de Picard non converxe en ningun intervalo;

= as subsucesions converxentes tefien por limite uniforme en todo R ou ben, a funcién
y(t) = t? ou ben, a y(t) = —t2, e ningunha delas ¢ soluciéon do problema de Cauchy

(isto mostra que a resposta 4 segunda pregunta do punto (II) é negativa, en xeral).

Esta claro que deste comportamento da sucesiéon de iterantes de Picard podemos sacar a

seguinte conclusién sobre a funcién f : non hai ningtin modo de definila na rexién
{(t,y) eR?: 0 <y < t?}

de maneira tal que o resultado sexa unha funcién lipschitziana con respecto & y nalgin
entorno do punto (0,0), pois do contrario estariamos nas condicioéns do teorema de Picard
e, polo tanto, a sucesion de iterantes de Picard deberia converxer uniformemente nalgin

entorno de 0.

Exercicio 3.2. Comprobar directamente (usando sé a definicion) que f non € lipschtiziana
con respecto 4y en ningun entorno do (0,0) e que iso € independente da sia definicion na
TETION

{(t,y) eR*: 0 <y <y’}.

Solucion 3.3. Sexa

-2t sey > 2
fty) =
2t sey <0,

Sabemos que o problema 3’ = f(¢,y),y(0) = 0, ten polo menos unha solucion definida
nun entorno de ¢y = 0, xa que f é continua nun entorno da condicion inicial (0, 0), vexamos
agora que non ¢ lipschitziana con respecto a y en ningtn entorno do (0, 0).

Recordemos a definicion de funcion lipschitziana:

Unha funcién f: D C R x R™ — R"™ ¢é lipschitziana na sta segunda variable se existe
L >0 tal que [|f(t,y) = f(t,§)lloc < Llly — Yllo para calquera (t,y), (t,7) € D.

Se o fose existiria unha constante L > 0 tal que ||2t — (—2t)||cc < L||y — ¥/ co-
HQT(—%)IIOO

=i < L estaria acotado por L.

O cal quere decir que o termo

4t
Pero lim —— = oo para todo t # 0.
vy Y — Y
Por tanto f non é lipschitziana con respecto a y en ningin entorno do (0,0) indepen-

dentemente da stia definicion na rexion {(¢,y) € R? : 0 < y < t?}.

Vimos que en xeral, suponendo tinicamente que a funcién f é continua, non cabe esperar
que a sucesion de iterantes de Picard sexa converxente, sen embargo podemos dicir que a
primeira pregunta do punto (II) ten resposta afirmativa. Todo isto precisase no exercicio

seguinte.
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Exercicio 3.4. (a) Suponiamos que f : D C R x R" — R™ ¢é continua nun entorno do
punto (to,y°). Se a sucesion de iterantes de Picard estd ben definida e converze uniforme-
mente nalgin entorno de ty, enton a funcion limite é unha solucion do problema (1.1) en
dito entorno de tg.

(b) Aplicar o resultado do apartado (a) ao problema de valor inicial

Solucion 3.5. A funcion f(t,y) = Sy% é continua nun entorno do punto (0,0) .

Se calculamos os iterantes de Picard, observamos que son todos nulos:

¢o(t) = y° = 0, para todo t

t t
o1(t) =10+ | fls po(s))ds = 0+/ 0ds = 0
to 0

t t
oo(t) = ° + [ Fs,01(s))ds =0+ / 0ds = 0.
to 0

E asi sucesivamente.

Co que concluimos que cos iterantes de Picard, non se pode aproximar ningunha outra

solucion mais que a solucién constante 0.

Por ultimo deterémonos na cuestion (III): suponamos que f : D C R x R" — R” ¢
continua nun entorno do punto (Zg,%°) e que, ademais, o problema (1.1) ten unha tnica
solucién definida nun certo entorno de tg, podemos afirmar que a sucesién de iterantes de
Picard converxe & tinica solucién do problema?

De novo, a resposta € NON, EN XERAL, e para construir un contraexemplo necesita-

mos outra condicién suficiente de unicidade local que non sea a da Lipschitz.

Proposicion 3.6 (Outra condicion suficiente de unicidade local para problemas escalares).

Sexa f: D CR x R = R™ unha funcion continua nun entorno do punto (tg,y°) € R2.
Suporiamos que existe a > 0 tal que:

(1) para cada t € [to, to + a] fizado, a funcion y — f(t,y) € decrecente

(it) para cada t € [ty — a,to] fizado, a funcion y — f(t,y) € crecente.

Enton existe o € (0,a] tal que o problema (1.1) ten unha tnica solucion definida en

[to — a, to + al.
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Demostracion. O teorema de Cauchy Peano garantiza a existencia de polo menos, unha
solucion definida nun certo intervalo I = [tp — «, o + «]. Non é restrictivo suponer que
a € (0,al.
Suponamos que y; : I — R, ¢ = 1,2, son un par de soluciéns distintas definidas en I. Por
ser distintas podemos considerar que existe un punto t; € I,t; # to tal que y1(t1) < yo(t1).
Caso I: t; € (tg,to + ). Como 1(tg) = y° = ya2(to) e as funciéns y;, i = 1,2, son

continuas, existe ty € [tg,t1) tal que

y1(t2) = ya(t2)eyr(t) < yao(t) para todo t € [ta, t1].

Como f(t,-) é decrecente para cada t € [t2, 1] temos

y1(t) = f(t,y1(t) > f(t,y2(t)) = ya(t) para todo t € [ta, t1],

de onde, integrando entre to e t1, chegamos & seguinte contradicion: yi(t1) > ya(t1).

Caso Il : t1 € [tg — a, tg). Demostracion analoga a4 do Caso 1.

Para ver que a unicidade local non é condicién suficiente para a converxencia dos
iterantes de Picard, basta considerar unha funcién como a do Exemplo 1.22 que se
encontre nas condiciéns da proposicién que se acaba de probar.

O

Exemplo 3.7 (Unicidade local non implica converxencia da sucesion de iterantes de Pi-

card.). Consideremos a funciéon f : R? — R? definida como

—2t sey>t?
fty) =
2t sey <0,

extendida con continuidade & rexién intermedia
{(t,y) eR*: 0 <y < t?}

e de tal forma que se encontre nas condiciéns da proposiciéon anterior.
Vexamos como conseguir isto:

Fixado ¢ > 0 temos
—2t sey > 12
y = f(ty) =
2t sey <0,
se queremos que f(Z,-) sexa continua e decrecente en R podemos definila en [O,fQ] como

unha funcién lineal que en 0 vale 27 e en #° vale —2%, asi

4 _
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Notemos, ademais que esta definicion de f fai que f(¢,-) sexa continua e crecente cando

t < 0, de modo que a funcion
—2t se y > t?
f(ty) =92t se y <0,

—%y—|—2t se 0 <y < t?

encontrase nas condiciéns da proposicién e por tanto, o poblema

Y = f(t,y)
y(0) = 0.
ten unha tnica solucién local.

Sen embargo, xa sabemos que non s6 a sucesiéon de iterantes de Picard non converxe,

sendén que os limites das stias subsucesiéns converxentes non son soluciéns do problema.



Capitulo 4

Aplicaciéon as ecuaciéns escalares de

orde superior

Exemplo 4.1 (A ecuaciéon do péndulo). Consideremos un cable de lonxitude I > 0 do que
pende un corpo de masa m > 0. Suponamos que a masa do cable é despreciable frente &
masa do corpo(asi podemos simplificar o problema supofiendo que toda a masa do sistema
se encontra no extremo do cable).

Chamemos

x(t) =lonxitude no instante ¢ do arco descrito polo péndulo e medido dende a vertical
(positivo & dereita da vertical),

6(t) =angulo en radians que forma o péndulo coa vertical no instante ¢(positivo &
dereita da vertical).

A forza que move ao péndulo é a compofiente do peso que actiia na direccién tanxente

ao arco que describe o seu movemento, asi temos (a partir da segunda ley de Newton)
ma”(t) = —mgsend(t),

onde g é a aceleracién da gravedade e o signo negativo aparece porque a forza é de recupe-
racion, é dicir, dirfxese sempre cara a posiciéon de equilibrio.
Xa que z(t) = 10(t) para cada t, chegamos a que a funcion 6(t) debe satisfacer a

ecuacion

0"(t) = —% sen §(t),

que é unha ecuaciéon de segundo orde.
Que condicion inicial é adecuada para problemas deste tipo?
A necesidade de integrar duas veces para determinar a solucion, involucra a eleccion

de duas constantes de integracion. O habitual é fixar o valor da funcién e da sia derivada

21
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nun instante inicial. Nese caso, poderiamos considerar as condiciéns iniciais

que se interpretan como que o angulo no instante 0 ¢ de § e a velocidade angular ¢ 0, ¢

dicir, o péndulo parte do reposo.

Nesta seccién estudaremos a existencia e unicidade local de solucién para o problema
de Cauchy:

yn) = f(t7 y? y/7 "'7yn71))7
y(to) = v,y (to) = y1, .-,y (to) = Yn—1,
onde f: D CRxR” = R,neN,e (to, (Yo, Y1, ---sYn—1)) € R x R™.

O problema (4.1) é un problema escalar de orde n € N en forma normal.

(4.1)

Definicién 4.2. Unha solucion do problema (4.1) é unha funcion escalar y = y(t), de clase

C™ nun intervalo I non dexenerado que contén a tg como punto interior e tal que:
L (t,y(t),y (t),...y" V(t)) € D para todo t € I;
2. y™M(t) = f(t,y(t),y'(t),....,y" D (t)) para todo t € I;
3. y(to) = 0,y (t0) = y1, -+, y" V) (t0) = yn—1.

O seguinte teorema fundamental permite trasladar o estudo dunha ecuacion escalar de
orde n nun sistema de n ecuacions escalares de primeiro orde, ao que se poden aplicar os

resultados precedentes.

Teorema 4.3 (Ecuacions de orde superior como sistemas de primeiro orde.). Sexan f :
D C R x R™ — R unha funcién definida nun entorno de (to, (Yo, Y1,y Yn—1)) € R x R™, T
un intervalo non dexenerado que contén a ty como punto interior e y € C*(I). Os dous
sequintes enunciados son equivalentes:

(i) A funcion y € solucion do problema (4.1) en I;

(ii) A funcion vectorial z(t) = (y(t), ' (t), .., y" " (t)) € unha solucion definida en I do

sistema

2] = 22, z1(to) = Yo,

Zé = z1, Z?(tO) = Y1,

Zn-1 = Zn, zn — 1(to) = yn—2
Z;z:f(tazlaz2a'"azn)v Zn(t[)) = Yn—1-
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Demostracion. (i) = (i7)

Sexa y unha solucion de (4.1) en I e sexa

2(t) = (21(t), 22(t)s oy 20 (1)) = (y(t), 9/ (t), ...,y "L(t)) para todo t € T

Derivando en I temos

Z/ = yn = f(tayayla .“,yn—l) = f(tazlvz”v 7Zn)

n

Por outra parte, tendo en conta a condicién inicial
21(to) = y(to) = y° 2a(to) = ¥/ (to) = ", ..., 2n(to) = y" V(to) = y™.

(i2) = (4)
Sexa z(t) = (#1(t), 22(t), ..., 2n(t)) unha soluciéon en I do sistema. Vexamos que y(t) :=

z1(t) ¢ unha solucion de (4.1).

Derivando en I temos

y" I (t) = 21 () = za(t),
yn(t) = Z;L(t) = f(t7 %15 %2, "'7Zn) = f(tvyaylv “.’yn—l)‘

Utilizando as condicidéns iniciais chegamos a que

y(to) = 21(to) = o,y (to) = 21 (to) = 22(t0) = Y1, -, ¥" (to) = zn(to) = Yn—1)-

O

Corolario 4.4 (Teorema de Peano.). Se a funcion f : D C R x R" — R € continua nun

entorno do punto (to(yo, Y1, ---»Yn—1)) € R x R™, enton existe un entorno de ty no que o

problema (4.1) ten definida polo menos unha solucion.
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Corolario 4.5 (Teorema de Picard.). Se a funcion f: D C R x R — R € continua nun
entorno do punto (to(yo, Y1, - Yn—1)) € R x R™ e, ademais, € lipschitziana con respecto d
variable (y,y/, ..., y”fl)) en dito entorno, enton existe un entorno de ty no que o problema

(4.1) ten definida unha dinica solucion.

Para demostrar ambos corolarios basta ter en conta que o sistema de primeiro orde
equivalente se encontra nas condiciéons do teorema de Peano e de Picard, e utilizar o

teorema anterior.

Exemplo 4.6 (Ecuacion do péndulo.). Apliquemos o estudado & ecuacion do péndulo:

Partindo do problema de Cauchy
0" = — T send, 0(to) = 6o, 0'(to) = 0
=77 , 0(to) = 0o, 0 (to) = b1,
chamamos 21 = 0, 29 = 6’ e temos que o sistema de primeiro orde equivalente é
le = (9/ = Z92, Zl(to) = (9<t0) = 90,
29 =0"=—9senf = —Jsenzy, 2(ty) = 0'(to) = 01.

Observacion 4.7. E facil adaptar os resultados que se acaban de obter para sistemas de
ecuaciéons de orde n en forma normal: non hai méis que transformar cada ecuacién do
sistema no sistema de primeiro orde equivalente para, de novo, razonar sobre un sistema
de primeiro orde en forma normal.

Evitaremos entrar en detalles, pois a notacién é engorrosa, pero veremos como levar a

cabo este proceso nun exemplo.

Exemplo 4.8. Consideremos o sistema de ecuacions de orde 2

Yy =cosyz, w1(0) =1, y1(0) =0,

yy =seny1, y2(0) =3, y4(0) = —1.

Chamemos z1(t) = y1(t), 22(t) = v} (t), asi a primeira ecuacion ¢ equivalente ao sistema

2] = 29, 21(0) =1,

zh =cosya, 22(0)=0.
Chamemos z3(t) = ya(t), z4(t) = y5(t). A segunda ecuacion equivale ao sistema

zh = 24, 23(0) = 3,

/ - J—
zy =seny; =senzy, 24(0)=—L1.
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Finalmente o sistema de partida é equivalente ao sistema de primeiro orde

(

7 = 22, 21(0) = 1,
zh, = cos z3, 29(0) = 0,
zh = 24, 23(0) = 3,
zy =seny; =senzy, 24(0)=—1.

Notemos que a funcion f(t, (21, 22, 23, 24)) = (22, cos z3, 24, sen z1) para todo
(t, (21,22, 23, 24)) € R x R* pertence a C*°(R) asi que, en particular, é localmente lipschit-
ziana en R®. En virtude do teorema de Picard, existe un entorno de g no cal o sistema de
primeiro orde ten definida unha tnica solucién e, por tanto, en dito entorno existe unha

tnica solucién para o sistema de partida.
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Capitulo 5

Implementaciéon computacional do

método de Picard

Nesta seccion realizaremos un estudo grafico do comportamento dos iterantes de Picard
coa axuda do software matemético Maple, comparando a informacién que nos aporta cada

grafico sobre os exemplos mencionados ao longo do traballo.

1. Comezamos considerando un problema non lineal:

y =1+y%
y(0) = 0.
Neste caso f(t,y) = 1+ y? para todo (t,y) € R2.
f € C*(R?) entén, polo corolario 1.12, f é localmente lipschitziana en y.

Logo existe o > 0 tal que o problema ten unha tinica solucién no intervalo I =

[—a, a]. Dita solucion é o limite uniforme en I da sucesion de iterantes de Picard.
Recordemos como se define:

$o(t) = 3° para todo t € I

b (t) = y° + ftz f(s,pm—1(s))ds para todot € I etodo m e N

Construamos entén dita sucesion e vexamos como se comporta.

En primeiro lugar
po(t) = 3° = 0, para todo ¢

t t
$1(t) =10+ | f(s,o(s))ds = 1 +/ ds — t.
to 0

27
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t t t3
gbg(t):yo—i-/ f(s,qbl(s))ds:l—i-/ 1+32ds:t+§.
to 0
t t 83 t3 2*t5 t7
t) = ds =1 1 —)ds =t + — =
o3(t) y—i—/tof(s,qbg(s))s +/0 +(s+3) s +3+ 15 +63

; £, 20 7 Pi Pi
plot({O, t,t+ —,t+ — + +—,tan(t)},t:——l..—l,color
3 3 15 63 2 2

= [BLUE, RED, GREEN, PINK, YELLOW])

151

10 A

_lo,

-15-

Figura 5.1: Grafica dos iterantes de Picard e da solucion

Neste caso, non podemos aproximar a solucién mediante a sucesiéon de iterantes de
Picard, pois non é facil a simple vista, pero separando variables e integrando entre

to = 0 e ¢, chegamos a ver que a solucién do problema é y(t) = tan(t).
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Como podemos ver na Figura 5.1 , a medida que avanzamos nos iterantes de Picard,
a solucion aproximada por estes parécese mais a solucion exacta(que se corresponde

ca cor amarela).

. Consideremos o problema escalar do exemplo 2.3

Yy =y,
y(0) = 1.

Neste caso f(t,y) = y para todo (t,y) € R2.

Sabemos que este problema ten solucién local tnica, pois cumple as hipétesis do

teorema de Picard:
f € C®(R?) entén, polo corolario 1.12, f ¢ localmente lipschitziana en y.

Logo existe o > 0 tal que o problema ten unha tnica solucién no intervalo I =

[—a, . Dita solucion é o limite uniforme en I da sucesion de iterantes de Picard.
Construamos entén dita sucesiéon e vexamos como se comporta.

En primeiro lugar

po(t) = 3° = 1, para todo ¢

t t
P1(t) =" + f(s,¢o(s))ds:1+/ ds =1+t
to 0

2

t t ;
ba(t) =0 + f(s,d>1(s))ds:1+/ l+sds=1+ —.
to 0 2

2 2 t3

¢ ¢
¢3(t) = y° + f(3,¢2(5))d5:1+/1+5+Sd5=1+t++-
o 0 2 276

E facil comprobar que a sucesion de iterantes de Picard é

2 tm

t
¢m(t):1—|—t+§+"'—|—m.

Logo a solucién do problema obtense:

2 m

t
¢m(t):1+t+§+--'+—'—>et cando m — oo.
m!
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2 2 3
plot({l, 14+4 147+ %, 1 +17+ % —+ %, exp(t)}, t=-2.2, color

= [BLUE, RED, GREEN, PINK, YELLOW]J

Figura 5.2: Grafica dos iterantes de Picard e da soluciéon do exemplo 2.3

Como podemos ver na Figura 5.2 , a medida que avanzamos nos iterantes de Picard,
a solucion aproximada por estes parécese mais a solucion exacta(que se corresponde

ca cor amarela).

Ademais a converxencia ¢ uniforme en calquera intervalo compacto I C R(e isto ¢ asi
a pesar de que a aplicaciéon que se constrie na demostraciéon do teorema de Picard

pode non ser contractiva se o intervalo ¢ moi grande).
Vexamos agora a grafica dos erros corespondente.

Observando a Figura 5.3 apreciamos que canto mais avanzamos, menos erro hai, que

é o ideal.
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plot({abs(exp(t) — 1), abs(exp(z) — (1 +17)), abs[exp(t) — (1 +t

2 2 3
-+ t—)), abs(exp(t) — (1 + ¢+ L -+ t—))}, t=-2.2, color
2 2 6

= [BLUE, RED, GREEN, PINK]J

Figura 5.3: Grafica dos erros do exemplo 2.3

3. Consideremos agora o problema do exemplo 2.4 que se trata dun sistema:
Yy = —y2,41(0) =1,
y5 = y1,42(0) = 0.

Na nosa notacién temos ¢y = 0,3° = (y9,9) = (1,0) e

f(tvy) = (fl(ta y)va(ta y)) = (—3/2,y1)

para todo (t,y) = (¢, (y1,y2)) € R x R

E claro que ggjj‘ ¢ continua en R? para i,j € {1,2}, de modo que polo corolario

1.12, f é localmente lipschitziana en y = (y1,y2).
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Logo podemos aplicar o teorema de Picard, co cal existe o > 0 tal que o problema
ten unha tunica soluciéon no intervalo I = [—a, a]. Dita solucién pode ser aproximada

pola sucesion de iterantes de Picard.

En primeiro lugar,
do(t) = y° = (1,0), para todot.

= (1,0) 4+ (0,t) = (1,¢).

Seguimos calculando
balt) =4 + F(s,6n(5))ds
—(1,0)+ /Otf(s, (1,0))ds
= (1,0) + /Ot(—s, 1)ds

to
t t $2
= (1,0) (—/ sds, | (1 ——)ds)
0 0
t2 t3
—(1— =
I-5t=%)
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Como vemos, na primeira compofiente obtemos:

t2 t4 (_l)thm
HN=1— —+ — 4+ .o > 7 -
Gm (1) g Tt (2m)!

Sen embargo, na segunda componente chegamos a:
t3 (_1)mt2m+1

¢m2(t):t+€+"'+m

lot| {1 1—ﬁ 1—ﬁ +i cos(n) |, 1= 2L BL lor—[BLUE, RED, GREEN.
P , > > o . 5 5 \ \ ,

PINK, BLACK, PURPLE, YELLOW]

+6
0.8
0.6
0.4

0.2+

n/ 3 =m _nm O n  ®m  3n \®m
8 4 8 8 4 8 2
~0.21 !

Figura 5.4: Grafica dos iterantes de Picard e da solucion do exemplo 2.4

Logo a solucién do problema é:

t2 t4 (_1)mt2m t3 (—l)mt2m+1
qu(t) = (1—§+E++W,t+€++m) — (Cos(t),sen(t)) cando m — oco.
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Ademais a converxencia é uniforme en calquera intervalo compacto.

Botémoslle un ollo 4 grafica dos erros, para ver o seu comportamento:

2 4
plot[‘labs(cos(t) —1), abs(cos(t) — (1 — %J], abs(cos(t) — (l — é + lt—z])}, t=
- % . %, color=[BLUE, RED, GREEN ]

11

Figura 5.5: Grafica dos erros do exemplo 2.4

4. Consideremos o problema do exercicio 2.5

/

y =
y(1)

SaiS

1.

Sexa f:(0,00) x (0,00) C R x R" — R"™.

Sabemos que f é continua para t € (§,00) con 0 < § < 1.
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Ademais é localmente lipschitziana, basta tomar L > %.

Logo existe o > 0 tal que o problema ten unha tinica solucién no intervalo I =

[l — a,1 + a]. Dita solucién é o limite uniforme en I da sucesion de iterantes de
Picard.

2 2 3
plot({], 1+ 1In(), 1 + In(z) + % 1+ In(s) + m% + %, t}, p

=0..2, color=[BLUE, RED, GREEN, PINK, YELLOW]J

21 -
1
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0.5 1 1.5 2
t
,l,
_2—

Figura 5.6: Grafica dos iterantes de Picard e da solucion do exercicio 2.5

Construamos entéon dita sucesion:

En primeiro lugar:

do(t) = y° =1, para todo ¢
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2
plot({abs(t — 1), abs(z — (1 + In(2))), abs[t — (1 + In(s) + %D

In’ (1)

2
abs[t— [1 +In(s) + 0@ 4
2 6

J)}, t=0.2, color=[BLUE,

RED, GREEN, PINK] )

|

1.5

0.5

Figura 5.7: Grafica dos erros exercicio 2.5

t . )
¢2(t) = yo + /to f(S, ¢1(8))ds =1+ /1 1_'_(1:(8)(15 =1+ ln(t) + ln2(t)'
t t In?(s) 9 3
3(t) = 10+ | [ (s, a(s))ds = 1+ / s Z"(Si T3 g 1+ln(t)+ln2(t)+ln G(t).
to 1
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E facil comprobar que a sucesion de iterantes de Picard é

In2(t)  In3(t) In™(t)
2 T

dm(t) =1+ In(t) +
Logo a solucién do problema obtense:

— ™ — ¢ cando m — oo.

In?(t) n In3(t) - In™(t)

Om(t) =1+ 1In(t) + 5 5 -

En canto & Figura 5.6 podemos apreciar como a medida que avanzamos nos iterantes

de Picard, a solucién exacta se parece mais & soluciéon aproximada por ditos iterantes.

Da mesma forma, na Figura 5.7 observamos que ao avanzar o erro cada vez é menor,

é dicir, aproximase canto méis ao 0.

. Vexamos agora o problema do exemplo 2.6 que nos recalca que o teorema de Picard
afirma a existencia dunha tnica solucién nun entorno do instante no que se prefixa
a condicién inicial, pero se consideramos entornos mais grandes, poden existir méis

soluciéns do problema, co cal se perderia a unicidade.

Consideramos o problema:

A funcion f(t,y) = 3y§ é de clase C* no semiplano y < 0 (que contén a condiciéon
inicial), de modo que, en particular, f é continua e lipschitziana nun entorno da
condicién inicial (—1, —1).

Asi, en virtude do teorema de Picard, podemos afirmar que existe un valor o > 0 tal

que o problema ten unha tnica solucion definida no intervalo I = [-1 — a, —1 + «a].
Calculemos os iterantes de Picard:

En primeiro lugar:

Po(t) = y? = —1, para todo ¢

t

¢1(t):y0+/t f(s,gbo(s))ds:—1+/ 3(—1)%ds:2+3t.

0 —1

wlo

t t
¢2(t)=yo+/t f(37¢1(8))ds:—1+/ 3(2+35)§d5:_§+3(2+3t)

0 -1
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5
o= thiecewise[t <—%,—(abs(2 3.2, >—%, (abs(2 +3-1)) ° J

wln

14>piecewise(t < - %’ 2 4+34%3, - % <243 [|5/3j @

3 2
N @

5/3
2+ 3¢ -
! | 3

243yt <2
<t

plot({ “1,3142,—1+ 3”’% t3}, t=-1..1, color= [BLUE, RED,

GREEN, YELLOW] )

-1 _——=05 0 0.5 1

Figura 5.8: Grafica dos iterantes de Picard e da soluciéon do exemplo 2.6

Neste caso non podemos aproximar a solucién mediante a sucesiéon de iterantes de
Picard, pois non é facil a simple vista, pero separando variables e integrando entre

to = —1 e t, chegamos a ver que
y(t) =1’
é a unica solucion definida no intervalo [-1 — a, —1 + a/.

E polo teorema de Picard sabemos que o limite uniforme en I da sucesién de iterantes

de Picard é dita solucion.

Notemos que a funcién y(t) = > para todo t € R & solucién do problema, pero non
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5 5
o= thiecewise[t <—%,—(abs(2 3.2, >—%, (abs(2 +3-1)) > J

t—»piecewi,ve(t < - %, -2 +3 t|5/3, -

plot({abs(t3 — (—l)), abs(t3 — (3~t—|—2)), abs[fg_ ('1 +MJ)}’ 4

% <2 +31|5/3j @)

5
=-1..1, color = [BLUE, RED, GREEN])

7

6

Figura 5.9: Grafica dos erros do exemplo 2.6

é a unica solucién que esté definida en todo R pois, por exemplo, a funcién

3 set<0
x(t) = (5.1)
0 set>0,

é outra soluciéon do mesmo problema.

Como conclusion xeral, o que podemos apreciar nas graficas dos iterantes de Picard

e da solucién dos problemas anteriores, é que:

En entornos proximos 4 condicion inicial (g, y°), canto mais avanzamos nos iterantes
de Picard, maéis se parecen a solucién exacta e a soluciéon aproximada por ditos

iterantes.
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En canto aos erros, o que nos interesa é que se aproximen canto méis ao 0, e asf o fan
en todos os casos, vexamos as graficas que amosan os erros dos problemas anteriores

xa mencionados.

6. Vexamos agora o que ocorre coa sucesion de iterantes de Picard, cando f non é

lipschitziana con respecto a y en ningin entorno da condicién inicial.

Consideremos a funcién f : R? — R? definida como

-2t sey > 12
fty) =
2t se y <0,

e extendida con continuidade & rexion intermedia
{(t,y) eR*: 0 < y < t?}.

O problema
y = f(ty)
y(0) =0,
ten polo menos unha soluciéon definida nun entorno de tg = 0, xa que f é continua

nun entorno da condicién inicial (0, 0).

Construimos a sucesion de iterantes de Picard correspondente:
¢o(t) = 0, para todo t.

Seguimos calculando:
t t
or(0) =1+ [ Jls.on(s)ds = [ 2sds =2,
t 0
: t
0a() =1+ | fsson(o)ds = [ (2905 = 2,
¢ 0
' t
oa(t) ="+ [ Fls.0a(s))ds = [ 2sds =2
to 0
Logo, como vemos a sucesion de iterantes de Picard correspéndese con:

t2 se m é impar
—t? se m é par,
Asi resulta que:

= a sucesion de iterantes de Picard non converxe en ningtn intervalo;
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= as subsucesions converxentes tenen por limite uniforme en todo R ou ben, a

funcion y(t) = t? ou ben, a y(t) = —t>

de Cauchy.

, e ningunha delas é solucién do problema

Polo que a conclusién que sacamos sobre a funcién f é que non hai ningtin modo de
definila na rexion
{(t,y) eR?: 0 <y < t?}

de maneira tal que o resultado sexa unha funcién lipschitziana con respecto a y
nalgtin entorno do punto (0,0), pois do contrario estariamos nas condiciéons do teo-
rema de Picard e, polo tanto, a sucesion de iterantes de Picard deberia converxer

uniformemente nalgin entorno de 0.

. Con este mesmo exemplo que acabamos de resolver, podemos garantizar a unici-
dade local facendo unha nova definiciéon da funcién f que cumpla as condiciéns da

proposicién 3.6.

Fixado t > 0 temos

—2t :seth2
y— ft,y) =
2t sey <0,

se queremos que f(¢,-) sexa continua e decrecente en R podemos definila en [0,%2]

como unha funcién lineal que en 0 vale 2f e en 7 vale —27, asi

4
fty) =—Jy+2L

Notemos, ademais que esta definicion de f fai que f(¢,-) sexa continua e crecente

cando t < 0, de modo que a funcién

—2t sey2t2
f(ty)=q2t sey <0,
—2y+2t se0<y<t

Pero a sucesién de iterantes de Picard non converxe, nin os limites das stas subsu-

cesions converxentes son soluciéons do problema.

Co cal vemos que se non estamos nas condiciéns do teorema de Picard, a sucesion de
iterantes de Picard non converxe uniformemente en ningtn entorno de ¢y a ningunha

solucién do problema.
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