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Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Estadistica e Investigacion Operativa

Titulo: Estimacion de conjuntos y convexidad

Breve descricién do contido

Los conjuntos convexos y las funciones convexas desempenan un papel
importante en muchas areas de las matematicas y la estadistica. La
convexidad combina intrinsecamente la geometria, el algebra lineal,
el andlisis y la topologia de varias formas. La nocién de convexidad
es fundamental, por ejemplo, en la programacién matematica, en el
subcampo de la programacioén lineal y, més generalmente, en la pro-
gramacion convexa. Los problemas de optimizacién convexa son inhe-
rentes a muchos métodos estatisticos y de aprendizaje automatico que
requieren la minimizacién de una funcién de pérdida dada. Pero mas
alla de su papel en los problemas de optimizacién subyacentes, la con-
vexidad también es relevante en otras areas de la estadistica, como
la estimaciéon de conjuntos. En la teoria de la estimacion de conjun-
tos, en la que el objetivo es estimar un conjunto, como el soporte de
una distribucion, a partir de una muestra (o diferentes funcionales
asociadas a ella), se suelen imponer restricciones de forma. La conve-
xidad es probablemente una de las méas importantes y ha dado lugar
a una considerable cantidad de literatura sobre el tema. El objetivo
de este TFG es que el alumno/a realice una revision del papel de la

convexidad en la estimacién de conjuntos.
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Resumen

Uno de los propositos fundamentales de la estimacion de conjuntos consiste en reconstruir un
conjunto, como el soporte de una distribucion, a partir de una muestra aleatoria de puntos (o de
diferentes funcionales asociadas a ella). Para que la estimacion pueda realizarse sera necesario
imponer ciertas restricciones geométricas. Una de las mas importantes es la convexidad. En
el presente trabajo estudiaremos su relevancia basandonos en el articulo Brunel, V.-E. (2018).
Methods for Estimation of Convex Sets. Statistical Science, 33(4), 615-632.

Abstract

One of the fundamental purposes of the set estimation is to reconstruct a set, such as the
support of a distribution, from a random sample of points (or different functionals associated
with it). In order for the estimation to be performed, certain geometric constraints must be
imposed. One of the most important is convexity. In this paper, we will study its relevance based
on the paper Brunel, V.-E. (2018). Methods for Estimation of Convex Sets. Statistical Science,
33(4), 615-632.
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Introduccion

La convexidad es un concepto fundamental en mateméaticas con miltiples aplicaciones préc-
ticas en diferentes campos como la optimizacion, la teoria de juegos, la teoria de conjuntos o la
estadistica. Nos centraremos en su aplicacion en la teorfa de la estimacion de conjuntos, donde la
convexidad es una de las principales restricciones de forma a considerar, ya que permite obtener
estimaciones mas precisas y acertadas del conjunto desconocido.

Las herramientas matemaéticas que emplearemos a lo largo del trabajo se engloban en el campo
de la estadistica no paramétrica y de la geometria. Ambas desempenan un papel fundamental en
la estimacién de conjuntos, por un lado la estadistica no paramétrica proporciona métodos flexi-
bles para analizar y describir caracteristicas de los conjuntos sin necesidad de hacer suposiciones
especificas sobre la distribucion de los datos, mientras que la geometria facilita instrumentos para

definir y representar la forma y la estructura de los conjuntos.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se pretende dar una visiéon general acerca de la estimaciéon de conjuntos. Se
establece la notacién y se recuerdan ciertos conceptos que se emplearan a lo largo del trabajo.
Se definen dos tipos de distancias entre conjuntos que seran herramientas clave para medir la
similitud entre la forma de los conjuntos. A continuacion se estudian ciertas restricciones de
forma, abordando con mayor detenimiento el caso de los conjuntos convexos que constituye la
base principal del trabajo.

El Capitulo 2 se centra en la estimacién del soporte de una muestra aleatoria, se estudia la evo-
lucién y el comportamiento de los distintos estimadores. Primero sin imponer ninguna condicién
geométrica al conjunto y luego centrandose en la propiedad de convexidad.

Para concluir el trabajo, en el Capitulo 3 se presenta un estudio de simulacién en el entorno de
programacion R sobre dos de los estimadores del soporte analizados en el Capitulo 2, esto permite
evaluar la eficiencia de los estimadores mencionados en situaciones practicas. En el Anexo A se

recogen los cédigos empleados para llevar a cabo dicha simulacion.
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Capitulo 1

Estimacion de conjuntos

La estimaciéon de conjuntos es un area de la estadistica no paramétrica en la que la geometria
juega un papel esencial. Asi, la forma de los conjuntos y las distancias entre ellos tienen una
importancia primordial en el problema que nos ocupa. Algunas de sus aplicaciones son el analisis
cluster, la teoria de control, el procesamiento de imagenes y el reconocimiento de patrones, entre
otras. La estimacion de conjuntos hace referencia a un problema estadistico de estimacion de un
conjunto desconocido S C R a partir de una muestra aleatoria de puntos X, = {X1,..., X,,},
cuya distribuciéon esta intimamente relacionada con S, y que se denotara como Py.

Este problema engloba casos como son la estimacion del soporte, o determinados funcionales
relacionados como, por ejemplo, el perimetro. También puede tener interés la estimaciéon de los
conjuntos de nivel. A lo largo de este trabajo nos centraremos principalmente en la estimacion
del soporte y de algunos funcionales, como son la medida o el area superficial. Si carecemos
de informacion sobre el conjunto que nos interesa estimar, nos veremos obligados a emplear
estimadores flexibles que sean capaces de abordar de manera eficiente una gran variedad de
situaciones. Por otro lado, si limitamos la familia de conjuntos a estimar, podremos considerar

mejores estimadores que se adapten a las restricciones de forma impuestas.

1.1. Notacién y conceptos previos

Antes de profundizar en mayor detalle, vamos a introducir cierta notacién que sera empleada
a lo largo del trabajo y a recordar conceptos que, si bien son previamente conocidos, resultan
fundamentales para su posterior uso. Consideramos el espacio euclideo d-dimensional R¢, dota-
do del producto interno (-,-) y la norma || - ||. La medida de Lebesgue d-dimensional se denota
por p. Sea A C R% un conjunto no vacio y compacto. Entonces A°, A, int(A) y OA represen-

tan el complementario, la clausura, el interior y la frontera de A respectivamente. Sea A C R¢
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compacto, se dice que A tiene frontera de Lipschitz si 0A es "suficientemente regular", en el
sentido de que puede ser considerada como la grafica de una funcién continua de Lipschitz. Se
dice que f : X — Y es una funcién continua de Lipschitz entre espacios métricos si existe una
constante K > 0 tal que dy (f(x1), f(z2)) < Kdx(x1,x2) V1,22 € X, donde dy es una medida
de distancia entre puntos en Y y dx es una medida de distancia entre puntos en X. B(z,7) y
é(m,r) denotan la bola cerrada y la bola abierta de centro x y radio r respectivamente. Para
simplificar la notacion By B identifican a B (0,1)ya B (0,1) respectivamente. Ademés se tienen
las siguientes igualdades B = B(0,7) y rB = é(O, T).

Dados A y C contenidos en R? se define la suma de conjuntos como A+C = {a+c:a € A,c €
C}. Se define la proyeccién métrica sobre un conjunto compacto A C R? como la aplicacion
pa: R — A que asocia a cada x € R? el tinico punto de A que estd a minima distancia de .
Dados 2 e y € R? se denota como [z,y] el segmento cerrado que une z e y y se define como
[z,y] = {Ax+ (1 — Ay} : 0 < A < 1}. Analogamente se define segmento abierto (z,y), como
(z,y) = {Az+ (1 — Ny} : 0 < A < 1}. Se denotara como I4 la funcion indicadora o funcion
caracteristica de un conjunto A y la notacion | | se usa para representar el valor absoluto. Una
transformacion afin invertible 7" es una aplicacién que preserva lineas paralelas y razones entre
distancias a lo largo de una linea, ademas existe una aplicacion inversa que deshace la transfor-

macién original.

Recordemos ahora la definicién de dos tipos de convergencia. Sea {X,},,c {1,2,..} una sucesion
de variables aleatorias y X otra variable aleatoria, todas ellas definidas en el mismo espacio de

probabilidad (2, A, P).

Definiciéon 1.1. Diremos que {X,,} converge de forma casi segura o con probabilidad 1 a X y
lo notaremos X,, —» X si:

P(weQ: lfm Xn(w):X(w)>:IP’(lim Xn:X>:1.

n—oo n—oo

Definicién 1.2. Diremos que {X,,} converge en probabilidad a X y lo notaremos X,, Ly X si

Ve > 0, h;m Plwe:|X,(w)—X(w)|<e)= h;m P X, —X|<e)=1.

El tipo de consistencia en la mayor parte de los resultados de la estimacién de conjuntos es
de la forma:
D(Sp,5) nroo, 0, ya sea en probabilidad o de forma casi segura, donde D denota la distan-
cia considerada entre conjuntos, de lo que hablaremos en la proxima secciéon y S, denota el
estimador del conjunto S construido a partir de la muestra. Se dice que S,, es un estimador con-

sistente si D(Sy,S) — 0 en probabilidad y se dice que es un estimador fuertemente consistente
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si D(Sp,S) — 0 con probabilidad uno. Los resultados mas interesantes hacen referencia a una
convergencia de S, hacia S del tipo:

D(S,,S) = Op(R,) o D(S,,S) = O(R,) con probabilidad uno, donde R,, es una secuencia
numeérica tal que R, — oo, y O denota el orden de convergencia mientras Op denota el orden

en probabilidad.

1.2. Distancias entre conjuntos

A lo largo de este trabajo se emplearan las dos distancias siguientes, acorde a los resulta-
dos mencionados. La distancia de Hausdorff cuantifica la proximidad fisica entre dos conjuntos
mientras que la distancia en medida es util para cuantificar la similitud en cuanto a contenido.
Sin embargo, cualquiera de las dos distancias son ttiles para medir la similitud entre la forma de
los dos conjuntos. Para escribir las definiciones que veremos a continuacién nos hemos apoyado
en [12].

1.2.1. La distancia de Hausdorff

Nos centraremos en el espacio euclideo d-dimensional R?, dotado del producto interno (-, )

y la norma || - ||.

Definiciéon 1.3. Sean A y C dos subconjuntos no vacios y compactos de un espacio métrico R?.

Se define la distancia de Hausdorff entre A y C' como:

du(A,C) = méx {sup d(a,C),supd(c, A)} ,
acA ceC

donde
d(a,C) =if{|la—c| : c€ C}.

Podemos garantizar que dg esta bien definida ya que la distancia de Hausdorff se restringe
a subconjuntos no vacios y acotados. En caso de no restringir la distancia de Hausdorff a sub-
conjuntos cerrados, podria darse que la distancia de Hausdorff entre dos conjuntos fuese cero
aunque estos no sean iguales. Véase el ejemplo que se muestra en la Figura[I.I] donde A es un
conjunto cerrado, pero C' no.
Se puede definir la distancia de Hausdorff de forma equivalente haciendo uso de los conceptos

de e-vecindad que definimos a continuacion.

Definicién 1.4. Sea A un subconjunto no vacio, compacto de R?. Se define la e-vecindad abierta

de A como:
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Figura 1.1: A= B(0,1); C = A\ (0,0)

B(A,e) = {z € R : d(x, A) < €}

Definicién 1.5. Sea A un subconjunto no vacio, compacto de R%. Se define la e-vecindad cerrada

de A como:
B(Aye) ={z e R¥:d(x,A) < e}

Por tanto, tenemos la siguiente definicion.

Definiciéon 1.6. Sean A y C dos subconjuntos no vacios y compactos de un espacio métrico R?.

Se define la distancia de Hausdorff entre A y C' como:
dp(A,C)=inf{e >0: AC B(C,e) y C C B(A,¢)}.

Véase ilustrado en la siguiente Figura[T.2]

Figura 1.2: e4 = inf{e > 0: A C B(C,¢)} (Imagen extraida de [12])

Como ya mencionamos las Definiciones y son equivalentes, se puede consultar la

demostracion de esta equivalencia en [19].

Otra definicion alternativa para la distancia de Hausdorff en un espacio métrico R es a partir
de las operaciones morfologicas dilataciéon y erosiéon de un conjunto. Este enfoque se basa en la
teoria de la morfologia matemaética. La morfologia matemética es una teoria y técnica para el

analisis y tratamiento de las estructuras geométricas, basada en la teoria de conjuntos, la teoria
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de reticulos y la geometria integral. Es de especial utilidad en problemas donde la forma sea la
caracteristica mas relevante. El objetivo de las transformaciones morfolégicas es la extraccion
de estructuras geométricas relevantes del conjunto sobre el que se opera, mediante la utilizaciéon
de otro conjunto de forma conocida denominado elemento estructurante. Se puede consultar
més informacion acerca de este campo en el libro |22|. A lo largo del trabajo definiremos y
emplearemos las siguientes operaciones morfologicas: la erosion, la dilatacion, la apertura y el
cierre de un conjunto. Las bases teéricas de la morfologia matematica se asientan sobre la suma

y la resta de Minkowski que definimos a continuacién.

Definicién 1.7. Sean A y C dos subconjuntos de R%. La suma de Minkowski se define como,
AoC={a+c:ac A ceC}.

Notar que la Deﬁnici()n es equivalente a la suma de conjuntos dada en la Seccién 1.1 de
notacién y conceptos previos, pero se denotara como @ al hablar de suma de Minkowski para

mantener la notacién usual empleada en el campo de la morfologia.

Definiciéon 1.8. Sean A y C dos subconjuntos de R%. La resta de Minkowski se define como,
AcC={z:{z}dC C A}.

Para cualquier A € R se verifica que:
AC ={)Xc:ceC}.
Se emplea la notacion A @ {z} para denotar a la traslacion del conjunto A por el vector z. Una
vez dados estos conceptos se pueden definir los operadores dilataciéon y erosiéon. La dilataciéon
y la erosiéon son operaciones que modifican un conjunto A al interactuar con un elemento es-
tructurante. La dilataciéon actia expandiendo el conjunto. El elemento estructurante se coloca
sobre cada punto del conjunto, y si el elemento se superpone con algiin punto del conjunto, ese
punto se agrega a la dilatacion. Intuitivamente se puede pensar como si se "inflase" el conjunto,
haciendo que abarque més espacio. Por otro lado, la erosién actia reduciendo el conjunto. Al
colocar el elemento estructurante sobre cada punto del conjunto, solo conserva los puntos que
coinciden completamente con el elemento. Intuitivamente se puede entender como que el conjun-
to se "recorta" para adaptarse a la forma del elemento estructurante. La forma en que se dilata
o erosiona el conjunto depende del elemento estructurante, en este contexto se va a considerar

como elemento estructurante las bolas d-dimensionales.

[e]
Definicién 1.9. La dilatacion de un conjunto A C R? con el elemento estructurante B(0,7) se

define como la unién de bolas abiertas de radio r con centro en A, es decir,

U Blz,r) = A.

T€EA

[e]
Definicién 1.10. La erosiéon de un conjunto A C R? con el elemento estructurante B(0,7) se

[}
define como el lugar geométrico de puntos de z tales que B(x,r) esta contenida en A, es decir,
[}
{z: B(z,r) C A}.
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A A®rB AorB

e]
Figura 1.3: Dilatacion y erosion del conjunto A con el elemento estructurante B(0, )

Si el elemento estructurante es é (0,7), la dilatacion y la erosion de un conjunto A por el
elemento estructurante es equivalente respectivamente a la suma A & TB v a la resta AS rB de
Minkowski definidas anteriormente. Véase la Figura[l.11
Como mencionamos anteriormente existe una tercera definicion de la distancia de Hausdorff

formulada en términos de la operacién morfolégica dilatacién.

Definicién 1.11. Sean A y C' dos subconjuntos no vacios y compactos de un espacio métrico
R?. La distancia de Hausdorff entre A y C se define como:
da(A,C)=inf{e>0: ACC@eBy C C AP eB}.

Acabamos de ver tres definiciones equivalentes para la distancia de Hausdorff, y su uso de-

penderé del contexto o del area que estemos abordando. La equivalencia entre las Definiciones

y es debido a esta igualdad:
B (Aye) = {JreRd:d(w,A) <5} = U B (z,¢€) —A®eB
x€A

que se puede consultar en [12].

1.2.2. La distancia en medida

Definimos esta distancia en el siguiente espacio de medida (R%, B, i), donde B denota la
o-algebra de Borel de RY.

Definicion 1.12. Sean A y C' C B. La distancia en medida entre A y C' se define como:
4u(A,C) = p(AAC)
donde AAC denota la diferencia simétrica entre A y C,
AAC = (A\C)U(C\ A).

Véase ilustrado en la siguiente Figura La diferencia simétrica también puede ser expresada
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como se muestra a continuacion:

AAC = (AUC)\ (AN Q).

Figura 1.4: AAC

Cabe destacar que en el caso bidimensional R? nos referimos a la medida de Lebesgue p como
area y en el caso tridimensional R? nos referimos a ella como volumen. Ademés la medida de

Lebesgue podria reemplazarse por otra de mayor interés en el problema.

1.3. Condiciones geométricas

Las condiciones geométricas juegan un papel esencial en la estimaciéon de conjuntos. Desde
un punto de vista geométrico, la familia de los conjuntos cerrados en R% es muy amplia e in-
cluye conjuntos extremadamente complicados, "monsters parade" referencia de [6]. Esto hace
que las aproximaciones de la mayoria de dichos conjuntos mediante métodos estadisticos no sean
demasiado efectivas. Por esta razén es necesario imponer ciertas restricciones de forma que per-
mitan identificar diferentes clases de conjuntos cuyas aproximaciones estadisticas sean mejores.
Estudiaremos desde la mas restrictiva que es la convexidad, a la més flexible y analizaremos las
relaciones que existen entre ellas. Empleamos [12], [6] y [20] como referencia fundamental tanto

para establecer las definiciones como los resultados que trataremos en esta Secciéon 1.3.

1.3.1. Convexidad

Definicién 1.13. Un subconjunto A C RY se dice convexo si Vz e y € A, [z,y] C A.

Definiciéon 1.14. Se dice que un vector z € R? es una combinacion lineal de los vectores
T1,T2,T3, ..., Tk Sl existen A, ..., \p € R tales que z = Zf: Aix;. Ademas se verifica lo siguiente:

Si >, Ai =1 entonces se dice que = es una combinacion afin de los ;.
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Si para cada A; con ¢ =1, ..., k se verifica que A; > 0 entonces x es una combinacioén positiva de
los z;.
Si se verifican ambas condiciones a las vez, es decir, > " A\ = 1 y parai = 1,...,k A\; > 0,

entonces se dice que z es una combinacién convexa x;.

A partir de estes conceptos se tiene la siguiente caracterizacion:

Proposicion 1.15. Un conjunto A es convezo si, y sdlo si, cualquier combinacion convexa de

puntos de A estd en A.

Definicién 1.16. Sea A C R? un subconjunto no vacio. La envolvente convexa o cierre convexo
de A, conv(A) es el conjunto de puntos de R? que pueden escribirse como combinacién lineal

convexa de una cantidad finita de puntos de A.

De la Definicion se tienen las siguientes propiedades:

1. A C conv(A)
2. Si A C B, entonces conv(A) C conv(B)

3. conv(A) es convexo: dados = e y € conv(A) y A € [0,1], existen 21, ..., Tk, Y1, ..., Ym € A,

ALy ooy Ay 15 oo, fin, > O tales que Zf:l M=y i ipmi=1y 21‘21 Nixi =, D0 iy =y
Por tanto,

Az + (1= Ny = )‘Z?zl i+ (1= A) 200 payi
veamos que esta combinacion lineal es convexa, es decir que sus coeficientes son no nega-
tivos y suman 1. Lo primero es evidente que se verifica y lo segundo lo comprobamos a
continuacion:

AV N+ (=N =M+ (1 -N1=1

Teorema 1.17. Sean A y B C R% no vacios.

1. Si A es convexo, entonces A=conv(A).

2. La envolvente convera de un conjunto de puntos A es el menor conjunto convero que
contiene a dichos puntos, es decir, es la interseccion de todos los conjuntos convexos en los

que A estd contenido.

3. conv(A)+conv(B)=conv(A+B)
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Demostracion. Para 1 ya sabiamos que A C conv(A). Supongamos que A es convexo y veamos
que conv(A) C A. Si x € conv(A) entonces existen x1, ...,z € A, A1, ..., \x > 0 con Zle =1

y Zle Aix; = x. Aplicando induccién sobre k tendriamos:

= Si k=1, entonces z € A.
» Si k=2, entonces = € [r1,x2] C A (por ser A convexo).

» Supongamos por hipotesis de induccion que si y € conv(A) se escribe como combinacion
lineal de menos de k puntos de A, entonces y € A. Tomemos = € conv(A), si \y = 0,
entonces podemos aplicar a x la hipotesis de induccion, luego x € A. Si A\p = 1, entonces
ALy ey Ak—1 = 0, luego = es combinacion lineal convexa de un solo punto de A, por tanto
x € A. Supongamos ahora que \; € (0,1). Entonces:

T =Y i = (1= ) 5 2w+ A

El miembro de la derecha es combinacién lineal convexa de Zf;ll lj‘—i\kxz y k. Como A es

. -1 N . -1 N
convexo, bastard probar que Ele T f;k x; € A para ver que x estd en A. Pero Zle T j‘;\k x;

es combinacién lineal convexa de xz1,...,xp_1 € A, entonces por hipotesis de induccion

k=1 )\
dlim1 Ton i € A.

Para 2, denotamos por D(A) a la interseccion de todos los conjuntos convexos de R¢ que
contienen a A. Como A C conv(A) y conv(A) es convexo, entonces D(A) C conv(A). Reci-
procamente, sea C' C R? un conjunto convexo con A C C. Tomando envolventes convexas,
conv(A) C conv(C) = C (por el apartado 1). Como C' es cualquier convexo que contiene a

A, tendremos que conv(A) C D(A) probando asi la igualdad.

Para el apartado 3, veamos primero que conv(A + B) C conv(A) + conv(B): Sea = €
conv(A + B), entonces existen ay,...,ax € Ay by,...,bp € B, A\, ..., A\ > 0 con Zle Ai=1
y Zle Ai(a; +b;) = x. Asi,
Zle Ai(a; +b;) = Zle Aia; + Zle Aib; € conv(A) + conv(B)

Reciprocamente veamos que x + y € conv(A + B)Vx € conv(A),y € conv(B):
Existen aq,...,ax € Ay by, .c.;bm € B, A1, .oy Mg, 415 -oes fim > 0 con Zle o= =1,
S Nai =y S b = y. Asi,

w4y = (07 ) (i M) + (5 M) (T, myby) = > Aipg(ai +bj).

i=1,....kj=1,..,m
El miembro de la derecha es una combinacién lineal convexa de a; +b; € A+ B, ya que

los coeficientes Ajj; son no negativos y suman 1. Por tanto, x + y € conv(A + B).
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Uno de los resultados fundamentales sobre la generacion de las envolventes convexas es el
Teorema de Caratheodory En la Deﬁniciénno se establece ninguna restriccién sobre
el namero de puntos de A necesarios para la combinacién convexa. Sin embargo el Teorema de
Caratheodory nos indica ctial es el niimero maximo de puntos requeridos. A continuaciéon se

muestra el Lema que se empleara en la demostracion del Teorema de Caratheodory.

Lema 1.18. z1,...,z; € R? son afinmente dependzentes sty solo st existen aq,...,ar € R no

todos nulos tales que ZZ 1 =0y ZZ 10T = 0
Teorema 1.19. (Caratheodory) Si A C R? y 2 € conv(A), entonces x es combinacion lineal

conveza de puntos de A afinmente independientes (a lo sumo n + 1 puntos de A).

Demostracion. Sea x € conv(A), que sera de la forma x = Zle Aix; para ciertos xi,...,x €

A, M, .., A\ > 0 con Zle Ai = 1. Elegimos esta combinacién lineal lo méas corta posible, en parti-

cular \; > 0 Vi. Por reduccion al absurdo, supongamos que z1, ..., ¢ son afinmente dependientes,
%

por el Lemal|l.18] existen ayq,...ar € R no todos nulos tales que Zle a; =0y Zle a;x; = 0.

Salvo reordenacién de los indices podemos suponer que,
)"“ —mln{ t/a; > 0}
Si escribimos & como combinacién lineal convexa de x1, ..., xr_1 tendremos una contradiccion ya
que se habia supuesto la combinacién original lo méas corta posible.
T = Z?:l NiT; = Zf:_ll(Al — ;\Y—Zai)xi + Zk 1 A ;T + ATk

i=1 ay

Los dos tdltimos términos en el miembro de la derecha suman 0, ya que,
%
k—1 X A A A k A
iy ’“azwz + Aewp, = 5F Z 1 oL + a—’;akxk = a—’; i T = i 0=0.

Por tanto, solo nos queda ver que el primer término del miembro de la derecha es una combina-

ci6on lineal convexa.

S = 2e) = Y i M) — A i (Bras) =123 =120 =1,

luego solo queda ver que cada coeficiente A\; — ’“ FQ; €s 1o negatlvo
s Sia; >0, entonces 2& < 2i Jyego \; — 2k, > 0
i ) ap = a; g i ap = Y-
= Si a; =0, entonces \; — ’\—’“al =) >0.
= Siqa; <0, entonces 2k >0 > A& Jyego 2k, < A
i ) PR g a =N

O

El Teorema resume unas propiedades generales de los conjuntos convexos que permiten

comprender como se comporta la envolvente convexa frente a propiedades topoldgicas basicas.

Teorema 1.20. Sea A C R?,
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1. Si A es convexo e int(A) # (), entonces int(A) y A son converos.
2. Si A es abierto, entonces conv(A) es abierta.
3. Si A es acotado, entonces conv(A) es acotada.

4. Si A es compacto, entonces conv(A) es compacta.

5. Si A es convexo e int(A) # 0, entonces int(A) = int(A) y int(A) = A.

Otro resultado igualmente sencillo e importante sobre envolventes convexas es el siguiente:

Teorema 1.21. (Randon) Todo subconjunto de puntos afinmente dependientes de R?, en par-
ticular, cualquier conjunto con al menos n + 2 puntos, puede expresarse como la union de dos

conjuntos disjuntos cuyas envolventes converas tienen un punto en comun.

A partir de ahora cuando se hable de cuerpo convexo nos estaremos refiriendo a un conjunto
convexo y compacto de R? no vacio. Se denotara por K4 la coleccion de todos los cuerpos
CONVEXOs.

Dentro de la familia de los conjuntos convexos en R, la familia mas sencilla son los politopos.

Definicién 1.22. Un politopo en R? es la envolvente convexa de una cantidad finita de puntos.

Se denotard como P.

Esta Definicién es la generalizacién d-dimensional del concepto de poligono convexo en

R? o de poliedro convexo en R3.
De manera alternativa, se puede definir como:

Teorema 1.23. (Teorema Principal de los Politopos) Todo politopo es la interseccion de una
cantidad finita de semiespacios cerrados. Ademds, toda interseccion acotada de una cantidad

finita de semiespacios cerrados es un politopo.

La aproximacion de cuerpos convexos generales por politopos es una herramienta muy tutil

en numerosas ocasiones.

Teorema 1.24. (Teorema de aproximacion) Sea A C R? un cuerpo convero que contiene el
origen en su interior. Entonces, para cada X > 1, existe un politopo P € K% verificando que
PCACAMP.

Recordando el apartado 2 del Teorema la envolvente convexa de un conjunto A C RY
es la interseccion de todos los conjuntos convexos de R? que contienen a A. Es posible refinar
este resultado tomando una intersecciéon en una familia menor, a cambio, debemos imponer que

A sea compacto.
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Teorema 1.25. Sea A C R? un compacto no vacio. La envolvente conveza de A es la interseccion

de todos los semiespacios cerrados de R que contienen a A.

Se puede obtener una caracterizacion de la envolvente convexa de un conjunto a partir de
sus puntos extremos mediante el Teorema de Krein-Milman

Definicion 1.26. Sea A C R¢ convexo. Un punto z € A se dice extremo de A si no existen
x1, T2 € A tales que x € (z1,x2). Se representa por extr(A) = {z € A| x es un punto extremo de

A} y suele llamarse el perfil de A.

Teorema 1.27. (Teorema de Krein-Milman en R?) Sea A C RY un compacto convexo no vacio.
Entonces, A = conv(extr(A)).

Otra clase de conjuntos convexos que distinguiremos son los conjuntos convexos con frontera
"suave". De forma intuitiva se entiende que la frontera de un conjunto convexo es "suave", en
el sentido de que no presenta cambios abruptos como esquinas o aristas pronunciadas, sino que
la frontera posee cierta regularidad. Se dice que la frontera de estos conjuntos tiene curvatura

positiva, notar que en el caso de los politopos la frontera tiene curvatura 0.
En 8] se presenta la siguiente condicién que garantiza la suavidad a la frontera:

Condicion 1.28. 9A es suave si para cada © € OA existe un unico 6(x) € O(B) tal que
(y,0(x)) < (x,0(z)) Yy € A y para alguna constante a € R se verifica que |0(z) — 0(y)| < alx — y|
Vz,y € 0A.

1.3.2. «-convexidad

Un conjunto cerrado A se dice que es a-convexo si existe un « > 0 tal que A puede ser
expresado como la interseccién de los conjuntos complementarios de todas las bolas abiertas de

radio « que son disjuntas con A, es decir, A = C,(A) donde,

Co(A) = N (int(B(z, a))°, (1.1)

int(B(z,a))NA=0

denota la envolvente a-convexa de A.

La envolvente a-convexa de un conjunto A satisface que Cy(A) C Cyr(A) para todo o < .
Ademés, bajo ciertas condiciones de A, véase 23| se puede probar que C,,(A) tiende a la clausura

de A cuando « tiende a 0 y tiende a la envolvente convexa de A cuando « tiende a oo.
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Figura 1.5: Conjunto a-convexo

Consideremos la relacion entre convexidad y a-convexidad. Si A es convexo y cerrado entonces
A es a-convexo para todo o > 0, como se puede observar en la Figura Si el interior de la

envolvente convexa es no vacio, entonces el reciproco también es cierto, como se prueba en [23].

Figura 1.6: A conjunto convexo y a-convexo para todo a > 0. B conjunto no convexo pero a-

convexo para todo a < r. C conjunto ni convexo ni a-convexo para ningin « > 0.

Alternativamente se puede definir la a-convexidad de un conjunto A en términos de operacio-
nes morfologicas, en particular a través del cierre de un conjunto, intimamente relacionado con
los operadores dilatacion y erosion que ya definimos anteriormente. Se puede tratar de recuperar
la forma orginal de un conjunto erosionado, si una vez realizada la erosion, se realiza una dila-
tacion, esta operacion es conocida como apertura. Del mismo modo, si se efectiia una dilatacién
seguida de una erosion, se esta realizando una operaciéon conocida como cierre. La dilataciéon y
erosion no son operadores inversos, por tanto es importante destacar que tanto el cierre como la

apertura pueden no coincidir con el conjunto original.

En base a lo mencionado anteriormente a continuacion se define la a-convexidad mediante el
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cierre con respecto a 109 (0, ). Entonces, el conjunto A es a-convexo si
A=(A®aB)eaB (1.2)
Para poder llegar a esta definicion, en primer lugar definimos los operadores cierre y apertura.
Definiciéon 1.29. El cierre de un conjunto A con respecto a B (0,7) se define como
(Aor ]_53) orB
Definicion 1.30. La apertura de un conjunto A con respecto a é (0,7) se define como

(Acr B)&r B

Al igual que ocurria con la dilatacién y la erosion, el cierre y la apertura son el resultado de

la interaccién entre el conjunto de interés y un elemento estructurante. En este caso particular,
(o]

ambas definiciones toman como elemento estructurante la bola abierta B (0,r). En las Figuras

y se muestra el cierre y la apertura de un conjunto A.

-

~N-
n

~

(AsrB)orB

Figura 1.7: Dilatacion y erosion que conducen al cierre de A.(Imagen extraida de [12])

AorB AerB orB

Figura 1.8: Dilatacion y erosion que conducen a la apertura de A. (Imagen extraida de [12])

Probamos entonces que el cierre de un conjunto A coincide con la Deﬁnici(’)nde envolvente
a-convexa, para « = r, es decir la siguiente igualdad,
(Aor B)or B= N (B (z,7))". (1.3)

{B(zr):B(z,r)NA=0}
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Para ello empleamos las propiedades que se citan a continuacién. Las operaciones cierre y
apertura son crecientes, idempotentes y duales entre si con respecto a la toma de complementa-
rios, esto es, <AC@T‘B> @®rB=(A@rB)orB)°y <ACEBTB> orB=((Aer B)@&r B)“.

[¢] o o
Se dice que A es morfologicamente cerrado con respecto a B (0,7) si A= (A®r B)©or B,y
[¢] o o
morfologicamente abierto con respecto a B (0,7) si A=(ASr B) ®r B.

La apertura de A coincide con los puntos de todas las bolas B(x,r) que estan completamente

contenidas en A, es decir,

(A@ré)@réz U B (y,7).
Jo3(y,r)CA
Esta ecuacién junto con la dualidad con respecto al complementario de la apertura y el cierre
demuestran

1.3.3. Propiedad de rodamiento

A continuacién se introduce la condicién de rodamiento libre.

Definiciéon 1.31. Sea A ¢ R? un conjunto cerrado. Se dice que la bola aB rueda libremente en

A si para cada punto de la frontera a € 0A existe algin x € A tal que a € B(z,a) C A

Intuitivamente se entiende que un conjunto cerrado A verifica la propiedad de rodamiento si
una bola puede rodar libremente, por el interior, a lo largo del perimetro, teniendo contacto con
todos los puntos de este. De manera anéaloga, se puede definir "la propiedad de rodamiento exter-
na'" pero aplicando la Deﬁnici(’)n a Ac. Vease una representacion en la Figura Se trata de
una propiedad de suavidad que se establece desde una perspectiva exclusivamente geométrica,
sin utilizar explicitamente conceptos de diferenciacién. Si se desea obtener una interpretacion

adicional en términos de propiedades de diferenciabilidad, véase |23].

La condicién de rodamiento garantiza cierta regularidad en la frontera del conjunto como
muestra el siguiente Lema|1.32| Las demostraciones de los resultados que veremos a continuacioén

se pueden encontrar en Pateiro-Lopez (2008, Appendix A) [12].

Lema 1.32. Sea A C R? un conjunto cerrado no vacio. Suponiendo que una bola de radio o > 0
rueda libremente en A. Entonces, int(Ac) = A¢ y OA = JA°.

El Lema vincula las nociones de a-convexidad y propiedad de rodamiento.

Lema 1.33. Sea A C R? un conjunto cerrado no vacio. Suponiendo que una bola de radio o > 0

rueda libremente en A y en A¢. Entonces, A y A¢ son ambos a-convexos.



16 1. Estimacién de conjuntos

Figura 1.9: D es un conjunto que no tiene propiedad de rodamiento ni "propiedad de rodamiento
externa", E' es un conjunto que no tiene propiedad de rodamiento pero tiene "propiedad de

rodamiento externa". (Imagen extraida de [6])

La implicacion inversa del Lema no es cierta, es decir, podemos encontrar conjuntos A

y A¢ que sean ambos a-convexos, pero que no satisfagan la propiedad de rodamiento en A y en

Ac. Témese como ejemplo la Figura |[1.10| donde los conjuntos A = BU {z} y A¢ = R?\ B son

ambos a-convexos para « = 1. Sin embargo, una bola de radio 1 no puede rodar libremente en

A porque es un punto.

Figura 1.10: A= BU{z} y Ac=R?\ B

1.3.4. Reach o alcance de un conjunto

El alcance de un conjunto cerrado A C R? se define como el mayor valor de a, pudiendo
ser este infinito, tal que si z € R\ A y la distancia desde z a A es menor que « entonces la
proyeccién métrica de & en A es tnica. Cualquier conjunto compacto y convexo A tiene alcance

positivo, de hecho el alcance de estos conjuntos sera oc.

A continuacion citamos una serie de condiciones que relacionan la propiedad de rodamiento

libre con el alcance positivo de un conjunto.

Lema 1.34. Sea A C R% un conjunto cerrado no vacio. Suponiendo que una bola de radio o > 0
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rueda libremente en A y en A¢. Entonces Vo € R? tal que d(xz,0A) < « existe un tinico punto

a € 0A tal que ||z — a|| = d(z,0A). Es decir, el alcance de OA es mayor o igual que c.

Como consecuencia todo punto cuya distancia a A sea menor que « tiene una tnica proyec-
cion métrica sobre A, donde a es la proyeccion métrica de x sobre 0A. Este Lema prueba
que una condicién suficiente para que dA C R? tenga alcance positivo es que una bola de radio
« ruede libremente en A y en A¢. Pero no basta con que una bola de radio « ruede libremente en

A para garantizar que reach(0A)> «, como se puede observar en la Figura Anélogamente

Figura 1.11: Una bola de radio « rueda libremente en A, d(z,0A) < «, y la proyeccién métrica

de z en la 0A no es unica.

ocurre si la bola de radio « sblo rueda en A€, véase

A T

Figura 1.12: Una bola de radio a rueda libremente en A¢, d(x, 0A) < a, y la proyeccién métrica

de z en la 0A no es tnica.

En el siguiente Lema se muestra una aplicacion tutil del Lema

Lema 1.35. Sea A C R% un conjunto cerrado no vacio. Suponiendo que una bola de radio o > 0
rueda libremente en A y en Ac. Entonces, A y A¢ son ambos conjuntos con alcance positivo,

siendo reach(A) y reach(A¢) mayor o igual que c.
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1.3.5. Estandaridad

La estandaridad establece que toda bola de radio suficientemente pequeno centrada en un
punto de A tiene al menos una proporcién fija en A. Formalmente, se dice que A es u-estandar

si existen eg > 0y d > 0 tales que Vo € A y € < €g;
w(B(z,€) N A) = op(B(z,€)).

Intuitivamente se puede entender como que el conjunto A no tiene picos pronunciados, como se
ilustra en la siguiente Figura|l.13]

Figura 1.13: El conjunto de la izquierda es p-estandar y el de la derecha no.



Capitulo 2
Estimacion del soporte

En este caso lo que se pretende estimar es el soporte de una distribucién Px en R?. El
objetivo es aproximar el soporte S de una muestra aleatoria X1, X, ..., X,; de observaciones que
se encuentran en el interior de S, y que a partir de ahora se denotard como A,,. Para un caso
general sin asumir ninguna restricciéon de forma de S, el primer estimador que se podria considerar
es la propia muestra &),. Este estimador es fuertemente consistente empleando la distancia de
Hausdorff, sin embargo para la distancia en medida se tiene que d,, (S, X,) = p(S) > 0. Por tanto,
se propondran otros estimadores que alcancen mejores resultados para d,,. Para el caso general se
puede tomar el estimador de Devroye-Wise y si se asume que el conjunto S es convexo se puede
considerar como estimador la envolvente convexa, que es el conjunto convexo més pequeno que

contiene a la muestra.

2.1. Estimador Devroye-Wise

Chevalier (1976) [4] y Devroye and Wise (1980) [7] proponen estimar el soporte de una
distribucién de probabilidad desconocida mediante una versién suavizada de la muestra &), y
que ademds mejora la precision para d,. El estimador propuesto fue el estimador de Devroye-

Wise que se define como sigue:

Definicion 2.1. El estimador de Devroye-Wise se define como la unién de bolas centradas en

una muestra de puntos con un radio comun, es decir:
n
Sp = Uizl B(Xi, €n),
donde €, depende tinicamente del valor n.

El problema de estimacion del soporte fue introducido por |7] relacionado con una aplicacion

19
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Figura 2.1: Estimador de Devroye-Wise para una muestra aleatoria de tamano n = 300.

préctica, la detecciéon de comportamiento anormal de un sistema, planta o maquina. Los resul-
tados del comportamiento del estimador fueron analizados, entre otros, por Chevalier (1976) [4],
Devroye and Wise (1980) [7] y Korostelév and Tsybakov (1993) [11]. En [7] podemos encontrar
los siguientes resultados que garantizan la consistencia del estimador de Devroye-Wise bajo una

serie de condiciones.

Teorema 2.2. Si e, — 0 y ned — oo entonces d,,(S,S,) — 0 en probabilidad.

Teorema 2.3. Si e, — 0 y >.°° exp(—anel) < oo Ya > 0 entonces d,(S,S,) — 0 con

probabilidad uno.

En el Teorema |2.2| se prueba que S5,, es un estimador consistente mientras que el Teorema
garantiza que es fuertemente consistente. Estes resultados no solo son validos para la medida
de Lebesgue u y conjuntos compactos, sino para cualquier medida cuya restriccién al conjunto
general sea absolutamente continua con respecto a la distribucién Px.

Bajo las suposiciones recogidas en [11] se obtiene el siguiente orden de convergencia. Si los X; son
uniformes en S'y S C G, una adecuada eleccion de los pardmetros €, da un orden de convergencia

uniforme del tipo:

1 1/d
supEd,, (Sp,S) = O ( Og”) :
Seg n

donde G representa una clase de conjuntos cuya frontera es Lipshitziana por partes, lo que ase-
gura una cierta regularidad y suavidad local y E denota la esperanza respecto a la distribucion
Px. Si se ignora el factor logaritmo el orden de convergencia es esencialmente n=1/4, que em-
peora rapidamente a medida que d aumenta, este fenémeno se conoce como la "maldicion de la

dimensionalidad".

En el caso de que tratasemos de estimar el perimetro de un conjunto .5, la muestra &), no es

un estimador del perimetro satisfactorio en el sentido de que el perimetro de X, no se acercara al
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de S. Sin embargo 95,, donde S, es el estimador de Devroye-Wise de la muestra definido en
podria ser un buen estimador de 95 siempre que S no sea demasiado complicado y la secuencia

de parametros €, converja a 0 suficientemente despacio. Este problema se presenta en Cuevas
and Rodriguez-Casal (2004) |5].

Su estudio recoge la siguiente condicion:
Asumiendo que S es estandar con respecto a Px, es decir que P{X € B(x,€)} = Px(B(z,¢)) >
ou(B(z,€)) para x € S y e suficientemente pequenio. Asumiendo también que S verifica la

propiedad de rodamiento o "la propiedad de rodamiento externa" y

1 1
1 d 2 \4
€n = C< ogn> ’ , para algin C > (—) ’ ,wg = p(B(0,1)).
n dwy

Entonces, con probabilidad uno, dg (9S,,0S) < €, y di (Sn,S) < €,, eventualmente.

2.2. Envolvente convexa

Los primeros trabajos acerca de la estimacién del soporte datan de los anos sesenta, por parte
de Rényi and Sulanke [16] y [17]. Estos estudios se centraban en el caso particular en el que S era
el soporte de un conjunto convexo contenido en el espacio euclideo bidimensional R?. En ellos
se proponia como estimador natural la envolvente convexa de la muestra que denotaremos como
K,, = conv(AX,,). En este caso la muestra estaba formada por n puntos aleatorios i.i.d distribuidos
uniformemente en un cuerpo plano convexo. La envolvente convexa es la interseccion de todos

los conjuntos convexos que incluyen a &,,. Véase la Figura

x2]

1]

Figura 2.2: Envolvente convexa para una muestra aleatoria de tamano n = 100.

En [16] y |17] se proporciona un valor aproximado del riesgo que se corre al tomar la envolvente
convexa como estimador del soporte. Se encargaron de estudiar el comportamiento asintotico de
la esperanza del ntmero de vértices denotado como V,, y del area "faltante", donde el area que

falta coincide con la distancia en medida entre la envolvente convexa K, y el soporte S, esto
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es u(S \ K,). Estos resultados varian considerablemente dependiendo de la estructura de la
frontera del soporte. La esperanza del ntimero de vértices es del orden de n'/3 si la frontera de
S es suficientemente "suave", en el sentido de que no presenta esquinas ni aristas pronunciadas
como ya mencionamos en la Subseccion 1.3.1 de Convexidad, mientras que sera de orden 7 In(n)
cuando S es un poligono convexo de r vértices, con r > 3. En cuanto a la esperanza del area
"faltante" se prueba que es del orden de n=2/% para el primer caso, y del orden de In(n)/n st S
es un cuadrado.

Efron (1965) |9] proporciona la igualdad que relaciona la esperanza del nimero de vértices
V41 con la esperanza del area "faltante", independientemente de la estructura de la frontera de

S.

E [N(S\Kn)} _ I[*:[Vn—&-l]7 (2.1)
w(S) n+1

Ademéspermite extender los resultados obtenidos en [16] y [17] acerca del area "faltante" a

cualquier poligono convexo con r vértices. Por tanto, si S es un poligono convexo de este tipo su

orden de convergencia serd de la forma r1n(n)/n. A la vista de los resultados se puede deducir

que la esperanza del area "faltante" disminuye mucho mas rapido cuando el soporte es un poli-

gono en comparaciéon a cuando su frontera es suficientemente "suave".

Posteriormente, el objetivo fue tratar de extender estos resultados a una dimension d arbitra-
ria. En particular, se probara que la identidad de Efron[2.1]se cumple para cualquier dimension
d si S es un cuerpo convexo contenido en R%. Ademés de lo ya visto, en [9] se tratan los temas
ya mencionados en el caso bidimensional, pero aplicados a R3. Se prueban férmulas integrales
para calcular la esperanza del volumen que falta, asi como el ntmero de vértices.

Barany and Larman (1988) [1I] proponen una generalizacion de estos resultados sin ninguna supo-
sicion sobre la estructura de la frontera de S, y llegan a los siguientes resultados: si la frontera de
un cuerpo convexo S es suficientemente "suave" entonces E [1(S \ K,,)] es del orden de n=2/(4+1)]
mientras que si S es un politopo serd del orden de n~'In(n)?"*. De hecho en Schiitt (1994) [21]
se prueba que si S es un cuerpo convexo con frontera "suave" y curvatura positiva se tiene que,

n? (VR {W} —c(d,S), n— oo, (2.2)

donde ¢(d, S) es una constante explicita que depende de d y de S y que ademas es un invariante
afin en S, es decir, ¢(d,S) = ¢(d,T(S)) para toda transformacion afin invertible 7. Ademas
también se demuestra que esta convergencia es valida para todo cuerpo convexo S. En el caso

de los politopos, donde la curvatura de 9(.S) es 0 se tendra que ¢(d, S) = 0.

Todos estos trabajos se desarrollaron desde una perspectiva geométrica y probabilistica, sin

embargo a lo largo de esta étapa no se trato de probar si la envolvente convexa se trataba o
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no de un estimador 6ptimo para S. Esta pregunta no surgi6 en la literatura estadistica hasta la
década de los 90.

Korostelév and Tsybakov (1993) [11] demuestran que K, es el estimador de maxima verosimilitud
en la familia de los conjuntos convexos cerrados. La funcién de verosimilitud viene dada como,
Ln(S) == pu(S)™ [, Ix,es = u(S) "k, cs, para todo cuerpo convexo S € K9. Por tanto, esta
funcién alcanza su maximo valor cuando S = K,,. La pregunta que se formula a continuacion es en
que grado de precision va a poder aproximarse S mediante la envolvente convexa de la muestra
X,. Esta cuestion aparece expuesta en Diimbgen and Walther (1996) |8|, donde se estudia la
proximidad entre el conjunto S y la envolvente convexa en términos de la distancia de Hausdorff

para una dimensién d arbitraria.

Teorema 2.4. Dados X1, Xo, ..., X, uniformemente distribuidos en S, donde P{X; € A} = %

para cualquier conjunto de Borel A C S. Entonces:

O((log n/n)"%) casi sequra

O((log n/n)?/ @)Y casi sequra bajo la condicion|1.2§

Un interesante resultado, debido a Groemer (1974) [10] muestra que E [%} es maxima

cuando S es un elipsoide. Por tanto, se puede derivar de |21] que la constante ¢(d, S) en es
del orden de d?°(@) cuando d aumenta. Como consecuencia, cuando la dimension de d se hace
demasiado grande, la envolvente convexa K, no es un buen estimador de S si S es un cuerpo
convexo cuya frontera es "suave" porque sufre la "maldicién de la dimensionalidad", tanto en el

orden n~2/(d+1) d+1)

como en el factor constante d%+°(@ . Sin embargo, se sabe que el orden n~=2/(
no puede ser mejorado en un sentido "minimax", es decir que no existe un método alternativo
que pueda alcanzar una tasa de convergencia més rapida a la existente en el peor de los casos,

como se demostrara en el Teorema

Como acabamos de mencionar, a continuacién se prueba que la envolvente convexa K, es un
estimador 6ptimo para la clase de los cuerpos convexos K¢ en un sentido "minimax" empleando
la distancia en medida. El siguiente resultado se puede encontrar en Brunel (2016) [2]. Antes
de enunciarlo introduciremos cierta notacién. Consideramos dos secuencias a,, y b, de nimeros
positivos, donde se denota que a,, < 0by, si a, < ¢(6)b,,¥n > 1, para alguna constante positiva

¢(0) que depende de un parametro 6.

Teorema 2.5. La siguiente desigualdad sostiene:

[M(Sﬁgn)]

n T < ginf sup E
Sn Sekd
1(SAKR)

< E| u(S)

_ 2
} San 4,
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donde el infimo se toma sobre todos los estimadores Sy, basados en n observaciones i.i.d.

A continuacién enfocaremos nuestra atenciéon en el estudio de los politopos convexos. En
referencia al articulo [2] se investiga la posibilidad de mejorar la envolvente convexa como esti-
mador cuando S es un politopo con un nimero de vértices conocido, asi como lograr una mayor
velocidad de convergencia. Sea P, la clase los politopos con a lo sumo r vértices. El estimador de
méaxima verosimilitud de P en la clase P, se define como P, € argmaxgep, pw(P) "x,epvi=t,..n,
se trata de un politopo con a lo sumo r vértices que contiene a la muestra X, y medida de Le-
besgue minima. A diferencia de K, este estimador de maxima verosimilitud, P, no se define de
forma tnica. Sin embargo, el orden de convergencia no sufre la "maldicién de dimensionalidad"

siS e P

Teorema 2.6. Sea r > d + 1. Entonces

1 < inf B (PAgn)
n Sn PEP, p(P)
PAP,
< sup E 1( n) < drlnn’
PP, u(P) n

donde el infimo se toma sobre todos los estimadores Sy, basados en n observaciones i.i.d.

En particular si d = 2, se prueba un mejor limite inferior, puesto que tendriamos

PAS,
inf sup E L)

2
Sn PePr /’L(P)

r
n.

En la practica, el estimador P, no es computable pero sirve para orientarnos a la hora de
estimar P € P, empleando la distancia en medida. Todavia no esta claro si el factor logaritmico
podria eliminarse de la cota superior (|2], Section 3.2). Una desventaja de P, es que necesita el
conocimiento del niimero de vértices r, mientras que K, es completamente independiente de la
estructura de S. Con el objetivo de solucionar este problema en [2| se propone un procedimiento
totalmente adaptativo, considerando como estimador Pﬁdapt que también es independiente de la
estructura de S y converge a la misma velocidad que P, si S € P, parar > d+ 1, y a la misma
velocidad que K, si estimamos un soporte general S. Sin embargo, los estimadores P, y P42t
no son manejables computacionalmente, asi que cuando la dimensién d no es demasiado grande,
la envolvente convexa K, sigue siendo un estimador mas realista de S.

Para terminar, citamos un resultado acerca de K, que se recoge en [15], donde se compara la

envolvente convexa K, con las mejores aproximaciones mediante politopos de cuerpos convexos

con frontera "suave". Sea S un cuerpo convexo con frontera "suave" y sea S, un politopo con a
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lo sumo r vértices, contenido en S, con la minima p(S\S;). Se tiene que,

p(S\Sr)

p(S\Kn)

con probabilidad uno, donde c¢; < 1 es una constante positiva que solo depende de la dimensién

— Cq, n — oo,

d. Ademas Reitzner (2003) [I5] muestra que ¢4 — 1 cuando d — oo. Esto significa que para
dimensiones altas, con probabilidad uno, la envolvente convexa funciona casi tan bien como

estimador de S como el politopo inscrito en S, cuando n se hace grande.

2.3. Envolvente a-convexa

La convexidad es una propiedad bastante restrictiva, por tanto si el conjunto que se pretende
estimar no es convexo la envolvente convexa K, puede no ser un buen estimador. A continuacion
vamos a estudiar que ocurre si el conjunto verifica una restriccion de forma més flexible, la a-
convexidad, que ya definimos en el Capitulo 1.

Si el conjunto S es a-convexo, la envolvente a-convexa de la muestra
Co (X)) = (XneaaB) Sa B

parece ser el estimador natural. Véase en la Figura

1.0

08
L

06
L

Figura 2.3: Envolvente a-convexa para una muestra aleatoria de tamano n = 100 y a = 0,2.

La proximidad entre el conjunto S y la envolvente a-convexa de la muestra C, (X)) es estudia-
da en Rodriguez-Casal (2007) [18]. Se tiene dg(Cq (&y),S) = O((logn/n)'/?) con probabilidad
uno. Aunque la familia de los conjuntos a-convexos es mucho més amplia que la familia de los
conjuntos convexos el orden de convergencia de dy(Cy (Xy),S) y du(Ky,S) es el mismo como

se demuestra en [§].
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Capitulo 3

Estudio de simulacion

En el Capitulo anterior hemos tratado el problema de estimacién del soporte desde un punto
de vista teorico, a continuacién veremos como realizar anélisis practicos en R. Llevaremos a
cabo un estudio de simulacién para los estimadores examinados anteriormente, en particular nos

centraremos en el caso de la envolvente convexa K, y la envolvente a-convexa Cy(AX},).

3.1. Envolvente convexa

En esta secciéon se muestran dos ejemplos donde se calcula la envolvente convexa de una
muestra unifome X,,. En el primer caso que analizaremos el soporte de la muestra es la bo-
la unidad B y en el segundo caso se trata de la corona circular, definida como el anillo entre
dos circulos centrados en el origen de radios 0,25 y 0,5 respectivamente, que denotaremos como
E = B(0,0,5) \ B(0,0,25).

De acuerdo con el codigo de R que se muestra en el Anexo A seguiremos los siguientes pasos.
En primer lugar se genera una muestra uniforme A, cuyo soporte es B, el tamano de la muestra
n se ird modificando para estudiar el comportamiento del estimador, la envolvente convexa K, se
calcula mediante el comando chull. Se realizan 200 simulaciones y se almacenan los resultados
en dos vectores. El vector result almacena el area de la envolvente convexa en cada simulacion,
es decir, u(K,) v el vector resultl almacena la diferencia relativa entre el area de la envolvente
|(Kn)—p(B)]

u(B)

convexa y el area de B, es decir . Para calcular el drea de K, en R se usa la libreria

sp |14], se obtienen los puntos de K, se crea un poligono con dichos puntos y se calcula su area.

A continuacién se representan dos Tablas y donde se muentran la media X y la

desviacién tipica s de los resultados del estimador sobre las 200 repeticiones, n toma los valores
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correspondientes a la primera columna. En la Tabla se analiza para la diferencia relativa
entre el area de K, y el area de B empleando los comandos mean(resultl) y sd(resultl) y en

la Tablase estudia para el drea de K, usando los comandos mean(result) y sd(result).

X s

100 0.1520432  0.02508872
500 0.05292438 0.007713953
1000 0.03346174 0.004001366
2000 0.02113182  0.002569309

Cuadro 3.1: Media y desviacién tipica de % sobre las 200 repeticiones de una muestra

X, cuyo soporte es B.

X s

100 2.663935  0.07881854
500 2.975326 0.0242341
1000 3.036469  0.01257066
2000 3.075205 0.008071722

Cuadro 3.2: Media y desviacion tipica de u(K,,) sobre las 200 repeticiones de una muestra X,

cuyo soporte es B.

Observando los datos recogidos en las Tablas ypodemos sacar las siguientes conclu-

siones:

» Al aumentar el tamano muestral, u(K,,) se aproxima al valor de 7 que es el area de la bola
unidad y del mismo modo, la diferencia relativa W disminuye. Esto se debe a que
el crecimiento de n hace que la envolvente convexa se convierta en un mejor estimador para

la muestra.
= La desviacion tipica disminuye en ambas tablas a medida que n aumenta.
Aplicando los mismos pasos que en el caso anterior, se genera una muestra uniforme X, en la

corona circular denotada como E y se obtienen anilogamente las Tablas y que aparecen

a continuacién. Notar que E no es un conjunto convexo.

De las Tablas[3.3]y [3.4] se deduce lo siguiente:

» A diferencia del caso anterior, a medida que el tamafio muestral crece, pu(K,) se aleja del

valor 0,58875 que se corresponde con el area de E, y la diferencia relativa aumenta. Esto
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X s

100 0.1661358  0.02792906
500 0.2757182 0.008267883
1000 0.2957531 0.004509627
2000  0.310058 0.002389646

Cuadro 3.3: Media y desviacién tipica de MKZ%% sobre las 200 repeticiones de una muestra
X, cuyo soporte es F.
X s

100 0.6869107  0.01645157
500 0.7514601 0.004870185
1000 0.7632616 0.002656389
2000 0.7716879 0.001407618

Cuadro 3.4: Media y desviacion tipica de p(£,)) sobre las 200 repeticiones de una muestra A,

cuyo soporte es F.

es debido a que la corona circular no es un conjunto convexo y por tanto la envolvente
convexa de la muestra no serd un buen estimador del soporte. Como se puede observar en
la Figura[3.1] K, sobrestima el soporte de E. Para generar la grafica de K,, en R se obtienen

los puntos de K, y se dibujan las lineas que los unen mediante el comando 1ines().

= La desviaciéon tipica disminuye en ambas tablas a medida que n aumenta.

X2
0

Figura 3.1: Envolvente convexa para una muestra uniforme en F de tamano n = 100.
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3.2. Envolvente a-convexa

En esta seccion se tomara como estimador la envolvente a-convexa de la muestra Cy (X))
y se empleara la libreria alphahull [13|. Siguiendo con el codigo que aparece en el Anexo A
analizaremos ahora el caso dos, al igual que para K,, tomaremos dos soportes, la bola unidad B
y la corona circular F. Para calcular en R Cy(AX},) se emplea el comando ahull. Analogamente
al caso anterior se generan 200 repeticiones de la muestra y se calcula la envolvente a-convexa
almacenando resultados en dos vectores: el vector result que almacena el area correspondiente
a la envolvente a-convexa p(Cy (X)) y el vector resultl que almacena la diferencia relativa
entre el area de la envolvente a-convexa y el area de B o de E dependiendo del caso en el que
nos encontremos. El area de C, (X)) se calcula mediante el comando areaahull. El tamano de

la muestra y el valor de « se irdn modificando para estudiar el comportamiento del estimador.
Se obtendran los resultados que se recogen en las siguientes Tablas y

a=0,1 a=2>
X s X s
100 0.9768646 0.007966766  0.1582184  0.02762584
500  0.2897271  0.03442171 0.05710514 0.008118
1000 0.08474391 0.009448954 0.03588012 0.004748815
2000 0.04960774 0.003851207 0.02221958  0.00249712

Cuadro 3.5: Media y desviacion tipica de M));“(B)I

(B sobre las 200 repeticiones de una

muestra X, cuyo soporte es B.

a=0,1 a=9>
X s X s
100 0.07268201 0.02502833 2.644535  0.08678912
500 2.231388 0.108139 2.962192  0.02550345
1000 2.875362 0.02968476 3.028872  0.01491884
2000 2.985745 0.01209893 3.071788 0.007844935

Cuadro 3.6: Media y desviacion tipica de pu(Cq (X)) sobre las 200 repeticiones de una muestra

X, cuyo soporte es B.

De las Tablasy sacamos las siguientes conclusiones:

» A medida que aumenta n, u(Cy (X)) se aproxima al valor de 7 haciendo que la envolvente
a-convexa sea un mejor estimador del soporte, del mismo modo la diferencia relativa entre

el area de Cy, (X,) y el area de B disminuye. También observamos que al tomar mayores
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valores de « el area de la envolvente a-convexa tiende a ser mayor, como ya mencionaramos
en la Subseccion 1.3.2 de a-convexidad cuando « tiende a oo se tiene que C, (A&;,) tiende
a K,,.

= Distinguimos el caso particular en que n = 100 y a = 0,1, el valor de « es tan pequeno que
para este tamano muestral el estimador esta muy fragmentado y por tanto el area es muy
pequena y también su desviaciéon tipica. Véase ilustrado en la Figura para obtener la

grafica de C,, (X,,) empleamos el comando plot ().

= La desviacion tipica disminuye en ambas tablas a medida que n crece, salvo para n = 100

y a = 0,1 como ya mencionamos.

. -
I .. .’ “"j&' . o
: < . .
. - R

Figura 3.2: Envolvente a-convexa para una muestra uniforme en B de tamanon = 100 y a = 0,1.

Veamos que ocurre cuando el soporte de X,, es la corona circular F, notar que como ya

dijimos E no es un conjunto convexo, pero si que es un conjunto a-convexo.

a=0,1 a=3>5
X s X s
100 0.5452997  0.05272092 0.1622324  0.02844468
500 0.156246 0.012822790 0.2726994  0.00731622
1000 0.09798237 0.007099089 0.2956456 0.004040599

2000 0.06034138 0.004212551 0.3090763 0.002683851

Cuadro 3.7: Media y desviaciéon tipica de W sobre las 200 repeticiones de una

muestra X, cuyo soporte es F.

De los datos recogidos en las Tablas [3.7]y [3.8] resaltamos:
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a=0,1 a=25
X s X s
100  0.2678406  0.03105519 0.6846114 0.0167553
500 0.4970121 0.007553247 0.7496818 0.004309609
1000 0.5313322 0.004181708 0.7631982 0.002380109
2000 0.5535046 0.002481397 0.7711096 0.001580919

Cuadro 3.8: Media y desviacion tipica de pu(Cy(X,)) sobre las 200 repeticiones de una muestra

X, cuyo soporte es F.

» Sia=0,1, cuando n crece, u(Cy(X,)) se acerca al valor del area de E y por tanto es un

buen estimador del soporte. Véase la Figura[3.3]

» Sin embargo, cuando o = 5, u(Cy (X)) es mayor que el area de E, esto se debe a que como
ya recordamos en el caso de la bola unidad, cuando « tiende a oo la envolvente a-convexa
tiende a la envolvente convexa, y ya vimos en la seccién anterior que la envolvente convexa

no es un buen estimador para el soporte de la muestra porque FE no es convexo.

= La desviacién tipica disminuye en ambas tablas cuando n aumenta.

04

02

0.0

0.2

0.4

Figura 3.3: Envolvente a-convexa para una muestra uniforme en E de tamano n = 1000 y
a=0,1.
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Anexo A

Codigo de R

library(alphahull)
library(sp)

#Calculo de la envolvente convexa:

#Caso 1: B(0,1)

#Muestra uniforme de tamafio n=100 en B(0,1)
#c=(0,0)

n <- 100

A<-pi*1 #area B(0,1)

sim <- 200

result <- vector("numeric", sim)

resultl<- vector("numeric",sim)

for (i in 1:sim) {

theta<-runif(n,0,2*pi)

r<-sqrt(runif(n,0,1))

x<-cbind (0O+r*cos(theta) ,0+r*sin(theta))
#convex hull

hull.obj<- chull(x)

hull.obj<- c(hull.obj,hull.obj[1])

# Obtener los puntos de la envolvente convexa

envolvente <- x[hull.obj, ]
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# Calcular el area de la envolvente convexa utilizando los puntos
poligono <- Polygon(envolvente,hole=F)

AH <- poligono@area

# Imprimir el area

result[i] <- AH

resultl[i]l<- abs(result[i]-A)/A
}

mean(result)
sd(result)
mean (resultl)
sd(resultl)

#Graficas

plot(x)

hull.obj<- c(hull.obj,hull.obj[1])

lines(x[hull.obj,])

#otra manera

plot(x, xlim = c(-1, 1), ylim = c(-1, 1), xlab = "x", ylab = "y", asp = 1)
lines(x[c(hull.obj, hull.obj[1]), 1], x[c(hull.obj, hull.obj[1]), 2], col = "red")

#Caso 2: corona circular

#Muestra uniforme de tamafio n=100 en B(c,0.5)\B(c,0.25)
#c=(0,0)

n <- 100

A<-pi*0.5°2-pi*0.25"2 #area de B(c,0.5)\B(c,0.25)
sim <- 200

result <- vector("numeric", sim)

resultl<- vector("numeric",sim)

for (i in 1:sim) {

theta<-runif(n,0,2*pi)
r<-sqrt(runif(n,0.25°2,0.572))

x<-cbind (O+r*cos(theta) ,0+r*sin(theta))

#convex hull

hull.obj<- chull(x)

hull.obj<- c(hull.obj,hull.obj[1])
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# Obtener los puntos de la envolvente convexa

envolvente <- x[hull.obj, ]

# Calcular el area de la envolvente convexa utilizando los puntos
poligono <- Polygon(envolvente,hole=F)

AH <- poligono@area

# Imprimir el area

result[i] <- AH

resultl[i]l<- abs(result[i]-A)/A
}

mean(result)
sd(result)
mean(resultl)

sd(resultl)

#Graficas

plot (x)

hull.obj<- c(hull.obj,hull.obj[1])
lines(x[hull.obj,])

#Calculo de la envolvente alpha-convexa:

#Caso 1: B(0,1)

#Muestra uniforme de tamafio n=100 en B(0,1).
#c=(0,0)

n <- 100

alpha <- 0.1 #probar para alpha=5
A<-pi*1 #area de B(0,1)

sim <- 200

result <- vector("numeric", sim)
resultl<- vector("numeric",sim)
for (i in 1:sim) {
theta<-runif(n,0,2*pi)
r<-sqrt(runif(n,0,1))
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x<-cbind (O+r*cos(theta) ,0+r*sin(theta))
# Alpha-convex hull

ahull.obj<- ahull(x, alpha = alpha)
#area de la envolvente alpha-convexa
AH<-areaahull(ahull.obj)

result[i]<- AH

resulti[i]<- abs(result[i]-A)/A

}

mean (resultl)

sd(resultl)

mean (result

sd(result)
#Graficas

plot (x)
plot(ahull.obj)

#Caso 2: corona circular

#Muestra uniforme de tamafio n=100 en B(c,0.5)\B(c,0.25)

#c=(0,0)
n <- 100
alpha <- 0.1 #probar para alpha=5

A<-pi*0.5°2-pi*0.25°2 #area de B(c,0.5)\B(c,0.25)

sim <- 200

result <- vector("numeric", sim)
resultl<- vector("numeric",sim)

for (i in 1:sim) {
theta<-runif(n,0,2*pi)
r<-sqrt(runif(n,0.25°2,0.572))
x<-cbind (0+r*cos(theta) ,0+r*sin(theta))
# Alpha-convex hull

ahull.obj <- ahull(x, alpha = alpha)
#area de la envolvente alpha-convexa
AH<-areaahull (ahull.obj)

result[i]<- AH

resultl[i]<- abs(result[i]-A)/A
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}

mean (resultl)
sd(resultl)
mean (result)

sd(result)

#Graficas
plot(x)
plot(ahull.obj)
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