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Resumen

La nocién de topologia de Grothendieck, una generalizacion de la estructura de
espacio topologico, se ha convertido en una herramienta bésica en geometria alge-
braica y aritmética desde su introduccién hace sesenta anos por A. Grothendieck,
principalmente porque permite el desarrollo de buenas teorias de homologia en estos
campos. Presentamos entonces los aspectos basicos de las topologias de Grothen-
dieck, partiendo de los conceptos mas béasicos del algebra homologica, asi como la
nociéon de cohomologia de haces en una topologia de Grothendieck.

Abstract

The notion of Grothendieck topology, a generalization of the topological space
structure, has become a basic tool in algebraic and arithmetic geometry since its
introduction by A. Grothendieck sixty years ago, mainly because it allows to de-
velop nice homology theories in these fields. We expose the basics of Grothendieck
topologies, from the basic concepts of homological algebra, as well as the notion of
sheaf cohomology on a Grothendieck topology.
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Introduccion

Los objetos de estudio en geometria algebraica, las variedades algebraicas, tienen
una topologia llamada topologia de Zariski, que si bien tiene mucha utilidad, tiene
“pocos” abiertos (por ejemplo, no es Hausdorff), lo que hace que no sea muy ttil para
ciertos propositos. Si bien para variedades sobre el cuerpo de ntimeros complejos la
topologia de este cuerpo induce una buena topologia en la variedad, cuando nos en-
contramos con otros cuerpos sin topologias adecuadas (o con topologias adecuadas
para algunos fines, pero no para otros, como los cuerpos p-adicos), caso muy frecuen-
te cuando buscamos aplicaciones aritméticas de la geometria algebraica, echamos de
menos una buena topologia.

Fue A. Grothendieck quien a principios de los afios 60 se dio cuenta de que para
ciertos propositos (como por ejemplo, para definir cohomologia), no era necesario
tener una estructura de espacio topoldgico sino una estructura que podemos consi-
derar mas “débil”, que es lo que desde entonces se llama topologia de Grothendieck,
y que en el caso de las variedades algebraicas, existen varias de estas topologias de
Grothendieck muy utiles (por ejemplo, la primera aplicacion que gui6 a Grothendieck
para estudiar estos conceptos fue obtener una buena cohomologia que permitiese pro-
bar las famosas conjeturas de Weil, conjeturas que gracias a ella se probaron en los
anos siguientes).

El proposito de este trabajo es definir y estudiar las topologias de Grothendieck,
y la cohomologia sobre una topologia de Grothendieck, a partir de los conceptos
bésicos de algebra homologica.

En el primer capitulo se definen estas estructuras, se ven algunos ejemplos (uno de
ellos es un espacio topologico en el sentido usual) y se introducen algunos resultados
técnicos que necesitaremos mas tarde.

Las principales formas de construir una cohomologia en este contexto son la
cohomologia de Cech y los funtores derivados. Al igual que en el caso de espacios
topologicos usuales, donde los coeficientes naturales para la cohomologia de Cech
son los (pre)haces, los coeficientes en una de estas cohomologias sobre una topologia
de Grothendieck serdn también los haces. El capitulo 2 se dedica entonces a estudiar
los prehaces sobre una topologia de Grothendieck (ya que no es la definicion clésica
de prehaz sobre un espacio topologico, con lo cual es necesario definir y estudiar
todo desde el principio), para posteriormente definir la cohomologia de Cech y como
funtor derivado, y ver que coinciden.
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X INTRODUCCION

El tercer capitulo comienza estudiando haces sobre una topologia de Grothen-
dieck y su relacion con los prehaces. Posteriormente se introduce la cohomologia.
Dado que los ejemplos mas importantes de cohomologia asociada a topologias de
Grothendieck son sobre variedades algebraicas y quedan lejos del alcance de este
trabajo, nos limitaremos a dar ejemplos de como dos cohomologias usuales en ma-
tematicas, la cohomologia de grupos y la cohomologia de André-Quillen, se pueden
definir también como cohomologias sobre una topologia de Grothendieck adecuada.
También queda fuera de este trabajo la comparacion de la cohomologia de Cech con
la cohomologia como funtor derivado en el caso de haces, pues el contexto natural
para esta comparacion son las sucesiones espectrales, lo cual requeriria un trabajo
mucho més extenso.

En la mayor parte del trabajo hemos seguido las notas de Artin [2] a través de
su exposicion en el libro [IT]. Nuestro objetivo en este trabajo ha sido desgranar,
detallar y completar las demostraciones en dicho libro, a veces demasiado concisas,
de forma que este trabajo pueda ser leido facilmente sin mas conocimientos que los
que se adquieren en el grado junto con unas nociones basicas de teoria de categorias
y algebra homologica como las que pueden verse en los primeros capitulos de [9].
Si bien en algiin momento usamos nociones algo més avanzadas de estos temas, las
hemos incluido en un apéndice con demostraciones o referencias, de forma que ellas
no supongan ninguna dificultad para el lector.



Capitulo 1

Topologias de Grothendieck

La nocién clasica de prehaz es la siguiente [5]. A un espacio topologico X le
asociamos una categoria T cuyos objetos son los abiertos de X y dados dos abiertos
U,V de T, el conjunto de morfismos de U en V es

0 siU gV

Hom(U,V) = { i .
U=V siUcCV

donde i denota la aplicacion inclusion. La composicion de morfismos es la obvia. Si
C es una categoria, un prehaz en X con valores en C es un funtor contravariante
F:T—C.

Supongamos que nuestra categoria C tiene productos (generalmente C sera la
categoria de conjuntos, grupos abelianos...). Un prehaz F' : T'— C es un haz si para
todo abierto U de X y todo recubrimiento {U,};c; de U por abiertos el diagrama

F(U)%HF(UJ:? H F(UioﬂUil)

i€l (i0,01)EIXT

es un igualador.

La condicion de que el diagrama sea un igualador no solo implica que las com-
posiciones de la primera flecha con cualquiera de las dos segundas coincide y que
todo A — [[,.; F'(U;) en C cuya composiciéon con las flechas dobles también coin-
cida factoriza de forma tunica a través de F(U), sino también que el morfismo
F(U) = [lie; F(Ui) es un monomorfismo o, de forma equivalente en Sets y Ab,
inyectivo.

Asi pues, para definir un haz necesitamos los abiertos de X, sus inclusiones, los
recubrimientos de los abiertos y las intersecciones de dos abiertos de recubrimientos.
Notese que en T la interseccion de abiertos Uy, ..., U, es simplemente el producto
U; x -+ x U, en la categoria T. Por lo tanto, Grothendieck propone la siguiente
definicion de topologia que le permite trabajar con haces:



2 CAPITULO 1. TOPOLOGIAS DE GROTHENDIECK

Definicién 1.1 (Topologia de Grothendieck). Una topologia T esté formada por
una categoria cat(T) y un conjunto cov(T) de familias de morfismos {U; — U}; en la
categoria cat(T), llamadas recubrimientos (donde en cada recubrimiento {U; — U},
el objeto U es siempre el mismo), tales que satisfacen las siguientes propiedades:

T1) Dado {U; — U} € cov(T) y un morfismo V' — U en cat(T), existen todos los
productos fibrados U; xy V' y {U; xy V' — V'} pertenece a cov(T).

T2) Dados {U; — U} € cov(T) y una familia {V;; — U;} € cov(T) para todo i € I,
la familia {V;; — U}, obtenida mediante composicién de morfismos, también
pertenece a cov(T).

T3) Si¢: U — U es un isomorfismo en cat(T), entonces {U" — U} € cov(T).

Definicién 1.2. Un morfismo f : T — 7" de topologias es un funtor f : cat(T) —
cat(T") que satisface las dos siguientes propiedades:

1. Si {U; — U} € cov(T), entonces {f(U;) — f(U)} € cov(T").

2. Dados {U; — U} € cou(T) y un morfismo V' — U en cat(T), el morfismo
canodnico

fU; xg V) = f(Uy) X ) f(v)

es un isomorfismo para todo 7 € I.

Ejemplo 1.3. Si X es un espacio topolégico, la categoria T' de abiertos de X con
los recubrimientos usuales es una topologia de Grothendieck, y si f : X" — X esuna
aplicacion continua entre espacios topologicos, f induce de forma obvia un funtor
f:T =T con f(U)= f~1(U), que es un morfismo de topologias de Grothendieck.

Definicién 1.4. Sea T una topologia y C una categoria con productos. Un prehaz
en T con valores en C es un funtor contravariante ' : T" — C.

Un morfismo de prehaces f : F' — G es un morfismo de funtores contrava-
riantes.

Un prehaz en T con valores en C se dice un haz si para todo recubrimiento
{U; = U} € cou(T), el diagrama

FU)=[[Frwy= [ FU, xvUy)

iel (i0,i1)EITXT

es un igualador.

Un morfismo de haces es un morfismo de prehaces entre haces.

A los prehaces o haces con valores en la categoria de conjuntos se les llama
prehaces o haces de conjuntos, mientras que los prehaces o haces con valores en
la categoria de grupos abelianos se denominan prehaces o haces abelianos. Para



estos ultimos, dada una topologia 7', se denotara la categoria de prehaces abelianos
en T' como P, y la categoria de haces abelianos como §.

Es claro que S es una subcategoria de P, pero puesto que los morfismos de haces
son exactamente morfismos de prehaces, S es por definicion una subcategoria plena

de P.
Ejemplos 1.5.

1. Si G es un grupo abeliano, el prehaz G : T — Ab, tal que G(U) = G para
todo objeto U de T'y G(f) = idg para todo morfismo f de T', se llama prehaz
constante G en T'.

2. Sea T una topologia y Z un objeto de la categoria subyacente. El funtor contra-
variante Hom(—, Z) es un prehaz de conjuntos en T'. Los prehaces construidos
de esta forma se denominan prehaces representables .

Ejemplo 1.6 (Topologia candnica). La topologia candnica es un ejemplo fundamen-
tal de topologia de Grothendieck, pues, como veremos, es la més fina en la cual los
prehaces representables son haces. Antes de definirla necesitaremos la definicion y
algunas propiedades de los epimorfismos efectivos (véase [4, Exposé IV, 1]). Aunque
la definiciéon de epimorfismo efectivo es bastante abstracta, veremos en el Ejem-
plo [1.6.3] que en algunas categorias usuales son simplemente morfismos que como
aplicaciones entre conjuntos son sobreyectivos.

Definicion 1.6.1. Sea C una categoria con limites finitos. Un morfismo f: A — B
es un epimorfismo efectivo si para todo objeto X, el diagrama en la categoria de
conjuntos

Hom(f,X) Hom(pr1,X)
Hom(B,X) ——5 Hom(A,X) =  Hom(AxpA,X)
Hom(prz2,X)

es un igualador, donde pr; : A xg A — A es la proyeccién candnica i-ésima.

Observacion 1.6.2. Un epimorfismo efectivo es un epimorfismo. En efecto, si C' —
D = E es un igualador, C' 5 D es un monomorfismo (si F" =3 C son tales que
ja = jf, por definicion de igualador existe un tnico v : F — C tal que ju =
(ja) (= (jB)), de donde o = u = f3). Asi, si f : A — B es un epimorfismo efectivo,
Hom(B,X) — Hom(A, X) es un monomorfismo en la categoria de conjuntos, es
decir, inyectivo, y por tanto A — B es un epimorfismo en C.

Ejemplo 1.6.3. Sea C una de las siguientes categorias:
— La categoria de conjuntos.

— Si A es un anillo, la categoria de A-mo6dulos (en particular, tomando A = Z,
la categoria de grupos abelianos).



4 CAPITULO 1. TOPOLOGIAS DE GROTHENDIECK

— Si A es un anillo, la categoria de A-algebras (en particular, tomando A = Z,
la categoria de anillos).

— Si A es un anillo y Z es una A-algebra, la categoria de A-algebras sobre Z (es
decir, los objetos son homomorfismos de A-algebras A — Z, y los morfismos
son homomorfismos de A-dlgebras (sobre Z) A — B tales que el tridngulo

A\B/Z

es conmutativo).

Entonces en C los epimorfismos efectivos son exactamente los morfismos sobre-
yectivos.

Veamos primero que epimorfismo efectivo implica sobreyectivo. Esto es claro en
conjuntos y modulos por la Observacion [1.6.2] pero notese que en otras categorias
epimorfismo no implica sobreyectivo (por ejemplo, la inclusion Z < Q es un epimor-
fismo de anillos). Veamoslo ahora en general. En cada una de estas categorias C, un
morfismo f : A — B da lugar a un morfismo f : A — im(f). Tomando X = im(f)
y el morfismo A — im(f) de Hom(A, X) en el igualador de la definicion, entonces
existe h : B — im(f) tal que el tridngulo

A ! > B
™~ m/

es conmutativo. Componiendo hf y f con la inclusion j : im(f) < B, obtenemos
jhf = jf. Pero jf = f por definicién de f, con lo que jhf = f. Como f es un
epimorfismo por la Observacion [1.6.2] jh = idg y asi j es sobreyectiva, es decir,
im(f) = B.

Veamos ahora que sobreyetivo implica epimorfismo efectivo. En cualquiera de
estas categorias, un diagrama C' = D :;f E es un igualador si

i) C' % D es inyectivo.
ii) Sid € D verifica f(d) = 7(d), entonces existe ¢ € C' tal que «a(c) = d.

Si f: A — B es sobreyectivo, entonces Hom(B, X) — Hom(A, X) es inyectivo,
pues sobreyectivo implica epimorfismo en cualquiera de estas categorias, y asi i) esta
claro. Para ver ii), sea g € Hom(A, X) tal que sus dos iméagenes en Hom(Axg A, X)
son iguales. Tenemos entonces que para todo (aq,as) € A xp A (es decir, para todo
aj,as € Atales que f(ar) = f(az)), g(a1) = g(az). Como f es sobreyectivo, podemos



definir entonces h : B — X mediante h(b) := g(a) donde a € f~(b). Por lo anterior,
este elemento existe y g(a) no depende de su eleccion. Este h es un morfismo en C
y g es la imagen de h por Hom(B, X) — Hom(A, X).

Definicién 1.6.4. Un morfismo f : A — B en una categoria con limites finitos es
universalmente un epimorfismo efectivo si para todo morfismo B’ — B el morfismo
inducido

AXBB,—>B/

es un epimorfismo efectivo.

Lema 1.6.5. Sean U >V yV By W universalmente epimorfismos efectivos. En-
tonces U 2% W también lo es.

Demostracion. Por la propiedad universal del producto tenemos morfismos

UXVU—>UXWU—>V><WV

y un diagrama asociado para cada objeto Z, claramente conmutativo:

Hom(U xw U, Z)
r S lt
Hom(V,Z) —~— Hom(U, Z)ﬁm(U xv U, Z) |k
/ lT “T

Hom(W, Z) —— Hom(V, Z) #; Hom(V xw V, Z)

Notese que en el diagrama x = [, pero empleamos diferentes letras para seguir
el diagrama més comodamente.

Las dos filas del diagrama son igualadores por hipétesis. Vamos a ver que la
diagonal es un igualador, con lo que o a serd un epimorfismo efectivo. Sea f €
Hom(U, Z) tal que r(f) = s(f). Entonces m(f) = tr(f) = ts(f) = n(f) y asi existe
g € Hom(V, Z) tal que z(g) = f, es decir, tal que I(g) = f. Por la conmutatividad
de

Hom(U xw U, Z)

=
|

Hom(V, Z) #; Hom(V xw V, Z)



6 CAPITULO 1. TOPOLOGIAS DE GROTHENDIECK

si demostramos que k es inyectivo, tenemos que p(g) = ¢(g), con lo que existira
h € Hom(W, Z) tal que y(h) = g, y asi z(h) = ly(h) = l(g) = f, probando que la
diagonal es un igualador.

Para ver que k es inyectivo, vamos a ver que U Xy U — V Xy, V' es un epimor-
fismo. Este morfismo es la composicion

Usw UL U sy VY sy v

donde ambos morfimos son epimorfismos, pues « es universalmente un epimorfismo
efectivo, y en particular epimorfismo universal, con lo que la composiciéon de estos
dos epimorfismos es un epimorfismo.

Hemos probado que o & es un epimorfismo efectivo. Veamos que es universal-
mente un epimorfismo efectivo.

Consideremos un morfismo W’ — W y un diagrama de cuadrados cartesianos

Usiw W =U sy (V xw W) =2 Vs W -2 w7

| | |

B
U B >V > W

Tenemos que probar que la composicion de la fila superior es un epimorfismo

efectivo. Como « y 3 son universalmente epimorfismos efectivos, o’ y 3’ son epimor-

fismos efectivos por definicion, y asi su composicion es epimorfismo efectivo por lo

visto antes. O

Proposicién 1.6.6. En cualquiera de las categorias del Ejemplo todo epi-
morfismo efectivo es universalmente un epimorfismo efectivo.

Demostracion. Se deduce de que epimorfismo efectivo equivale a sobreyectivo en esas
categorias y que la sobreyectividad en ellas se conserva por cambios de base. O]

Mas generalmente, aunque no lo vamos a utilizar y por ello no haremos la de-
mostracion, se tiene el siguiente resultado (Corolario [1.6.9)).

Definicién 1.6.7. Sea C una categoria con limites finitos. Un objeto P de C es
proyectivo si Hom(P,A) — Hom(P, B) es sobreyectivo para todo epimorfismo
efectivo A — B. En las categorias del Ejemplo [1.6.3], por lo visto en dicho ejemplo,
esta definicion coincide con la usual en dichas categorias. Diremos que C tiene sufi-
cientes proyectivos si para todo objeto A de C existe un objeto proyectivo P de C y
un epimorfismo efectivo P — A.

Proposiciéon 1.6.8. Sea C una categoria con limites finitos que tiene suficientes
proyectivos. Sea f: A — B un morfismo. Son equivalentes:

i) f es un epimorfismo efectivo.

it) Hom(P, A) — Hom(P, B) es sobreyectivo para todo objeto proyectivo P.



Demostracion. Puede consultarse en [7, Chapter 11, §4, Proposition 2, page 11.4.3].
O

Corolario 1.6.9. Sea C una categoria con limites finitos que tiene suficientes pro-
yectivos. Si f : A — B es un epimorfismo efectivo, entonces es universalmente un
epimorfismo efectivo.

Demostracion. Sea g : B — B un morfismo, P un objeto proyectivoy h: P — B’
un morfismo. Por la Proposicion [I.6.8] es suficiente encontrar un morfismo [ : P —
A xp B’ tal que pro ol = h. Como P es proyectivoy f: A — B es un epimorfismo
efectivo, existe un morfismo o : P — A tal que f o a = g o h. Asi, por definicion
de A xp B', existe | : P — A xpg B’ tnico tal que priol = «, proog = h, y asi
foa=fo(priol)=(fopr)ol=(gopr)ol=go(pryol)=goh. [

Estas nociones se generalizan a familias de morfismos {U; — V },¢1, con V fijado
para todo ¢ € I. Una familia {U; — V},c; es una familia de epimorfismos efectivos
si el diagrama

Hom(V, Z) — | [ Hom(Us, Z) = [ [ Hom(U; xv U;, Z)
i ij
es un igualador para todo Z en C. Del mismo modo, es universalmente una familia
de epimorfismos efectivos si {U; xy V' — V'}ic; es una familia de epimorfismos
efectivos para todo morfismo V' — V en C.

Definimos sobre la categoria C la topologia canénica T’ tomando como conjunto
de recubrimientos la coleccion de familias {U; — U} que son universalmente de
epimorfismos efectivos en C. Veamos que se satisfacen los axiomas de la Definiciéon
LIl

En el caso de T1), sea {U; — V} universalmente una familia de epimorfismos
efectivos y V! — V un morfismo. Entonces {U; xy V' — V'},c; una familia de
epimorfismos efectivos. Queremos ver que para todo morfismo W — V', la familia
{(U; xy V') xyv W — W} es una familia de epimorfismos efectivos, pero como
(Uz Xy V/> Xy W = U; Xy (V/ Xy W), basta verlo para {Uz Xy (V, Xy W) —
V' xy» W}, pero esto se tiene por ser {U; — V'} universal.

Para ver T'2), s6lo hay que tener en cuenta que la composicion de epimorfismos
efectivos universales es un epimorfismo efectivo universal por el Lema [I.6.5] y que
este resultado se extiende a familias de epimorfismos efectivos facilmente.

Para ver que se satisface T'3), sea U’ % U un isomorfismo. Entonces, se tiene
que el diagrama

Hom(U, Z) £5 Hom(U', Z) = Hom(U' xy, U, Z)

es un igualador para todo Z en C, ya que la propiedad universal se sigue del hecho
de que Hom(U,Z) £+ Hom(U'’, Z) es un isomorfismo. Para ver que es universal,

dado un morfismo V L U , falta ver que U’ Xy V' — V es un epimorfismo efectivo.
Pero por ser U’ % U un isomorfismo, se tiene que U’ xy V 2V, pues
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Vv 4y

l«wlof lf

[y

es un producto fibrado. Asi, U’ xy V' — V también es un isomorfismo, y se razona
igual que para U’ 5 U.

Notese que, tal y como se ha definido 7', todos los prehaces representables en T
son, de hecho, haces: dado un recubrimiento {U; — U}, por ser este universalmente
una familia de epimorfismos efectivos, el diagrama

Hom(U, Z) — [ [ Hom(Us,, Z) =[] Hom(Us, xv U, 2)

io (40,i1)

es un igualador para todo Z en C o, equivalentemente, para el prehaz representable
asociado a Z.

Es mas, la topologia canodnica es la topologia més fina en la que los prehaces
representables son haces. Sea T” otra topologia sobre C, tal que todo prehaz repre-
sentable es un haz. Para todo recubrimiento {U; — U} en cov(T") y todo Z en C,
dado que Hom(—, Z) es un haz, el diagrama

Hom(U, Z) — | [ Hom(Us,, 2) =[] Hom(Us, xu U, 2)

io (40,i1)

es un igualador. Por tanto, {U; — U} es una familia de epimorfismos efectivos.
Analogamente, como en virtud del axioma T1) se tiene que, dado un morfismo
V — U, {U; xy V — V} es un recubrimiento, se sigue que es también una familia
de epimorfismos efectivos y asi {U; — U} es universal. Vemos entonces que todo
recubrimiento de 7" es también un recubrimiento de la topologia canénica T, de
modo que T es la topologia mas fina sobre C para la que todo prehaz representable
es un haz.



Capitulo 2

Prehaces abelianos

Proposicion 2.1. Sea P la categoria de prehaces abelianos en una topologia T. Se
tiene:

1. P es una categoria abeliana con generadores que satisface AbS).

2. Una sucesion de prehaces abelianos F' — F — F" es exacta en P si y sdlo si
la sucesion F'(U) — F(U) = F"(U) es exacta en Ab para todo U € cat(T).

Demostracion. El resultado se sigue directamente de las Proposiciones [A.4] y [A.7]
tomando C = cat(T)° y C' = Ab. O

Corolario 2.2. La categoria abeliana P tiene suficientes objetos inyectivos.
Demostracion. Basta aplicar el Teorema O

Observacion 2.3. La demostracion de la Proposicion implica que una familia de
generadores de P puede construirse usando que Z es un generador de la categoria
Ab y definiendo la familia de prehaces abelianos (Zy)yer dada por

(V)= P z

Hom(V,U)

para V. €T
Ademas, dado un prehaz abeliano F', existe un isomorfismo

FU)=Hom(Z,F(U)) = Hom(Zy, IF)

funtorial en F', es decir, que el prehaz Z; representa al funtor seccion en U, definido
como 'y : FF'— F(U), de P a Ab.

Proposicion 2.4. Sea T una categoria y Hom(Z,P) la categoria de funtores F' :
T — P, y denotemos por F; y thz a F(i),i €T,y ligF, respectivamente.

9
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i) Para cada funtor F': I — P eiste el limite directo lim F;, y (lim F3)(U) =
IEF( ). Ademds, el funtor i lim Hom(Z,P) — P es aditivo y exacto por la

derecha.

ii) Si la categoria T es pseudodirigida, entonces lim Hom(Z,P) — P es exacto.

Demostmcia’n Sea li lgnF( ) el limite directo de la composicion de funtores Z i

P LY Ab. Es claro que el prehaz abeliano en T tal que U — hgi F;(U), junto con los
morfismos de prehaces F;(U) — th (U) representan al funtor de P a Sets li

La exactitud para i) y ii) se sigue de forma directa de las Proposiciones [A.15| %
respectivamente.

2.1. Cohomologia Cech

El Corolario 2.2] afirmaba que la categoria de prehaces abelianos P tiene suficien-
tes objetos myectlvos, de modo que para todo objeto F' de esta categoria se tiene un
monomorfismo F' — [, para cierto prehaz inyectivo Iy. Asi, puede construirse para
cada objeto una resolucién inyectiva, es decir, una sucesion exacta en P

O=>F—>Ij—>1L—>1,—...

donde los objetos I; son inyectivos para j > 0. En estas condiciones, como ya se
ha comprobado que P es una categoria abeliana, se tiene que para cualquier funtor
covariante F : P — C' con F exacto por la izquierda, existe el funtor derivado
(R4F) >0, siendo C’ una categoria abeliana cualquiera.

Ejemplo. Si U € Ob(T), el funtor de secciones en U I'y : P — Ab, con I'y(F) =
F(U) es exacto por la Proposicion m, y asi R’y = 0 para todo ¢ > 0. Sin
embargo, cuando estemos en la categoria de haces (en vez de en la categoria de
prehaces), donde 'y : S — Ab ya no es exacto, los funtores derivados Ry jugaran
un papel muy importante.

Sea {U; — U} un recubrimiento en la topologia T'. Puede construirse un funtor
H({U; — U}, —) : P — Ab

que asigna a cada prehaz abeliano en 7" el grupo abeliano

H°({U; = U}, F) = ker (HidF(Ui) = H(io werer FUi xu Uil))

Proposicion 2.5. El funtor H*({U; — U}, —) : P — Ab es aditivo y exacto por la
1zquierda
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Demostracion. La aditividad se deduce de la exactitud por la izquierda. Sea 0 —
F"— F — F” — 0 una sucesion exacta en P. Se tiene el siguiente diagrama:

0 0 0
H'({U; —» U}, F) H({U; — U}, F) H({U; — U}, F")

| | |

0 ——— L) ————— [LFU) —————— [ (Vi) ——— 0

I Il Il

0 —— Hi,j F/(Ul XU U]> E— Hi,j F(Ul Xu UJ) E— Hi,j F//(Ui Xy U]) — 0

donde las filas son exactas en virtud de la Proposicion (ya que los productos
son exactos en la categoria de grupos abelianos) y las columnas son exactas por
definicion de H°({U; — U}, —).

Aplicando el Lema de la serpiente [9, Theorem 6.5, page 174] sobre las dos filas
inferiores del diagrama, se obtiene una sucesion exacta

0— H'{U; - U} F)— H'{U; - U}, F) = H'{U; — U}, F")

concluyendo asi que el funtor es exacto por la izquierda.
O

Por lo establecido al inicio de esta seccion, estamos en condiciones de definir los
funtores derivados de H°({U; — U}, —).

Definicién 2.6. Sea F un prehaz abeliano en T. Se define el gq-ésimo grupo de
cohomologia Cech con valores en F asociado al recubrimiento {U; — U}
como el g-ésimo funtor derivado de H°({U; — U}, —), es decir:

HY({U; — U}, F) = RTH({U; — U}, =)(F)

Una forma alternativa de introducir estos grupos de cohomologia es el uso de los
complejos de cocadenas Cech. Veamos esta construccion:

Definicion 2.7. Sea {U; — U};c; un recubrimiento en la topologia T'y un prehaz
abeliano F. Para ¢ > 0, se define el grupo de g-cocadenas con valores en F
para el recubrimiento {U; — U};c;r como

C'({U; » UL F) =] . F(Uy, v -+ xu Uy,
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Estos grupos de g-cocadenas deben formar un complejo, y para ello se introduce
la diferencial d9 : C4({U; — U}, F) — CT({U; — U}, F), definida como:

q+1

(dqs)io,...,iq+1 = Z(_l)yF(ﬁ)(Sio,...,z‘;,...,iqﬂ)
v=0

donde v : Uy, xy - Xy U,y — Uiy Xy - XUUiV Xy -+ Xy U, denota la proyeccion
natural sobre el producto fibrado resultante de eliminar el factor U;,. Como ademas
d?™ o d79 = 0 para todo q > 0, C*({U; — U}, F) forma un complejo. En efecto, sea
q>0fijadoy s e C!{U; - U}, F).

q+2
(dqﬂ o dq)(s>io,...,iq+2 = Z(_l)yF(ﬁ>(dqs)io,...,fu,...,iq+2
”
= (-1)"F(?) (Z(—1)”'F('5’)(Sio,...,i;,,...,i;,...,im)
Vq:fg V=0
+ Z <_1>V,_1F(I;/)(Sio,...,i;,..,,i;/,...,iq+2))
V=v+1

donde v/ # v. Sean V' y v fijados y supongamos, sin pérdida de generalidad, que
V' > v. Tenemos que:

v o
Ui” Xy - Xy Ui,, Xy - Xy UL‘,/, Xy Xy Uiq+2 — Ui() Xy Xy Ul‘”, Xy - Xy Uiq+2 — Ui() Xy - Xy Uiq+2

es lo mismo que

A A o ~ o
U, XU"’XUUiu ><U~-~><UU,'V, ><U"'><UU'L'q+2<.Uio XU"'XUUL',, XU"'XUUiq+2<_Uio XU“'XUUiq+2

io

por las propiedades del limite inverso. Entonces, se tiene que:

/ ~

F)(=1)"F(v)(s,

.....

Oreeessemsbgt ooy iq+2))>

por ser v/ ov = vov' y F un funtor contravariante. Por lo tanto, todos los sumandos
se cancelan y se tiene el resultado buscado.
El siguiente resultado afirma que ambas construcciones son equivalentes.

Teorema 2.8. Sea F' un prehaz abeliano sobre una topologia T. El q-ésimo grupo
de cohomologia Cech, H1({U; — U}, F), se identifica candnicamente con el g-ésimo
grupo de homologia del complejo C*({U; — U}, F).

Demostracion. En primer lugar, denotemos los grupos de cohomologia del complejo
C*({U; = U}, F) mediante H1({U; — U}, F). Es decir:

HI{U; = U}, F) = ker(d?) /im(d"™1),q > 1
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H{U; = U}, F) = ker(d°)

Puesto que un morfismo de prehaces (una transformacion natural) F' — G induce
de forma natural un homomorfismo de complejos C*({U; — U}, F) — C*({U; —
U}, G), se tiene para cada ¢ > 0 un homomorfismo H({U; — U}, F) — HI({U; —
U}, G) tomando homologia. Asi, se obtiene para cada ¢ > 0 un funtor

HI{U, - U}, =) : P — Ab

que es claramente aditivo.

Queremos ver que este sistema de funtores forma un 0-funtor de P a Ab (Apéndi-
ce, Deﬁnicién. Para ver que se puede dotar a estos funtores de un homomorfismo
de conexion 0, se considera una sucesion exacta de prehaces

0=F - F—=F' =0
Se tiene que esta sucesion da lugar a una sucesion exacta de complejos
0—C*{U; » U}, F') = C*({U; = U}, F) —» C*({U; = U}, F") = 0
Es decir, que para cada g > 0, se tiene que la sucesion en Ab
0— CI{U; - U}, F') = C1{U; - UV, F) = C'{U; = U}, F") = 0

es exacta, puesto que C!({U; — UL F) =[], i cpans F(Uiy Xv -+ xu Ui,) ¥
entonces el resultado se sigue directamente de la Proposicion y de que [] es
exacto en Ab.

Esto permite definir el homomorfismo de conexién en cohomologia

0:H{U; - U}, F") - H*'{U; —» U}, F)

para ¢ > 0 que satisface las siguientes propiedades, como se detalla en [9, Theorems
6.2, 6.3 and 6.4, pages 171-173]:

1. Dado un diagrama conmutativo

0 > F' > I > B > 0
[
G

0 s &' 3 s G s 0

de morfismos de prehaces abelianos, donde las filas son exactas, el diagrama

H({U; » U}, F") —2— H™'({U; - U}, F')

| |

HI{U; - U},G") —2— H™({U;, - U}, &)
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es conmutativo.

2. La sucesion larga

oo - HI{U; 5 U}, F) —» H({U; - U}, F") —
— HY({U; > U}, F') — HYY{U; - U}, F) — ...

dada por una sucesion exactaen P 0 — ' — F — F” — 0, es exacta en Ab.

Queremos ver que la familia de funtores (HY({U; — U}, —))4>0 forma un o-
funtor universal. Como P y Ab son categorias abelianas y P tiene suficientes objetos
inyectivos, probar que el O-funtor es universal es equivalente a probar que los funtores
HY({U; — U}, —) son effaceables (Apéndice, Definicion para ¢ > 1.

Del mismo modo, para ver que dichos funtores son effaceables, es suficiente probar
que aniquilan a los objetos inyectivos de P. Esto es, dado un prehaz F' en P inyectivo,
debe comprobarse que la sucesion

C'{U; - U}, F) = C*{U; = U}, F) — ...

es exacta.
Considérense los prehaces abelianos Zy, con U € cat(T). Como se indica en la
Observacion [2.3] se definen como

V)= @ z

Hom(V,U)

y se tiene que Hom(Zy, F) = F(U) para todo F' en P. Asi pues, puede darse la
siguiente descripcion de los grupos de g-cocadenas CU({U; — U}, F):

C'{U; » UYL, F)= ] FWUxv-- xuUi,)

= H Hom(ZU,L-OXU'“XUUiq’F)

(7'0 7777 Zq)
= Hom( @ ZUiOXU"'XUUiq7F)
(304---,3q)

En esta descripcion, el altimo paso se sigue de [9, Theorem 2.27, page 56|, ya
que la suma directa puede verse como el limite de un sistema directo cuyos objetos
son los sumandos, sin ningin morfismo entre ellos.

De esta forma, para verificar la exactitud de

C'{U; - U}, F) —» C'({U; = U}, F) — ...
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puede probarse, de forma equivalente, la exactitud de la sucesion
Hom(EP Zu,,. F) — Hom(€P Zu, xpv,,, F) = ...
io (i0,i1)

Puesto que F' es un objeto inyectivo, el funtor contravariante Hom(—, F') es exacto,
y entonces basta probar la exactitud de la sucesion

@ZUio < @ ZUZ'OXUUH AR
10 (io,il)
0, equivalentemente (en virtud de la Proposicion , de la sucesion
P zv, (V) « B Zuvyxov, (V) < ... (2.1)
iO (io,il)

para todo V' € cat(T'). Como Zy, (V') = €D yom(vu, ) L Puede verse que estas flechas
sYig
vienen inducidas por el siguiente diagrama de morfismos de conjuntos:

[1Hom(v.U,) = [] Hom(V,U;, xv Us,) & - (2.2)
io (40,i1)

Dado ¢ € Hom(V,U), denotemos por Hom,(V,U;) el conjunto de morfismos
V' — U; que hacen conmutativo el diagrama

Podemos hacer las siguientes reescrituras:

pEHom(V,U)
Hom(V,Ujy xy Uy) = [[  Hom,(V.U;, xu Uy,)
peEHOom(V,U)

= H Homw(V, Uio) X H0m50<v> Uh)

peEHom(V,U)
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Si ahora abreviamos [[, Hom,(V,U;,) como S(p) para ¢ € Hom(V,U), pode-
mos reescribir el diagrama anterior como

[T (S0 =S xS E-)

pEHom(V,U)

Este diagrama, de igual forma que hacia el Diagrama (12.2)), induce una sucesion
en Ab al aplicar sobre ¢l los funtores “grupo abeliano libre” y “complejo asociado a
un grupo abeliano semi-simplicial”, obteniendo asi la sucesion

D Pzs P zs |,

pEHom(V,U) \ S(p) S(p)xS(¢)

que es equivalente a la sucesion del Diagrama ((2.1]).
Puesto que en la categoria Ab el funtor suma directa (el coproducto) es exacto,
esto reduce la demostracion a probar que la sucesion de grupos abelianos

@Ze @ 7 <.

S(p) S(p)xS(p)

es exacta.
Ahora bien, sabemos que estos morfismos d son de la forma:

q

d(lz‘O,...,iq) = Z(_l)ylio,...,i;,...7iq

v=0

donde los 1;,,...;, son elementos de la base de P Z.
S(p)att
Si fijamos un s € S, podemos construir un homomorfismo

APz Pz

S(p)? S(p)att

tal que A(1iy,.i,) = Lsio,...ig-

Veamos que se tiene dA+Ad = id. Sea 1;, . ;, € @ Z. Es sencillo comprobar

S(p)att
que
q+1

dA<]'ZO7 = 10, 7Zq+§ : S’L()7 By —15eeniq

Ad(1;,..q,) = Z(_1)V13,¢0,...,i;,...,iq

de donde, como Y 41 (—1)” ssionoivmia T 2w (1) gy o ;=0 debido a la

diferencia de signos, se sigue el resultado.
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Entonces, se tiene que para un elemento s € ker (@S(w /AR @S . Z),

s = dA(s) + Ad(s) = dA(s) € im (@S(wq“ 7 2 D)o Z). Teniendo en cuenta
que, ademas, d o d = 0 (se puede comprobar razonando de forma similar a como se
hizo para la diferencial del complejo de cocadenas Cech), la sucesion en Ab

Pzs P ze-

() S(p)xS(p)

es exacta, y por tanto (H({U; — U}, —))4=0 es un O-funtor universal, como queria-
mos demostrar.

]
Definicién 2.9. Un refinamiento de recubrimientos de U
{Ug/' — Uljes = {Ui = Utier

esta formado por una aplicacion € : J — [ entre los conjuntos de indices y una
familia de U-morfismos f; : Uj’~ — Ue(j), es decir, morfismos tales que el diagrama

f.
Uj — Uqy)

J

es conmutativo.

Observacion 2.10. Fijado un objeto U en T, ndtese que los recubrimientos de U como
objetos, junto con los refinamientos de estos como morfismos, forman la llamada
categoria de recubrimientos de U en la topologia T. Se denotara esta categoria como

Ju.

Veamos que estos refinamientos inducen morfismos entre los grupos de coho-
mologia Cech. Sean los g-ésimos grupos de cohomologia Cech H 1{U;, - U}, F)y
HI({U; - U}, F), ysea f:{U; — U} — {U; — U} un refinamiento.

Se considera el siguiente diagrama conmutativo:

[L FU) —— iy F(Uiy xv Usy)

| J»

I, F(U;) —— o0y FUj, xv Uj)

donde las flechas f° y f! estdn inducidas por el refinamiento f. Esto da lugar a un
homomorfismo

HO(f,F): H{U; = U}, F) = H({U; = U}, F)
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sin mas que restringirnos al ntcleo de las flechas horizontales en el diagrama anterior.
Este homomorfismo es, ademas, funtorial en F'.

Puesto que el 0-funtor (H?({U; — U}, —))s>0 es universal, la funtorialidad de
este homomorfismo implica que se extienda de forma tnica a un morfismo de 0-
funtores

(HY({U; = U}, =))gz0 = (H'({U; = U}, —))g=0

de modo que se obtiene, para cada ¢ > 0, un homomorfismo
HY(f, F): H({U; - U}, F) — Hq({Uj{ — U} F)
que es O-funtorial en F, es decir, que dada una sucesion exacta corta en P
0—F —-F—=F' =0

el diagrama resultante entre las dos sucesiones largas en cohomologia

oo — HI({U; = U}, F') — HU({U; —» U}, F) — HI({U; = U}, F") =2 H Y ({U; = U}, F') —> -

) Jream R 1

o H({U} = U}, F') — HU({U} = U}, F) — HU({U} - U}, F") -2 H (U] = U} F') — -

es conmutativo.
Asi, fijado un prehaz abeliano F' en Ty un ¢ > 0, se obtiene un funtor contra-
variante entre las categorias Jy y Ab

{U; > U} - HI({U; - U} F)

que asigna a cada recubrimiento {U; — U} el g-ésimo grupo de cohomologia Cech de
F asociado a ¢él, y a cada refinamiento f : {U; — U} — {U; — U} el homomorfismo
HI(f,F): HI({U; - U}, F) — HI{U; = U}, F).

Si ahora se considera la categoria dual de Jy7, que consta de los mismos objetos
pero invierte las flechas, y que denotaremos como J2, el funtor anterior se vuelve
covariante, y entonces podemos dar una definiciéon de los grupos de cohomologia
Cech de U como un limite directo.

Definicion 2.11. Sea F un prehaz abeliano en T y U € cat(T). Dado ¢ > 0, el
grupo

HYU,F) = hgn HY{U, —» U}, F)
{Ui=U}YeTy

se dice el g-ésimo grupo de cohomologia Cech de U con valores en F.
Antes de enunciar el siguiente teorema, se incluye un resultado necesario pa-

ra completar su demostracion, que afirma que dos refinamientos entre los mismos
recubrimientos inducen el mismo homomorfismo en homologia.
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Lema 2.12. Sean {U; — U} y {U; — U} dos recubrimientos de U, y f,g : {U; —
U} = {U; — U} dos refinamientos. Entonces, los homomorfismos inducidos

HY(f,F),H'(g, F) : H*({U; — U}, F) = H'({U; — U}, F)
coinciden para todo prehaz abeliano F y para todo q > 0.

Demostracion. Como se trata de homomorfismos de d-funtores universales, es sufi-
ciente probar que coinciden H°(f, F) y H%(g, F'), pues ambos se extienden de forma
tinica. Considérese el diagrama:

[1F(U;) —£ [[FU, xv Us,)
goufo % glllf1
[TF(U}) —= [TF (U}, xv Uj,)

En el diagrama, A @[] . F(Ui, xv Uiy) — [1; F(Uj) se define, para cada

componente, como (A's); = F((f,9;)v)(Sej), Ss(j)), siendo f = (e, f;), g = (3, g;)
y (fj,95)u - U; — Ugj) Xv Us(y la aplicacién canénica inducida por la propiedad
universal del producto fibrado, por ser f y g refinamientos {U; — U} — {U; — U}.

Se tiene que
AI o dO — gO _ fO

ya que, por la propiedad universal del producto fibrado,

Ul 225 Uy xu Usgy = Ue

luego aplicando F' se obtiene:
F(Uqy) = F(Uey) xv Usy) = F(U))

Dicho de otro modo, tenemos que

(f%s); = Al o F(1)(se)
Mediante un razonamiento completamente analogo, llegamos a que

(9°5); = A o F(0)(s5())
Asi, podemos concluir que

(9° = f%5); = AL o (F(0)(s57)) — F(1)(50())
Por lo tanto, f°|ker(a0) = ¢°[ker(a0), de donde se sigue inmediatamente que H(f, F') =

H'(g, F).
O
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Teorema 2.13. FEl funtor F' — FIO(U, F) de la categoria P a la categoria Ab es
aditivo y exacto por la izquierda. Ademds, los funtores derivados por la derecha de
este funtor vienen dados por los grupos de cohomologia Cech.

Demostracion. Para completar esta prueba, seré necesario comprobar que el funtor
lin : Hom (T3, Ab) — Ab

es exacto.

En primer lugar, dado un objeto U € cat(T') y dos recubrimientos {U; — U} y
{U} — U}, el recubrimiento {U; — U} se dice mas fino que {U; — U} si existe un
refinamiento f : {U; — U} — {U; — U}, y se denota {U; — U} > {U; — U}.

Observamos que, dados los recubrimientos {U; — U}icr y {U; — U}jes, utili-
zando las propiedades de la Definicion [1.1] se tiene que

{U; xu U; — U}(i,j)e[x]

también es un recubrimiento de U, pues por la primera propiedad, {U; xy U] —
U]’-}ie ; es un recubrimiento de U para un j fijado, y por la segunda propiedad (por
composicion con {U; — U}jey), se obtiene el resultado.

Por las propiedades del producto fibrado U; xy Uj, se tienen los refinamientos:

Ui = U}

///”

(U, xu U — U}

T

{U; —» U}

Asi, el conjunto de recubrimientos de U es un conjunto dirigido. Por el Lema[2.12]
el funtor H9(—, F') se factoriza a través del conjunto ordenado de recubrimientos que
acabamos de definir para todo ¢ > 0, puesto que si consideramos dos recubrimientos
{Ui = U}, {V; = U} tales que {U; = U} > {V; = U} y {U;, = U} <{V; = U},
es decir,

(0%
{Ui=»U}={V, - U}
B
entonces consideramos los refinamientos entre los mismos recubrimientos

Boa

id
que, por el funtor H%(—, F) van en el mismo morfismo por el Lema [2.12] luego
Hi(foa, F)= Hi(id, F) = id (andlogamente, H?(awo 8, F') = id). Por tanto, como
H(a, F) o HO(8, F) — id y H(3, F) o Ho(a, F) — id, H(a, F) y H(3, F) son
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isomorfismos (inversos uno del otro), de modo que HY({U; — U}, F) y HY({V; —
U}, F) son isomorfos.

Esto significa que podemos considerar el limite desde este conjunto dirigido co-
ciente (cambiando, en caso de ser necesario, objetos en Ab por otros isomorfos, lo
cual no afecta a la exactitud), y que este conjunto sea dirigido implica que el limite
es exacto, como queriamos demostrar.

Sea ahora 0 — F' — F — F” — 0 una sucesion exacta en P. Queremos ver que
la sucesion

0— H°(UF') — H"(U,F) — H(U, F")

es exacta.
Sabemos que el funtor H°({U; — U}, —) es exacto por la izquierda, luego para
todo recubrimiento {U; — U}, la sucesion

0— H({U; -~ U} F)— H'{U; = U},F) - H'{U; = U}, F")

es exacta. Ademas, esta sucesion es funtorial en {U; — U}.
Por lo tanto, aplicando hgl que, pensado desde el conjunto dirigido anterior, es
exacto, se tiene la exactitud de la sucesion

0— H(U,F') — HU,F) — H(U, F")

como queriamos demostrar.

Por otro lado, queremos ver que la familia (H9(U, —)),so forma un d-funtor
universal y exacto, pues asi, dado que el funtor derivado por la derecha de H°(U, —)
es un O-funtor universal y exacto que extiende a HO(U,—) y es tnico, tendremos
que los grupos de cohomologia Cech forman este funtor derivado.

Dado un refinamiento f : {U; — U} — {U; — U} y una sucesién exacta

0> F -F—=F'—0

de prehaces, el diagrama inducido

HI({U;, - U}, F") —— HI\({U, — U}, F')

| |

HY{U; - U}, F") —— H™'({Uj = U}, F')

es conmutativo, con lo que los 0-funtores H*({U; — U}, —) para cada recubrimiento

{U; — U} dan lugar a un d-funtor H*(U, —) = hﬂ{UﬁU} H*({U; —» U}, —), pues:
1. Tomando hg en los diagramas anteriores obtenemos un morfismo para cada q
HYU, F") — HYU, F')

2. Para todo diagrama conmutativo de sucesiones exactas en P
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0 > B y F > B > 0
I
0 > G > G > G > 0

el diagrama inducido

. — HYU,F") — HYU,F) — HY(U,F") — H"Y U, F') — ...
1 1 1 1
. — HYU,G"Y — HYU,G) — HY(U,G") — H"YU,G') — ...

es conmutativo (por la propiedad universal de lim) y las filas son exactas,
pues por lo visto al principio de la demostraciéon, podemos considerar li
como funtor exacto (sobre el conjunto dirigido definido anteriormente) y basta
considerar que todas las sucesiones

o= HI{U; = UL F") — HY{U; = UL F) — ...

en cohomologia asociadas a una sucesiéon exacta 0 — F' — F — F” — 0 en
P son también exactas, por lo visto en el Teorema [2.8 Asi, por exactitud del
funtor 1i_n>q, las sucesiones

oo = HYU,F") — H™ (U, F') — ...

son exactas.

Por ultimo, el O-funtor es universal, pues si F' es inyectivo en P

HY(U,F)= lim H'({U; = U},F)=1lm0=0

como se sigue de la demostracion del Teorema [2.8| para cada HY({U; — U}, F'). Por
lo tanto, esto permite concluir que los funtores derivados por la derecha de H°(U, —)

2.2.

vienen dados por H4(U, —), esto es, para todo g > 0:

RIH(U,-) = HY(U, -)

Los funtores f’y f,

Sean T'y T dos topologias, con P y P’ las categorias de prehaces abelianos en

T y T, respectivamente. Sea f : T'— T" un funtor entre las categorias subyacentes.

Vamos a construir dos funtores adjuntos, f? y f,, entre las categorias P y P'.

Uno de ellos puede definirse inmediatamente:
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Definicion 2.14. Se define el funtor f? : P’ — P como aquel que a cada prehaz F’
en T" le asigna el prehaz fPF’ en T dado por

fPE(U) = F'(f(U))

para todo U € cat(T), y que a cada morfismo de prehaces en 7" v' : F' — G’ le
asigna el morfismo fPv': fPF' — fPG' de prehaces en T, tal que

fU) =V (f(U))
para todo U € cat(T).

Observacion 2.15. El funtor fP : P’ — P es aditivo, exacto y conmuta con limites
directos. La aditividad se sigue de la exactitud, y la exactitud viene dada por la
Proposicion [2.1], ya que si 0 — F — G’ — H' — 0 es exacta en P’, la sucesion en P

0— fPF' — fPG"' — fPH' — 0
es exacta si y solo si la sucesién en Ab
0— fPF'(U) — fPG"(U) — fPH'(U) = 0
lo es para todo U en T, pero esto es, por definicion
0= F'(f(U)) = G (f(U)) = H'(f(U)) =0

Por tltimo, la conmutatividad con limites directos se obtiene mediante aplicacion
directa de la Proposicion [2.4]

Teorema 2.16.

i) El funtor fP tiene un funtor adjunto por la izquierda, f, : P — P'. f, es un
funtor aditivo, exacto por la derecha y conmuta con limites directos.

ii) Si f, : P — P es exacto, entonces fP : P" — P lleva prehaces inyectivos en
P’ en prehaces inyectivos en P.

Demostracion. Para ver que fP tiene adjunto por la izquierda, debemos ver que el
funtor

G' — Hom(F, f*G")

de P’ a Ab es representable, es decir, que para cada F' en P existe un objeto f,F
en P’, y para cada G’ en P’ un isomorfismo

Hom(f,F,G") = Hom(F, f*G")

de grupos abelianos funtorial en G'. Asi, se tiene que f, es de forma natural un
funtor de P a P’, que ademas es adjunto por la izquierda al funtor f?. Como sabemos
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que fP es aditivo y exacto por la izquierda, si vemos que f, es su adjunto por la
izquierda tendremos automaticamente que f, es aditivo y exacto por la derecha.
La conmutatividad con los limites directos se obtiene entonces directamente de la
Proposicion [A.16]

En primer lugar, debe definirse f,F para un prehaz F' en P. Sea U’ € cat(1"), y
considérense los pares (U, ¢'), donde U € cat(T') y ¢’ es un morfismo ¢' : U — f(U)
en T". Definimos la categoria Z;» tomando estos pares como objetos y, dados dos
objetos (U1, ¢}) v (U, @), definiendo un morfismo (U, ¢)) — (Us, ¢3) como un
morfismo ¢ : U; — U, tal que el diagrama

f(Uh)

f(Us)

es conmutativo.
La asignacion (U, ¢') — F(U) da lugar a un funtor contravariante Fy de Zy a

Ab. Considerando la categoria dual Z7,, el funtor se vuelve covariante, y podemos
definir

f,F(U") = lig Fyr = limy F(U)
19, (U.e")

ya que este limite directo siempre es representable, por ser Ab una categoria en
las condiciones de la Proposicion [A.15]

Con respecto a las aplicaciones ¢’ : U' — V' en T”, como estas inducen un funtor
Ty: — Iy sin mas que asignar (V,¢' : V! — f(V)) = (V,¢' o€ : U — f(V)),

obtenemos un morfismo
li FV’ — 1i FU’

inducido por el morfismo que lleva cada F'(V') del sistema directo de la izquierda en
el F(V) del sistema de la derecha como la identidad. Asi, tenemos un homomorfismo
fpF(V') — f,F(U') y hemos construido el prehaz abeliano f,F en 71".

Para ver la existencia de isomorfismos Hom(f,F, G') = Hom(F, fPG’) funtoriales
en G, considérese primero un morfismo v : f,F — G’ en P’. Para cada U en T se
obtiene un homomorfismo

v(f(U)): LrF(f(U) = G'(f(U)) = fPG'(U)
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Como (U, idsqy)) es un objeto de la categoria Zy(), se tiene un homomorfismo
canodnico
FU) = Fyw)(Uidgw)) — lim Froy = f,F'(f(U))
IO
()

Componiendo estos dos morfismos, se obtiene un morfismo
F(U) — fPG'(U)
funtorial en U, y entonces tenemos un morfismo de prehaces abelianos en T’
v F — PG
Ademas, la aplicacién

Hom(f,F,G") — Hom(F, fPG")

que asigna v° a v es un homomorfismo de grupos abelianos funtorial en /. En efecto,

pues dados los morfismos vy, v, : f,F' = G', basta considerar que para todo U de T,
(v1 +02)(f(U)) = va(f(U)) + v2(f(U)).

Por otro lado, sea un morfismo u : ' — fPG’ en P. Dado U’ en T", para cada
objeto (U, ¢’) en Iy se obtiene un homomorfismo

Fir(U,¢) = F(U) * [1G/(U) = G'(f(U)) 2 G'(U)
funtorial en (U, ¢'). Esto induce un homomorfismo

FoF(U) = ling Fir = G/ (1)
70

que es funtorial en U’ de T". Para ver esto, sea h : U' — V' y considérese el siguiente
diagrama:

ligﬂl(v’qﬁ/)ezv’ F(V) B hg(V,d)eIV, Gl(f(v>> E— G,(VI>

| | |

LUERAC) P i ez, G (F(U)) —— G'(U)

en el que la flechas vertical izquierda del cuadrado izquierdo es la inducida por el
morfismo que lleva el objeto F'(V') del sistema superior al F'(V') del sistema inferior
como la identidad (andlogo para la otra flecha con los objetos G'(f(V'))). Para ver
que el cuadrado de la derecha es conmutativo, como los morfimos horizontales son
los de la propiedad universal de @, es suficiente con demostrar que para todo
(V,¢') € Iy el diagrama correspondiente a este cuadrado, pero antes de tomar lig,
es conmutativo. De esta forma, al tomar lim, la conmutatividad se tiene porque se
ha probado para todos los representantes de cada elemento de lim (V)T G'(f(V)).

Pero este diagrama es
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G(f(v)) =5 G
id G'(h)
(V) T ¢
y es obviamente conmutativo.
Por lo tanto, hemos construido un morfismo de prehaces abelianos en 7"

u” [, F— G

y, ademaés, se tiene que el morfismo que asigna u — u” es inverso al morfismo v — v°
construido anteriormente. Esto concluye la prueba de i).

Una vez probado i), ii) resulta sencillo de probar. Sea M’ inyectivo en P’; y
consideremos una sucesion exacta en P

0—>F —F,— F;—0
Por hipoétesis, f, : P — P’ es exacto, de modo que la sucesién en P’
0— prl — pr2 — prg —0

es exacta. Por ser M’ inyectivo en P’, el funtor Hom(—, M’) es exacto, luego tenemos
una sucesion exacta

0 — Hom(f,F1,M') — Hom(f,Fs, M') — Hom(f,F3, M') — 0

Pero, por lo visto en i), f, es adjunto por la izquierda a f?, luego se tiene un
isomorfismo Hom(F, fPM') = Hom/(f,F, M'), que no afecta a la exactitud. Asi, la
sucesion

0 — Hom(Fy, fPM') — Hom(Fy, fPM') — Hom(F3, fPM') — 0

es exacta, de donde el funtor Hom(—, fPM’) es exacto y, por tanto, fPM’ es inyectivo
en P.
m

Proposicion 2.17. Sea f: T — T’ un funtor y F un prehaz abeliano en T repre-
sentable por un objeto Z de T. El prehaz en T f,F es representable por el objeto
f(Z) deT".

Demostracion. Queremos ver que para todo U’ en 1", f,F(U') =2 Hom(U', f(Z2)).
Sea entonces U’ en T'. Cada (U, ¢') en Zy induce un morfismo
F(U)=Hom(U,Z) — Hom(U', f(Z))

f(a)

asignando a cada morfismo U % Z el morfismo U’ 7, f(U) f(Z). Este

morfismo es claramente funtorial en (U, ¢'), pues dado Uy LA U, basta considerar el
diagrama
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S

f(B)
f(Uz) — f(Z)
) . Hom(¢,Z) .
y que « : Uy — Z viene dado por Hom(Usy, Z) ———— Hom(U;) como imagen de
ﬁ : U2 — Z.
Asi, se induce por la propiedad universal del limite directo un morfismo

fpF(U) = lim Hom(U, Z) — Hom(U', f(Z))
(U¢")

que, ademas, es funtorial en U’ (puede repetirse el razonamiento empleado en el
Teorema .

Veamos que se trata de un isomorfismo, para lo que basta comprobar que es
inyectivo y sobreyectivo.

Supongamos que existen (U, ¢'), (U, ?') € Ty y morfismos oy : Uy — Z,
ag : Uy — Z tales que f(aq)y¢’ = f(ag)y'. Se tiene que oy y ay son representan-
tes de la misma clase en f,F(U’) = hﬂ(U«b’) Hom(U, Z), puesto que el morfismo
Hom(Z,7Z) — Hom(U;, Z) correspondiente a ay : (Uy,¢') — (Z, f(aq)¢’) es tal
que idy — «7 y, andlogamente para as, el morfismo Hom(Z,Z) — Hom(Us, Z)
correspondiente a s : (Us, V') — (Z, f(an)y') es tal que idz — aw, con lo que, por
la conmutatividad de los morfismos canénicos al limite del sistema directo, se tiene
la inyectividad.

En cuanto a la sobreyectividad, dado ¢’ € Hom(U’, f(Z)), basta considerar que
el morfismo F(Z) = Hom(Z,Z) — Hom(U', f(Z)) inducido por (Z,¢') € Zy lleva
idz en f(idz) o = ¢'. O
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Capitulo 3

Haces abelianos

Como en la seccion anterior, dada una topologia T', P es la categoria de prehaces
abelianos en 7T'. Sea S la categoria de haces abelianos en T e i : § — P el funtor
inclusion.

Observacion 3.1. Sea F' un haz abeliano en T'. Para cualquier recubrimiento {U; —
U} en cov(T), sabemos que el diagrama

10,01

FU) = [[FW,) = [] FWi, xu Us)
(io,i1)

es un igualador.

Por lo tanto, H'({U; — U}, F) = ker ([I,, F(Us,) = [Ty i) F Uiy xv Uy,)) se
identifica con F'(U).

Como consecuencia de esto, tenemos que

H(U,F) = ling H'{U; - U}, F) = iy F(U)=F(U)

{U;—»U}eTy {Ui—=U}eTd
de modo que el funtor secciéon 'y factoriza en S como
Iy =H(U,—)oi

El objetivo de la primera parte de este capitulo seré probar que existe un funtor
adj . P — S adjunto por la izquierda a i : S < P y estudiar sus propiedades.

Dado un prehaz F' en T, llamaremos F# al haz abeliano 4i(F), y llamaremos a
F# el haz asociado al prehaz F.

Observacion 3.2. Como S es una subcategoria de P, entonces la condiciéon de que
i v %4 sean adjuntos es equivalente a que para todo F' en P exista un morfismo
F — F7# funtorial que tenga la propiedad universal para morfimos de F' a haces
abelianos. Es decir, todo morfismo F' — G, con GG en S, factoriza de forma tnica
como F — F# — Q.

29
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Lema 3.3. Eziste un funtor f: P — P tal que para todo morfismo F — G de
prehaces abelianos donde G es un haz, existe un unico morfismo F!' — G que hace
factorizar F — G en F — FI — G.

Ademds, 1 es exacto por la izquierda.

Demostracion. Primero, considérese que dado un morfismo V' — U, se tiene un
funtor J de la categoria Jy de recubrimientos de U a la categoria Jy, de recubri-
mientos de V. Este funtor asigna {U; xy V' — V'} a cada recubrimiento {U; — U}

de U, y dado un refinamiento {U; — U} ERN {U; — U}, asigna el refinamiento
(U xu V= VY 254U,y V= V} definido de la forma obvia.

Dado un prehaz F' en T', definimos

Fi(U) = H(U,F) = lim H°({U; = U}, F)
{U;—-U}

para todo U € cat(T). Ahora, dado un morfismo V' — U, veamos que el funtor
anterior induce un morfismo F(U) — F!(V), dotando a F' de estructura de prehaz
abeliano.

En efecto, si consideramos el diagrama conmutativo:

UZ‘XUV:UiXUUj xyV
U ————— U xy U

donde U; xyU; xyV 2 U; xyV xy Uj xy V', entonces aplicando F' y restringiéndonos
al nicleo de los morfismos horizontales, se obtiene un morfismo H°({U; — U}, F) —
H'({U; xy V. =V}, F):

P’(UZ Xy V) :; F(Uz Xy Uj Xy V)
F(U;)) —/——= F(U; xp Uj)

Para ver que estos morfismos pasan al limite, dado un refinamiento f : {UJ/ —
U} — {U; — U} (que induce el refinamiento J(f) : {Uj xyV =V} = {Uixy V —
V'}), basta con probar que el diagrama:

Ul ¢+— Ul xy V
lfj lj(f)j
Uej) < Uej) xu V

es conmutativo, pero esto es evidente por cémo se define J(f);.
Por tanto, tenemos que se induce de forma natural un morfismo F'(U) — FI(V)
y, asf, F'' es un prehaz abeliano.
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Adicionalmente, un morfismo de prehaces u : F' — G induce también de forma
natural un morfismo u! : Ff — GI, sin mas que recordar que dado un refinamiento
f{U; - U} = {U; = U}, el morfismo HO(f, F) es funtorial en F.

Esto nos permite definir para cada F en P el morfismo canénico F — F!, fun-
torial en F', dado por:

F(U)=H'({U % U}, F) —» H'(U, F) = FI(U)

para todo U € cat(T).

En particular, si G es un haz abeliano, la Observaciéon implica que G — G es
un isomorfismo. Por lo tanto, dado un morfismo F' — G en P, se tiene el diagrama
conmutativo

F —— Ff
[
G ——=G!

donde F' — G es el morfismo inducido por F — G, y los morfismos horizontales
son los candénicos que acabamos de definir.

Concluimos asi que el morfismo F' — G desde un prehaz abeliano F' a un haz
abeliano G factoriza como F — F! — G. Para probar el Lema , falta ver que
dicha factorizacion es tnica. Para ello, supongamos que ' — G es el morfismo cero,
y consideremos un recubrimiento {U; — U} de U en T'. Tenemos el (obvio) diagrama
conmutativo

H{U; - U}, F) —— [[ F(Uy)

| |

GU) = H'({U; = U}, G) — [ G(U;)

Que la flecha vertical derecha sea el morfismo cero implica por conmutatividad
que H°({U; — U}, F) — G(U) también lo es. Por la propiedad universal de F(U) =
HO(U, F), se tiene que Ff(U) — G(U) debe ser el morfismo cero. Como se ha probado
para un U arbitrario, entonces el resultado se sigue para Ff — G.

La exactitud por la izquierda de 1 se sigue de lo probado en el Teorema . O

Teorema 3.4. Existe un funtor # : P — S adjunto por la izquierda al funtor
i:S—7P.

Para probar el Teorema , debemos mostrar que, en caso de que Ff no sea un
haz, entonces (F*)Jf es un haz. A continuacién, veremos que esto es cierto.

Definicion 3.5. Sea F' un prehaz abeliano en T'. Decimos que F' satisface la Con-
dicién si
FU) - [ F(Wy) (+)
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es inyectivo para todo recubrimiento {U; — U}.
Proposicion 3.6.

i) Para cada prehaz abeliano F, el prehaz F' satisface (7).

it) Si F satisface , entonces F' — F' es un monomorfismo y F! es un haz.
Demostracion.

i) Sea {U; — U} un recubrimiento en 7', y sea

5 € ker(FI(U) — HFT(Uz))

Tenemos que demostrar que § = 0.

Como 5 € F(U) = H°(U, F), consideramos un recubrimiento {V; — U} y un
representante s de 5 en el elemento H°({V; — U}, F) del sistema directo. Es
decir, el morfismo canoénico H*({V; — U}, F) — HO(U, F) es tal que s + 5.

Si ahora denotamos como s; la imagen de s por el homomorfismo
H'{V; - U}, F) - H'{V; xy U; = U;}, F)

entonces s; representa al elemento (5); = Ff(;)(5), siendo ¢ : U; — U, puesto
que el diagrama

FI(U) s FI(UY)

[ |

H'{V; - U}, F) —— H°({V; xy U; = U;}, F)

es conmutativo por la propiedad universal de F'(U).

Por hipotesis, tenemos que (5); = 0. Hemos visto ya que HO(U, F) puede
verse como un limite directo sobre un conjunto dirigido, de modo que se puede
encontrar un refinamiento

tal que H°(f;, F)(s;) = 0. Por composicion de los recubrimientos {W;; — U}
y {U; — U}, se obtiene el recubrimiento {W;; — U}. Ademas, los f; inducen
de forma natural un refinamiento

f{Wy—=U}={V, = U}

Pero por construccién tenemos que HO(f, F)(s) = 0, pues
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0 HO(fi,F) 119

I |

0 Ho(va) 0
H°{V; - U}, F) ——— H({W;, - U}, F)

Por lo tanto, puesto que 0 es otro representante de s, concluimos que 5 = 0.

Sea F'un prehaz que satisface (H]). Como primer paso, veremos que el morfismo
canoéonico

H°({U; = U}, F) — H(U, F)

es inyectivo para todo recubrimiento {U; — U}. Probado esto, se tendria
que, en particular, F(U) = H'({U ‘% U}, F) — H°(U, F) es inyectivo, luego
F — F' serfa un monomorfismo.

Como hemos visto que H°(U, F) puede describirse como un limite directo sobre
un conjunto dirigido, basta probar que el homomorfismo

H(f, F): H{U; - U}, F) — H'({V; = U}, F)

es inyectivo, para un refinamiento f : {V; - U} — {U; — U}.

Sea ahora el recubrimiento {V; xy U; — U} obtenido como composicion de
{V;xyU; — U;} (obtenido a partir del axioma T1)) y {U; — U}. Consideramos
los refinamientos:

{(V; xp U; = U} 25 (U, = U}

(Vi xp Uy > U 25 (v, - Uy L {U, - U}
Por el Lema [2.12, sabemos que los homomorfismos inducidos coinciden:

HO(pTQ’F) = Ho(foprlaF) = H0<pT17F) OHO(f7F)

Por lo tanto, para ver que H°(f, F') es inyectivo basta probar que H'(pry, F)
lo es. Ya hemos visto que H®(pry, F') se obtiene a partir del homomorfismo

HF(UZ) F(prz) HFG/; Xy Uz)

j7i

restringiéndonos al nucleo, H°({U; — U}, F). Fijado 4, se tiene un recu-
brimiento {V; xy U; — U;}; y, como F satisface (4]), entonces F(U;) —
[I; F(V; xu U;) es inyectivo. Ahora bien, como []; es exacto en Ab, entonces

tenemos que [[, F'(U;) Hora), [1;; F(V; Xp U;) también es inyectivo.
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Veamos ahora que F' es un haz, es decir, que el diagrama
Fi(U) — HF*(Uz‘) = HFf(Uz' xu Uj)
i irj

es un igualador (o, equivalentemente en Ab, exacto, considerando la resta de
las flechas dobles) para todo recubrimiento {U; — U} en cov(T'). Puesto que
F! satisface por lo visto en i), FI(U) — T[], F'(U;) es inyectiva. Falta
comprobar que, dado un elemento

5 € ker (HF*(Ui) = [ Fl(v: xv Uj)>,
i i.j
dicho elemento tiene un antecedente 5’ en Ff(U).

Sea 5; € F'(U;) la i-ésima componente de 5. Para cada i, escogemos un re-
cubrimiento {V;, — U;} y un representante s; € H°({V;, — U;},F) de 5;.
Denotemos ahora como silj a la imagen de s; por el homomorfismo

H'({V,, = U}, F) = H'({Viy xy U; = U; xy U}, F)
y, analogamente, s?j a la imagen de s; por el homomorfismo

HO({‘/ju — Uj}7F) — HO({UZ % Vju = U xy Uj}ap)'

Como ya hemos visto en i), los elementos en Ff(U; x;; U;) representados por
si; ¥ s3; son, respectivamente, las imégenes de 5; por FI(U;) — FI(U; xy U;) y
de 5; por F!(U;) — F'(U; xy U;). Por hipétesis, esas imagenes son la misma,
pues se debe anular cada componente (4, j) de [], ; F{(U; xy Uj).

Dado que los homomorfismos canénicos H'({V;, xy U; — U; xy U}, F) —
FI(U; xp U;) son inyectivos, s}, y s% son tales que coinciden en cualquier
elemento del sistema directo para un refinamiento comun de {V;, xy U; —
U; xy U} vy {U; xu Vi, — U; xy Uj}, y por tanto en particular para {V;, Xy
V}M — U; Xy UJ}

Asi, tenemos que s;; y s3; coinciden en H°({V;, xy Vj, — U; xy U}, F) C
[, F(Viu Xu Vjyu). Entonces, podemos definir

s = (s;); € ker <HF(‘/1,I/) = H F(Viy xu V}u)) = H'({Vyy - U}, F)

que es tal que, si s’ denota la imagen de s’ en F(U), s’ + 5 por el homomor-
fismo FI(U) — [, FI(Uy).

]
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Corolario 3.7. Sea F un prehaz abeliano en T'. Son equivalentes:
i) F es un haz.

i) Para todo recubrimiento {U; — U} en T existe un refinamiento {U; — U} tal
que el diagrama

FU) = [[FwW;) =[] FU, xu U})

Jo,J1
es un igualador.

Demostracion.

i) = 1ii) Es trivial.

ii) = 1) Si Ju es la categoria de recubrimientos de U, sea J/; la subcategoria
de Jy tal que sus recubrimientos {U; — U} hacen que los diagramas

FU) = [[FW,) = [ FU, xv U,

JosJ1

sean igualadores. J; es, por definicién, una subcategoria plena de Jy; y, por hipotesis,
la categoria dual (J};)? es una subcategoria final de J9. Entonces, por la Proposiciéon

[A. 20

FI(U) =iy H°({U; = U}, F) = lim H'({U; - U}, F) = F(U)
T (T5)°

y asf el morfismo F — Ff es un isomorfismo, luego en particular un monomorfismo.
Por lo visto en la demostracion del resultado anterior, esto permite razonar que F'
es un haz. O

Teorema 3.8.

i) La categoria S de haces abelianos en T es abeliana, satisface el axioma AbS)
y tiene generadores.

ii) El funtori:S — P es exacto por la izquierda, y el funtor # =i : P — 8 es
exacto.

Demostracion. Veamos en primer lugar que S es una categoria aditiva. Por ser &
una categoria plena de P, que es aditiva, tenemos que para F,G € S el conjunto
Hom(F,G) tiene estructura de grupo abeliano, en la que la composicién de mor-
fismos es bilinear. Ademaés, el prehaz dado por 0(U) = 0 para todo U en T es
trivialmente un haz y claramente un objeto inicial y final en la cateogoria S. Falta
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ver que el producto y suma de dos haces existe, pero lo veremos mas adelante para
productos y sumas arbitrarias.

Sea F' — G un morfismo en S. Para probar Abl), debemos ver que tiene ntcleo
y contcleo.

Consideramos, primero, el prehaz K, nucleo de F' — G, que por la Proposicion
2.1 esta dado por K (U) = ker(F(U) — G(U)). Se tiene que K es un haz y que junto
con el morfismo K — F forma el nicleo de ' — G en 8. En efecto, pues dado el
recubrimiento {U; — U} sea el diagrama conmutativo:

0 0 0

~ v ~

K(U) — [LK(WU) == [1,, K(U; x0 U;)

2

FU) — I, 1;(U2) — Hz] F(U; xu Uj)

v 2

~

G(U) —— TLCW) == [, G(U; xu U))

En este diagrama, las columnas son exactas por exactitud del funtor [] en Ab, y
la segunda y tercera fila también lo son, puesto que F' y GG son haces. Teniendo esto
en cuenta, se sigue por el Lema de la serpiente [9, Theorem 6.5, page 174] que la
primera fila es exacta. Como hemos escogido un recubrimiento {U; — U} arbitrario,
K es un haz.

K es el nucleo de ' — G en P. Por tanto, podemos expresar esto de forma
equivalente diciendo que para todo X en P, la sucesion:

0— Hom(X,K) —» Hom(X,F) - Hom(X,G)

es exacta. Esto se tiene, en particular, si X es un haz, pero como § es una categoria
plena de P, Homs(P, P") = Homp(P, P') para P, P’ en S y asi la sucesion es exacta
para morfismos de haces, de modo que K es el ntucleo de FF — G en S.

Consideramos ahora un morfismo F© — G de prehaces con contcleo C' en P.
Veremos que C# es el contcleo del morfismo de haces F# — G# inducido por
F — G. Es decir, el contcleo de un morfismo F' — G en S es el haz asociado al
prehaz dado por C(U) = coker(F(U) — G(U)), ya que F'# = F, G#* = G.

Para verlo, consideramos la siguiente sucesion exacta para cada X en S

0— Hom(C, X) — Hom(G,X) - Hom(F, X)

Comoi:S — Py # : P — S son funtores adjuntos, esta sucesion exacta
coincide con

0 — Hom(C#*,X) — Hom(G*, X) — Hom(F#, X)
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Por lo tanto, C# es el coniicleo de F# — G# en S (por definicién de conticleo).

Un razonamiento similar se puede ver para la imagen I de un morfismo F' — G
de prehaces, dada por I(U) = im(F(U) — G(U)). Como I = ker(coker(F' — G)) =
ker(G — ('), tenemos la siguiente sucesion exacta en P:

0—=1I—-G—=0C=0

Como el funtor i o # =f o {: P — P es exacto por la izquierda, tenemos que la
sucesion
0— I* - G* — o7

es exacta en P. Por lo tanto, considerando los morfismos en P,
I = ker(G# — CF)

Pero ya hemos visto antes que el nicleo de un morfismo F' — G en S es precisamente
el ntcleo del morfismo F' — G considerado en P. Por tanto, el haz asociado I es
el niicleo de G#* — C# en Sy, asi, la imagen de F#* — G% en S.

De nuevo, se puede repetir el razonamiento para ver que si J es la coimagen de
F — G en P, entonces J* es la coimagen de F# — G# en S.

Para ver Ab2), tenemos que ver que para un morfismo u : ' — G en S, el
morfismo univocamente determinado (Apéndice, Definicion u : coim(u) —
im(u) es un isomorfismo. Considerando el morfismo F' — G en P, por ser P abeliana,
tenemos el isomorfismo canénico v : J — I, donde J e I son el contcleo y nicleo de
u en P, respectivamente. Entonces u factoriza en P como:

FosJ35T G

Ahora bien, ya hemos visto que J# y I son el conticleo y nicleo de u : F — G
en S, respectivamente. Ademas, F' vy G son haces, luego F = F# y G = G#. Por
tanto, aplicando el funtor # a la factorizacién de u en P, obtenemos:

Fogt 5+ a

En esta factorizacion, 7 es un isomorfismo (por serlo v), luego tomando u = 0%
hemos terminado.

A continuacion, veremos que S tiene productos y sumas arbitrarios (luego, en
particular, satisface Ab3)).

Sea (F})ier una familia de haces abelianos en 7. Definimos el prehaz abeliano
IL Fi, que asigna ([[, Fi)(U) = [, F;(U) a cada U de T. Por la exactitud del
producto [ [, en Ab, es claro que [ [, F; es un haz. Basta dotarlo de las proyecciones
canonicas [ [, F; — F; para ver que [ [, F; es el producto de los haces F; en P. Como
ademas es un haz y S es una subcategoria plena de P, es también el producto de
los haces F; en S.
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En cuanto a la suma, consideramos la misma familia (F;);c; de haces abelianos
en T, y denotamos por F' su suma en P (P satisface Ab3), de modo que su existencia
esté asegurada). Entonces, tenemos que el homomorfismo en Ab

Hom(F,X) — [ [ Hom(F;, X)

inducido por las inyecciones canoénicas F; — F es biyectivo, i.e, un isomorfismo en
Ab.

Si ahora consideramos un X en S, la propiedad universal de F' — F# implica
que existe una biyeccion

Hom(F*,X) — | [ Hom(F;, X)

como consecuencia de la biyeccion Hom(F, X) = Hom(F#,X). Por lo tanto, los
morfismos F; — F7#, obtenidos por composicién con F — F7#, son las inyecciones
candnicas en F7, la suma directa de los F; en S.

Hasta el momento, hemos visto que S es una categoria abeliana que satisface el
axioma Ab3) y tiene productos arbitrarios. Veamos entonces que también satisface
el axioma Abb) y que tiene generadores.

Para ver Abb), consideramos un haz abeliano C' en Ty una familia (A;);es
dirigida de subhaces abelianos de C' (es decir, que para todo ¢ € I y para todo U
en T, A;(U) C C(U), de forma compatible con los morfismos de cat(7")). Dados los
morfismos v; : A; = B a un haz abeliano fijado B, tales que v; esté inducido por v,
si A; C A;, debemos probar que existe una extension

v:A— B

que induzca los morfismos v;, donde A es la imagen en S del morfismo ), 4; — C
(siendo €D, A; el haz suma directa).

Definimos A de forma que A(U) = Y, A;(U) = U;4;(U). Es claro que A es un
prehaz abeliano tal que A(U) C C(U) para todo U en T. Como C es un haz, la
inclusion A < C factoriza a través de A# en A — A# — C. Como veremos més
adelante, el funtor # es exacto por la izquierda, luego conserva monomorfismos, y
asf tenemos A% — C. Es claro que A% es la imagen en S de @, A; — C.

En P podemos definir a partir de los morfismos v; un morfismo A — B, pero
como B es un haz, este morfismo factoriza en

_ ., o
A— A* 25 B

y, dada la identificacién que hemos hecho (A% = im(@D,; 4; — C)), podemos concluir

que v = 9 es la extension buscada.

Para ver que S tiene generadores, recordemos que ya hemos visto que P los tiene,
y dado explicitamente una familia de generadores (Proposicion y Observacion

2.3 respectivamente).
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Tomando la familia de prehaces abelianos (Zy)yer, generadores de P, construi-
mos una familia de generadores de S aplicando el funtor #. Por ser # adjunto por
la izquierda de i : § — P:

Hom(Z#,F) = Hom(Zy, F) = F(U)

para todo F' en S, de modo que la familia (Z# Juer es una familia de generadores
en S.

Por tltimo, veamos que i : S — P es exacto por la izquierda, y que # = % :
P — S es exacto.

1 : S — P es exacto por la izquierda porque, como hemos visto, el prehaz ntcleo
K de un morfismo de haces es, de hecho, un haz. Entonces, si consideramos una
sucesion exacta

0—-K—=F—=G

en S, considerando esta misma sucesion en P se sigue teniendo la exactitud.

Por su parte, el funtor # : P — S es adjunto por la izquierda al funtori : S — P,
luego es exacto por la derecha, pues dada una sucesion F' — G — H — 0 exacta en
P yun X en S, tenemos el diagrama conmutativo:

0 — Hom(H,X) — Hom(G,X) — Hom(F,X)

lg lg l%

0 —— Hom(H#,X) —— Hom(G%#,X) —— Hom(F# X)

En el diagrama, la primera fila es exacta, pues Hom(—, X) es exacto por la
izquierda. Por lo tanto, la segunda fila también es exacta y asi se tiene que la
sucesion

F* - G* - H* -0

es exacta en S.

Por otro lado, ya habiamos visto que i o # =t o {: P — P es exacto por la
izquierda. Ademas, ¢ es un funtor pleno y fiel, por ser S una subcategoria plena de
P. Consideramos entonces una sucesion 0 — F — G — H. Queremos ver que la
sucesion

0— F* - G* — H?

es exacta en S. Para ello, debemos probar que F'# — G es el ntcleo de G# — H¥,
viendo que se tiene la propiedad universal del nicleo. Sea entonces un haz L y un
morfismo de haces L — G¥ tal que L — G# — H* = 0, entonces debe factorizar
de forma tinica a través de F'# por un morfismo v : L — F# haciendo conmutativo
el siguiente diagrama:

F# y G# s H#

37

L
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Sabemos que la sucesion 0 — i(F#) — i(G#) — i(H*) (la sucesion anterior,
pensada en P) es exacta en P, es decir, el morfismo de prehaces i(F#) — i(G#) es
el nicleo de i(G#) — i(H?"). Entonces, por la propiedad universal del niicleo, si el
prehaz i(L) esta en las condiciones anteriores, existe un tnico g : (L) — i(F'#) que
hace conmutativo el diagrama:

((F#) —— i(G*) —— i(H#)

i

i(L)

Por ser i pleno, existe un morfismo f : L — F# en S tal que i(f) = g. Ademaés,
por ser i fiel, este morfismo f es tnico (por ser i pleno y fiel, se establece una
biyeccion Homs(L, F#) — Homp(i(L),i(F#)) dada por f + i(f)). Finalmente, f
hace conmutar el diagrama en S, pues f +— i(f) es una aplicacion inyectiva, luego si
el diagrama conmuta tras aplicar i (en P), debe conmutar antes. Por tanto, u = f
nos da el resultado buscado.

Como # : P — S es exacto por la derecha y exacto por la izquierda, es un funtor
exacto. [

Como consecuencia de este Teorema, introducimos dos corolarios completamente
analogos a resultados ya vistos para la categoria P en el Capitulo 2.

Corolario 3.9. La categoria S de haces abelianos en T tiene suficientes inyectivos.
Demostracion. Aplicacion directa del Teorema [A 8| O

Corolario 3.10. Sea Z una categoria y Hom(Z,S) la categoria de funtores F' : T —
S.

i) Para cada funtor F' : T — S existe el limite directo im F', y es igual al haz
asociado al prehaz dado por U @FZ(U) (Proposicion . Ademds, el
funtor ling - Hom(Z,S) — S es exacto por la derecha.

ii) Si la categoria T es pseudodirigida, entonces liy - Hom(Z,S) — S es ezacto.
Demostracion.

i) Tanto la existencia del limite directo hglF como la exactitud por la derecha
de lim : Hom(Z,S) — S se siguen directamente de la Proposicion |A.15, La
conmutatividad de lim con # viene dada por la Proposicion .

ii) Aplicacion directa de la Proposicion [A.18]
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3.1. Cohomologia de Haces Abelianos

El Teorema y el Corolario aseguran que la categoria de haces abelianos §
es abeliana y tiene suficientes inyectivos. Por tanto, igual que se afirmaba al iniciar
la Seccion 2.1, dado un funtor covariante F : S — C’ exacto por la izquierda, existe
el funtor derivado (RYF),>0, siendo C’ una categoria abeliana cualquiera.

Recuperamos también la definicion del funtor seccion en U, para cada U en T,
pero en esta ocasion considerado en la categoria de haces abelianos. Para U en T,
este funtor

FUZS—>AZ?

es tal que I'y(F) = F(U), para cada F en S.

A diferencia de como ocurria en la categoria de prehaces abelianos, este funtor ya
no es exacto, sino que es exacto por la izquierda, como composiciéon de los funtores
i: S — P (exacto por la izquierda, como se ha visto en el Teorema yIyg:P—
Ab (exacto, por la Proposicion . También se puede ver como composicién de los
funtores i : S — Py H°(U,—) : P — Ab (Observacion , ambos exactos por la

izquierda.

Definicién 3.11. Sea F' un haz abeliano en 7. Se define el g-ésimo grupo de
cohomologia de U con valores en F' como

HY(U, F) = RTy(F)

Ejemplo 3.12. Sea G un grupo y T la topologia canénica en la categoria de
G-conjuntos por la izquierda. En esta categoria, los objetos son obviamente los G-
conjuntos, y los morfismos son las aplicaciones G-equivariantes, es decir, aquellas
aplicaciones f entre G-conjuntos X e Y tales que

flg-z)=g- f(z), Vg€ G, Vz e X

Esta categoria tiene productos fibrados: dados los morfismos X Lzey %z ,
X Xz Y es el conjunto de pares (z,y) € X x Y tales que f(z) = g(y).

Razonando como en el Ejemplo [1.6.3] puede comprobarse que en esta categoria,
una familia {U; 2% U} es universalmente una familia de epimorfismos efectivos si y
solo si U = U;(U;).

Es facil ver que hay una equivalencia de categorias entre la categoria de G-
modulos por la izquierda y la categoria de haces abelianos en T¢;. Esta equivalencia
viene dada por los funtores cuasi-inversos A — Homg(-, A) y F — F(G).

Consideremos ahora un G-conjunto unitario e, con la tnica estructura de G-
conjunto posible. Por la equivalencia anterior, dado un G-modulo por la izquierda
A, tenemos que el funtor Homg(—, A) es un haz abeliano, de modo que aplicandole
el funtor seccién en e obtenemos

I'.(Homg(—, A)) = Homg(e, A) = A
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donde A% denota el grupo de elementos G-invariantes de A, es decir,
A% ={a € A: ga=a paratodo g € Gytodoac A}

ya que un morfismo G-equivariante e Iy A satisface que a = f(e) = f(g-e) =
g-fle)=g-a=a

Utilizando la equivalencia de categorias anterior, podemos identificar al funtor
seccion I, con el funtor (—)¢, tal que A — A%, Este funtor, dada la identificacion
que acaba de hacerse, es exacto por la izquierda.

Se definen, para un G-moédulo A, los grupos de cohomologia de G con
coeficientes en A, y se denotan por H*(G; A), como los funtores derivados por la
derecha R*(—)%(A) (véase [12, Definition 6.1.2, page 161|), considerando (—)¢ de
la categoria de G-modulos en la categoria de grupos abelianos.

Asi, si para el g-ésimo grupo de cohomologia de e con valores en Homg(—, A),
se tiene que:

He, Home(—, A)) = HY(G; A)

Ejemplo 3.13 (Cohomologia de André-Quillen).
Para ver la definicion de la cohomologia de André-Quillen, es necesario introducir
previamente algunos conceptos:

Definicion 3.13.1. Sea A un anillo y B una A-algebra. Sea C la categoria de A-
algebras sobre B (ver Ejemplo[1.6.3)). Si C' es un objeto de C, un elemento de cov(C)

se define como un (anico) {D EN C'} tal que f es universalmente un epimorfismo
efectivo en C, es decir, tal que f es un homomorfismo sobreyectivo de A-algebras
sobre B. Tenemos asi una topologia de Grothendieck, ya que sobreyectivo es estable
por cambios de base y por composicion.

Un haz de B-modulos en esta topologia serd un funtor contravariante F' tal que
para todo D — C sobreyectivo, el diagrama

2t
F(C)— F(D) = F(D x¢ D)
p2
es un igualador en la categoria de B-modulos, donde los morfismos p; y ps estan
inducidos por las proyecciones canénicas D xo D — D. Como la categoria de B-
modulos es abeliana, esto es equivalente a que la sucesiéon

0— F(C) = F(D) 2= F(D x¢ D)
sea exacta.

Definicion 3.13.2. Sea C' un A-élgebra sobre B 'y M un B-mo6dulo. Definimos una
A-derivacion de C' en M como un homomorfismo de A-moédulos d : C — M que
verifica d(zy) = d(z)y + xd(y). El conjunto de tales A-derivaciones tiene estructura
de B-modulo (inducida por la estructura de B-modulo de M) y se denotard como

Ders(C, M).
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Proposicion 3.13.3. Ders(—, M) es un haz de C en la categoria de B-maodulos.

Demostracion. Sea f : D — C' un recubrimiento (i.e., un homomorfismo sobreyec-
tivo de A-algebras sobre B). Tenemos que demostrar que la sucesion de homomor-
fismos de B-modulos

0 — Der(C, M) — Der (D, M) 2= Dery(D x¢ D, M)

es exacta.

La inyectividad de Der4(C, M) — Ders(D, M) se debe a que f es en particular
un epimorfismo en la categoria de A-moédulos (por ser sobreyectivo), ya que las
A-derivaciones son en particular homomorfismos de A-mo6dulos.

La composicion de los dos homomorfismos consecutivos es claramente cero.

Finalmente, sea d € Der (D, M) tal que dopry = dopry donde pr; : Dx¢D — D
son las proyecciones canonicas. Sea d’ € Dery(C, M) definida por d'(¢) = d(z), con
z € f7!(c). Este z existe para todo ¢ € C por ser f sobreyectiva, y d(z) no depende
de la eleccién de x porque dopr; = dopry. Resulta facil ver que d’' es una derivacion,
ya que d lo es. O

Definicion 3.13.4. Se define el g-ésimo modulo de cohomologia de André-Quillen
de la A-algebra B y el B-moédulo M como

HYA,B,M):= HYB,Dera(—,M)) (:= R g(Ders(—,M)))

Observacion 3.13.5. Esta definicién coincide con la usual dada por André [1] y
Quillen [8]. La demostracion puede verse en [7, Chapter II, §5].
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Apéndice

A. Definiciones y resultados auxiliares

En este capitulo se recogen resultados auxiliares utilizados a lo largo del docu-
mento que se alejan del foco central que se sigue. En general, nos contentaremos
con dar simplemente una referencia para la demostracion, aunque en algin caso
incluiremos la demostracion por necesitarla explicitamente en el texto principal.

Suponemos conocidas las primeras definiciones de teoria de teoria de categorias
y de algebra homologica. Si no se conociesen dichas definiciones, pueden consultarse
en [I1, Chapter 0, §1, pages 1-4] (o, para un tratamiento més completo, en [0,
Sections 1.2, 5.1, 5.5]), y en los primeros capitulos de [9], respectivamente.

Definicion A.1. Sea C una categoria aditiva y u : A — B un morfismo en C. Se
definen la imagen y coimagen de u como

im(u) = ker(coker(u)) coim(u) = coker(ker(u))

Si, dado el morfismo u, existen su imagen y coimagen, entonces existe un mor-
fismo univocamente determinado:

@ : coim(u) — im(u)

Ahora bien, por definicién de im(u), se tiene que u : A — B factoriza como
A — im(u) — B, puesto que im(u) = ker(B — coker(u)) y A — B — coker(u)
es el morfismo 0, también por definicion. Por otro lado, ker(u) — A — im(u) — B
también es el morfismo 0, y sabemos que im(u) — B es un monomorfismo, de
modo que (por ser C aditiva) ker(u) — A — im(u) también se anula. Asi, por la
propiedad universal de coim(u) = coker(ker(u) — A), A — im(u) factoriza como
A — coim(u) — im(u). Se tiene asi que el morfismo u : A — B coincide con la
composicion

A — coim(u) = im(u) — B

Definiciéon A.2. Una categoria C se dice abeliana si es aditiva y satisface las
siguientes propiedades:

Abl) Todo morfismo en C tiene nucleo y contcleo.

45
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Ab2) Para todo morfismo u en C el morfismo canénico @ : coim(u) — im(u) es un
isomorfismo.

Adicionalmente, una categoria abeliana C puede satisfacer otras propiedades, que
resultan de utilidad a la hora de determinar si tienen suficientes objetos inyectivos.
Estas son:

Ab3) Para toda familia (A;);c; de objetos A; de C, la suma directa de los A; existe.

Ab5) Si Ab3) se satisface y para cada familia dirigida de subobjetos A; de A € C
y cada sistema de morfismos u; : A; — B, con B fijado para todo u;, tales

que u; es inducido por u; si A; C A;j, entonces existe un tnico morfismo
w:y  A; — B, donde ), A; es la imagen de @ A; — A.

Definiciéon A.3. Una sucesion A = B - C en una categoria abeliana C se dice
exacta si ker(v) = im(u).

Proposicion A.4. Sean C y C' categorias, con C' abeliana. Entonces la categoria
Hom(C,C") de funtores de C a C', cuyos morfismos son las transformaciones natu-
rales, es una categoria abeliana, donde una sucesion F' — F — F' es exacta en
Hom(C,C") si y sdlo si la sucesion F'(A) — F(A) — F"(A) es exacta en C' para
todo A € 0bj(C).

Demostracion. La demostracion puede consultarse en [11, Chapter 0, §1, Proposition
1.3.1, page 5. [

Definicion A.5. Sea C una categoria abeliana e I un objeto de C. I se dice un
objeto inyectivo si el funtor contravariante Hom(—, I) es exacto.

Se dice que la categoria abeliana C tiene suficientes inyectivos si para todo A en
C existe un monomorfismo de A en algin objeto inyectivo de C.

Definiciéon A.6. Sea C una categoria abeliana que satisface Ab3) y (Z;);e; una fami-
lia de objetos de C. Tomando Z = €, Z;, (Z;)icr se dice una familia de generadores
si para todo A en C existe una sucesion exacta de la forma @ Z — A — 0.

Proposicion A.7. Sean C y C' categorias, con C' abeliana. Considérese la categoria

Hom(C,C') de funtores de C a C'. Se tiene que:
i) SiC' satisface Ab5), entonces Hom(C,C') también lo satisface.

ii) SiC' tiene generadores y satisface Ab3), entonces Hom(C,C') también satisface
ambas propiedades.

Demostracion. Se incluye unicamente la prueba de ii), puesto que ciertos detalles
de esta demostracion son importantes para el desarrollo del texto principal. El resto
de la demostracion puede encontrarse en [11, Chapter 0, §1, Proposition 1.4.3, pages
7-9.
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ii) Sea (F});cr una familia de objetos en Hom(C,C’). El funtor F' : C — C’ dado por
F(A) = @, Fi(A), junto con las transformaciones naturales F; — F' inducidas
por las inyecciones F;(A) — F(A), es la suma directa de los F; en Hom(C,C’).
Asi, Hom(C,C') también satisface Ab3).

Sea ahora Z un generador de C’. Para cada objeto A de C definimos un objeto

Za en Hom(C,C'):
Zi(B)= P Zz

Hom(B,A)

para todo B en C. Para un morfismo B 4 B en C, Za(f) se define de la
manera obvia.

Veamos que (Z4) acc es una familia de generadores para Hom(C,C'). Primero,
probamos que para cada A de C y cada funtor F' de Hom(C,C’), se tiene un
isomorfismo canénico

o

Hom(Z,F(A)) — Hom(Zy, F)

En efecto, dado un morfismo Z 2 F(A) en C’, se obtiene una transformacion

natural Z, — F, ya que los morfismos Z % F(A) F, F(B), donde F(h)

proviene de un B % A, inducen un morfismo Z 4(B)= @ Z — F(B)
Hom(B,A)
para cada B.

Para construir el inverso, partiendo de una transformacion natural V' : Z4 —

F, obtenemos inmediatamente un morfismo Z — Z4(A) = @ Z —
Hom(A,A)
F(A), siendo la primera flecha la inyeccion Z — €  Z para el morfismo
Hom(A,A)
idy.

Dado F' € Hom(C,C’) y un subobjeto G de F, G # F, el objeto G(A) se-
rd un subobjeto propio de F(A) (i.e., G(A) # F(A)), para al menos un
A de C. Por hipotesis, como Z es un generador de C’, existe un morfismo
Z — F(A) en C' que no factoriza a través de G(A) mediante la inclusion
canoénica G(A) — F(A). Pero entonces, la transformacion natural Z4 — F
obtenida a partir de ese morfismo Z — F(A) mediante el isomorfismo canoéni-

co Hom(Z, F(A)) = Hom(Z4, F) que hemos definido claramente no factoriza
a través de la inyeccion canénica G — F.

]

Teorema A.8. Sea C una categoria abeliana. Si C tiene generadores y satisface
Abb), entonces C tiene suficientes objetos inyectivos.

Demostracion. La demostracion puede consultarse en [0, Chapitre I, Théoréme 1.10.1,
pages 135-136]. O
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Definicion A.9. Sea C una categoria abeliana y C’ una categoria aditiva. Un O-
funtor exacto covariante de C a C’ es un sistema T' = (T%);>q de funtores covariantes
y aditivos 7% : C — C’ junto con un morfismo de conexion

0:TA") — T(A)

definido para cada 7 > 0 y cada sucesion exacta corta 0 -+ A" - A — A” — 0 en C,
satisfaciendo:

i) Dado un diagrama conmutativo en C con filas exactas

0 > A > A > A" > 0
D
0 > B’ > B > B" » 0

el diagrama

Tz‘<A//) 2] TH'I(A/)

| |

Ti(B//) L Ti+1 (B/)

es conmutativo para todo ¢ > 0.

ii) Dada una sucesion exacta corta 0 — A"’ - A — A” — 0 en C en C, la sucesion
larga

0 — TO(A') = T°(A) — T°A") S TY(A)) = T (A) — -
es exacta en C’.

Definicion A.10. Sean T = (T%);>0 y T' = (T");>o dos O-funtores exactos entre
una categoria abeliana C y una categoria aditiva C’. Un morfismo de T" a T es un
sistema f = (f*)i>o de morfismos funtoriales

flrt 1"

que conmutan naturalmente con 0. Esto es, para cualquier sucesién exacta 0 —
A — A— A” — 0 en C, el diagrama

T1<A//) 0 Ti+1 (A/)

lfi(A”) lfi“(A’)

T'i(A”) 0 Tri+1 (A’)
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es conmutativo.

Definicion A.11. Un d-funtor exacto T = (T");>¢ entre una categoria abeliana C y
una categoria aditiva C’ se dice universal si cada transformacion natural f0: T° —
T" tiene una tnica extensiéon a un morfismo f: 7 — T".

Definicion A.12. Sea C una categoria abeliana y C’ una categoria aditiva. Un funtor
aditivo I’ : C — C' es effaceable si para todo objeto A de C existe un monomorfismo
u:A— M enC tal que F(u) = 0.

Lema A.13. 5i C es una categoria abeliana con suficientes inyectivos, un funtor
F:C — (' es effaceable si y solo si F(M) =0 para todo M inyectivo en C.

Demostracion. La demostracion puede consultarse en [I1, Chapter 0, §2, Lemma
2.1.1, pages 10-11]. [

Teorema A.14. Sea C una categoria con suficientes inyectivos y sea T = (T");>q
un O-funtor exacto de C a una categoria abeliana C'. Son equivalentes:

i) T es universal.
i) T es effaceable para i > 0.

Demostracion. La demostracion puede consultarse en [6, Chapitre I, Proposition
2.2.1, page 141]. ]

Proposicion A.15. Sea C una categoria abeliana que satisface Ab3). Entonces hg F
es representable para cada funtor F :Z — C y

liny Hom(Z,C) — C
es un funtor exacto por la derecha y aditivo entre categorias abelianas.

Demostracion. La demostracion puede consultarse en [11, Chapter 0, §3, Proposition
3.1.1, page 18]. O

Proposicion A.16. Sea F : C — C' un funtor entre categorias arbitrarias C y C'.
Si F tiene un funtor adjunto por la izquierda “*F : C' — C, entonces F' conmuta con
limites inversos representables y “*F conmuta con limites directos representables.

Demostracion. La demostracion puede consultarse en [3, Exposé I, Proposition 2.11].
O

Definiciéon A.17. Una categoria Z se dice pseudodirigida si satisface:

i) Cada diagrama en Z de la forma
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N

se puede extender a un diagrama conmutativo

-/

J

J
N
i k
NS
ii) Cada diagrama en Z de la forma

se puede extender a un diagrama

tal que wu = wo.

Si Z es no vacia y pseudodirigida, se dice dirigida si para cada dos objetos i y j
existe un objeto k y morfismos ¢« -+ k 'y 57 — k.

Proposicion A.18. Sea Z una categoria pseudodirigida y C una categoria abeliana
que satisface Ab5). Entonces el funtor

lig : Hom(Z,C) — C
es exacto.

Demostracion. La idea de la demostracion puede consultarse, esencialmente, en [0,
Chapitre I, Proposition 1.8, pages 133-134]. ]

Definicion A.19. Sea 7 una categoria. Una subcategoria J de Z se dice final si J
es una subcategoria plena de Z y para todo objeto 7 de Z existe un morfismo i — j
en Z para cada objeto j de J.
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Proposicion A.20. Sea Z una categoria que satisface el axioma i) para ser pseu-
dodirigida (Definicion . Entonces el morfismo

ling 7 — lim F'| 7
es un isomorfismo para toda subcategoria final J de I.

Demostracion. La demostracion puede consultarse en [11, Chapter 0, §3, Proposition
3.3.1, pages 20-21]. O
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