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Resumo

O sofio de xuventude de Kronecker fai referencia ao problema de construir tédalas extensions
abelianas dun corpo cuadratico imaxinario, estendendo asi o teorema de Kronecker-Weber. Para
o estudo desta cuestién, o instrumento central é unha certa clase de curvas elipticas, cunha

estrutura aritmética especialmente rica denominada multiplicacién complexa.

Neste traballo vaise explorar a relaciéon entre estas dias cuestions. Comezarase introducindo, por
unha parte, as curvas elipticas, definindo nelas unha estrutura de grupo, centrando a atencién nos
puntos de orde finita; e doutra banda, as extensions de @, facendo fincapé naquelas cuxo grupo
de Galois é abeliano, as{ coma nas xeradas por raices da unidade ou puntos de curvas elipticas.
Posteriormente, presentarase o concepto da multiplicacién complexa e, finalmente, botando man
tamén das representaciéons de grupos, aplicarase toda a teoria para estudar unha realizacién

concreta do sono de xuventude de Kronecker, tomando como base o corpo cuadratico imaxinario

Q(:).

Abstract

Kronecker’s Jugendtraum is related to the problem of finding all abelian extensions of a quadratic
imaginary field, therefore generalising the Kronecker-Weber theorem. To study this issue, the
main tool is a certain class of elliptic curves, with a specially rich arithmetic structure, called

complex multiplication.

In this work we will explore the connection between these two topics. We will start by introducing,
on one side, the elliptic curves, defining over them a group structure, focusing on finite order
points; and on the other, extensions of Q, emphasising those with an abelian Galois group, as
well as those generated by roots of unity or elliptic curve points. Afterwards, we will present the
concept of complex multiplication and, finally, with the help from group representations, all the
previous theory will be used to study a particular case of Kronecker’s Jugendtraum, looking at

the abelian extensions of Q(7).



Introducion

As curvas elipticas son conxuntos de puntos do plano proxectivo definidos por ecuaciéns de
terceiro grao, é dicir, curvas ctbicas, que ademais son non singulares e presentan, cando menos,
un punto. Enton, por que se emprega o adxectivo elipticas para describilas? A razén remoéntase
ao século XVIII, co estudo da lonxitude de arco das elipses. Na integral empregada para este
célculo, o integrando estaba composto pola raiz cadrada dun polinomio de grao 3 ou 4. Deste
xeito, para determinar a lonxitude de arco da elipse, hai que integrar a funcion y = /f(z), e o

resultado vira dado en funcién da curva eliptica 3> = f(z).

O estudo destas curvas ten as suas raices na teoria das ecuacions diofantianas, que comprende
as soluciéns de ecuaciéns polinémicas en Z ou Q. Entre os exemplos méis destacados atopase,
por exemplo, a ecuacién de Fermat:

para a cal, segundo o ultimo teorema de Fermat, non existen soluciéns enteiras positivas para
n > 3.

Outro exemplo destacado é a ecuacion de Bachet, da forma

v’ =23 +¢ ceZ.

No 1621, este matematico francés descubriu unha propiedade moi interesante desta ecuacion:
existe unha férmula da duplicacién, mediante a cal, dada unha solucién da ecuacién nos ntimeros
racionais, é posible xerar unha infinidade doutras, tamén en Q. Para o caso das soluciéns en Z,
houbo que agardar ata 1908, cando Axel Thue probou que, para cada valor de ¢, existe tan s

un numero finito de solucions enteiras.

Mais en xeral, os exemplos anteriores responden a ecuaciéns diofantianas en dias variables, da
forma

flz,y) =0
sendo f un polinomio. O conxunto de soluciéns reais a unha ecuacién deste tipo forman unha
curva plana, denominada xeralmente curva alzébrica. E dentro del, resulta interesante determinar
a existencia de solucions en Z, en (Q ou nunha extension finita de Q; de ser o caso, tamén interesa
ter unha medida de cantas hai. Estas cuestions xa foron contestadas para ecuaciéns de graos 1 e

2. Para o caso das curvas elipticas, estas cuestions ainda non obtiveron unha resposta completa.

XI



O estudo das curvas elipticas, enton, resulta interesante desde unha perspectiva alxébrica, pero
tamén xeométrica. Non obstante, existe un terceiro campo co que gardan unha estreita relacion:

a teoria de numeros.

No estudo das extensions de Q, aquelas que resultan mais interesantes son as abelianas, é dicir,
aquelas cuxo grupo de Galois é abeliano. Méis en concreto, as extensions ciclotémicas, xeradas
por raices da unidade, posiien esta caracteristica. Non s6 iso: o teorema de Kronecker-Weber
garante que calquera extension abeliana de Q, necesariamente, estard contida nunha extension

ciclotémica.

Xa que se tenen estos resultados en Q, semella tentador intentar estendelos a outros corpos
diferentes, por exemplo, a extensions cuadraticas imaxinarias. Na situacion de Q, os xeradores
das extensions abelianas son elementos da torsion da circunferencia, isto é, as raices da unidade.
Pois ben, agora, as curvas elipticas faran as veces da circunferencia; é dicir, a torsiéon de certas

curvas elipticas xerara extensions abelianas dos corpos cuadraticos imaxinarios.

A construcion das extensions abelianas dun corpo cuadratico imaxinario é o que xeralmente se
conece como sono de zuventude de Kronecker. Por suposto, podese ir mais ald, e pensar nunha
teoria xeral onde o corpo base K sexa arbitrario, obtendo unha xeneralizaciéon do teorema de
Kronecker-Weber. Tratase dun problema ainda por resolver, incluido ademais no duodécimo

lugar da lista de problemas de Hilbert.

Este traballo estd estruturado en cinco capitulos, ao longo dos cales se explora a relacion xa
mencionada entre a alxebra, a xeometria e a teoria de nimeros. O primeiro capitulo presenta as
nocions bésicas sobre curvas elipticas; inténtanse establecer analoxias e diferenzas co caso das
curvas conicas, constriese unha estrutura de grupo coa suma de puntos e vese que esté finitamente
xerado, como recolle o teorema de Mordell. Ademais, proporciénase un xeito explicito de realizar

a suma, e introdtcese a caracterizaciéon dos puntos de orde finita da curva.

No segundo capitulo tratanse as extensions abelianas de Q, mencionando o teorema de Kronecker-
Weber e o sofio de xuventude de Kronecker. Tamén, dada unha extension de Galois de Q,
determinase como actia o seu grupo de Galois sobre os puntos dunha curva eliptica racional, asi

coma as extensions xeradas pola torsién de curvas elipticas.

O capitulo 3 é moi breve, e introduce a teoria de representaciéns de Galois, considerando matrices
asociadas aos automorfismos do grupo de Galois dunha extensiéon actuando na torsion da curva
eliptica. O grupo de Galois xogard un papel moi importante na teoria que se vai desenvolver. Do
mesmo xeito que se fala dunha acciéon do grupo de Galois nos corpos ciclotémicos e na torsion

da circunferencia, pédese considerar unha accién de Galois na torsiéon das curvas elipticas.

O obxectivo do capitulo 4 é presentar a teoria da multiplicacién complexa. T6dalas curvas elipti-
cas tefien a multiplicacion por un enteiro arbitrario m como endomorfismo. Cando existen outros

diferentes, ademais destes, falamos de curvas elipticas con multiplicaciéon complexa. No caso de
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corpos de caracteristica cero, ciimprese que entén o anel de endomorfismos é unha orde no anel

de enteiros dun corpo cuadréitico imaxinario.

2

Por ultimo, o capitulo 5 estd adicado & aplicaciéon dos contidos dos capitulos anteriores para
estudar as extensions abelianas sobre Q(7), asi como establecer a stua analoxia coas extensions
ciclotomicas de Q. Na lifia do discutido no capitulo anterior, a curva y? = x®+x ten multiplicacion
complexa e o seu anel de endomorfismos é isomorfo aos enteiros gaussianos, Z[i]. Neste caso,
amosamos como as extension obtidas ao adxuntar a Q(¢) os puntos de torsion desa curva son
abelianas. Non s6 iso: tamén se cumpre, ainda que a demostraciéon é maéis técnica e por iso se

omite, que isto permite xerar todalas extensions abelianas de Q(7).






Capitulo 1

Sobre curvas elipticas

1.1. Puntos racionais en curvas conicas

Ainda que a intencién é estudar os puntos racionais en curvas elipticas, comezarase un chanzo
por debaixo, observando que sucede nas curvas conicas, onde a caracterizacién destes puntos é
maéis sinxela e se ten completamente definida. Deste xeito, vanse intentar establecer analoxias

entre os dous casos.

Definicién 1.1. Sexa P = (x,y) € R2. Dirase que P ¢ un punto racional se (z,y) € Q.
Definicién 1.2. Unha recta racional é unha ecuaciéon de primeiro grao en duas variables con
coeficientes racionais.

Comprobase facilmente que toda recta que pasa por dous puntos racionais resulta ser unha recta
racional. Da mesma maneira, dias rectas racionais non paralelas intersecan nun punto racional.

Lémbrese que a ecuaciéon xeral dunha cénica é
az? + by? + cxy +dz + ey + f = 0. (1.1)

De xeito analogo as rectas, dirase que unha coénica é racional se os coeficientes da sta ecuacion

son racionais.

Dixose que a interseccién de diias rectas racionais, se existe, € un punto racional. Enton, a
pregunta natural que cabe facer agora é se sucede o mesmo coa intersecciéon entre unha conica
e unha recta. E a resposta é que, en xeral, non. En efecto, ao intentar despexar analiticamente
as coordenadas dos puntos, obtense unha ecuaciéon cuadratica con coeficientes racionais. E se as
soluciéns obtidas son racionais, entén os puntos de interseccidon seran racionais. Non obstante,

existe a posibilidade de que as soluciéns sexan ntmeros irracionais conxugados.

Agora ben, se un dos puntos é racional, entén o outro tamén, xa que a suma das soluciéons dunha
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ecuacion cuadratica nunha variable con coeficientes racionais, ax? +bx +c =0, é —b/a. E é esta

idea a que permite describir completamente os puntos racionais das curvas conicas.

Supoéiiase unha conica racional na que se sabe que existe un punto racional O. Entén, tomando
este punto como foco, pédese proxectar a cénica sobre unha recta racional arbitraria. Notese que

a proxeccién do punto O é realizada coa tanxente 4 cénica no punto O.

A recta de proxeccion corta & recta racional nun punto de proxeccion () e 4 conica racional nun

punto P:

Q

Figura 1.1: Proxeccién da conica sobre unha recta racional. Eztraida de [6].

Deste xeito, establécese unha bixeccién entre os puntos da recta racional e os da cénica, excep-
tuando o punto O’ para o cal a recta que une O e O’ resulta ser paralela & recta racional. Non

obstante, ao enviar o punto @’ ao punto do infinito da recta, este problema desaparece.

Tense que, se P é racional, entén () tamén. En efecto, ao ser O e P racionais, a recta de proxec-
cion, que os une, é racional. Asi, a stia interseccién coa recta racional de partida, i.e., o punto Q,
é racional. Reciprocamente, se () é racional, o raio de proxeccién é racional, xa que une O con

Q. Este raio corta & coénica nos puntos O e P. Logo, xa que O é racional, P tamén o seré.

Hai que ter en conta que, neste razoamento, o que se fai é partir dunha cénica na que se supon
que hai un punto racional, para a partir del determinar o resto de puntos racionais. Entén, cabe
cuestionar o seguinte: é posible determinar se unha conica poste puntos racionais? A resposta é

afirmativa, e aparece recollida no seguinte resultado:

Teorema 1.3 (Legendre). Considérese unha curva cénica de ecuacion aX? + bY? = c¢Z?, onde
a,b,c € Z cumpren ser non nulos, libres de cadrados (i.e., non existe ningin nimero primo p
tal que p? sexa divisor de ningin deles) e coprimos dous a dous. Enton, a conica ten un punto
racional cando, e s6 cando, a, b e ¢ posien o mesmo signo e —bc, —ac e —ab son residuos

cuadrdticos de a, b e ¢, respectivamente.
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Obsérvese que toda conica con coeficientes en R pode escribirse na forma do teorema, sen mais

ca aplicar un cambio de coordenadas e facendo uso da xeometria proxectiva.

1.2. As curvas elipticas e o teorema de Mordell

Definiciéon 1.4. Unha curva cabica é unha ecuacién polinémica de terceiro grao en dias

variables:

az® + by® + cx?y + daey® + ex? + fy? +gry+ ha +iy+ 45 =0. (1.2)

Dirase que a curva é racional se os seus coeficientes estan en Q.

Ao contrario do que sucede coas curvas cOnicas, non se cofiece ningin método que permita

determinar, nun nimero finito de pasos, a existencia de puntos racionais nunha curva cubica. E

dicir, non existe ningin resultado coniecido analogo ao [Teorema de Legendre| Asi, dentro do

conxunto de curvas ctibicas, vanse estudar, en particular, as seguintes:

Definicién 1.5. Unha curva eliptica é unha ctbica proxectiva que cumpre, ademais, ser non

singular e posuir, cando menos, un punto sobre o corpo no que esté definida.

Ainda que se ten definido unha curva eliptica no plano proxectivo, é posible traballar nun modelo

afin, escollendo unha referencia tal que a recta do infinito contena un tinico punto da curva.

Observacion 1.6. Do mesmo xeito que non existe un anélogo para o teorema de Legendre nas
curvas cibicas, ao considerar curvas elipticas, non se pode empregar a técnica da proxecciéon
sobre unha recta racional, pois en xeral, a intersecciéon dunha recta e unha curva ctibica esta
composta de 3 puntos; polo tanto, se un deles é racional, os outros dous poderian continuar

sendo irracionais.

Non obstante, se se conecen dous puntos racionais da curva, en xeral é posible achar un terceiro,
sen mais ca trazar a recta que une eses dous puntos. Esta recta, que se sabe racional, cortara a
cubica nun terceiro punto. Alxebricamente, quérese resolver unha ecuacion ctbica con coeficientes
racionais, da que dias soluciéns se saben racionais. Enton, necesariamente, a terceira tamén o

ten que ser.

Asi, dados dous puntos P e (), ao trazar a recta que os une, denotarase por P*() o terceiro punto
de interseccién coa ctbica. Incluso se s6 se ten un punto racional P, pode xerarse outro, sen mais
ca trazar a tanxente & cubica en P (i.e., a recta que pasa por P e P). O mesmo argumento
xustifica que P * P é racional. A construciéon xeométrica aparece ilustrada na

Esta idea de obter mais puntos a partir duns poucos aparece recollida no seguinte resultado:
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@ P+Q b

Figura 1.2: Composicion de puntos racionais nunha curva eliptica. Eztraida de [6].

Teorema 1.7 (Mordell). Sexa C' unha curva cibica racional e non singular. Entdn, existe un
conzunto finito de puntos racionais tal que tédolos demais puntos racionais se poden obter debu-

zando rectas e tomando interseccions de xeito continuo.

O teorema anterior, que aparece enunciado en termos xeométricos, vaise reformular dun xeito

maéis alxébrico. Para iso, empregarase o [leorema de Bézout| que se enuncia a continuaciéon:

Teorema 1.8 (Bézout). Sexan dias curvas C1 e Co, sendo Cy de grao m e Co de grao n. Enton,

C1 e Cy intersecan en mn puntos.

Demostracion. Podese consultar en [6]. O

A partir deste teorema, obtense o seguinte:

Corolario 1.9. Sexan C, Cy e Cy curvas ciubicas. Supéniase que C pasa por 8 dos 9 puntos de

interseccion de C1 e Co. Enton, C' tamén pasa polo noveno punto de interseccion.

Demostracion. Para determinar unha curva cubica, hai que dar os 10 coeficientes da sta ecuacion
alxébrica, (1.2]). Multiplicalos por unha constante distinta de cero non cambia a curva descrita;

asi, o conxunto de todalas curvas cubicas posibles ten "dimension 9".

Facer que a cubica pase por un punto impoén unha restricion linear nos coeficientes do polinomio.
Logo, o conxunto de ciibicas que pasan por un punto ten "dimensiéon 8". Cada vez que se engada
un novo punto polo que deba pasar, imponse unha nova condicién linear sobre os coeficientes,
reducindo nunha dimension o conxunto de cibicas desexado (sempre que a condicion obtida sexa

linearmente independente das anteriores).

En particular, a familia de ctbicas que pasan por 8 dos 9 puntos de C1 N Cy, Pi,..., Py, ten

"dimensién 1".

Sexan Fi(x,y) = 0 e Fy(x,y) = 0 as respectivas ecuacions de C; e Cy. Para cada par de escalares
A, A2 € R, a curva A\ Fi + Ao F5 é unha cubica que pasa por P, ..., Ps. Como s6 existe unha

familia de cabicas que pase por eses puntos, o conxunto

{)\1F1 + Ao Fhy ’ A, Ao € R}
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ten que ser tal familia. En particular, C = A1 F} + Ao F5 = 0, para unha certa combinacion de A\q
(§ )\2.

Como Py € C1 N Cy, Fi(x,y) e Fo(x,y) antlanse nese punto, logo A1 F} + Ao Fh tamén. Asi,
PyeC. O

Observacion 1.10. No que segue, o punto racional da curva eliptica sera denotado por O.

A priori, a operaciéon de composicién definida sobre os puntos racionais, P*(, non lle proporciona
ningunha estrutura alxébrica ao conxunto. Agora ben, tendo o punto O fixado, pédese construir
un grupo no conxunto de puntos racionais, de xeito que O sexa o elemento neutro. A operacion

do grupo ¢é a seguinte:

Definicion 1.11. Sexan P e ) dous puntos racionais dunha curva eliptica. Definese a suma

dos puntos P e @ como o terceiro punto de interseccién da curva e a recta que une O con P*(Q:

P+Q=0%(PxQ)

Figura 1.3: Visualizacion da suma de puntos nunha curva eliptica. Extraida de [6].

Proposicion 1.12. (C,O,+) é un grupo abeliano.

Demostracion. Hai que probar varios puntos:

1. Conmutatividade
P+Q=Q+P.

Esta propiedade é trivial, porque a recta que pasa por P e () é a mesma ci que pasa por

Qe P, logo PxQ =QxP.
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P
P+O=P

Figura 1.4: Elemento neutro da suma de puntos. Eztraida de [6].

2. O elemento neutro é O
P+0O=P

E inmediato tamén: o terceiro punto da recta que une P e O é P xO; logo, o terceiro punto
de interseccion da recta que pasa por O e P x O é P. Véxase a

3. Existe outro punto racional na cibica tal que operado con P resulta no elemento neutro,

0. Este punto serd denotado por —P:

P+ (-P)=0.

Para obtelo, séguese o seguinte procedemento:

a) Debiixase a tanxente & ctbica en O, que corta & ctbica en S = O * O (lémbrese que

supén a curva suponse non singular).

b) Dado un punto P, trazase a recta que pasa por P e S. O terceiro punto de interseccion

é o inverso buscado:

—-P=PxS.

En efecto, para determinar P + (—P), achase primeiro P % (—P) = S. Agora, tnese S con

O e tomase S * O; pero esta recta é a tanxente & cibica en O, logo S * O = O:
P+(—P)=0x%(Px(—=P)=0xS5S=0.
4. Asociatividade

(P+Q)+R=P+(Q+R).

Para achar P + @), tomase P * () e a continuacién, inese con O e achase o terceiro punto
de interseccion, P + @ = O * (P % Q). A continuacion, para sumar P + @ con R, hai que

construir (P + Q) * R, unilo con O, e tomar a terceira interseccion.



1.2. As curvas elipticas e o teorema de Mordell 7

Figura 1.5: O inverso dun punto na curva eliptica. Extraida de [6].

Para achar Q + R, tomase @ x R, témase ) x R, tinese con O e escoéllese o terceiro punto de
interseccion, @ + R = O % (Q x R). Despois, para sumar P e () + R, constriese P x (Q + R),

tnese con O, e tobmase a terceira interseccion.

Observando as operacions anteriores, é facil decatarse de que, para demostrar a asociativi-
dade, abonda probar que
(P+Q)*R=Px(Q+R).

Os puntos

O, P, PxQ, QxR,

Q R P+Q, Q+R
estan situados nalgunha das rectas empregadas para a construcion dos puntos (P + Q) * R
e Px(Q+ R).

Considérense as rectas que unen P+ @Q con R e P con Q + R, respectivamente. E a sta
interseccion un punto da ctbica? En caso afirmativo, terase demostrado que (P+ Q) * R =

P+ (Q+R).

Ténense 9 puntos: os 8 anteriores e a intersecciéon anterior. Doutra banda, tamén se te-
nen dias cibicas (dexeneradas) que pasan polos 9 puntos, xa que unha recta posiie unha
ecuacion linear, polo que se se tenen 3 ecuaciéns lineares e se multiplican, obtense unha

ecuacion cabica. O conxunto de solucidéns a esa ecuacion cibica é a unién das 3 lifias.

Considérese C7 a uniéon das 3 linias descontinuas, e Cy a unién das 3 lifias continuas, como se
ve na Por construcién, tanto C7 coma Cs pasan polos 9 puntos. E doutra banda,
a curva C pasa polos 8 puntos enumerados anteriormente; logo, aplicando o[Corolario 1.9

garédntese que C pasa tamén pola interseccion das curvas anteriores, quedando probado que
(P+Q)*R=Px(Q+R). O

Observacion 1.13. A estrutura de grupo anterior non depende do punto O fixado.
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Figura 1.6: Demostracion xeométrica da asociatividade da suma de puntos. Extraida de [6].

Ao ter definida esta lei de grupo na curva cubica, pédese reformular o [Teorema de Mordel]|

como segue:

Teorema 1.14 (Mordell). O conzunto de puntos racionais dunha curva eliptica estd finitamente

zerado.

Demostracion. Podese consultar en [6]. O

1.3. Foérmulas explicitas para a lei de grupo

Mordell probou o seu teorema dando férmulas explicitas para a lei de adiciéon. Para obter as
formulas o mais sinxelas posible, podese facer unha serie de transformacions lineares, resultando
asi nunha ecuacién méis simplificada. En concreto, sempre que a caracteristica do corpo K sobre
o que se define a curva sexa distinta de 2 ou de 3 (no noso caso non vai haber problema porque
se traballa nun corpo de caracteristica 0), calquera curva eliptica pode ser expresada en forma
normal de Weierstrass:

y? =2 +ax+b= f(z) (1.3)

onde a,b € K.

Empregando coordenadas proxectivas, a forma normal de Weierstrass pode escribirse de xeito
homoxéneo:
Y2Z = X? +aXZ* + 0273 (1.4)

Considérese a recta do infinito, Z = 0. Substituindo na ecuacién anterior, obtense X3 = 0; isto
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¢, a curva eliptica corta & recta Z = 0 nun tnico punto, ainda que con multiplicidade tripla. E
dicir: a curva eliptica ten un tinico punto no infinito; en concreto, aquel no que as rectas verticais
(da forma x = cte) se cortan.

Ademais, este punto é un punto de inflexién da curva, no cal a recta tanxente é, precisamente,
Z = 0, que a corta con multiplicidade 3. Mais ainda: este punto é non singular, o cal se pode

comprobar facilmente estudando as derivadas parciais.

Asi, para unha curva eliptica en forma normal de Weierstrass, existe un punto no infinito, e é non
singular. De agora en diante, serd denotado por O. Este punto considérase como racional,

e serd tomado como o elemento neutro do grupo de puntos racionais.

Unha curva eliptica en forma normal de Weierstrass é simétrica respecto do eixo de abscisas.
Deste xeito, é facil decatarse de que P x @ e P + @ son simétricos respecto do eixo X. En
particular, tendo en conta que o elemento neutro é o punto do infinito, o oposto dun punto P
¢ a sua reflexion na curva eliptica respecto do eixo de abscisas. En coordenadas, se P = (z,¥),

enton —P = (z, —y) (sempre e cando P # O).

y Z Y

e =~ T
" \

L//P_}\ -Q=(z,-y)

Figura 1.7: Operacions da lei de grupo en forma normal de Weierstrass. Eztraida de [6].

Considérense dous puntos distintos Py = (z1,y1), P2 = (x2,y2) da curva eliptica. Facendo uso da
forma normal de Weierstrass, pédense dar formulas explicitas para a suma P+ Ps en coordenadas.

En particular, facendo Py * P, = (x3,y3), sdbese que P, + Py = (x3, —y3).

Considérase a ecuacién da recta que une Py e Po, y = mx + n. Entén, é posible determinar a

pendente e a ordenada na orixe a partir das coordenadas dos puntos:

Y2 — U1
m = ————

, n =1y — MT = Yo — MIo. (1.5)
Tro9 — 1

Por construcion, a recta corta & ciibica en Py e P». Como obter o terceiro punto de interseccion,

P1 * PQ?
Substituindo a ecuaciéon da recta na forma normal de Weierstrass, (1.3):

(ma+n)? = 23 +az+b <= m2e? - 2mne+n? = P 4ar+b <= > —m22 4 (a—2mn)z+b—n? = 0.

Esta é unha ecuacién cubica na variable xz, e as raices x1, o e x3 corresponden &s abscisas dos
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tres puntos de interseccion. Asi:

23 —m?2® + (a — 2mn)x + b —n? = (x — x1)(x — 22)(x — z3).

Desenvolvendo o produto, e igualando coeficientes, obtense:
z3=m* — 1 — 72 = Y3 = ma3 + n. (1.6)

Supoénase agora que se dispon dun tnico punto Py = (z9, o) e se quere calcular Py + Py = 2F.
Para achar a recta que une Py con Py non se pode utilizar a ecuacién explicita da recta neste
caso, porque a formula da pendente é inservible neste caso. Agora ben, o que si se sabe é que
esta recta é tanxente & curva en Py. Asi, derivando implicitamente a ecuacion y? = f(x) en Py,

obtense:

_dy [ (o)
m=— .
dx 1Py 2yo

e mais en xeral, para un punto (z,y):

Substituindo a expresion de m no calculo de x3:

rg = <f2<y)> o

Se agora se substittien as expresions de f’(z) e y?, facendo os calculos, chégase 4 formula da

duplicacién para x3:
x* — 14az? — 8bx + a2
423 + dax + 4b

xr3 = (1.7)

No caso da coordenada ys, é posible derivar unha férmula analoga para o seu célculo.

1.4. A m-torsion das curvas elipticas

Agora que se ten definido un grupo sobre a curva eliptica, interesa estudar aqueles elementos de

orde finita. Definese asi:

Definicion 1.15. Sexa C' unha curva eliptica. Considérese un punto racional P € C. Dirase que
P é un punto de torsidn se existe un nimero natural m > 1 tal que mP = O. En particular,

dirase que P é un punto de m-torsion.

Observacion 1.16. O punto O, ao ser o elemento neutro da suma de puntos, ¢ un punto de

m-torsion V. m € N,m > 0.

Considérese unha curva eliptica en forma normal de Weierstrass. Para caracterizar os puntos de

m-torsion, pédese comezar estudando casos concretos de ordes baixas. Por exemplo:



1.4. A m-torsiéon das curvas elipticas 11

= Para estudar os puntos de 2-torsion, i.e., aqueles puntos tales que 2P = O, é facil decatarse

de que este problema é equivalente a determinar que puntos satisfan a ecuaciéon P = —P,
con P # O. Sendo P = (x,y), terase que —P = (z, —y); logo, os puntos que cumpren esta

condicién son aqueles tales que y = 0, i.e.,
Py = (1,0) Py = (a2,0) Py = (a3,0)

onde a1, ag, ag son as raices (a priori, complexas) do polinomio f(x). Obsérvese que, sendo
a curva eliptica, en particular é non singular, logo garéntese que os tres puntos seran

diferentes.

No caso dos puntos de 3-torsion, pédese aplicar unha técnica aniloga: no canto de considerar
3P = O, témese 2P = —P. Asi, un punto de orde 3 satisfai z(2P) = z(—P) = z(P).
Reciprocamente, se P cumpre x(2P) = x(P), enton 2P = +P, i.e., P = O, o cal esta
excluido por hipdétese. Deste xeito, os puntos de orde 3 estan determinados pola ecuacién
x(2P) = z(P).

O desenvolvemento das ideas anteriores conduce ao seguinte resultado:

Proposicion 1.17. Sexa C unha curva eliptica en forma normal de Weierstrass. Considérese
un punto P = (z,y) € C, P # O. Enton, verificase:

1.

2.

3.

4.

P ¢ de orde 2 < y = 0.

A curva C posie exactamente 4 puntos con orde divisor de 2. Ademais, estes puntos forman
un grupo isomorfo a Z/27 x ZL])27.

P ¢ de orde 8 <= x € raiz de ¥3(v) = 32* + 18az? + 12bx — a?.

A curva C posie ezactamente 9 puntos con orde divisor de 3. Ademais, estes puntos forman
un grupo isomorfo a Z/3Z x 7./3Z.

Demostracion. Podese atopar en [6]. O

Observacion 1.18. Estes resultados son validos sempre que se permitan coordenadas complexas

para os puntos. Agora ben, hai que recordar que se ten definido o grupo dos puntos racionais da

curva eliptica. Pero agora estanse aceptando coordenadas complexas. Enton, é natural pregun-

tarse se esta operacién lle proporciona estrutura de grupo tamén a outros conxuntos de puntos

da curva mais extensos, de xeito que o conxunto dos puntos racionais sexa un subgrupo. E a

resposta € afirmativa, pois compre ter en conta que a suma de puntos foi definida dun xeito

puramente xeométrico.
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A ecuacién da curva eliptica permite definir varios conxuntos de puntos:

C(Q ={(z,y) e Clz,y cQtU{O},
CR) =A{(z,y) € C|z,y e R}U{O},
C(C) ={(z,y) € C |2,y e CtU{O}.

A lei de grupo que se definiu para os puntos racionais pode estenderse a estes conxuntos de
puntos. Obsérvese que en todos eles se estd introducindo o punto O, que se establece como

elemento neutro da suma.

En particular, tense unha cadea de grupos, {O} < C(Q) < C(R) < C(C). Asi, para os casos

anteriores:

» Se m = 2, tense que os puntos de C(C) de orde 2 forman un grupo isomorfo a Z/2Z x 7/ 27Z.
Enton, C(Q) poderia ser {O}, Z/2Z ou Z /27 x Z]2Z.

= Se m = 3, tense que os puntos de orde 3 de C'(C) forman un grupo isomorfo a Z/3Z x 7./ 37.
Enton, C(Q) poderia ser {O}, Z/3Z ou Z /37 x Z]3Z.

Comezouse falando destes dous casos concretos. E que sucede, en xeral, para todo m? Vendo os
resultados obtidos para m = 2, 3, semella l6xico pensar que isto se pode estender 4s demais ordes
finitas, de xeito que C(C) ~ Z/mZ x Z/mZ. Pois ben, resulta que, efectivamente, sucede asi, pero
a demostracion farase no capitulo seguinte, botando man das ferramentas que proporcionara a

teoria de Galois.

E importante ter en conta que se pode definir a torsién sobre calquera corpo K ¢ C. E dicir,
podense buscar puntos de torsién de calquera orde con coordenadas en calquera subcorpo de C,

de xeito que a lei de grupo é tamén extensible a C'(K), cumprindose que C(K) < C(C).

En particular, ao poder traballar sempre coa forma normal de Weierstrass da curva eliptica, é
posible realizar esta tarefa de maneira analitica, xa que se tefien descritas as coordenadas destes
puntos. Se a curva eliptica é racional, estes puntos quedan determinados por polinomios con
coeficientes racionais. Asi, o corpo mais pequeno no que se atoparan as stas coordenadas é Q, a
clausura alxébrica de Q, i.e., o menor corpo formado por tédolos elementos alxébricos sobre

Q. Lémbrese que un elemento a € C é alxébrico sobre QQ se existe algin polinomio non nulo
f € Q[X] tal que f(a) =0.



Capitulo 2

Corpos de niameros

2.1. Conceptos basicos de teoria de corpos

Lémbranse aqui certas definiciéns elementais da teoria de corpos:

Definiciéon 2.1. Sexan E e K corpos. Dirase que E é unha extension de K, e denotarase E | K

ou E : K, se K é un subcorpo de E.

Definicién 2.2. Sexa E : K unha extension de corpos. Definese o grao da extensién, denotado
por [E : K], como a dimension de E como K-espazo vectorial. Se a dimension ¢ finita, dirase que

a extension é finita.

No que resta do capitulo, traballarase con extensions nas cales QQ sera o corpo base, i.e., da forma

K : Q. En particular, introducese:

Definicion 2.3. Sexa K : Q unha extension de corpos. Dirase que K é un corpo de ntimeros,

ou un corpo numérico, se a extension € finita.

Para profundizar nos corpos numéricos, convén estudar o conxunto de homomorfismos da forma
0 : K < C. En particular, tense que o cardinal deste conxunto é, exactamente, o grao da exten-
sion K : Q.

Dentro deste conxunto, existen homomorfismos tales que o}, = idg, i.e., automorfismos de K.
Estes automorfismos, coa composicion usual de aplicaciéns, forman un grupo, denominado o gru-
po de Galois da extensién, que se denotarda por Gal(K : Q). Cando |Gal(K: Q)| = [K: Q),

dirase que esta é unha extensiéon de Galois.

Observacion 2.4. Para construir un corpo numérico de Galois sobre Q, abonda tomar un polino-
mio f € Q[X] e considerar a sua factorizacion sobre C, f = ¢(X —aq) -+ (X — ). O seu corpo
de escision sobre Q, Q(ay, ..., ay,), cumpre ser unha extension finita de Galois. Reciprocamente,

todo corpo numérico de Galois sobre Q resulta ser corpo de escision dun polinomio f € Q[X].

13
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2.2. Extensions abelianas de Q

Os grupos mais faciles de estudar son os abelianos; por iso, resulta natural comezar co estudo

daquelas extensions de Galois cuxo grupo de Galois sexa abeliano, i.e., as extensions abelianas.

Un exemplo moi sinxelo deste tipo de extensiéons son as extensions ciclotémicas xeradas por raices

primitivas da unidade. Compre definir a continuacién estes dous conceptos:

Definicion 2.5. Sexa K : Q unha extension de corpos. Dirase que a extension é ciclotémica se

K = Q(¢), onde ¢ é unha raiz m-ésima da unidade.

Definiciéon 2.6. Sexa ¢ unha raiz m-ésima da unidade. Dirase que ( é unha raiz primitiva
m~ésima se m é o menor enteiro positivo para o cal (" = 1.

Como xa se adiantou, tense:

Proposicion 2.7. O grupo de Galois dunha extension ciclotomica € abeliano. Mdis en particular,

se ¢ € unha raiz m-ésima primitiva da unidade, enton existe un isomorfismo de grupos
£ Gal(Q(C) : Q) — (Z/mZ)"
que estd determinado por o(¢) = ¢,

Demostracion. Sexa ¢ unha raiz m-ésima primitiva da unidade, e considérese a extension ciclo-

tomica Q(¢) : Q. Camprese que todalas potencias de ¢ estan contidas en Q(().

Sendo ( rafz primitiva, m é o menor enteiro positivo para o cal (" = 1. Asi, en particular, as
demais raices m-ésimas da unidade estan tamén contidas en Q(¢). Enton, tense garantido que
Q(¢) é o corpo de escision do polinomio X™ — 1, e polo tanto, Q(¢) : Q é unha extension de

Galois.

Un automorfismo o : Q({) — Q(¢) queda determinado de xeito tinico pola imaxe de ¢, o((),
que tamén sera unha rafz primitiva, xa que os homomorfismos de grupos preservan as ordes dos
elementos. Ademais, cada raiz primitiva m-ésima da unidade é unha potencia de (; en concreto,

¢ da forma (!, onde t é coprimo con m. Asi, obtense unha aplicacién inxectiva entre conxuntos
t: Gal(Q(C) : Q) — (Z/miZ)*
que queda completamente determinada da seguinte maneira:

o(¢) = ¢ Yo eGal(Q(): Q).

Hai que demostrar agora que ¢t é un homomorfismo de grupos. Dados o, 7 € Gal(Q(¢) : Q), tense:

(o7 = o7(¢) = o(7(0)) = o(¢"7) = ()17 = (")) = ¢,
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Asi, t(or) = t(o)t(r) (méd m), e cimprese que ¢ ¢ un monomorfismo (xa se demostrou o seu

caracter inxectivo).

O primeiro teorema de isomorfia de grupos garante que

Gal(Q(¢) - Q)

~Imt
kert

e sendo ¢t un monomorfismo, kert = {idg(¢)}; en particular, Gal(Q(¢) : Q) >~ Im¢, o que garante
que Gal(Q(¢) : Q) é un grupo abeliano.

Doutra banda, lémbrese que o grao da extension Q(¢) : Q é ¢(m), sendo ¢ a funcion de Euler. En
efecto, tense que o polinomio irreducible de ¢ sobre Q, Irr(¢,Q), é ®,,, onde ®,, é o polinomio
ciclotémico de orde m, cuxo grao é, precisamente, ¢(m). Deste xeito, e sabendo que a extension
é de Galois, |Gal(Q(¢) : Q)| = ¢(m), logo |Imt| = ¢(m). Agora ben, Imt < (Z/mZ)*, e polo
tanto, xa que posien a mesma orde, Imt = (Z/mZ)*, quedando probado que ¢ é un isomorfismo

de grupos. [J

Considérese agora unha subextension dun corpo ciclotéomico, Q@ C F C Q(¢). Segundo o teorema
fundamental da teoria de Galois, ciimprese que a extension IF : Q é de Galois cando, e s6 cando,
Gal(Q(¢) : F) é un subgrupo normal de Gal(Q(¢) : Q). Agora ben, acabase de demostrar na
proposicion anterior que o grupo de Galois de Q(¢) : Q é abeliano; enton, todo subgrupo seu sera
normal, e en particular Gal(Q(¢) : F). Asi, a extension F : Q ¢ de Galois, cumprindose ademais

que
Gal(Q(¢) : Q)

GO B = Gal(F : Q).

E dicir, todo subcorpo dun corpo ciclotémico ¢ unha extension abeliana de Galois sobre Q. E

sorprendentemente, o reciproco tamén resulta ser certo:

Teorema 2.8 (Kronecker-Weber). Seza F un corpo numérico de Galois sobre Q. Supdnase que
Gal(F : Q) € abeliano. Enton, eziste unha extension ciclotomica Q(C) : Q tal que F C Q(().
E dicir, as extensions de Galois abelianas sobre Q son, precisamente, os subcorpos dos corpos

ciclotomicos.

Este teorema pode ser presentado doutro xeito facendo uso da anélise complexa. Considérese a

funcién exponencial:
f(Z) — 627riz

e en particular a siia expansion en serie de Taylor:

. (2miz)k
foy =3 BTl

k=0
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Esta funcion, en particular, é enteira en C, i.e., holomorfa en todo punto do plano complexo. Se

agora se avalia nos puntos da forma z = 1/n, obtense:

1 i = (27i)F
f<n>_62 / _Z(nkk)!'

k=0

E dicir, tense unha serie converxente a un certo nimero, que resulta ser raiz do polinomio
X" —1 € Q[X]. Ademais, a extension de Q xerada por f(1/n) é de Galois, e poste un grupo de
Galois abeliano. E non s6 iso: calquera extension abeliana de Galois sobre QQ estd contida nunha

destas extensions.

Asi, as extensions abelianas de Q poden describirse en termos de certos valores da funcion

holomorfa f(z) = e2™**. Mais ainda, segundo a [Proposicién 2.7| ctimprese:

(G- ()

i.e., podese describir como actia cada automorfismo o sobre ¢ = f(1/n) en termos de f e t.

Toda a teoria que se desenvolveu neste capitulo xira en torno a extensions nas cales o corpo
base é Q. Entén, xorde de maneira natural a pregunta de se é posible estender estes resultados
a outras extensions, nas cales o corpo base F varie. E esta mesma pregunta fora xa formulada
por Leopold Kronecker en 1880, nunha carta a Richard Dedekind. Kronecker chamoulle a este

problema o seu sono de xuventude (Jugendtraum, en aleman).

En particular, Kronecker esperaba atopar unha funciéon holomorfa f(z) tal que, para calque-
ra extension de Galois abeliana K : F, existen certos valores f(ai), ..., f(ay) tales que o corpo
F(f(a1),..., f(an)) xerado por estes valores ¢ unha extension de Galois abeliana, cumprindo-
se que K ¢é subcorpo seu. Tamén desexaba que, para cada elemento ¢ do grupo de Galois de
F(f(a1),..., f(an)) : F, o(f(a;)) puidese ser descrito en termos de f(z), para algin valor concre-
to de z, e a;. Kronecker e os seus contemporéneos conseguiron estender esta teoria aos corpos

cuadraticos, pero o problema segue aberto para o caso dun corpo numérico arbitrario.

2.3. Puntos alxébricos nas curvas elipticas

Considérese C unha curva eliptica racional en forma normal de Weierstrass, dada pola ecuacion
. No capitulo anterior definironse os conxuntos de puntos C(Q), C'(R) e C(C); en particular,
estudouse a estrutura dos conxuntos de puntos de ordes 2 e 3 en C(C). Agora ben, como xa
se adiantara, se K C C é un subcorpo dos complexos, pdédese considerar tamén o conxunto de

puntos con coordenadas en K,

C(K)={(z,y) € C|z,y e K} U{O}



2.3. Puntos alxébricos nas curvas elipticas 17

onde O ¢é o punto do infinito, considerado como o elemento neutro da lei de grupo.

E facil decatarse, a partir das formulas da lei de adicion en C, de que C(K) é pechado coa suma

de puntos, polo que é un subgrupo de C.

Considérese K : Q unha extension de Galois. Enton, dados P = (z,y) € C(K) e 0 € Gal(K: Q),

definese unha nova aplicacion:

(0(2),0(y)) se P#0
@ se P=0

oc:PeCv+—o(P):=

Esta aplicacion resulta ser un endomorfismo de C(K):

Proposicion 2.9. Sexa C unha curva eliptica racional. Considérese K : Q unha extension de

Galois. Enton, verificase:
1. O conzunto C(K) € un subgrupo de C(C).
2. o(P) € C(K) VP e C(K).
3. Para cada P € C(K) e cada o,7 € Gal(K : Q),
(07)(P) = o(7(P)).

Ademais, o elemento neutro id € Gal(K : Q) actia trivialmente, i.e., id(P) = P.

4. Para cada P,Q € C(K) e cada o € Gal(K: Q),
o(P+Q)=0(P)+0(Q) o(—P)=—o(P).

En particular, c(nP) =n-o(P) ¥Yn € Z.

5. Se P € C(K) € un punto de orde n, enton, o(P) tamén é de orde n, Vo € Gal(K: Q).

Demostracion. 1. Dados P, P, € C(K), as stas coordenadas estan en K. Observando as
férmulas explicitas para a lei de grupo, é inmediato ver que P; 4+ P» ten coordenadas en K.
Asi, C'(K) é pechado para a suma, logo ¢ un subgrupo de C(C).
2. Dado P = (z,y) € C(K), sdbese que o(x),0(y) € K. Asi, s6 resta comprobar que o(P) € C.
Xa que 0 € Gal(K: Q):

P=(x,y) € C(K) &2

v -2t —ax—b=0

o(y* — 2 —ax —b) =0
o(y)® = o(z)’ + o(a)o(x) + o (b)
o(y)? = (:z:)3 +ao(xz)+b
a(

P)e

JHHHl
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3. (o7)(P) = ((07)(), (07)(y)) = (o (7(P)), 0(7(P))) = o(7(P)).
Ademais, id(P) = (idg(z),idx(y)) = (z,y) = P.

4. Sexa 0 € Gal(K: Q) e P = (x,y) € C(K). Considerando a forma normal de Weierstrass
de C, tense que —P = (x, —y). Asi:

o(=P) = (0(2),0(=y)) = (o(2), —o(y)) = —o(P).

Sexa agora outro punto @ € C(K). Distinguiranse os seguintes casos para calcular o(P+Q):

)

P # +Q
Fagase P = (xz1,y1), @ = (2,y2), P+ Q = (x3,y3). Lembrando as formulas explicitas
para a suma de puntos, ((1.5) e (1.6)), tense:

2
o(z3) = o(m® —x1 — x2) = <0(yz)—a(y1)> —o(x1) —o(xg)

o(zg) — o(w1)
o(y2) —o(y1)

o(zy) — o) (o(z3) —o(x1)) + o(y1).

o(ys) = o(mxs +n) =o(m(zs —x1) + 1) =

Obsérvase que as coordenadas de o(P + @) se poden obter aplicando as formulas da
lei de grupo a o(P) + 0(Q). Asi, efectivamente, o(P + Q) = o(P) + 0(Q).

P=Q

Para esta situacién, hai que botar man da férmula da duplicacién, . Mediante

un razoamento analogo ao caso anterior, aplicando o sobre as coordenadas de 2P,

obtense:

o(ws) = 0 (z1)* — 14a(z1)? — 8bxy + a? _ o(x1)* — 14ao(z1)? — 8bo (1) + a?
3 4(z1)3 + 4azy + 4b 4o (21)3 + dao(x1) + 4b )

E dicir, a abscisa de o(z3) podese obter aplicando a férmula da duplicaciéon sobre a

abscisa de o(P). Procedendo do mesmo xeito coa ordenada, tense o resultado.
P=-Q
Este caso é inmediato, pois:
o(P+Q)=0c(P—P)=0c(0)=0
o(P)+0(Q)=0c(P)+o(—P)=0(P)—0c(P)=0.

Finalmente, para probar que o(nP) = no(P) ¥V n € Z, podese facer un razoamento indutivo

no caso n > 1, e unha vez probado isto, aplicar a propiedade o(—P) = —o(P) para garantir

que tamén se cumpre para os enteiros negativos. O caso n = 0 é trivial.

5. Considérese P un punto de orde n, i.e., nP = O. Dendtese por m a orde de o(P). Botando

man do apartado anterior, tense que:

O =0o(nP)=no(P) = m|n.
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Reciprocamente, sendo o un automorfismo, e sabendo que mo(P) = O, chégase a que:
O =010) =0 (mo(P)) =mo " (o(P)) = mP = n|m.
Xuntando os dous resultados, concliese que m = n. O

No apartado anterior, definiuse un corpo ciclotémico como o corpo de escisiéon sobre Q dun
polinomio X™ — 1. Para intentar evidenciar a analoxia coas curvas elipticas, vaise reformular esta

condicién do seguinte xeito.

Considérese o grupo multiplicativo dos complexos non nulos, (C*, ). Para cada n € Z, a m-ésima

potencia proporciona un endomorfismo de C*:

Am 2 € CF — A\ (2) == 2™

O niucleo deste endomorfismo, ker A,,,, € o conxunto de raices m-ésimas da unidade. Asi, un corpo
ciclotémico é xerado sobre Q polos elementos do ntcleo dun certo endomorfismo A,,.

Sexa agora o grupo aditivo dos puntos con coordenadas complexas dunha curva eliptica C,
(C(C),+). Podese definir un endomorfismo analogo ao anterior, consistente na multiplicacion
m-ésima de puntos:
Am P € C(C) — A\ (P) :=mP.
O nucleo de A, é un subgrupo de C(C), que se denotara por
Clm] =ker \,, ={P € C| mP = O}.
Obsérvese que este conxunto é, precisamente, a m-torsién da curva eliptica C.
Proposicion 2.10. C[m] é suma directa de dous grupos ciclicos de orde m:
Cm] ~Z/mZ & Z/mZ.

Demostracion. Dados dous complexos wy,wy € C, pédese considerar o reticulo que xeran, i.e., o

conxunto de tdédalas stias combinacions lineares con coeficientes enteiros:
L= {m1w1 —+ Mmows ‘ mi, Mg € Z}.

E posible construir un isomorfismo de grupos entre C(C) e C/L, tal e como se recolle en [6].

Deste xeito, os puntos de C'[m| podense caracterizar como segue:
z € O[m] <= mz € L.
Esta descricion proporciona un isomorfismo de grupos, que se define a continuacioén:
Z]/mZ & Z/mZ — C[m] C C/L

(a1,a2) — ﬂwl + %wg
m m

o que completa a proba. [
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Como se acaba de comprobar, as extensions ciclotémicas estan xeradas polos elementos do nticleo
do endomorfismo da m-ésima potencia. Analogamente, quérense considerar as extensions xeradas
polos puntos en C[m|. En particular, pédese estudar o corpo xerado polas coordenadas destes

puntos:

Proposicion 2.11. Sexa C' unha curva eliptica racional dada pola ecuacion de Weierstrass (1.3)).

Cumprese:

1. Sexa P = (z,y) € C[m| un punto con orde divisor de m. Enton, x ey son alzébricos sobre

Q, i.e., son raices dun polinomio non nulo de Q[X].

2. Sexa o conzunto de puntos de C(C) con orde divisor de m,

C[m] = {(xlyyl)a [ (l‘n, yn)v O}

onde n = m? — 1, sequndo a|Proposicion 2.10. Considérese o corpo zerado polas coorde-

nadas de tédolos puntos de Clm],
K= @(xl) Y1, , Tn, yn)
Enton, K: Q ¢ unha extension de Galois.

Demostracion. Sexa o : K — C un homomorfismo de corpos. Para demostrar que K : QQ é unha

extension de Galois, hai que comprobar que o(K) = K.

A aplicacion o queda completamente determinada polas imaxes dos distintos x; e ;. Por hipotese,
P, € Clm] Vi€ {1,..,n}, e a[Proposicién 2.9|garante que o(P;) € C[m]. E dicir, o(P;) = P,

con i e j podendo ser iguais. Sendo isto certo para todo ¢ € {1,...,n}, garantese que o(K) = K.

Asi, tense que K : Q é unha extension de Galois, deixando demostrado o segundo punto.

Podese reformular o que se fixo no pardgrafo anterior do seguinte xeito: cada homomorfismo de
corpos o : K — C queda determinado por unha permutacioén dos puntos P4, ..., P,. En particu-
lar, isto significa que o conxunto de tales homomorfismos é finito; noutras palabras, K : Q é unha
extension finita, e polo tanto, alxébrica. Asi, tdédolos x; e y; son alxébricos sobre QQ, quedando

probado o primeiro punto. [

Observacion 2.12. En xeral, o grupo de Galois da extension anterior non é abeliano.

2.4. Un exemplo: o grupo da circunferencia

Para repasar os conceptos que se viron ata agora, considérese o seguinte exemplo. Na circunfe-

rencia S' podese definir un grupo coa seguinte operacion:
S' x st — st

(o, 8) ~ a+ [ mod 27
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onde os puntos de orde finita son as raices da unidade. En efecto, a m—torsion estd composta

polos puntos da forma:

2
ma:2k:7r<:>oz:—k7r 0<k<m
m

e componen un subgrupo ciclico de orde m.

A continuacién, poédese considerar, para cada raiz da unidade, a extension xerada polas siias
coordenadas, i.e.,

Q( cos(2km/m), sen(2kmw/m)) 0<k<m.

Obsérvese que todolos angulos considerados son multiplos de 27/m. En particular, a formula de
De Moivre permite expresar o seno e o coseno de calquera miltiplo dun dngulo en funcién do

seno e o coseno deste. Polo tanto, tense:
cos(2km/m), sen(2kmw/m) € Q(cos(2m/m), sen(27/m))

é dicir, a extension xerada polas coordenadas de 27/m contén as coordenadas das demais raices

m-ésimas da unidade.

En consecuencia, considerando a extensiéon das coordenadas dos puntos da m-torsién, K, men-

cionada na [Proposicién 2.11| tense

K = Q(cos(27/m), sen(27/m))

e sabese que é unha extension de Galois sobre Q.

Tense asi o seguinte diagrama:

Qcos (37)) Qsen (37))

Estudaranse un pouco méis polo mitdo as extensions intermedias do seno e o coseno, intentando
. ., . . 2mi .

relacionalas coa extension ciclotomica Q((,,), onde (,, = e m . Para iso, comezarase dando un

par de exemplos concretos, a partir dos cales se establecera unha xeneralizacién para calquera

valor de m.
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Cando m = 5, segundo se viu na [Proposicion 2.7} o grao da extension Q((5) : Q é 4. Necesa-

riamente, cos(27/5) € Q((5), xa que

o GG 1+45
COS | — = = .
5 2 4

Mais ainda: est4 na maior subextension contida en R, que sera denotada por Q(¢5)™. Neste caso,

tal extension resulta ser Q(v/5), obtendo a torre de corpos

Q(¢)

N

4 Q(V5)

A

() - 656
n) G

Q

Doutra banda,

21

polo que se garante que sen(27/5) € Q((5,7). De xeito analogo, sdbese que ten que estar na
maior subextension contida en R, Q(s,4)™. De feito, sendo Irr(sen(27/5), Q) = X4 — 2 X2 4 2

tense que pertence a unha extension de Q de grao 4, ainda que neste caso ¢ diferente de Q((5).

A torre de corpos neste caso é a seguinte:

Q(¢s,14)
T
Q(Gs,7) " Q(¢s)
\ 2
Q(V5)

Analogamente, no caso m = 6 sucede algo semellante. Aqui, de novo segundo a
[Q(¢6) : Q] = 2, xa que (Z/6Z)* = {[1], [5]}.
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Volvese cumprir que cos(27/6) € Q((s)™ e sen(27/6) € Q({s,7)™, ainda que neste caso, Q({s)* =
Q e Q(¢s, %) ten grao 2, sendo diferente de Q((g).

Que sucede entéon no caso xeral? Sexa (,;,, unha raiz primitiva da unidade, e considérese o corpo
ciclotomico Q((y,). O seu grupo de Galois é isomorfo a (Z/mZ)*. Lémbrese que as unidades de
Z/mZ son aqueles x tales que med(x,m) = 1. Enton, | Gal(Q((r) @ Q)| = ¢(m), onde ¢ é a

funcion de Euler. Tense asi a torre de corpos:

Q(Gm)

Facendo agora X = (,,, tense:

1
(X+ X) — X? —2cos(2n/m)X +1=0

N |

cos(2m/m) =

e polo tanto:

[Q(¢m) : Q(cos(2m/m))] = 2.
Como cos(2m/m) € Q((m)T, e o grao da extension Q(Cm) @ Q(¢m)™ € 2, tense que Q(Gn)T =
Q(cos(2m/m)).

Por outra parte, de xeito completamente andlogo aos exemplos anteriores, tense garantido que

sen(2w/m) € Q(¢m, 7).
Ctamprese que ¢ € Q((,,) <= m é multiplo de 4. En efecto:

(=) Suponase que i € Q((,). Enton, para certo 0 < k < m,

cos(zkﬁ):O %JZE N
sen(%ﬁ):l m

(<=) Reciprocamente, suponiase que m = 4k para certo k € Z. Enton:

m=1= (' =1

Logo ¢* é rafz cuarta da unidade, e asi, garantese que i € Q((pn).
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En calquera caso, xeralmente tense o seguinte diagramas:

Q(Gm- 1)

Q(Gm) Q(Gm,9)*
1PN
Q(COS(2 sen

Considerando S! como un subgrupo de C, os puntos de m-torsion resultan ser as raices m-ésimas

da unidade, que estan definidas sobre o corpo Q((,,). Como actia o grupo de Galois sobre elas?

Lembrando a[Proposicién 2.7] tense un isomorfismo de grupos

t: Gal(Q(Gn) : Q) — (Z/mZ)*.

Asi, dado 0 € Gal(Q(Gn) : Q), a sta accion sobre o conxunto de raices m-ésimas da unidade
{1,¢m, G2,y oo, ¢ 1Y vén determinada polo nimero t(o). Cofiecendo o valor de Cf,(f), é posible

determinar a imaxe de calquera potencia de (.

E cal é a relacion deste exemplo coas curvas elipticas?

Lémbrese a m-torsion das curvas elipticas, C[m]. Tomando as coordenadas destes puntos, podese

considerar a extension que xeran sobre Q, recollida na [Proposicion 2.11] No seguinte capitulo,

estudarase como actia o grupo de Galois desta extension sobre C[m|, permitindo dar unha

representacién do mesmo, de xeito anélogo & que se ten dado para as extensions ciclotémicas.



Capitulo 3
Representacions de (Galois

A m-torsién dunha curva eliptica C', C[m/, tense definida como o conxunto de puntos con orde

un divisor de m:

Cm] ={0, (z1,91); -+ (Tn, yn) }-

No capitulo anterior introduciuse a extension de QQ xerada polas coordenadas dos puntos de C[m)],

Q(xla Y1, .- 7337173/71)'

Definiciéon 3.1. O corpo anterior, que sera denotado por Q(C[m]), recibe o nome de corpo de
definicion de C[m| sobre Q:

@(C[m]) = Q(:El’ Y1, -, Tn, yn)

Observacion 3.2. Se se cambia o corpo base IF, empregarase igualmente a notacion F(C[m]).

Tense demostrado, na [Proposicion 2.11] que este corpo é unha extension de Galois sobre Q.

En particular, isto implica

[Q(Clm]) : Q] = | Gal(Q(C[m]) = Q).

Como describir o grupo de Galois desta extension?

Sexa o € Gal(Q(C[m]) : Q), e considérese P € C[m]. Segundo a [Proposicion 2.9 o define

un endomorfismo de C(Q(C[m])) (é dicir, o conxunto de puntos da curva con coordenadas en

Q(C[m]) ) tal que preserva as ordes dos puntos; en particular, tense que o(P) € C[m].

E dicir, cada ¢ € Gal(Q(C[m]) : Q) induce unha permutacién dos elementos de C[m]. Non

obstante, esta permutacién non é completamente arbitraria. En efecto, non é mais cé restricion

do endomorfismo anterior a este grupo, que como se probou na [Proposicion 2.10| é isomorfo a

(Z/mZ) & (Z/mZ). En particular, C[m] esta xerado por dous puntos P; e P, proporcionando

a seguinte descricion:

Clm] = {a1 P + a2 P | a1,az € Z/mZ}.

25
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Considérese h un endormorfismo arbitrario de C[m]. Enton, tense que cumprir
h(CLlPl + GQPQ) = alh(Pl) + agh(Pg).

E dicir, a imaxe de calquera endomorfismo de C [m] queda completamente determinada pola

imaxe dunha base sta. Reciprocamente, dados @1, Q2 € C[m], podese definir un endomorfismo

a1 P 4+ aa P — a1Q1 + a2Q)2.

En consecuencia, h queda definido a través de h(Py) e h(P»). Mais ainda, h(Py), h(P) € Clm],
logo poden escribirse como combinaciéns lineares de Py e Ps:
h(Pl) =apP + P (3.1)
h(PQ) = Br P + 0p P (3.2)

onde os coeficientes oy, B, Vh, O0p € Z/mZ dependen unicamente do endomorfismo h.

As relaciéns anteriores poden escribirse en notacién matricial do seguinte xeito:

an B

[h(Pl) h(P2)}:[P1 PQ} Y O

En particular, tense que a cada endormorfismo h : C[m| — C[m] se lle pode asignar unha

matriz cadrada A € Ma(Z/mZ).

Sexa agora g : C[m] — C[m] outro endomorfismo de C[m|. Enton, é posible considerar a

composicion g o h. Cal é a matriz de coeficientes para este novo endomorfismo?

agoh /Bgoh]

[(goh)(Pl) (QOh)(Pﬂ B [Pl PQ} Ygoh  Ogon

Facendo o célculo, obtense o seguinte:

agonPr + Ygon P2 = (g 0 h)(P1) = g(h(P1))
= g(anPr + v P2)
= ang(P1) + yng(P2)
= ap(agPr +7%) + m(BgP1 + 641%)
= (agop, + Bevn)P1 + (vgoun + 0g7h) Po.

En resumo, chégase a que

Qgop = QgQip + 697h (33)

Ygoh = VgQh + 59'7h- (3.4)
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Mediante un razoamento analogo para (g o h)(P2), obtense que:

BgOh = O‘gﬁh + 5gdh (3'5)
Ogoh = Vg + 0gOn- (3.6)

Polo tanto,

agap + Bgvn  agBh + Bgon
Ygh + 0gVn  VgBh + 0g0n

(gom)(P) (gon)(Py)] =[P P

é dicir, a matriz da composicién resulta ser o produto das matrices dos dous endomorfismos:
Qgoh Bgon| g Bg| |an Bn
Ygoh 6goh Yy 69 Th 5h
Ata este momento estivose falando de endomorfismos arbitrarios de C[m|. E podese ver que se
estableceron analoxfas coa dlxebra linear: existe unha bixecciéon entre endomorfismos e matrices
cadradas, e a matriz da composicién correspéndese co produto das respectivas matrices. Enton,

é natural pensar se existen maéis semellanzas; por exemplo, que sucede cos isomorfismos? Existe

unha matriz inversa?

Sexa asi h un isomorfismo, e g = h~! o seu inverso. En particular, cimprese que go h = idc(m),

e como se acaba de ver, isto implica, matricialmente:
1 0]  Jop-—1 Bp1| |an Bh
0 1 Vo=t Op-1| [Yh  On
isto é, a matriz de h é, efectivamente, inversible. E reciprocamente, cada matriz inversible, con

coeficientes en Z/mZ, proporciona un automorfismo de C[m].

Definicién 3.3. O grupo linear xeral, denotado por GL, (R), é o grupo de matrices inversibles

de orde n € Z™ con coeficientes nun certo anel R coa operacién de multiplicacion:

GLo(R) = {A € Myn(R) | det(A) € R*}.

Compre recordar o seguinte resultado:
Lema 3.4. Sexan R un anel, n € Zt ¢ A € M,(R). Verificase:
A € GL,(R) <= det(A) € R*.

Demostracion. (=) Supoéiiase que existe a matriz A~!, de tal xeito que AA~! = I,,. Entén,

aplicando as propiedades dos determinantes, obtense:

1 =det(l,) = det(AA™) = det(A) det(A™') = det(A) det(A)™! = det(A) € R*.
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(<=) A proba que aqui se da s6 ¢é valida para o caso n = 2. Ainda que a proba do caso xeral
non é complexa, no que resta do capitulo s se vai traballar con matrices de orde 2, e ademais,

esta proba da unha forma explicita de obter a matriz inversa.

Suponase asi A € Mo(R), asociada a un certo isomorfismo h, tal que A = det(A4) € R*. A partir
das ecuacions (3.3)), (3.4), (3.5) e (3.6), obtéfiense dous sistemas de dias ecuaciéons lineares con

dias incognitas:
apap-1 +ypBp-1 =1 apYp-1 + mop-1 =0
Brap-1 + 6pBp-1 =0 Bryp-1 + 0pdp—1 =1

onde os coeficientes da matriz A, oy, Br, Yu, On, son cofiecidos, sendo as incognitas os coeficientes

da matriz A~!, asociada ao isomorfismo A~ 1.

Resolvendo os sistemas anteriores, aplicando por exemplo o método de reducién, chégase a que,

efectivamente, A poste matriz inversa, e pode calcularse como segue:

on/A  —Br/A
—")/h/A Oéh/A

A=

0

Retomando agora o corpo de definicion de C[m] sobre Q, Q(C[m]), considérese de novo o seu
grupo de Galois. Cada elemento ¢ é un automorfismo deste corpo, que & stia vez induce un

automorfismo no conxunto de puntos de C' con coordenadas en Q(C[m]),

o : C(Q(Clm])) — C(Q(C[m]))-

Tense probado que a m-torsion da curva é un subgurpo de C(Q(C[m])); logo, a restricion de o
a C[m] tamén é un automorfismo de grupos. Enton, como se viu neste capitulo, a o podeselle

asignar unha matriz A, € GLa(Z/mZ).

Esquematicamente, tense o seguinte:

Gal(Q(C[m]) : Q) — Aut(Clm])

— GL2(Z/mZ)
o — o — As

E dicir, tense unha aplicacion:
pm : Gal(Q(C[m]) : Q) — GLo(Z/mZ)

oc— A,

0% Ba

con A, =
Yo 0

] . Lémbrese que os seus coeficientes quedan determinados polas férmulas

o(Py) = asPL + P
0(P2) = BoP1 + 05 DPs.
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Como se demostrou anteriormente, a matriz da composicion de endomorfismos de C[m] podese

calcular como o produto das respectivas matrices de cada endomorfismo. Asi, cimprese:

p(07) = pu(@)pm(7) V0,7 € Gal(Q(Clm]) : Q).

E dicir, py, ¢ un homomorfismo do grupo de Galois da extension Q(C[m]) : Q, méis abstracto e
desconecido, ao grupo linear xeral GLg(Z/mZ), moito mais estudado e do que se conece a sua
estrutura concreta. Asi, o que se ten é unha representacion deste grupo. Ao tratarse dun grupo

de Galois, en particular dirase que esta é unha representacion de Galois.

Todo o desenvolvemento que se ten feito ata agora aparece recollido no seguinte teorema:

Teorema 3.5 (Representacions de Galois). Sexa C unha curva eliptica racional en forma normal
de Weierstrass. Considérese n € Z,n > 2. Fizense Py e Py dous xeradores da m-torsion da curva,

C[m]. Enton, a aplicacion

pm : Gal(Q(Clm]) : Q) — GLa(Z/mZ)

oc— A,

€ un monomorfismo de grupos.

Demostracion. O Gnico que resta por probar é o caracter inxectivo de pn,. Sabendo xa que é un

homomorfismo, verase que o seu nicleo é o conxunto formado polo automorfismo identidade.

Considérese asi o € ker p,, e véxase que 0 = idg(c[m))- En particular, cimprese que

10
pm(0) = [0 1] :

Polo tanto, aplicando as ecuacions (3.1]) e (3.2]), tense:

— o(P)=P VY PeCm).

Lémbrese que, se P = (z,y), por definicion, o(P) = o(z,y) = (o(x),0(y)), i.e., o fixa as
coordenadas dos puntos de C[m]. En particular, xa que Q(C[m]) = Q(z1,y1, ..., Tn, Yn), o fixa
os xeradores da extension, e polo tanto, o corpo enteiro. Logo, necesariamente, o = idQ(C[m]), e

efectivamente, p,, é un monomorfismo. []

Obsérvese que se ten unha analoxia coas extensions ciclotémicas: sexa ( € C* un xerador do

grupo de raices m-ésimas da unidade. Segundo a [Proposicion 2.7] tense un isomorfismo

t: Gal(Q(¢) : Q) — GLy(Z/mZ) = (Z/mZ)*
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determinado pola relacion o(¢) = ¢'(9). Dise neste caso que ¢ é unha representacioéon cicloto-

mica m-ésima de Q. Ademais, xa que é un isomorfismo, en particular sabese que

Gal(Q(¢) : Q) ~ (Z/mZ)".

No caso das representacions de Galois, o0 homomorfismo p,, non é sobrexectivo en xeral. Porén,
xa que se busca construir extensions abelianas de ), isto non é un problema; ao contrario,
GL,(Z/mZ) non é abeliano para n > 2; logo, de ser p,, un isomorfismo, a extensién xa non
posiie un grupo de Galois abeliano. Para a maioria das curvas elipticas, sempre existen valores
de m para os cales a representacion de Galois p;, é sobrexectiva. Non obstante, e xa que interesa
estudar extensions de QQ abelianas, a atencién vai centrarse naquelas curvas para as cales p,

nunca é un isomorfismo: as curvas con multiplicacion complezxa.



Capitulo 4
A multiplicacién complexa

Dada unha curva eliptica C, sibese que o conxunto dos seus puntos con coordenadas complexas,
C(C), forma un grupo abeliano coa suma de puntos. Como tal, para cada m € Z, é posible definir

un endomorfismo, a multiplicacion por m,
Am 1 C(C) — C(C)
P+— mP
tal que ker \,,, = C[m].

Tense visto, no primeiro capitulo, que escribindo a curva C' en forma normal de Weierstrass,
(1.3), é posible dar formulas explicitas para a lei de grupo, (1.6)) e (1.7); ademais, estas formulas

venen dadas por funciéns racionais, i.e., cocientes de polinomios.

Definicién 4.1. Sexan (4, (5 dias curvas elipticas entre as cales se establece unha aplicacion

¢ : C1 —> Cs. Dirase que ¢ é un morfismo de curvas se vén dada por funcioéns racionais.

Definicion 4.2. Sexa ¢ : €1 — C5 un morfismo de curvas elipticas. Dirase que ¢ é un ho-
momorfismo de grupos se ¢ respecta a estrutura de grupo das curvas. En particular, cando

C1 = (s, déselle o nome de endomorfismo.

En particular, para cada m € Z, a multiplicacién por m é un endomorfismo de C. Agora ben,

compre preguntarse: existen outros endomorfismos?

Definicion 4.3. Sexa C unha curva eliptica. Dise que C' postie multiplicacién complexa se

admite outros endomorfismos distintos da multiplicaciéon por m.
A continuacion introdicense un par de exemplos de curvas que postien esta propiedade:

1. A curva y? = 23 + = admite o seguinte endomorfismo:
(z,y) — (=z,1y)

31
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2. Para cada a € Q, a curva y? = 2% + a postie o endomorfismo

(z,y) — (Cz,y)

onde ¢ = 1(—1+ V/3i) & raiz cibica da unidade.

4.1. Por que multiplicacién complexa?

O grupo C(C) é isomorfo a C/L, con L un reticulo. Lémbrese que L é da forma
L = 7wy + Zwy = {a1w1 —+ aswo | ai,ag € Z}
onde w1, ws son dous complexos R-linearmente independentes.

Como se recolle en [5], a cada endomorfismo dunha curva eliptica ¢ : C(C) — C(C) podeselle

asignar unha funcién holomorfa

f:C/L — C/L.

Sendo f holomorfa, en particular en z = 0, admite un desenvolvemento en series de potencias

e}

) =S et

k=0
nunha vecinanza dese punto. Doutra banda, f tamén ten que ser un homomorfismo; logo, debe

verificar:

f(z1 4 22) = f(21) + f(22) V 21, 22 nunha vecinanza de 0.

Porén, compre ter en conta que a igualdade anterior se da no cociente C/L. En termos de C, a

igualdade anterior equivale a que

f(z1+ 22) — f(21) — f(22) € L V 21, 2o nunha vecinanza de 0.

Fixados 21, 29 de xeito arbitrario dentro dunha vecinanza do 0, considérese a funcion

g:C—C
2 g(2) = f(z1 + 22) — f(21) — f(22).

Cumprese que g é holomorfa, e ademais, g(C) C L. Ao ser L un reticulo, en particular é un
conxunto discreto, e polo tanto non contén abertos non baleiros. Doutra banda, o teorema da
aplicaciéon aberta garante que a imaxe dun aberto a través dunha funcién holomorfa non constante
¢ tamén aberta. Pero C é un aberto, e non obstante, g(C) non pode ser aberto, ao ser non baleiro.

Asi, necesariamente, g é unha funciéon constante, e verificase:

f(z1 4+ 22) +co = f(z1) + f(22) V 21,22 nunha vecinanza de 0
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onde ¢y € L. Obsérvese que, sen importar o valor de c¢g, pasando ao cociente tense sempre o

mesmo homomorfismo. Asi, pdédese tomar, sen perda de xeneralidade, ¢cg = 0.

Recapitulando: dada unha curva eliptica C, tomase ¢ un endomorfismo arbitrario seu. A ¢
podeselle asociar unha funcion holomorfa f : C/L — C/L, que nunha vecinanza de z = 0 pode

ser expresada como serie de potencias e, ademais, ¢ un homomorfismo aditivo.

Ao importier todas estas condicions, non poden existir demasiadas funciéns f que as cumpran.

En efecto, verificase o seguinte:

Proposicion 4.4. Sexa f : C — C unha funcion holomorfa nunha vecinianza de z = 0, na cal

tamén se cumpre que f(z1 + z2) = f(z1) + f(22). Enton, f(z) = cz, para certo ¢ € C.

Demostracion. Considérese z € C un punto arbitrario situado nunha vecifianza do 0. Estidese

que sucede coa derivada de f nese punto:

f/(Z) — }Illfl},(l) f(z—{_h}z_ f(Z)

@ o FE) )~ 1)

a h—0 h

e f(h)

=

© o F0) ~ FO)
h—0 h

= f'(0).

(*) Aqui aplicouse o feito de que f é un homomorfismo de grupos.

Isto &, a derivada de f nunha vecifianza de 0 resulta ser constante. Asi, tense que f é da forma
f(z) =co+cz.

Sendo f un homomorfismo aditivo, tomando z; = z2 = 0, chégase a que f(0) = 2f(0), logo

f(0) =0 e asi, ¢y = 0, obtendo o resultado. [J

Observacion 4.5. Sexan z1,z9 € C tales que 23 — 29 € L. Enton, no cociente C/L, tense que

f(z1) = f(22), ou equivalentemente, cz; = cz9; logo, en C, cimprese que ¢(z1 — z2) € L.
E dicir, dada unha funciéon da forma f(z) = cz definida en C/L, para un certo reticulo L,
cimprese que cL C L.

A proposicién anterior especifica a forma da funcion f, pero non responde & seguinte cuestion:

cales son os posibles valores de ¢?

Se ¢ € Z, entén correspondese co endomorfismo multiplicacion por ¢, A.. Pero, e que sucede se a

curva eliptica admite multiplicacién complexa?
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Proposicion 4.6. Sexa C unha curva eliptica con multiplicacion complexa, de xeito que existe

unha funcion holomorfa

f:C/L —C/L

z+——cz mod L
tal que ¢ ¢ Z. Enton, cumprese que ¢ ¢ R.

Demostracion. Suponase, por reduciéon ao absurdo, que ¢ € R. Dados z1,29 € C, tense que
f(z1) = f(22) = ¢(z1 — 2z2). Doutra banda, L = Zw; + Zws, onde wi,ws son R-linearmente
independentes, i.e., dada unha combinacién linear riw; + rews = 0, con r1,79 € R, tense que

7"1:1”2:0.

Como se apuntou na observaciéon anterior, camprese que cL C L. En particular, cw; € L, logo
cw1 = Awi + Bwo, con A, B € Z. Asi:
(A—c)wi+ Bwy =0

— A—c=0=B.
w1,ws R-linearmente independentes

Chégase deste xeito a que A — ¢ = 0 <= A = c¢. Non obstante, isto contradi a hipdtese inicial

¢ ¢ Z. Asi, necesariamente, c € C — R. O

E con esta ultima proposicién, enténdese por que se fala de multiplicacion complezxa: cada en-
domorfismo dunha curva eliptica diferente da multiplicacién por m € Z esti asociado a unha
funcion holomorfa f : C/L — C/L da forma f(z) = cz mod L, con ¢ ¢ R. Na seguinte seccion,

verase que, en particular, estes complexos forman parte dun corpo cuadréatico imaxinario.

4.2. O anel de endomorfismos dunha curva eliptica

O conxunto de tédolos endomorfismos dunha curva eliptica C' sera denotado por End(C'). Nel,

definense as seguintes operacions:

1. Suma de endomorfismos: dados ¢1, ¢2 € End(C),

gbl +¢2 : C(C) — C(C)
Pi— (¢1+ ¢2)(P) := ¢1(P) + ¢2(P)

Lémbrese que os endomorfismos venien dados por funciéns racionais; asi, a suma tamén
o serd, e polo tanto o conxunto é pechado respecto da suma. E trivial que se respectan
as propiedades conmutativa e asociativa, que existe un elemento neutro (o endomorfismo

nulo) e todo elemento posie oposto.
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2. Composicion de endomorfismos: dados ¢1, ¢ € End(C),

P12 : C(C) — C(C)
Pr— (¢102)(P) := ¢1(¢2(P))
E inmediato comprobar que esta aplicacion vén dada por funcions racionais, polo que
End(C) tamén é pechado respecto desta operacion. De xeito andlogo 4 suma, tense propie-

dade asociativa e elemento neutro (a identidade), ademais de ser distributiva respecto da

adicion. Con todo, non tédolos elementos posiien inverso.

Deste xeito, estas operacions proporcionanlle a End(C') estrutura de anel.

Definicién 4.7. A terna formada polo conxunto End(C'), xunto coas operaciéons de suma e

composicién anteriores, recibe o nome de anel de endomorfismos da curva eliptica C.
Agora ben, que estrutura presenta End(C)? Pdédense distinguir dous casos, en funciéon de se C
admite ou non multiplicacién complexa.

Comeécese polo segundo caso: entéon, End(C') ~ Z. En efecto, os tnicos endomorfismos que posie
C' son as multiplicacions por enteiros, { Ay, }mez. A cada A, correspondelle a funciéon holomorfa

z + mz (en particular, o enteiro m). Ademais:

A+ A — m+n
AmAn —> mn
e tense asi un isomorfismo de aneis.
E se C admite multiplicaciéon complexa?

Proposicion 4.8. Sexan C unha curva eliptica con multiplicacion complexa e L = Zwi + Zwo

un reticulo tal que C' ~ C/L. Considérese o sequinte subconzunto de C:
Ry, ={ceC|cLCL}
Verificanse as sequintes afirmacions:
1. Para cada c € Ry, conc ¢ Z, [Q(c) : Q] = 2.
2. Rp, € un subanel do anel de enteiros do corpo Q(k), Og(y), sendo k = w /wa.

Demostracion. Ao admitir C' multiplicaciéon complexa, para cada endomorfismo diferente da
multiplicacién por un enteiro, existe unha certa funciéon holomorfa f : z € C/L — ¢z mod L,
onde ¢ ¢ 7. En particular, para ese valor de ¢, tense que cL C L. Asi, sendo w; e wy os xeradores
de L, pédese escribir:

W1 = a1wi + aaws2

Cwy = b1w1 + b2¢d2
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Dividindo agora por ws, e facendo k = wy /wa:

cCk = a1k + ag

c=bik+ by

Facendo A = —(aj + bs) e B = a1bs — asby, cimprese que X2 + AX + B € Z[X], e que ¢ é unha
das raices deste polinomio. Polo tanto, e sabendo que ¢ ¢ R, como se demostrou na

podese concluir que o polinomio ¢é irreducible sobre Z[X], e en consecuencia tamén o é sobre

Q[X].

Do razoamento anterior dediicese que Irr(c, Q) = X? + AX + B, e asi, [Q(c) : Q] = 2, quedando

probado o primeiro punto. En particular, cada ¢ € Ry, xera unha extension cuadratica imaxinaria

de Q.

Na igualdade ¢ = bik + be, obtida antes, sabese que b; # 0 e k ¢ R. Enton, automaticamente,
tense garantido que Q(c) = Q(x). E deste feito, sabendo que X2 + AX + B € Z[X], dedticese

que Ry é un subanel de Og,), demostrando asi o segundo punto. [

Observacion 4.9. Cémpre lembrar que os subaneis de Og,) son da forma Z + cOg,), onde o

enteiro ¢ > 1 é o chamado condutor.

Lémbrese que a cada endomorfismo de C' se lle pode asignar unha funcién holomorfa, que como

se demostrou na [Proposicion 4.4{ten a forma f(z) = cz. Asi, tense unha aplicacion:

A:End(C) — R

¢ — cy

onde ¢y é o complexo tal que ¢(z) = cypz.
Esta aplicacion determina a estrutura de End(C'):
Proposicion 4.10. A aplicacion A € un isomorfismo de aneis.

Demostracion. En primeiro lugar, obsérvese que, por definicién, a aplicacién é inxectiva, pois a

cada endomorfismo ¢ élle asignado o tinico complexo ¢y tal que ¢(z) = cyz.

Para demostrar que é un homomorfismo de aneis, hai que comprobar que preserva as operacions.
No caso da suma, dados ¢, € End(C), tense:

(@ +9)(2) = d(2) +9(2) = coz + cpz = (cp + cy)2.
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E dicir, necesariamente, a partir da definicion de A, 4 suma de dous endomorfismos seralle

asignada a suma dos correspondentes nimeros complexos. Polo tanto, A(¢ + 1) = A(¢) + A(¥).

Analogamente, para o caso da composicion:
(0)(2) = ¢(¥(2)) = dlcyz) = cocypz = (cpcy)2.

A partir das igualdades anteriores, deduicese que A(¢py)) = A(p)A(v).

S6 falta por probar o caracter sobrexectivo. Para iso, fixese L un reticulo do plano complexo.
Entoén, para cada ¢ € Ry, podese definir a funcion f : z € C/L — cz mod L, a cal é un
endomorfismo de C/L. Logo, en particular, a f podeselle asociar un endomorfismo da curva

eliptica C'. Asi, efectivamente, A é un isomorfismo entre End(C') e Ry. O

En resumo, tense completamente determinada a estrutura alxébrica do anel de endomorfismos

dunha curva eliptica C' definida sobre o corpo dos niimeros complexos:
» Se C non poste multiplicacién complexa, End(C) ~ Z.

» Se C' postie multiplicacion complexa, End(C) é isomorfo a un subanel do anel de enteiros

dunha extensiéon cuadratica imaxinaria de Q.






Capitulo 5
Extensions abelianas de Q(7)

Ao longo deste traballo tense visto que nunha curva eliptica é posible definir unha operaciéon de
suma de puntos, que lle proporciona estrutura de grupo abeliano. Dentro deste grupo, dado un
certo m € 7Z, podese considerar a m-torsion, C[m|, o conxunto dos puntos de orde divisora de
m. As coordenadas destes puntos xeran unha extension de Galois sobre @, cuxo grupo de Galois

admite unha representacion como subgrupo de GLo(Z/mZ).

En particular, interesa estudar aquelas curvas elipticas con multiplicacién complexa, nas cales a
representacion de Galois non é sobrexectiva para ningin valor de m. Doutra banda, demostrouse
que, para unha curva deste tipo, o seu anel de endomorfismos, End(C'), é isomorfo a unha orde dun
corpo cuadratico imaxinario. Neste caso, a situacion mais simple ten lugar cando End(C') ~ Z[i].

Este capitulo vai estar adicado ao estudo dun exemplo no que se dea esta situacién.

En concreto, vanse estudar os corpos xerados polos puntos de orde finita da curva eliptica

C:y?>=a3+uz.

Como se viu no capitulo anterior, esta curva posiie multiplicaciéon complexa; en particular, admite

o endomorfismo

¢o:C—C

(l’, Z/) — (—iL‘, iy)'

Sexa K : Q unha extension de Galois. Xa que ¢ é un endomorfismo de C, dado P = (z,y) € C(K),
tense que ¢(P) = (—=x,iy) € C(K). Agora ben, isto implica que y,iy € K, de onde se deduce
que i € K. E dicir, calquera extensién de Galois xerada por puntos da curva C, necesariamente,

conterd a unidade imaxinaria <.

39
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Considérese o € Gal(K : Q). Existen dous xeitos de obter un novo punto de C'(K):

1. A través do endomorfismo ¢.

2. A través do automorfismo o.

Quérese agora estudar se ¢ e o conmutan, i.e.,

Q
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Enton, a conmutatividade dase sempre que o(i) = i; noutras palabras, cando o € Gal(K : Q(7)).
Por esta razon, resulta mais conveniente empregar ¢ para estudar as extensions abelianas de

Q(i), en vez das de Q.

O teorema principal deste capitulo garante que os puntos de orde finita da curva C' xeran exten-

sions abelianas de Q(i):
Teorema 5.1. Sexa C a curva eliptica dada pola ecuacion
y? =1 + .

Para cada enteiro m > 1, sexa
o corpo zerado por i e as coordenadas dos puntos de Clm|. Enton, K, : Q(i) é unha extension

de Galois, e o seu grupo de Galois € abeliano.

Demostracion (Teorema 5.1, parte 1). Tense o seguinte diagrama:

K

Q

Dunha banda, xa se demostrara, na|Proposicion 2.11} que a extension Q(C[m]) : Q é de Galois.

E por outra parte, tamén o é a extension Q(7) : Q, pois Q(7) é o corpo de escision do polinomio

X?241. En consecuencia, K,, ¢ de Galois sobre Q, como composiciéon dos corpos Q(i) e Q(C[m]).
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A parte interesante do teorema é probar que Gal(K,, : Q(¢)) é abeliano. Lembrando a teoria

de representacions vista no capitulo 3, fixense Pj, P, dous xeradores de C[m]. Enton, tense un

monomorfismo
pm : Gal(K,, : Q(i)) — GLo(Z/mZ)
(6% Ba
g +—
Yo Oo
tal que

o(P1) = agP1+ 7P
o(P) = Bo P+ 66 P2
Analogamente, ¢ induce un homomorfismo ¢ : C[m] — C[m]. En efecto, dado P € C[m]:
me(P) = ¢(mP) = ¢(0) = O

logo ¢(P) € C[m]. Polo tanto, existen coeficientes a, b, c,d € Z/mZ de xeito que
gb(Pl) = CLP1 + CP2
&(Ps) = bP, + dPs.

Asi, a cada ¢ € End(C) podeselle asignar unha matriz con coeficientes en Z/mZ:
6 s a b
c d|
Doutra banda, e este é un detalle fundamental na proba, viuse no inicio do capitulo que para

cada o € Gal(K,, : Q(i)) e cada P € C(K,,), se verifica que o(¢(P)) = ¢(c(P)). Tomando os

casos particulares P = P; e P = P,, obtense que as matrices para ¢ e ¢ conmutan:

az Bo| la b] la b| |as Bo
Yo S| e d| e d| | b

Para completar a demostracion, son precisos os seguintes resultados:

1. Verase que a matriz de ¢ non é unha matriz escalar, i.e., un multiplo da matriz identidade.

2. Dada unha matriz cadrada A de orde 2 non escalar, comprobarase que calquera par de

matrices que conmutan con A tamén o fan entre elas.

Das afirmacions anteriores, dedticese que Im p,,, é un subgrupo abeliano de GLy(Z/mZ), e sendo
pm un monomorfismo, pédese concluir que Gal(K,, : Q(7)) é abeliano. A continuacién, enuncia-
ranse e demostraranse os resultados anteriores, e posteriormente, retomarase a proba do teorema.

O
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Lema 5.2. Sexa A a matriz correspondente ao endomorfismo ¢,

A .
c d

Verificanse as sequintes afirmacions:
1. A€ GLy(Z/mZ).

2. Sexa p un factor primo de m. Entdn, a reducién de A méodulo p non € unha matriz escalar.
Equivalentemente, cando menos unha das 3 condicions sequintes € certa:
a) b#0 mod p,

b) ¢£0 mod p,
¢c) a#d mod p.

Demostracion. 1. Para probar este punto, verase que det(A4) € (Z/mZ)*. Dado un punto

calquera P = (z,y) € C, aplicando duas veces ¢ sobre el, obtense:

¢(¢(P)) - </>(—3371y) - ¢(377 _y) =-P

onde a ultima igualdade se ten porque C esté en forma normal de Weierstrass. Deste feito

dedticese que A satisfai a ecuacion A? = —I, podendo escribir:
1 = det(A?) = det(A)%
Logo, efectivamente, det(A) € (Z/mZ)*, e A € GLo(Z/mZ).

2. Razoando por reducién ao absurdo, supo6iase que existe p un factor primo de m e un certo

a b m 0 d
mod p.
c d P

0 m
Isto, en particular, significa que o endomorfismo ¢ : C[p] — C|[p] se corresponde coa

n € 7 de xeito que

A:

multiplicacién por m,

$(P)=mP VP eC[p.

Sexa 7 : C — C a conxugacién complexa. Esta aplicaciéon pode interpretarse como un

elemento de Gal(K,, : Q), pois en particular deixa fixo Q. Logo, segundo a
camprese que m7(P) = 7(mP). Doutra banda, xa que 7(i) = —i, tense:

T(¢(P)) = 7(=x,iy) = (=7(x), —iT(y)) = —o(7(P)).
Isto é certo para C'(K,,); en particular, para cada P € C|p]:
m7(P) = 7(mP) = 7(¢(P)) = —¢(7(P)) = —m7(P).

Das igualdades anteriores extraese que 2m7(P) = O V P € C[p]. Agora ben, 7 non é mais

ca unha permutacion dos elementos de C|p|. Asi, verificase que 2mP = O V P € Clp).
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Logo, existen duas posibilidades para p:
a) p|m
b) p=2

Se o primeiro caso fose certo, entéon cumpririase que ¢(P) = O V P € C|[p], o cal é absurdo,

xa que se demostrou antes que ¢(¢(P)) = —P. Enton, necesariamente, p = 2.

Agora, facendo uso da [Proposicion 1.17] vese que

0[2] = {O’ (_i7 0)7 (07 0)7 (ia 0)}

e ademais, C[2] ~ Z/2Z x Z/27. Logo, podense escoller como xeradores de C[2] os puntos

P, =(0,0) e P, = (4,0). Aplicando o endomorfismo ¢ a estes puntos, tense:

(1) = (0,0) = P
¢(P2) = (—i,0) = P + P

onde a tltima igualdade se obtén a partir das formulas (1.6]). Deste xeito, a matriz asociada

ageé
1 1
0 1|’

Agora ben, esta matriz non é escalar modulo ningtn primo. Polo tanto, p = 2 é tamén un

A=

absurdo, quedando probado o resultado. [

Lema 5.3. Sexa A € GLa(Z/mZ) unha matriz non escalar mddulo p, para cada p factor primo

de m. Enton, verificase que o conzunto
H={B € GLy(Z/mZ)| AB = BA}

é un subgrupo abeliano de GLa(Z/mZ). Noutras palabras, as matrices que conmutan con A tamén

conmutan entre st.

Demostracion (Lema 5.3, parte 1). En primeiro lugar, verase que efectivamente é un subgrupo.

Considérense asi B, C € H. Conmuta o produto BC' con A?

A(BC) = (AB)C ¥ (BA)C = B(AC) ¥ B(CA) = (BO)A.

(*) Aqui aplicouse o feito de que B,C € H.

A anterior cadea de igualdades demostra que, efectivamente, BC' € H. Doutra banda, para cada

B € H, tense tamén que B~ € H:

AB=BA = A=BAB™' =— B '4=AB L
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Asi, H ¢é un subgrupo de GLa(Z/mZ).

Agora resta por probar que é abeliano. Para isto, en primeiro lugar, compre ter en conta que
abonda reducirse ao caso m = p®, onde p é un niimero primo e o exponente e, un enteiro positivo.
E para esta situacién concreta, aplicaranse dous resultados que se mencionan a continuacion.

Ainda que non se inclien as stas demostracions neste traballo, poden atoparse en [6]. O

Sublema 5.4. Sexan p un nimero primo e A € GLo(Z/p°Z) unha matriz non escalar médulo

p. Enton, existe unha matriz de cambio de base T' € GLo(Z/p°Z) tal que A se converte na forma
0 =
1 x|

Sublema 5.5. Sexa m € Z. Considérese A € GLa(Z/mZ) unha matriz da forma:

T AT =

0 =*
1 =

A:

Enton, o conzunto
{B € GLy(Z/mZ) | AB = BA}

€ un subgrupo abeliano de GLo(Z/mZ).

Tendo introducido estes sublemas auxiliares, retbmase a proba do [Lema 5.3

Demostracion (Lema 5.3, parte 2). Sexa A € GLo(Z/p°Z) unha matriz non escalar médulo p.
Segundo o existe unha matriz de cambio de base T tal que

0 =x
1 x|

Considérense dtias matrices B,C € GL2(Z/p°Z) que conmutan con A, é dicir, AB = BA e

T1AT =

AC = CA, respectivamente. Destas igualdades dedicense as seguintes:

(T7*AT)(T7'BT) = (T7'BT)(T'AT),
(T7YATV(T™'CT) = (T7'CT) (T AT).

Logo, o|Sublema 5.5/ garante que as matrices T~!BT e T~'CT conmutan entre si:

(T7'BT)(T7'CT) = (T~'CT)(T~'BT).

Agora ben, operando na expresion anterior, chégase a que
BC=CB

completando asi a proba do lema. [
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Chegados a este punto, xa se tefien tédolos ingredientes precisos para rematar a proba do
frema 5.1t

Demostracion (Teorema 5.1, parte 2). Dunha banda, para cada m € Z tense a representacion de
Galois

pm : Gal(Ky, : Q7)) — GL2(Z/mZ)

e por outra, a matriz A asociada ao endomorfismo ¢,

a b
c d|’

Aplicando o [Lema 5.2] sidbese que A non é escalar médulo ningin dos factores primos de m.

A=

Sexa agora o € Gal(K,, : Q(7)). Tense visto que ¢ e ¢ conmutan na sia accion sobre C[m]; polo

tanto, as suas matrices asociadas tamén o faran, i.e.,

Apm(0) = pm(0)A.

Deste xeito, e de acordo co|Lema 5.3| as matrices do conxunto

Im pr, = {pm(0) | 0 € Gal(Kp, : Q(i))}

conmutan entre si. Polo tanto, sendo p,, un homomorfismo de grupos, poédese escribir:

Pm(0102) = pm(01)pm(02) = pm(02)pm(01) = pm(o201)  Vo1,02 € Gal(Kp, : Q(2)).

Agora ben, segundo o [Teorema 3.5| p,, é inxectivo; deste xeito, a igualdade anterior implica,

necesariamente, que

0102 = 0907 Vo1,09 € Gal(K,, : Q(7)).

E con isto, queda garantido que Gal(KK,, : Q(7)) é abeliano, completando a proba do teorema. (J

Lémbrese que, para o caso no cal se toma Q como corpo base, o [Teorema de Kronecker-|

Weber| caracteriza completamente as stias extensions abelianas: son as subextensiéns dos corpos

ciclotomicos. Pois ben, existe un resultado analogo para Q(7):

Teorema 5.6. Sexa a curva eliptica C : y?> = 23 + x. Considérese F : Q(i) unha extension de

Galois finita. Supdnase que Gal(F : Q(i)) € abeliano. Enton, existe un enteiro m > 1 tal que
E dicir, a torsion da curva eliptica C' xera tédalas extensions abelianas de Q(7). E mais en

xeral, para outros corpos cuadraticos imaxinarios, existiran curvas elipticas con multiplicacién

complexa que permiten xerar as suas extensions abelianas.






Bibliografia

1]
2]

3]

[4]

[5]

(6]

7]

Cassels, J.W.S. (1991). Lectures on Elliptic Curves, Cambridge University Press.

Lipman, J. (2007). Rational Points on Conics, and Local-Global Relations in Number Theory.
https://www.math.purdue.edu/~ jlipman/LegendreTalk.pdf. [Online| Consultado por ul-
tima vez o 23 de febreiro de 2024.

Milne, J.S. (2006). Elliptic Curves, BookSurge Publishers.

Silverman, J.H. (1994). Advanced Topics in the Arithmetic of Elliptic Curves, Graduate

Texts in Mathematics, Springer.

Silverman, J.H. (2009). The Arithmetic of Elliptic Curves, 2.* edicion, Graduate Texts in
Mathematics, Springer.

Silverman, J.H. e Tate, J.T. (2015). Rational Points on Elliptic Curves, 2.% edicion, Under-

graduate Texts in Mathematics, Springer.

Smith, B. (2008). Mappings of elliptic curves. https://www.hyperelliptic.org/tanja/
conf/summerschool08/slides/Maps.pdf. [Online| Consultado por tltima vez o 24 de xufio
de 2024.

47


https://www.math.purdue.edu/~jlipman/LegendreTalk.pdf
https://www.hyperelliptic.org/tanja/conf/summerschool08/slides/Maps.pdf
https://www.hyperelliptic.org/tanja/conf/summerschool08/slides/Maps.pdf

	Resumo
	Introdución
	Sobre curvas elípticas
	Puntos racionais en curvas cónicas
	As curvas elípticas e o teorema de Mordell
	Fórmulas explícitas para a lei de grupo
	A m-torsión das curvas elípticas

	Corpos de números
	Conceptos básicos de teoría de corpos
	Extensións abelianas de Q. O soño de xuventude de Kronecker
	Puntos alxébricos nas curvas elípticas
	Un exemplo: o grupo da circunferencia

	Representacións de Galois
	A multiplicación complexa
	Por que multiplicación complexa?
	O anel de endomorfismos dunha curva elíptica

	Extensións abelianas de Q(i)
	Bibliografía

