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Prélogo

El material que aqui se presenta es una introduccién breve y matematicamente precisa,
al cuerpo conceptual y herramientas de célculo de la Mecanica Cuantica y de la Fisica
Cuantica. Esta dirigido a personas que, teniendo una base matematica en el calculo di-
ferencial e integral, y estando familiarizados con la Mecéanica Clésica y las ondas, deseen
conocer de cerca los fundamentos de la teoria cuantica. En particular, a alumnos que
cursen una asignatura de Fisica Cuantica, en cualquier programa universitario, ya sea en
Ciencias o Ingenieria. Permite al lector adquirir en poco tiempo capacidad operativa para
la resolucién de problemas fisicos en esta disciplina.

La introduccién a la Mecanica Cuantica se realiza utilizando el marco semiclasico,
tanto por su valor conceptual como por su utilidad técnica, siendo la Mecanica Clasica de
Newton y la Relatividad los puntos de referencia. Se hace hincapié, no sélo en las radicales
diferencias conceptuales que éstas tienen respecto a la Mecanica Cuantica, sino también
en la transicion suave que muestran hacia ella. Se busca evitar una doble exposicion de la
Mecéanica Cuéntica, en la cudl la fenomenologia de la constante de Planck se expondria
primero, siguiendo la “antigua teoria de los cudntos”, para luego pasar a otra teoria
distinta, y mas rigurosa. Pensamos que esta duplicidad es hoy dia evitable, y la exposicién
conceptual puede hacerse sin recurso a distintos niveles fenomenoldgicos.

Se utiliza la propagacion de Feynman como base axiomética de la Mecanica Cudantica,
completada con las ideas generalmente admitidas sobre el problema de la medida. Se
proporciona una idea simple de la inmersion que sufre dicha Mecanica Cuantica en la
Teoria Cuédntica de Campos, ilustrada con la emisién de fotones.

Este curso se ha llevado a cabo durante los ultimos anos en la Universidad de Santiago
de Compostela, dentro del programa de grado en Fisica, y se contintia con la resolucién
analitica de una serie de casos normalizados de la ecuaciéon de Schrodinger, como parte
de la asignatura de Fisica Cuantica I.



Indice

8.

9.

. El principio de Minima Accién

. La constante de Planck

2.1. La observacion en intervalos de tiempo muy cortos . . . . . . . . .. .. ..
2.2. El movimiento periédico . . . . . . ...
2.3. El tamano de los atomos y el radio de Bohr . . . . . ... ... ... ...
24. El oscilador arménico . . . . . . .. oL
2.5. Densidad de niveles de energia . . . . . . . ... .. oL
2.6. El movimiento ondulatorio . . . . . . . . ... ... . L

La propagaciéon de Feynman
3.1. Propagacion exacta sobre un tiempo finito . . . . . . ... ... L.

La velocidad instantanea

. La ecuacién de Schrodinger

La funcién de ondas
Ondas planas y transformacién de Fourier
Valores medios e indeterminacion

El principio de indeterminacién

10.Extension a tres dimensiones

11.Autoestados y valores medibles

12.Los estados estacionarios

13.La férmula de Bohr

14.La Mecanica Cuantica en el marco relativista

22

24

25

27

29

32

34

36

38

42

44



1. El principio de Minima Accion

Consideremos un cuerpo que se mueve en una dimensiéon, sometido a un cierto poten-
cial U(z,t). Por ejemplo, una manzana que cae desde la rama de un arbol al suelo, con
movimiento uniformemente acelerado. Siendo x(t) la altura a la que se encuentra sobre el
suelo, su energia cinética es T = %mi’Q y su energia potencial es U(z) = mgz. La Lagran-
giana es L = T — U. Si parte del reposo con una altura inicial z;, el movimiento puede
representarse como una trayectoria en el plano (x,t), que como sabemos, corresponde a
la pardbola © = 21 — $gt2.

Esta trayectoria es la inica que verifica la segunda ley de Newton

ou .
— — =m (1)
ox
o equivalentemente, la tinica solucion de la ecuacion de Lagrange %(g—é) — % =0, con

las condiciones iniciales que se han especificado.
La integral de accién se define para cualquier trayectoria z(¢) como:

to t2
S = / L(z(t),z(t),t)dt = / (%mjcQ(t) —mgx(t))dt (2)
t1 t1

donde (1, t2) representa el intervalo de tiempo sobre el cual deseamos definir dicha accién
(por ejemplo, desde el instante en que se separa la manzana hasta que toca el suelo). Es
claro que la accién tiene dimensién de energia x tiempo, ya que L = T'—U es una diferencia
de energias, que se multiplica por un intervalo de tiempo. En el Sistema Internacional de
unidades se mide en J - s (Julios x segundo).

Es sabido desde el siglo XVIII que la segunda ley de Newton se deduce de un principio
variacional, el principio de Minima Accién, que consiste en exigir que la integral de accion
S tenga un valor extremal ! sobre la trayectoria real z(t)*.

En efecto, cualquier otra funcién diferenciable z(t) distinta de la pardbola x = x;— % gt?
producird un valor de la integral (2) mayor que:

1
S = At (—mgzx; + gmgz(At)z)

y sugerimos al alumno que compruebe que efectivamente éste es el valor que toma la
integral de accion para la pardabola anterior, siendo At = t5 — t;.

El método general para deducir la ecuaciéon de Newton a partir del principio de minima
accion, realizando la variacién de una trayectoria finita y exigiendo que ésta sea nula, es
bien conocido en Mecénica 3, y conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange como paso
previo. Veamos que puede llegarse a idéntica conclusion de forma maés directa, analizando
el movimiento durante un intervalo de tiempo infinitesimal At = t5 — ¢;. Supongamos
que la masa m se mueve desde (z1,%;) hasta (x9,t3) en un intervalo de tiempo At muy
pequeno, sometida al potencial U(z, t). Consideremos la posicién = que ocupa en el tiempo
central t = (t; + t2)/2, tal como se indica en la Figura 1.

Ipuede demostrarse que, para cualquier potencial, la integral de accién tiene un minimo para trayec-
torias suficientemente cortas en el tiempo. En el caso més general, tiene un minimo o un punto silla. La
accién nunca puede ser maxima sobre la trayectoria real.

2adoptamos aqui la formulacién de Hamilton del principio de Minima Accién.

3véase, por ejemplo “Mecanica”de Landau-Lifshitz, Vol.1, pag.2.
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Figura 1: Movimiento en el plano (x,t) segun distintas trayectorias: la de minima accion
(verde) y otras fuera de la Mecdnica Clasica (rojo)

Vamos a demostrar que el tinico punto intermedio x permitido por el principio de mini-
ma accion, es precisamente el que verifica la segunda ley de Newton —‘g—g = mi. En efecto,
podemos calcular, separadamente, las velocidades promedio v; y vs que tiene el movil en
la primera mitad (¢;,%) y en la segunda mitad (¢,¢2) del intervalo, respectivamente.

Su aceleracién en el instante t vendra dada por:

Vo — U1
At/2

y la ley de Newton puede expresarse como:

m |:.Z'2—l' x—xl} (’9U:0 3)

a2 a2y~ a2y e

Por otro lado, también podemos calcular la accién S en el intervalo At como una suma
de dos términos :

t2 t2 - At - At
S:/ Ldt:/ (T —-U)dt = Ly — + Ly —
tl tl 2 2

AL (x—w)? T+ At (zy—x)? T+ Ty
DY [mz(At/2)2 —Ul— )] 2 [mZ(At/2)2 —U—) )

Donde U((z1 + x)/2) representa el potencial promedio en la primera mitad (andloga-
mente U((x;+x)/2)). Evidentemente la accién no tomara iguales valores para cada punto
intermedio = que la particula pueda ocupar en el instante ¢t = (t; + t3)/2. Pues bien, el
principio de minima accién dice que el inico punto z posible es aquél que hace minimo

oS

(extremal) el valor de S y cumple por tanto 52 = 0. Es facil comprobar, derivando la

expresion (4) respecto a x, que se obtiene exactamente la férmula (3), que equivale a (1).
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Debe quedar claro que, en el proceso variacional antes considerado, los puntos extremos
de la trayectoria (x1,%1) y (x2,t3) permanecen fijos. En un campo constante en el tiempo
(%—[t] = %—f = 0), la energfa total E =T + U es una constante del movimiento. Si tenemos
varias dimensiones espaciales, un punto dado (x5, ) puede ser alcanzado desde el punto
inicial (z1,;) a través de mds de una trayectoria (todas con S extremal).

Tiene interés calcular la integral de accién sobre los puntos de la trayectoria clasica

(x(t),t) que, partiendo del punto (z1,t1), tiene una energia E determinada :

S(ts— 1) :/tZL(t)dt:/(aa—fdt—kg—idx):—E~(t2—t1)+/x2p(x)da: (5)

La cantidad:

Sy = / p@)de = S+ E- (ts — 1) (6)

1
se conoce en la literatura como integral de accién reducida, o caracteristica. Tie-
ne la propiedad de ser invariante bajo cualquier redefinicion del cero de la energia potencial
U(x) = U(z)+ C, debido a la presencia del término de signo opuesto en L =T — U, y de
ser por tanto medible en el laboratorio. Juega un papel importante en el movimiento de
los cuerpos y de las ondas, y tiene en la Naturaleza un caracter intrinsecamente oscilatorio
que estudiaremos a continuacion.

2. La constante de Planck

Hemos dicho que la accién reducida Sy es una cantidad medible, y debemos considerar
la posibilidad de realizar medidas de ella en el laboratorio, en unidades J-s. Para ello seria
necesario determinar la energia cinética y la posicién del cuerpo en sucesivos instantes
de tiempo, buscando causar la minima perturbaciéon de la trayectoria. Las leyes de la
Mecanica convencional no senalan ningin impedimento para llevar a cabo una medicion
tan precisa como queramos, estando unicamente limitados por la propia precisiéon de
nuestros aparatos de medida.

La realidad fisica nos depara no obstante una sorpresa. Se conoce desde hace més de
un siglo que la accién reducida es una cantidad no nula y discretizada, que sélo puede
tomar valores que sean multiplos enteros positivos de una constante universal, la constante
de Planck, que en el dia de hoy es conocida con 9 digitos de precisién, y cuyo valor
numérico se aproxima a h = 6.626 x 1073* Js. Este valor es exactamente el mismo con
independencia del tipo de energia que esté representada por el potencial U(z,t), que puede
ser electromagnética, nuclear, electrodébil o gravitatoria, y afecta por igual al movimiento
de los cuerpos de masa m y al de las ondas.

La verdadera continuidad del espacio y del tiempo a muy pequena escala es un tema
abierto en Fisica, para el que no tenemos una respuesta establecida. Se desconoce si son
continuos o no. Sin embargo existe una discontinuidad bien establecida en el proceso
observacional a pequena escala, que afecta inequivocamente a la accién reducida. Sus
repercusiones en todas las ramas de la Fisica, y del conocimento en general, son enormes
y vamos a hacer una primera discusion de las mas importantes en los apartados siguientes.

4S(x,t) construye una funcién en el plano (z,t) que se llama funcién principal de Hamilton, y que
verifica %—f =—-Fy g—g = p, siendo p el momento en el punto (z,t).
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Tomar la discontinuidad de la accién reducida como un postulado adicional de la
Fisica, sin ninguna otra idea adicional, no seria suficiente para crear un nueva Mecéanica
consistente y predictiva. Simplemente reflejaria la realidad. Como veremos enseguida,
tal hipétesis es incompatible con la existencia de trayectorias diferenciables, con lo cual
pierden su fundamento las propias leyes de la Mecénica convencional. El problema de
crear una nueva Mecdanica consistente lo resolveremos en la Seccién 3. Un enunciado
fenomenologico del hecho anterior, formulado en los limitados términos de la Mecanica
Clasica, seria el siguiente:

Principio de cuantificacién de la accién: Para cualquier observacion fisica de un
cuerpo o sistema de ellos, sometidos a un campo de fuerzas, o de una onda, ambos durante
un tiempo At, la accion reducida Sy, extendida al intervalo At, sélo puede tomar valores
que sean esencialmente maultiplos enteros de la constante de Planck. La cuantificacion
tiene lugar en la forma Sy = (n+ «)h, donde n =1,2,...00, y « > —1 es una constante
especifica para cada problema.

Este principio se aplica universalmente a sistemas con un ntumero arbitrario N de
grados de libertad, tanto relativistas como no relativistas. Es valido tanto para sistemas
integrables, donde existen N — 1 constantes del movimiento aparte de la energia total,
como para sistemas totalmente cadticos, donde solo la energia es conservada. Una revisién
moderna del mismo nos revela que es una excelente aproximacion, si bien no totalmente
exacta. Como veremos con la teoria de Feynman, la no exactitud completa es consecuencia
de que al movimiento no contribuyen tnicamente las trayectorias clasicas, sino todas las
trayectorias posibles. Es desde luego un reto para cualquier nueva Mecanica poder predecir
en cada caso el valor exacto de «, alla donde se cumpla la ecuacién anterior. La constante «
se relaciona con propiedades de focalizacion de las trajectorias clésicas, y admite de hecho
una interpretacion inequivoca en la Mecénica Clédsica. No vamos a profundizar aqui en
ello °, sino a centrarnos en el desarrollo de la nueva Mecénica.

Algunos comentarios adicionales sobre este principio de cuantificacién:

e dado que las trayectorias diferenciables no representan verdaderamente el movimien-
to real, resulta dificil verificar su validez de manera directa. Si intentamos realizar
una medida de Sp, nos encontramos con que la precision requerida para probar la
validez del principio (inferior a +h) no puede ser alcanzada en la practica, como
veremos en la Seccién 9, y el sistema se ve necesariamente perturbado.

e una forma de verificar dicho principio, en el movimiento periédico, es medir las
energias, acordes con la secuencia n = 1,2,...00, renunciando a intentar observar
la trayectoria simultaneamente. Resulta que, en este caso, las energias si pueden ser
medidas con precision esencialmente ilimitada. En cualquier tipo de movimiento, es
posible medir la energia y el tiempo de avance de un moévil, procesando las senales
emitidas por él con la ayuda de relojes de una precision determinada.

e las trayectorias donde se cumple la regla de cuantificacion de Sy, en el movimiento
periédico, se suponen diferenciables, y deben ser entendidas como las mas proximas
al movimiento real que pueden ser formuladas en los términos de la Mecénica Clésica.

5la constante a tiene especial sentido para los sistemas integrables, y es aditiva para cada uno de los
circuitos cerrados irreducibles i que se producen alrededor de los toros invariantes en el espacio fasico
que caracterizan el movimiento en este tipo de sistemas. Toma el valor a; = 3;/4 en cada uno de ellos,
cuando hacemos n =0, 1, ... 00, siendo §; un nimero entero llamado indice de Maslov.
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Dado el pequeiio valor en .J - s que toma en la Naturaleza © la constante h, es claro
que el dominio de la Fisica queda dividido en dos sectores, con una transicion continua
entre ambos: cuando su valor no nulo resulta imperceptible, y cuando sus efectos se hacen
notar con claridad. El primero se produce cuando, una vez evaluada la accién reducida
Sp en el problema a tratar, resulta ser Sy > h. Lo llamaremos 1limite cldsico, y en él
esperamos plena validez de las leyes convencionales de la Mecanica. El segundo ocurre al
contrario, cuando Sy ~ h, y se conoce con el nombre de 1imite cudntico, que vamos a
tratar en lo que sigue.

2.1. La observacién en intervalos de tiempo muy cortos

Supongamos que queremos observar el movimiento de un cuerpo de masa m durante
un intervalo de tiempo muy corto At. La accion reducida vale Sy = S + EAt = 2T At,
siendo 7' su energia cinética %va. Es evidente que el limite cuantico se alcanza siempre
que el intervalo de tiempo At sea del orden del cociente h/T, o menor:

At <

(7)

Si admitimos que Sy debe permanecer finita (2 h), entonces ninguna observacién
realizada durante un tiempo inferior o del orden del indicado sera posible sin un aumento
de la energia cinética del cuerpo, hasta alcanzar un valor T' 2> h/At. Se le llama fluctuacion
cudntica. Téngase en cuenta que si el intervalo de tiempo es realmente pequeno, la energia
potencial puede considerarse constante sobre la trayectoria y podemos identificar la energia
cinética con la energia total F, de manera que el tiempo critico para que las fluctuaciones
sean importantes es simplemente At ~ h/E.

Recomendamos al alumno comprobar que el tiempo de observacion para una pelota
de tenis de 100g que se mueve a 50 Km/h serfa At ~ 1 x 10733, inferior por muchos
érdenes de magnitud al tiempo de exposicién de cualquier cdmara fotogréfica (At > 1ms),
e incluso de cualquier dispositivo electrénico basado en células fotosensibles (At > 1ns).
No obstante, si fuesemos capaces de “fotografiar” el movimiento durante un tiempo de
10~%%s, indudablemente observariamos fluctuaciones, y podriamos ver que su movimiento
tiene lugar en “zig-zag”, en esa escala.

Es decir, la localizacién en el tiempo At de un cuerpo en el laboratorio implica un
aumento de energia cinética de h/At. Esta energia puede contemplarse como una inversién
necesaria para lograr dicha localizacién, o como una manifestacién de ella. Es evidente en
cualquier caso, que no resulta posible mantener la existencia de una velocidad instantanea,
en el proceso observacional del paso al limite

Nl =

= i —
v A}tglo At

y que dicho limite no existe en realidad, sino que es infinito. Por tanto, los cuerpos
no siguen trayectorias diferenciables. A nosotros nos parece que si lo hacen, debido a que
nuestros sentidos o aparatos de medida no son capaces de constatar intervalos de tiempo
suficientemente cortos.

6tanto el Julio como el segundo son unidades ligadas a nuestra escala de observacién evolutiva.



Sin embargo, el movimiento periddico de los electrones dentro de los atomos y de las
moléculas, asi como el de protones y neutrones dentro del nticleo, implican una gran loca-
lizacién en el tiempo ligada con su periodo de revolucion, y estan enteramente gobernados
por las fluctuaciones cudnticas.

Consideracién relativista

Para rebatir la existencia de trayectorias diferenciables, nos hemos limitado a tratar
de forma no relativista la energia cinética. Pero resulta evidente que, para intervalos de
tiempo de observacion suficientemente cortos, el aumento de la energia cinética necesa-
riamente lleva a cualquier cuerpo al dominio relativista, aproximandose su velocidad a
la velocidad de la luz c. Un ejercicio instructivo para el alumno interesado en este caso
es tomar la accién relativista S para el movimiento libre 7 y averiguar cudl serfa la lo-
calizacién temporal At necesaria para que la accién reducida Sy = S + mc?>yAt sea del
orden de h (v es el factor relativista). El resultado es At ~ h/mc?, siendo m su masa en
reposo. Si lo aplicasemos a atomos, moléculas o nicleos, seria un tiempo extremadamente
pequeno, en el que dichos sistemas perderian su integridad, y que no tiene relevancia para
su estudio. Si lo aplicamos a un electrén, el tiempo de localizacién anterior es también
demasiado pequenio como para ser relevante en el estudio de la materia ordinaria, teniendo
sin embargo la interesante consecuencia de producir pares electrén-positron, alla donde se
realice dicha localizacion.

2.2. El movimiento periddico

Dado que una buena parte de los movimientos que se observan en la naturaleza son de
tipo periédico (especialmente en el mundo microscépico) vamos a ver cudl serd la condicién
para que un movimiento de este tipo sea cudntico.

Supongamos por ejemplo una 6rbita cerrada (E < 0) en tres dimensiones, con un
potencial central del tipo U(r) = Br?. De acuerdo con el teorema del virial, los valores
medios de las energfas cinética (T) y potencial (U) a lo largo de un periodo At ® estan
relacionados exactamente por la expresion T = g(_] . Este teorema nos permite un céalculo
exacto de la accion sobre un ciclo:

At B B B d—2
S:/ Ldt:LAt:(T—U)At:(—)EAt (8)

0 d+2
la accién reducida serd por tanto: Sy = S + EAt = [2d/(d + 2)|EAt y el limite
cuantico se producira cuando Sy >~ h. En este tipo de movimiento periddico, en una o
varias dimensiones, existe una relacion 1—1 entre el periodo At (o el cuasiperiodo) y la
energia E de las orbitas, siendo la tnica excepcién el oscilador armonico, cuyo periodo

resulta ser independiente de la energia.

C . o . A
"la accién relativista para el movimiento libre es S = — [ "mc?\/T = v2/c2dt.
8para potenciales centrales del tipo indicado, inicamente los casos d = —1 y d = 2 originan trayectorias

siempre periddicas. En los demés casos tendria sentido considerar como periodo el intervalo de tiempo
At en que r realiza un ciclo entre (ymin, "maz), llamado cuasiperiodo.
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Figura 2: Potencial culombiano del atomo de Hidrogeno que muestra los estados discretos
de la energia, que corresponden a maultiplos enteros de h en la accion cldsica reducida Sy.
El nwvel mas bajo corresponde al radio de Bohr ag. En el limite n — oo la energia parece
tomar valores continuos.

Por tanto una vez conocida la energia E y el periodo At de la 6rbita, sabemos con
precision si el movimiento se encuentra en el limite cuantico, simplemente evaluando su
producto. Es claro que en dicho limite no seré posible hablar de trayectorias, y que el
movimiento tendra lugar de forma erratica, actuando las fluctuaciones cuanticas de forma
intensa en cada ciclo.

2.3. El tamano de los atomos y el radio de Bohr

Para poder comprender el tamano finito que tienen los &tomos, podemos empezar por
analizar el atomo de Hidrégeno. Consideremos el problema de un electrén que se mueve
sometido a la atraccién eléctrica de un protén (Z protones en general). El potencial de
interaccién viene dado por la ley de Coulomb U(r) = —f8/r, con = ﬁre:o, siendo e el
valor absoluto de la carga del electrén y €y la permeabilidad eléctrica del vacio °.

De acuerdo con las leyes de Newton, este movimiento tiene lugar en un plano, y para
energias £ < 0 la soluciéon toma la forma de drbitas elipticas en las que una de las
particulas se mueve alrededor del centro de masas, situado en uno de los focos. Ademas,

la tercera ley de Kepler:

T Bm'/?  2x

T EIET W

Yeste potencial describe igualmente la atraccién gravitatoria entre dos masas mq y me, con 3 =
Gymima, y el andlisis fisico se aplica integramente a este caso tambien.




establece una relacion precisa entre la energia de las érbitas y su periodo At, rela-
cionado con la frecuencia angular a través de la expresién At = 27/w. Nétese que m
representa aqui la masa reducida del sistema de dos cuerpos (el electrén y el nicleo)
m = mymsz/(my + my), siendo muy préxima a la masa del electrén m,.

Segin hemos visto con el teorema del virial (d = —1 en este caso), la accién vale
S = —3FAt y la accion reducida Sy = —2FEAt. Conocida la ley de Kepler, podemos
comprender que el limite cuantico se producira cuando la accién Sy descienda hasta el nivel
de h. Y esto ocurre cuando las orbitas adquieren radios muy pequenos, con frecuencias
elevadas y energias altas en valor absoluto y negativas.

El principio de cuantificacién de la accion se aplica nitidamente en este caso: Sy = nh
con n = 1,2,...00, siendo nula, de manera efectiva, la constante a '°. Ello nos permite
establecer un filtro sobre las energias permitidas del electrén, que quedan cuantificadas
en la forma:

1mp? 1 1 mz%* 1
TR W 2 (meg R
Su valor paran = 1y Z = 1 (h = h/2m) corresponde a la energia minima de un
electron en el campo eléctrico creado por el proton, y la progresion de estas energias hacia
cero para n — oo puede observarse en la Figura 2. La energia de ligadura del electron en
el 4tomo de Hidrégeno se conoce con una precisién inmensa (mejor que una parte en 10%),
a partir de las longitudes de onda de sus lineas de emisién (serie de Balmer), y se llama
en la literatura energia de Rydberg Ey. El valor que obtenemos de (10) cuando utilizamos
valores de precisién para las constantes fundamentales involucradas es

(10)

1 mp?
T2 m2

y estd en excelente acuerdo con el valor tabulado de Ey, del cual difiere en una cantidad
relativa del orden de 1073, que se atribuye fundamentalmente a haber ignorado el momento
magnético del electron, a la imprecisién del célculo no relativista, a la masa finita del
proton, al momento magnético del protén, y a la polarizacién del vacio. El valor —FE}
recibe el nombre de energia del estado fundamental del atomo de Hidrégeno. Siendo
pequena en Julios, equivale exactamente a la energia adquirida por un electrén que cae a
través de una diferencia de potencial de 13.6 Voltios (13.6 V).

Vemos que este valor de la energia es proporcional a la constante de acoplo cuadrado
A% (la “intensidad”de la interaccién), a la masa m de la particula que fluctia, el electrén,
e inversamente proporcional al cuadrado de la constante de Planck. Si la constante h fuese
nula, las energias de las érbitas podrian ser infinitamente negativas (E — —o0), y de hecho
adquirirfan siempre tales valores debido al fenémeno de la radiacion electromagnética, con
independencia de las condiciones iniciales *!.

=2.180 x 10718 (11)

- i1

Opara ser exactos, la condicién de cuantificaciéon en este caso es: Sy = (n + 3/4)h, siendo el indice de
Maslov 8 = 4. En 2D tenemos 8 = 2 por las parejas de puntos sobre la elipse que estdn en linea recta
con el foco secundario (puntos conjugados). Pero la elipse debe ser sumergida en 3D, y ello hace que
aparezcan dos nuevos puntos conjugados, en linea recta con el foco principal (uno de ellos repetido). La
regla general, cuando tenemos varios de grados de libertad, es que al menos uno de ellos cumple 8 # 0 y
n toma valores que empiezan de hecho en cero: n =0,1,...0c0.

Hsegiin las ecuaciones de Maxwell del Electromagnetismo, toda carga eléctrica e sometida a una acele-
racién a radia energia electromagnética al espacio con una potencia P en watios dada por la férmula de
Larmor P = Gi‘;;. La pérdida de energia del electrén causaria un rapida caida sobre el protén, en un
tiempo de ~ 0.1ns. Se recomienda resolver la ecuacién diferencial asociada, suponiendo 6rbitas circulares.
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En el estado fundamental el movimiento no se asemeja en absoluto a ningin tipo
de trayectoria eliptica, ni se encuentra en un plano. Pensemos que para completar una
trayectoria de este tipo, el electrén deberia retornar al mismo punto al cabo de un ciclo, lo
cual supone una localizacién en el tiempo con precisién equivalente al periodo (~ 10716s).
Siendo dicho tiempo préximo al cociente h/T, con T la energia cinética, las fluctuaciones
cuanticas resultan ser importantes. Precisamente son el origen de dicha energia cinética, y
el movimiento es erratico alrededor del proton. La distancia promedio a la que se encuentra
el electrén del protén esta sin embargo bien definida y corresponde a lo que seria el radio
mayor de la elipse, univocamente determinado por su energia a = 5/(—2E).

Los datos indican que el electrén no gira en el estado fundamental. La elipse clasica
ha degenerado en una linea recta, y la distancia radial se orienta al azar en 3D, debido
a las fluctuaciones cuanticas. El atomo de Hidrogeno adquiere forma esférica, y su radio
estda definido en promedio con gran precision. Se conoce en la literatura como radio de
Bohr ag y segtin lo anterior podemos predecir su valor:

B <Z62) o h? 4me
- —2F,  Mwey) —2E,  Z me?

que con los valores conocidos de m,, €y, y € arroja para Z = 1 el resultado numérico:

Qg

ap = 0.529 x 107m = 0.529A = 0.0529 nm = 52.9 pm

donde el Armstrong (A) es una unidad “ad hoc”que a veces se utiliza en fisica atémica:
1A = 1079, Aunque este valor es demasiado pequefio como para ser observado con un
microscopio 6ptico, debido a la difraccién de la luz, puede ser observado con técnicas
experimentales méas poderosas.

La existencia de valores discretos en la energia del dtomo de Hidrégeno (10), en co-
rrespondencia con los cuadrados de los niimeros naturales n = 1,2, ... 00, esta bien com-
probada experimentalmente a través de las longitudes de onda de la luz emitida por sus
electrones, cuando el atomo se somete colisiones térmicas de varios miles de grados de
temperatura.

Obsérvese que en el limite n — oo las energias permitidas recuperan valores casi
continuos, ya que las diferencias |F, 1 — E,| se hacen muy pequenas frente a |E,|, como
puede verse en la Figura 2. Esto es lo esperable en el limite clasico.

El estado de minima energia que se origina en el dtomo puede entenderse como un
equilibro entre dos fuerzas opuestas: la energia cinética debida a las fluctuaciones cuanti-
cas, que aumenta enormemente a pequenas distancias, y que tiende a separar el electrén
del ntcleo, y la pérdida de energia por radiacién debida a la ley de Larmor, que tiende
a aproximarlo. Esta ultima se produce por la aceleracién debida al campo eléctrico de
Coulomb. El equilibrio se produce a una distancia promedio que es el radio de Bohr.

Podria pensarse en una analogia con el movimiento clasico de Kepler, donde también
se produce un equilibrio de este tipo, entre fuerza centrifuga y fuerza de atraccién. Sin
embargo, hay que destacar que la energia del estado fundamental que se origina en los
atomos no tiene su origen en la barrera centrifuga, ya que el momento angular en dicho
estado es estrictamente nulo.

Vemos por tanto que el tamano global del dtomo de Hidrégeno (e igualmente de
todos los demés atomos) viene determinado por la constante de Planck: si ésta fuese
nula, los 4tomos serian infinitamente pequeflos. La propia estructura atémica de
la materia tiene su origen en las fluctuaciones cuanticas y en la constante de Planck.
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2.4. El oscilador armonico

Cualquier pozo de potencial unidimensional U(z) genera, para un cuerpo de masa m,
un movimiento periddico entre sus dos puntos de retroceso. Cuando el pozo tiene forma
parabdlica U(x) = (1/2)kz? hablamos de oscilador arménico, y se verifica la sorprendente
propiedad de que el periodo (o la frecuencia) de las oscilaciones At = 27 /w se hace inde-
pendiente de la energia E. Dicha energia estd determinada tinicamente por la amplitud A,
E = (1/2)kA?. Todas las ramas de la Fisica necesitan referirse profusamente a osciladores
armonicos.

Podriamos pensar que la energfa (amplitud) de un oscilador fuese tan pequena como
quisiéramos, pero nada mas lejos de la realidad. El principio de cuantificacion de la accion
clasica lo impide radicalmente. Es un ejercicio interesante comprobar que con la solucién
general para la trayectoria z(t) = Acos(wt — ¢) se obtiene un valor nulo para la integral
de accién extendida al periodo At (S = 0). No obstante, la accién reducida toma el
valor Sg = S + EAt = 2rE/w, y el principio de cuantificacién exige en este caso que
So = (n+ B/4)h, con B =212 yn=0,1,...00. Lo cual nos proporciona los niveles de
energia del oscilador armoénico:

1
En:(n+§)hw n=0,1,2...00 (12)

que es uno de los resultados mas contrastados y de mayor alcance en el campo de la
Fisica. Nos dice que ningun oscilador puede adquirir ni ceder energia por una cantidad
inferior a hw. Esta cantidad se denomina en la literatura quantum de energia y, como
vemos, crece linealmente con la frecuencia. Fué conjeturado originalmente por el fisico
aleman Max Planck in 1900, en referencia a los osciladores atémicos que forman parte de
las paredes de la cavidad en equilibrio con su radiacion. Este resultado nos dice también
que ningun oscilador puede vibrar con energia inferior a 1/2 del quantum. Esta es la llama-
da energia del punto cero que revolucioné la Termodindmica de bajas temperaturas
hace un siglo.

2.5. Densidad de niveles de energia

Hemos visto, en dos sistemas Hamiltonianos clave, cémo la cuantificacién de la acciéon
genera niveles discretos de energia. Veamos ahora una caracteristica general, que resulta
ser independiente de la naturaleza del sistema. Consideremos un Hamiltoniano H(q, p)
con N grados de libertad, coordenadas generalizadas q y momentos generalizados p en
el espacio fasico 2N-dimensional. La cuantificaciéon de la accion sobre las trayectorias
periddicas del sistema se expresa por medio de la integral de linea cerrada:

N N N
So = %qu = Zj{pid% =D S5 = (mi+ah
i=1 i=1 i=1
y si tomamos el limite en que los nimeros cuanticos son altos n; > 1 en cada coor-
denada, es claro por el teorema de Green que ¢ p;dg; = [[ dg;dp; = n;h '2, con lo cual el
area encerrada por la trayectoria en el espacio (g;,p;) es un multiplo n; de un cuadrado
elemental dg;0p; de area h, como se ilustra en la Figura 3.

2en cualquier pozo de potencial en 1D, el indice de Maslov 3 es igual al nimero de puntos de retroceso,
es decir, dos.
3¢l sentido de la integral de linea se toma a derechas, siendo p;dg; no negativo siempre.
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Figura 3: Trayectoria periddica de un grado de libertad i, con coordenada q; y momento
generalizado p;. El volumen del espacio fasico se encuentra cuantizado en mailtiplos de h.

Por tanto, todo volumen en el espacio (q,p) serd un multiplo entero del 2N-cubo
elemental de tamano (8q;6p1)(0q20p2) - -+ (dgndpn) = hY. Podemos decir entonces que el
espacio fasico se encuentra él mismo discretizado en celdas elementales de volumen
hY. En la Mecénica Clésica, el volumen total del espacio fdsico con energias inferiores a
un cierto valor F, se define como la integral multiple:

/dN /dee E H(q, ))

donde H es el Hamiltoniano y 6(z) es la funcién escalén unidad 4. Teniendo en
cuenta la discretizacion anterior, definimos el numero promedio de niveles de energia como
(N(E)) = QE)/WN yla densidad promedio de niveles por unidad de intervalo de energia
(AN JdE) = (dQ(E)/dE)/h" . Los cuales ilustran el hecho de que, para todo sistema fisico
la cuantificacién de la accién crea un nimero en general finito '° de niveles de energia,
y que dicho nimero puede calcularse simplemente conociendo la constante de Planck y
el volumen del espacio féasico. El calculo sera muy preciso si lo aplicamos a intervalos de
energia (F, E + AFE) con AE pequeno en comparacién con E, pero grande con respecto
al espaciado promedio de niveles (dN/dE) ™"

Hcomo ejercicio, proponemos demostrar que para un oscilador 1D, tenemos Q(E) = 27 E/w, y para un

conjunto de N osciladores independientes con Hamiltoniano H = ZZN p?/2m + (1/2)mw?q?2, se cumple
Q(E) = (2rE/w)™ (1/NT(N)), siendo T la funcién de Euler.

5para alguna eleccién concreta de la energia E, el nimero de estados puede hacerse infinito, siempre
dentro de un conjunto discreto.
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Por tanto vemos que todo sistema fisico, que hemos supuesto confinado en movimiento
periddico, mostrard la presencia de niveles discretos de energia, en abierta discrepancia
con la Mecéanica Clasica, segin la cuél la energia de dicho sistema toma en general valores
continuos. Es revelador el hecho de que lo anterior se mantenga vélido en el limite que
anteriormente hemos definido como limite cldsico. De hecho, nos muestra que la Mecanica
Clasica nunca se recupera en realidad, ni siquiera en dicho limite.

Mencionaremos finalmente una curiosidad para el alumno especialmente interesado,
cuyos detalles nos llevarian mas alld de los limites de este curso. Para sistemas cldsicamente
caoticos, donde no existen constantes del movimiento mas alld de la energia total E, el
espaciado de niveles resulta ser notablemente regular. De hecho, el nimero de niveles
N(E,) por debajo de la energfa E,, como funcién de E, € (E,E + AFE), ajusta bien a
una linea recta, siendo la desviacién cuadratica media del ajuste mucho menor en el caso
de los sistemas caoticos que en el caso de los sistemas integrables. En este tultimo, donde
existen N —1 constantes de movimiento, el posicionado de los niveles ocurre generalmente
al azar, en relacién con el espaciado promedio. Ambos fenémenos han sido entendidos 6,
y el primero de ellos se conoce en la literatura como repulsion cudantica de niveles. Ha sido
observado extensamente en sistemas clasicamente caéticos con muchos grados de libertad
N, como resonancias de nicleo compuesto, atomos pesados y moléculas.

2.6. El movimiento ondulatorio

De forma general podemos afirmar que el dominio de la Fisica se extiende al movi-
miento de dos tipos de objetos: los cuerpos de masa m y las ondas. El caracter discontinuo
de la accién reducida afecta a ambos por igual.

Las ondas son objetos que describen la propagacién de magnitudes fisicas de manera
continua a través del espacio y del tiempo. Por sencillez nos restringimos a una dimensién,
aunque su dominio natural son las 3 dimensiones espaciales. Su definicién matemética mas
general es una amplitud de propagacién en la forma Ae'**=< donde A es la magnitud
fisica que se propaga, medida en las unidades que corresponda del Sistema Internacional,
w es la periodicidad temporal o frecuencia angular (unidades s~1) y k es la periodicidad
espacial o niimero de ondas por unidad de longitud (m~!). Ambas periodicidades estdn
siempre relacionadas por una funciéon w = w(k), llamada relacion de dispersion.

Existe en Fisica una enorme diversidad de ondas, tanto en soporte material como
en el vacio, realizdndose casi todas las formas funcionales concebibles para w(k). Esta
funcion debe ser determinada experimentalmente, en general. La utilizacion de los niimeros
complejos para describir las ondas es conveniente, pero no obligada (las ondas podrian
definirse igualmente con la funcién coseno).

Cuando la funcién w(k) es la funcién lineal w = vk hablamos de una onda no dispersiva,
con velocidad de propagacién v. En general tenemos la velocidad de grupo v = dw/dk. Las
ondas transportan energia (y con ella informacién) a través del espacio. En cada punto
tienen una densidad de energia &, por unidad de volumen. También tienen una densidad
Lagrangiana % (por unidad de volumen) 7 que gobierna, a través del principio de Minima
Accidn, las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que cumple la magnitud A.

16yvéase M. V. Berry, ”Semiclassical Mechanics of regular and irregular motion”, Les Houches Lecture,

1983, y M. Gutzwiller, “Chaos in Classical and Quantum Mechanics”, Springer 1990.
17 por ejemplo, la densidad Lagrangiana para el campo electromagnético, en ausencia de corrientes y
cargas, es £ = 1(eE? — ﬁBQ).
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Cuando las ondas tienen soporte material en atomos o moléculas, éstos actian como
agentes transmisores precisamente porque vibran armoénicamente alrededor de sus posi-
ciones de equilibrio.

Por ello la onda hereda del oscilador arménico muchas de sus propiedades. Considere-
mos una onda de frecuencia w, encerrada en una cavidad rectangular de volumen V', cuyos
lados son multiplos de su semilongitud de onda. La integral de accién reducida extendida
a un ciclo ty — t; = 27 /w vale:

to
S():/ (/ X(X,X,t)d‘g)() dt+E(t2_t1)
t1 1%

siendo F la integral de la densidad de energia & sobre el volumen V. Tanto si se trata de
una distribucién continua de osciladores, como si se trata de un campo electromagnético,
el primer término resulta nulo '8. El principio de cuantificacién de la accién, utilizando
los mismos resultados que para el oscilador armonico, nos lleva a la conclusion de que la
energia en la cavidad esta discretizada de la misma forma que éste:

1
En:(n+§)hw n=01,2,...00 (13)

Como la onda se propaga con una cierta velocidad si abrimos un agujero en cualquiera
de las paredes de la cavidad, la energia transferida hacia un detector no puede ser inferior a
la que indica el quantum Aw, que es directamente proporcional a la frecuencia. No importa
si la onda tiene un soporte material o si se propaga en el vacio, ni tampoco importa cual
sea la naturaleza fisica de la magnitud A que se propaga, solo es esencial que ésta tiene
una frecuencia determinada. Por tanto la energia transferible de cualquier onda es un
maltiplo entero positivo del quantum FE = nhw conn =1,2,... 0.

Sin embargo, la onda encerrada en la cavidad de volumen V' tiene una energia no
transferible %hw almacenada en su interior, que no se transporta con la onda. Si la onda
tiene soporte en el vacio, esta energia se hace infinita al sumar sobre todas las frecuencias
posibles en esa cavidad, lo cudl no se aprecia en general como contradictorio . Pero si la
onda tiene un soporte material en dtomos o moléculas, existe siempre un limite superior
a dichas frecuencias, derivado de la longitud de onda minima que corresponde al tamano
de sus atomos, y nunca es la energia infinita.

Consideremos una onda que transporta una cierta potencia por unidad de superficie
en su frente de ondas en Wm ™2, conocida de antemano, y que incide sobre una superficie
normal de area Ag. Podemos pensar, para fijar ideas, en una onda electromagnética. Nos
interesa destacar cuatro aspectos esenciales relacionados con la deteccién de cuanta 2% en
el laboratorio, en el limite en que la potencia de la onda es muy débil, y son detectables
senales individuales de los cuanta en los detectores:

Bpuede verse con facilidad que, en ambos casos, conduce a la integral del coseno sobre un niimero
entero de ciclos.

Desta energia se ha observado indirectamente en experimentos de precisién, en el caso del campo
electromagnético. Las fluctuaciones del campo en el vacio generan una fuerza atractiva entre dos placas
metélicas muy préoximas, que es conocida en la literatura como fuerza de Casimir.

20ytilizamos la palabra en espafiol cuanta como el plural de quantum.

15



Figura 4: Cuando una onda muy débil se difracta, solo uno de los detectores registrard el
quantum, el resto no daran senal. No podemos predecir cudl es el detector que salta.

e La transferencia del quantum es instantanea, tiene cardcter sibito y no gradual. El
instante de tiempo en que se produce la transferencia, contado a partir del instante
en que llega el frente de ondas, es impredecible, en relacion al lapso de tiempo
At = hw/(W Ag), que podriamos considerar como cadencia natural en la llegada de
los cuanta.

e A todos los efectos, la onda se comporta como una coleccion de particulas que
viajasen con ella, pero no sincronizadas con ella.

e El caracter aleatorio del quantum se extiende también a la direccion espacial de
transferencia de la energia. Pensemos en una onda que se difracta a través de un
pequeno agujero, y coloquemos una serie de detectores distribuidos uniformemente
sobre una superficie esférica centrada en él. Es impredecible cual de los detectores
va a registrar la senal del quantum, y cudles no registraran senal. Esto se ilustra
en la Figura 4. Un ejemplo relevante lo tenemos en la direcciéon de salida del fotén
emitido por un atomo, o por un nucleo, dentro del angulo sélido 4.

e Laidea de potencia instantdnea de una onda (en Wm™2) deja de tener sentido en
el limite de ondas muy débiles. Se hace imposible seguir en el tiempo la transferencia
de energia, al no ser continua. Evidentemente, la potencia instantanea que corres-
ponde a la absorcion de un quantum es infinita, si dividimos una energia finita por
un tiempo nulo. La potencia de la onda en Wm =2 debe entenderse entonces como
potencia promedio. El fenémeno es similar al que nos impidié definir la velocidad
instantdnea, en el caso de un mévil de masa m.
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Todas las propiedades anteriores han sido confirmadas en el laboratorio con niveles muy
elevados de precisiéon, especialmente en el caso de los fotones. Es claro que la existencia
de cuanta introduce elementos aleatorios en la transmision de la energia de las ondas. En
el limite de ondas muy débiles, la transmisién de informacién se ve también afectada por
un ruido inevitable.

Una consecuencia sorprendente de la presencia de la constante de Planck en la Fisica
es, como hemos visto, la de hacer que los cuerpos de masa m y las ondas adquieran
propiedades similares, por cuanto comparten caracteristicas aleatorias comunes, que
no eran esperables en ninguno de ellos.

3. La propagaciéon de Feynman

Como se ha visto, el cardcter discreto y no nulo de la accién reducida (Sy 2 h) impone
que para medidas realizadas en intervalos de tiempo At < % sobre la trayectoria de una
particula, sean esperables fluctuaciones importantes de su energia, que no son conciliables
con la existencia de trayectorias diferenciables.

Si intentamos imaginarnos el movimiento como una sucesién de pequenos intervalos de
tiempo, no debe sorprender que la aceptacion del caracter discreto de la accion reducida
(originalmente propuesto por Planck), conlleve una gran transformacion conceptual en
Fisica, que puede resumirse de la siguiente manera: el movimiento para At < h/E tiene
lugar de forma no determinista, de manera que la posicién observada de una particula,
en un instante dado, no puede deducirse con certitud a partir de su posicién y velocidad
en un instante anterior.

Esta afirmacién puede parecer sorprendente, y de hecho es contraria a lo que nos dice la
teorfa de ecuaciones diferenciales, donde la especificacién de las condiciones iniciales (po-
sicién y velocidad) basta para determinar la solucién tnica del movimiento, en cualquier
instante posterior t. Pero tengamos en cuenta que esta teoria se basa en la diferenciabilidad
de las trayectorias.

Se comprende por tanto que una adecuada descripcién de la Fisica, que incluya el
movimiento de atomos, moléculas y particulas elementales, obligue a desechar este caracter
determinista. Por otro lado, es claro que cualquier nueva formulacion en este sentido debe
recuperar también las leyes del movimiento clésico, de tipo determinista, que sabemos
describen con gran precision el movimiento para intervalos de tiempo grandes At > % .

Veamos céomo puede realizarse esta nueva formulacion de una forma rigurosa. Para
ello, vamos a centrarnos en el movimiento unidimensional, volviendo a la discusion que
hicimos en la Seccién 1, para una particula que se mueve en un pequeno intervalo de
tiempo At — 0 sometida a un potencial U(x,t). Vimos entonces que el movimiento real
“elige” de entre las infinitas posiciones intermedias x posibles entre x; y o, aquella que
satisface la ley de Newton —g—g = ma que, como se ha visto, es aquella donde la accion S es
minima (véase Figura 1), de tal manera que cualquier otra posicién x debe ser desechada.
Pues bien, la nueva formulaciéon no determinista de la Mecanica, consiste en admitir que
TODAS las posiciones intermedias de la particula son en principio posibles.
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—— cos(axd®)

Figura 5: Representacion grdfica de las funciones de Fresnel, que son la parte real (arriba)

y la parte imaginaria (abajo) de la funcion glaz?

Admitido esto, cumple decir que si la particula se encuentra en la posicién x; en
el instante t1, al cabo de un pequeno intervalo de tiempo At ha ocupado virtualmente
todo el espacio. Con objeto de precisar més esta virtualidad, definimos la amplitud de
propagacién K(x,t) = (r t | x; t1) como un nimero COMPLEJO, que caracteriza
el movimiento desde el punto x; al punto x. Su fase hace posible la interferencia entre
las amplitudes de propagacion que corresponden a distintas posiciones intermedias = en
la transicién entre z1 y xo. El mddulo de este nimero complejo depende unicamente
del intervalo de tiempo t — t;. Para cualquier intervalo de tiempo At, la amplitud de
propagacién para la transicién entre (z7 t1) y (x2 t2) satisface el siguiente postulado de
propagacioén:

+oo
<1’2 t2 | T t1> :/ <£L‘2 tg | i t> : <1’t | T t1> dx (14)
donde ¢ es un tiempo intermedio ¢ € (t1,1s). La integracién de este producto de nimeros
complejos se realiza sobre todo el espacio virtual de posiciones intermedias x (por supuesto,
reales).

Esta expresién indica la propiedad fundamental que deben satisfacer las amplitudes
de propagacién 2! . Se resume diciendo: “para moverse de un punto a otro, los cuerpos
deben sondear antes todas las posiciones del espacio”.

21a amplitud (14) se construye como una suma (integral) sobre muchas amplitudes distintas (caminos),
que contribuyen simultaneamente al movimiento. Se hace referencia a esta idea en la literatura como
principio de superposicién. Veremos en la Seccién 6 como este principio se extiende inmediatamente
al propio estado de movimiento.
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En la Mecanica determinista (Mecénica Clésica), esta amplitud se asociarfa con una
probabilidad que fuese simplemente 1, en el caso de que el movimiento entre (x1t1) y (xats)
sea posible, y cero en caso contrario. En cambio, en la Mecanica Cuantica, sera justamente
la amplitud cero la que no es posible, pudiendo pasarse desde la amplitud +1 a la amplitud
—1 a través de un continuo de valores sobre el disco unidad del plano complejo. Esto hace
posible la interferencia.

Una adecuada definicion de la amplitud de propagaciéon, en una nueva formulacién de
la Fisica, debe verificar que, en el caso del movimiento macroscépico (para intervalos de
tiempo largos At > % ), el mecanismo de interferencia entre distintos “saltos”z alejados
de la trayectoria clésica debe ser fuertemente destructivo, con objeto de verificar la ley
de Newton con precision.

El postulado (14) estd abocado a la utilizacién de la funcién exponencial en la amplitud
de propagacién, debido a la propiedad caracteristica de ésta: exp(a + b) = exp(a) exp(b).
Por otro lado, para lograr el mecanismo de interferencia anteriormente descrito estamos
obligados a usar una funcién oscilatoria. Por tanto, se hace inevitable la utilizacién de
los nimeros complejos en la descripcién del movimiento en Fisica, en la forma e/(®) 22,
Resulta interesante que éstos no sean necesarios en la Mecanica Clasica.

La adecuada definicién de la amplitud de propagacion para At — 0, que tomaremos
aqui como un postulado, fue enunciada en 1948 por el fisico norteamericano Richard P.
Feynman. Este postulado debe adoptarse junto con el anterior (14) sobre la superposicién
y factorizacion de las amplitudes.

Principio de propagacién de Feynman: La amplitud de propagacion para el mo-
vimiento de una particula de masa m, sometida a un potencial U(z,t), desde el punto x;
en el instante t1 al punto x en el instante t, en el limite At =t —t, — 0, viene dada por:

S [
(wt|mt)=Aer =AertAl

. /ZQ:;N exp [% (m(%fly U (‘” —;xl,t) At)] (15)

donde S = LAt = (T —U)At es la accion clasica completa que corresponde al movimiento
en el intervalo espacio-temporal entre (x1,t1) y (x,t).

Para demostrar el valor del coeficiente A = /m/(i2rhAt), es necesario tener en
cuenta, en primer lugar, que en el limite At — 0 la energia potencial no influye en
dicho factor, si se compara el comportamiento asintotico opuesto de los dos términos del
exponente | siendo su valor exacto el obtenido para el movimiento libre (U(x,t) = 0). El
valor de A se obtiene de la verificacién del postulado (14) tras dividir el intervalo At en
dos mitades At/2, y sumar los exponentes de los propagadores respectivos. Se deja como
ejercicio para el alumno, usando para ello el valor de la integral:

+00 /
/ eaw2+b$dx — le—b2/4a a,beC Re(a) <0

Zpuede comprobarse de forma explicita que la funcién coseno (parte real de la anterior) fracasa en
cumplir la relacién integral (14).

23esto es valido siempre que el potencial tenga un crecimiento asintético para x — +oo a lo sumo
cuadrético, es decir si |U(z,t)| < C(z — x1)* Va, para alguna constante C.
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(X2,t2)

(Xlatl)

X1 Xl X2

Figura 6: Posiciones x que ocupa un cuerpo (en rojo) en el instante t al pasar de x1 a x5
en un pequeno lapso de tiempo, separadas de la trayectoria cldsica (azul), y la parte real
de la amplitud que les asigna el propagador de Feynman (gris).

Al realizar el calculo en la ecuacién (14), el primer miembro sera proporcional a A(At)
y el segundo proporcional a A?(At/2)v/At. La solucién es A o« 1/v/At, verificindose
A(At/2) = V2A(At), de lo cual se sigue inmediatamente el resultado deseado.

Si consideramos por simplicidad el caso del movimiento libre, vemos que la parte real
y la parte imaginaria del propagador son las conocidas funciones de Fresnel, cuya integral
se obtiene de la anterior con b = 0:

+00 +oo T
/ cos(az?)dr = / sen(az?)dz = | /2—
—00 —00 a

La representacion grafica de estas funciones puede verse en la Figura 5. Una obser-
vacion detallada de dicha figura hara comprender al alumno la razén por la cual estas
integrales son convergentes: debido a la rapida oscilacién de la fase para valores © — +o0,
las contribuciones positivas y negativas se cancelan de forma tanto mas precisa cuanto
mayor es |z|, de forma que la contribucién principal a la integral viene determinada por
los valores de x en el entorno de los primeros ceros ** (|z| < /%).

Volviendo al principio de Feynman, veamos que esto tiene un significado fisico impor-
tante, pues segun (14) deben sumarse las contribuciones de todos los puntos x intermedios,
tal como se muestra en la Figura 6, y la particula fluctia con alta probabilidad dentro de

un intervalo alrededor del punto z.; de la trayectoria clsica (z4 — Az, x4 + Ax), con

ThAt
Az < (16)
m
os ceros son x,, = 4+/(2n — 1)7/2a para la funcién coseno y z,, = 4+/nm/2a para el seno, con

n=1,2,...00.
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siendo improbables las fluctuaciones de mayor alcance, debido a las cancelaciones antes
mencionadas. Veremos en la Seccion 4 mayor detalle sobre lo ilustrado en la Figura 6, y
sus consecuencias. La Seccién 3.1 a continuacién no es indispensable para comprender el
resto, y el lector puede pasar directamente adelante.

3.1. Propagaciéon exacta sobre un tiempo finito

La expresién (15) es vélida para un intervalo de tiempo At infinitesimal. Si se desea
realizar la propagacion a través de un intervalo de tiempo finito, entonces es necesario
aplicar (15) reiteradamente, en intervalos de tiempo sucesivos dt, teniendo en cuenta que,
en cada uno de ellos, la particula puede desplazarse desde cualquier punto del espacio
hasta cualquier otro.

Sélo para el alumno especificamente interesado, indicamos a continuacién la forma
detallada en que se realiza esta integraciéon. El intervalo At = ¢, —t, se divide en pequenos
subintervalos € = t;,1—t; con At = Ne¢, de manera que en cada instante ¢; seleccionamos un
punto arbitrario z; y construimos un camino conectando todos los puntos asi seleccionados
(x,t;), para i = 0,... N con ty = t,. Podemos evaluar la Lagrangiana L(x,,t) en cada
punto (z;,t;) y aplicar el propagador (15) en cada subintervalo:

entonces el propagador sobre el intervalo de tiempo finito es el producto de todos ellos:

N-1
K(xp, ty; x4, t,) = hm H K(i+1,1) (17)

que se corresponde exactamente con la siguiente expresion detallada:

d:v d:c dry_
. _ S[ba] 1 @b2 N-1
K (0, th; %a, 1a) = lim —A// / = (18)

donde S[b,a] = ftib L(z,2,t)dt es la integral de linea obtenida a partir del camino de
trazos rectos (x;, t;) anteriormente indicado, y A es el factor calculado antes. La integracién
sobre las coordenadas espaciales se realiza en cada instante de tiempo t; de la misma
manera que antes, dando lugar a una integral miltiple (N — 1)-dimensional. Finalmente
se toma el limite N — oo (que equivale a € — 0).

La expresién (18) es conocida en la literatura como integral de caminos de Feyn-
man. Como se ha dicho, se trata de una integral multiple (N — 1)-dimensional sobre las
coordenadas espaciales, mientras que la suma en el tiempo viene a completar, en el limite

e — 0, la integral de accién en el exponente. Se suele utilizar la notacion sucinta:

b
K(b,a) :/ enbal Dy (t) (19)

donde el simbolo Dx(t) nos recuerda que la integracién espacial multiple (18) equivale
de hecho a sumar sobre todas las trayectorias x(t) posibles entre los puntos x, y x;. En la
discusion que sigue, en particular la derivacion de la ecuacién de Schrodinger en la Seccion
5, nos resultard suficiente la consideracion del intervalo infinitesimal (15).
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—_— f(x) —— cos(f(x))

Figura 7: El nimero de oscilaciones de la funcion cos(f(x)) es menor cerca del minimo de

fx).

4. La velocidad instantanea

Vamos a ver a continuacion que, de acuerdo con la hipétesis de Feynman, la posicion
intermedia x1 < x < x5 que verifica la ley de Newton es precisamente el valor central
alrededor del cual la particula puede fluctuar en su posicién.

Consideremos de nuevo la secuencia representada en la Figura 6, donde una particula
de masa m se mueve desde (x1,t;) a (22, t2) pasando por la posicién intermedia x (tiempo
t= (t1 +t3)/2), siendo At= ty — t;. Entonces la amplitud de transicién 1 — 2 viene dada
segin (14) por:

“+oo +0o0
oty |2 t) = [ M(z)de = / (ot |2 8) (t | 2y ty) do

—0o0 o0

que, de acuerdo con (15), puede expresarse como:

—+o00 i m (z—zl)2 _ z1+x At i m (12—1‘)2 _ z+x9 At
/ A2 eh[(’; (At/2)2 U( 2 )) 2} ethL(At/z)Z U( 2 ) 2 ldx

—00

3 r—x 2 x 7122 x x TrTx
/*w A E B ()|

oo

Es facil comprobar que la mayor contribucion a la integral proviene de la region en que
x es préoximo al valor que hace minima la expresién entre corchetes. En general, para una
funcién f(x) que tenga un minimo en x = x., el valor de la integral fj;o cos ( f (:U))dac, que
es la parte real de la expresion anterior, recibe su mayor contribucién de aquellos valores
x =~ x. donde el coseno tiene el menor ntimero de oscilaciones por unidad de longitud,
tal como se ilustra en la Figura 7. Pero el valor de z que hace minima la expresion entre
corchetes es precisamente el que verifica la segunda ley de Newton, —%—g = mz, tal como
se demostré en la Seccién 1, con arreglo a la férmula (4).

Asi pues, vemos que el efecto de interferencia destructiva que se deriva de la expre-
sién (15) es esencial para producir una supresién en probabilidad de las posiciones muy
separadas de la trayectoria clésica de la particula (fluctuaciones) durante el tiempo de
observacion At.
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Figura 8: Camino irregular seguido por una particula cuando se mira en detalle en un
diagrama espacio-tiempo: la trayectoria no es diferenciable. Dibujo original de Richard
Feynman en Quantum Mechanics and Path Integrals, 1948.

Recordemos que la extensién espacial donde estas fluctuaciones actiian con mayor
intensidad estd determinada por la expresion (16). En ella podemos apreciar que, aunque
la zona Ax manchada por dichas fluctuaciones se hace infinitamente pequena en el limite
At — 0, no lo hace linealmente, sino proporcionalmente a v/At (con mayor lentitud). Por
tanto el cociente Az/At no es finito en dicho limite, sino que diverge como 1/v/At.
Esto nos dice que la velocidad instantanea no tiene sentido en la realidad fisica. Su modulo
se hace siempre infinito, si tomamos la relacién no relativista para la energia cinética 2°.

Esta importante conclusion, que es consecuencia en ultima instancia del caracter
discreto (no nulo) de la accién reducida, rompe indudablemente con las ideas precon-
cebidas sobre la diferenciabilidad de las trayectorias. Es claro que la observacién de la
particula durante intervalos de tiempo cada vez mas cortos, producird necesariamente
fluctuaciones en su velocidad Az/At, siendo esta cada vez més alta. Por otro lado, si el
intervalo de tiempo de observacién es suficientemente largo, como es el caso, por ejemplo,
de una fotografia de un moévil tomada con un tiempo de exposicion de alguna fraccion de
segundo (1072-10735s), entonces el movimiento aparece como perfectamente continuo, sin
fluctuaciones. Esta idea puede apreciarse en la Figura 8, que ha sido tomada del libro de
Feynman y Hibbs Quantum Mechanics and Path Integrals, Dover (2010).

25recordamos aqui la consideracién relativista realizada en 2.1, que lleva la velocidad hacia c.
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5. La ecuacién de Schrodinger

Hemos visto hasta ahora como el movimiento de una particula en el limite At — 0 pue-
de representarse a través de una amplitud de propagacién espacio-temporal (x t | z1 1),
que es en realidad una funcién compleja de las variables reales (z,t). Esta idea nos ha
permitido conciliar el caracter discontinuo de la accién a pequena escala con una descrip-
cién matematica continua que hara posible utilizar el cdlculo diferencial para el estudio
del movimiento.

Pese a su riqueza conceptual, la utilizacién practica de la expresion (19) para propagar
la particula desde (z1,%1) hasta (x9,t3) cuando At = ty — t1 es finito (no infinitesimal),
requiere introducir nuevas técnicas matematicas de integracién, que no desarrollaremos
aqui. En su lugar, demostraremos un camino mas facil para utilizar la expresién (19), ba-
sado en el calculo diferencial. Basta darse cuenta de que la funcién K(x,t) = (x t |z t1) se
comporta en realidad como una onda fuertemente dispersiva en las coordenadas (z,t).

En efecto, vamos a demostrar que, basdndonos en la expresién (14), y en la forma (15)
de la amplitud de propagacién K(x,t) =(x t | x; t;) para At =t —t; — 0, la funcién
K(xz,t) satisface la siguiente ecuacién diferencial, llamada ecuacién de Schrodinger:

0K (z, t) —h? 0*°K (z,t)

ih 5 = I B + U(x,t)K (z,t) (20)

Para ello, consideremos que el punto (z,t + At) puede ser alcanzado desde todos
los puntos del espacio x — £ en el instante anterior ¢. Escribamos entonces la amplitud
K(z,t + At) = (x t + At | 21 t;) como una integral sobre dichos puntos = — &, segin la
expresion (14):

+0o0
K(z,t+ At) = Kz, t+ At ; o — &) K(x — & t)dE
El primer factor del integrando K (z,t + At ; = — &, t) = (z,t + At | x — £, t) puede
expresarse de acuerdo con el propagador de Feynman, con el resultado:

Ko, t+0) =\ [ /ﬁo (MAD p(%[—U(I—f/Q)Aﬂ) K(a—&,t)de (21)

Dado que la funcién K (z,t) es infinitamente diferenciable para t # ¢, para relacionar
sus derivadas parciales planteamos su desarrollo en serie de potencias de At:

K(z,t+ At) :K(:c,t)+At%K(x,t)+...

y en potencias de &:

OK(r,t) € PK(w1)

K(x — =K — 22
asi como también el desarrollo de la funcién exponencial:
i ' ' £ O0U i £20°U
UG5t L e At e =1 -t a4 28U A 280U N
°! U= S/)ATY RV S 5 A T R o +(23)
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Es claro que al hacer los productos cruzados de los desarrollos (22) y (23) en el segundo
miembro de (21) van a aparecer 12 términos, de los cuales se anulan todos aquellos que
sean potencias impares de £, al integrar entre —oo y +00. Para evaluar las potencias pares
deben tenerse en cuenta los valores de las integrales 26

+oo ;
/ e%%df _ [2mih AL
e m

+oo o2 ; 3/2
/ £2eh 557 dE = \/ﬁ(mm)

m

(e 9]

de forma que los términos resultantes en el segundo miembro de (21) son proporcionales
a potencias de At, de las cuales despreciamos (At)Q, (At)g, -+ en el limite At — 0. La
expresion finalmente obtenida es:

OK(z,t) [ m ihAt 321 0?K(x,t) i
t ot 27m'hAtm( m) 2 Ox? hAtU(x)K(x,t)

de donde se obtiene g20) simplificando At en los dos miembros. Nétese que los términos
n B;TIQJK, %—Z%—f, y U%TIQ(, resultan ser proporcionales a (At)2 y no contribuyen en el
limite At — 0. La ecuacién diferencial (20) es una herramienta fundamental en todas
las aplicaciones de la Mecanica Cuantica. Fue descubierta por el fisico austriaco Erwin

Schrodinger en 1926.

A

6. La funcion de ondas

Hemos definido K (9, ts;x1,t;) como la amplitud de propagacién para que una particu-
la de masa m, que se mueve sometida a un potencial U(x,t), pase de (z1,%1) a (z2,1s),
y lo hemos hecho utilizando la accién clasica del movimiento. Pero a diferencia de lo que
ocurre en la Mecanica Clésica, donde el movimiento, con unas condiciones determinadas,
es posible o no, en la Mecanica Cuéantica el movimiento es siempre posible. Por tanto la
particula inicialmente localizada en el punto x1, en un tiempo posterior ¢ > t; va a ocupar
virtualmente todo el espacio, y cada nuevo punto es susceptible de propagarse nuevamente
en el tiempo. Se hace entonces necesario definir de forma general el estado de ocupaciéon
del espacio que puede tener una particula en un instante determinado.

Tiene interés considerar la amplitud de propagacién para que la particula llegue a un
punto dado sin ninguna informacion especifica sobre su movimiento previo. Podemos defi-
nir una funcién compleja ¥ (z, t) que sea la amplitud total para llegar a (x,t) sin indicar
el pasado. A esta amplitud se la llama funcién de ondas. No hay diferencia conceptual
entre dicha amplitud y la amplitud de propagacién que hemos visto. De hecho, el propa-
gador K (z,t;z1,t1) es una funcién de ondas, pues representa una amplitud concreta para
llegar a (z,t), la que proviene de (xy,t;). Cuando utilizamos la notacién de la funcién de
ondas 1(z,t), queremos decir que no nos interesa el movimiento anterior.

26]a, segunda de ellas se deduce de la primera derivando respecto al coeficiente que multiplica a &2
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Dado que 9 (z,t) es una amplitud de propagacién, satisface el postulado general de
propagacién que establecimos en la ecuacién (14). Como esta ecuacion es valida para todos
los puntos 1, entonces la funcién de ondas debe satisfacer la ecuacion integral:

+oo
Y(x,t) = K(z,t;x1,t1) ¥(xy,t)dxy (24)
Este resultado puede enunciarse en términos fisicos: la amplitud total para llegar a
(z,t) es la suma (integral) sobre todos los valores posibles de zy, de la amplitud total
para llegar al punto (z1,t;) (¥(x1,t1)), multiplicada por la amplitud para llegar desde x4
ax (K(x,t;x,t1)). Los efectos de la historia pasada de la particula se pueden expresar
entonces en términos de una tnica funcién. La ecuacién (24) es valida con la forma exacta
del propagador dada en 3.1, y resulta de gran utilidad aproximarla, para intervalos de
tiempo cortos, por la expresién (15).
Dado que el propagador cumple la ecuacién de Schrodinger:
LOK(x,t)  —h?0*K(x,t)

ih 5 om0 + U(x,t)K(z,t)

es facil demostrar que la funcién ¢ (z, t) satisface también dicha ecuacion, es decir:

0 —h? 9?
i a—f - (%@ + U(m,t))¢ (25)

lo cual dejamos como ejercicio al alumno (basta esencialmente aplicar la derivacién
bajo el signo integral). Ahora puede comprenderse mejor el significado matemético de
la ecuacion (24), pues la funcién ¥ (zq,t;) juega el papel de una unica condicién inicial
(arbitraria) en la evolucién de ¥(z,t) %7

Asi pues, tomaremos la funcién compleja ¥ (z,t) como definicién del estado de mo-
vimiento de la particula en el instante t. Se asocia a ella la siguiente interpretacién
probabilistica, introducida por el fisico alemédn Max Born en 1926: la densidad de pro-
babilidad de que la particula se encuentre en el intervalo (z,z + dz), como resultado de
una medida, viene dada por:

dP(z,t) 2
B Sk A/ t
Como la probabilidad total de que ocupe algiin punto del espacio debe ser la unidad

en cada instante ¢, debe verificarse la llamada condicién de normalizacién 2%:

oo 2
/_ |(z, 1) dz =1 (26)

Existe una correspondencia 1 — 1 entre los estados de movimiento de una particula y
las funciones complejas que verifican las ecuaciones (25) y (26).

2T nétese que la ecuacion de Schrédinger (25) es de primer orden en ¢, y sus soluciones dependen de
una unica constante de integracién. No se requiere por tanto conocer el valor inicial de %—lf en cada punto.
En esto hay una diferencia esencial con la ecuacién de Newton, y con la ecuacién de ondas, donde figura
la derivada segunda g—;, y se requiren dos constantes de integracion.

28]o cual lleva implicito el requisito de convergencia de la integral, es decir, que la funcién ¢ debe ser
de cuadrado sumable.
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Una importante propiedad de la funcién de ondas es que su multiplicacién por cualquier
factor de fase global de la forma e?, donde § € R no depende de las coordenadas
espaciales ni del tiempo, carece por completo de significado fisico, y el producto sigue
representando el mismo estado. Esto es consecuencia de la indefinicién del cero de la
energia potencial en Mecénica, y de la forma en que ésta actia en el propagador de
Feynman (15). En efecto, una redefinicion U(x,t) — U(x,t) + C resulta indistinguible de
un cambio en el origen de tiempos (t = 0) t — ¢ + ¢o.

7. Ondas planas y transformacién de Fourier

Desde el punto de vista matemaético, la ecuaciéon de Schrodinger (25), es una ecuacién
diferencial en derivadas parciales de segundo orden, a cuya familia pertenecen también
la ecuacién de ondas y la ecuacién de difusién o propagacién del calor (que resulta de
cambiar la unidad imaginaria ¢ por 1).

Consideremos como posible solucién de la ecuacién (25) la onda plana:

Y(x,t) = Aeithe=wh (27)

que representa una onda que se propaga a lo largo del eje X positivo, con frecuencia
angular w, nimero de ondas k y velocidad v, = w/k, y que verifica la ecuacién de ondas
Oy 10% 0
Ox? v} Ot B
y por tanto no verifica la ecuacién (25) con U(z,t) = 0, a no ser que la relacién de
dispersion w = w(k) sea exactamente:

e

wk) = 2m

(28)

como se comprueba facilmente utilizando las expresiones (27) y (25).

La asociacién de la onda plana representada por la solucién (27) con el estado concreto
de una particula la realizaremos siguiendo el camino histéricamente trazado por el fisico
francés Louis De Broglie 2%, quien conjeturé en 1923 lo siguiente:

Hipétesis de De Broglie. Todo cuerpo mdovil con momento p lleva asociada una
onda, que es consustancial con su estado de movimiento, y cuya longitud de onda vale

A= (29)

stendo h la constante de Planck.

En efecto, esta onda no es otra cosa que el estado ¢ (z,t) definido por la solucién (27)
de la ecuacién de Schrodinger, que hemos representado en la Figura 9 para ¢ = 0. Con
la relacién de dispersién (28), asociamos la velocidad de la particula con la velocidad de
grupo vy = Z—‘,: de la onda:

dw hk h

p:mvg:m_:m_:hk:_

dk m A

aunque él siguié un razonamiento totalmente relativista bien distinto al expuesto aqui.

29
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Figura 9: Ondas planas para una particula en t = 0 propagdindose a lo largo del eje X,
para ambos signos del nimero de ondas £k. Obsérvese como la funcion nunca pasa por
cero, teniendo un cardcter dextro/levo en la propagacion hacia adelante/atrds.

estando la energia de la particula asociada con la frecuencia w de dicha onda:

p2 - h2k2 _

2m 2m

Las formulas p = hk y F = hw se conocen en la literatura como relaciones de De
Broglie. La onda plana (27) es perfectamente relativista cuando se utiliza la relacién de
dispersién w = VhA2c2k? + m2ct /h, asociada a la energia total E = /p2c? + m2ct.

El caracter fuertemente dispersivo se hace notar cuando superponemos ondas con
distintos valores de A para formar un pulso, pues las velocidades de propagacién de sus
fases serdn inversamente proporcionales a sus longitudes de onda (v, = w/k = h/2mM), y
el pulso perdera su forma.

Con esta asignacién de momento y energia a la onda plana (27), su fase coincide
exactamente con la accion clésica S dividida por A, y por tanto representa también la
amplitud de propagacién de una particula libre que se mueve con velocidad constante a
través del espacio, segtn el propagador de Feynman.

En efecto, x = vt y se cumple:

_px Bt 1 muv? 11
kx wt—h h_h(2 2t Et)—th—hS

donde, al ser U = 0 (movimiento libre), tenemos L = F =T = mv?/2.
Téngase en cuenta que, en cualquier instante de tiempo ¢, la solucién (27) presenta
una densidad de probabilidad que es constante para todos los puntos x del espacio:

[(z,t)|* = |A]* = constante Vz € R (30)
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Lo cual constituye una idealizacion matemdtica, pues resulta natural suponer que la
longitud de los trenes de ondas preparados en el laboratorio no pueda superar las propias
dimensiones del mismo, no importa lo grande que lo queramos imaginar, decayendo a cero
fuera de él.

Esto equivale a decir, como veremos a continuacién, que las particulas nunca tendran
su momento definido con total precision. Una consecuencia de este caracter ideal (no
realizable en la practica) de estos estados, es que el valor correcto de la constante A en la
ecuacién (27) no puede ser determinado simplemente por la condicién de normalizacién
(26), ya que la integral es divergente. Es decir, no estamos hablando de una funcién de
cuadrado sumable.

En un instante de tiempo determinado, se define la transformada de Fourier de la
funcién de ondas ¥ (x) como:

1 oo

- V2T J_so

La transformacion de Fourier es una de las armas matematicas mas potentes que
se hayan inventado, y consecuentemente sus propiedades y teoremas asociados pueden
encontrarse en numerosos libros de texto 3°. El teorema de inversién de la transformacién
de Fourier asegura que la funciéon de ondas puede recuperarse siempre como:

f(k) (z) e~ ™*dy (31)

1 ee ikx
bie) = o= / ) e (32)

cumpliéndose ademds que fj;o |f(k)|?dk = 1. Lo cual nos dice que pueden utilizarse
ondas planas e*** con distintas longitudes de onda para construir cualquier funcién com-
pleja definida sobre R. Dado que |¢(x)|*dx representa la probabilidad de que la particula
sea detectada en (z,z + dz), debemos asociar |f(k)|*dk con la probabilidad de que la
particula tenga su momento en (p, p + dp) = h(k, k + dk). Nétese que mientras z se mide
en unidades de longitud (m), k se mide en unidades de longitud inversa (m™'): nimero
de ondas por unidad de longitud.

De la misma manera que el cuerpo ocupa simultaneamente toda una regién del es-
pacio, debemos admitir que su velocidad no es tnica, sino que el espacio de velocidades
se encuentra igualmente ocupado de manera continua, de acuerdo con la transformada
de Fourier. Hay que enfatizar que las funciones complejas ¥ (z) y f(k) proporcionan dos
descripciones equivalentes de un mismo estado de movimiento, pues contienen exacta-
mente la misma informacion. Esta correlacion entre posiciones y velocidades de un cuerpo
es un fenémeno que no se produce en la Mecanica Clésica.

8. Valores medios e indeterminacion

Ya que la funcién de ondas () de la particula ocupa todo el espacio, tiene gran
interés saber con precisién el valor promedio (x) de las medidas que obtendriamos de su
posicién en cada instante. Igualmente saber la dispersiéon Az en dichas medidas de la
posicion alrededor de este valor medio, es decir, la extension espacial sobre la que fluctua
con mayor probabilidad.

30yéase por ejemplo “The Fourier Transform and its Aplications”, R. N. Bracewell (2000).
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Estas cantidades se calculan de la siguiente forma, a partir de la informacién contenida
en la funcién de ondas 9 (x):

() = / " olp(@)Pde (33)

(Az)? = (2%) — (z)’

donde (z?) es el valor medio de z2, que se calcula evidentemente como:

+oo
@)= [ 2l
—00
No siendo posible, como se ha explicado, la definicion de una velocidad instantanea,
si tienen en cambio perfecto sentido la velocidad promedio (v), y el momento promedio (p)
de la particula. Este ultimo se determina, siguiendo la idea anterior, como el valor medio
de k en la transformada de Fourier:

(0) = (k) = h / " k()P = miv)

oo

Existe sin embargo una forma mas directa de calcular el momento promedio sin tener
que calcular previamente la transformada de Fourier de la funcién de ondas, pudiendo
obtenerse (p) tras realizar una tunica integral. Para ello es necesario conocer algunas pro-
piedades de la transformacién de Fourier.

Dentro del conjunto de funciones de onda (espacio de Hilbert L*(R)), puede definirse
un producto escalar de la siguiente manera:

—+00

(1|the) = (0 (x)*sz(x)dx

donde (¢1|1)9) es un nimero complejo.

Nétese que (o]th1) = {(h1]1hs)". Puede comprobarse facilmente que la existencia de
este producto escalar confiere al espacio de Hilbert la estructura de espacio vectorial.

La transformada de Fourier cumple entonces la siguiente propiedad, conocida en los
libros de matematicas como identidad de Parseval generalizada:

+oo +oo
Ur(2) Po(x)de = fi(k) folk)dk V5 € L*(R)
—0oQ —0o0

es decir, el producto escalar permanece invariante después de transformar cada uno de
sus factores: (1|ts) = (f1|f2). Por tanto, el producto escalar puede asociarse realmente
con la proyeccién de un estado cudntico en otro, siendo su resultado el mismo, ya se realice
en la representacion de posiciones de la funcion de ondas, o en la de momentos.

Este resultado nos permite calcular (p) directamente. En efecto, derivando respecto a
z los dos miembros de la ecuacién (32) tenemos:

8770 o 1 e . ikx
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lo cual nos estda indicando una propiedad general, que la transformada de Fourier de
la derlvada es simplemente ik f(k). Por tanto:

e} —00 —00

o en definitiva:

L 9
)= [ w@)-ing

que es la formula directa que desedbamos encontrar.

Si se mira atentamente, esta expresion es formalmente idéntica a (33), y ambas pue-
den considerarse casos particulares de una definicion més general de valor medio de un
operador que representa a cualquier magnitud fisica medible A:

+00
(4) = V() (AY)dx = (| Adp) (34)
siendo A = z(posicién) 6 p(momento). Para cada magnitud fisica medible A puede en-
contrarse univocamente un operador especifico, generalmente a partir de los dos anteriores.
Estos operadores (que sirven esencialmente para calcular valores medios), son aplicacio-
nes mateméticas lineales que asocian a cada elemento del espacio de Hilbert L?(R) otro
elemento del mismo espacio (¢ — Ay € L*(R)).
Como acabamos de ver, el operador momento esta representado por una derivacién
parcial respecto a la coordenada de movimiento:

0
p = —ih o

Por supuesto, los valores medios (A) deben ser siempre reales sobre cualquier funcién
de ondas, como lo son las medidas de cualquier magnitud fisica A en el laboratorio. Esto
obliga a que los operadores fisicos A deben ser autoadjuntos, es decir, que verifiquen
(V| AY) = (AY|) = (Y|A]Y) Y, para que pueda cumplirse lo anterior. Tiene también
perfecto sentido la evaluacién de (A?). En este caso, debe entenderse la accién de A% como
la aplicacién reiterada A(Aw). Nétese la analogia profunda de estos operadores con las
matrices complejas hermiticas, que también son operadores lineales autoadjuntos sobre
un espacio vectorial, de dimensién finita. Andlogamente pueden definirse potencias mas
elevadas, desarrollos en serie, etc.

Las medidas individuales realizadas en el laboratorio de la magnitud A, obtenidas
con idéntico estado inicial ¢, manifestaran el caracter no determinista de la Mecéanica
arrojando valores aleatorios. Sin embargo, podemos predecir con exactitud la dispersién
de dichas medidas (AA) alrededor de su valor medio, a través de la expresién:

(AA) = (4%) - (4)° (35)

Si la aplicamos, por ejemplo, al operador momento p, el cdlculo de (p?) se realiza por
medio de la siguiente integral:

+o0 2
W)= [ @0

—00
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cuyo valor es siempre positivo o nulo para funciones de cuadrado sumable, como
puede demostrarse usando la integracion por partes. Vemos entonces que el operador
H = —%g—; + U(z,t), que aparece en la ecuacién de Schrodinger (25), representa la
energia total, pues el primer término representa la energia cinética.

De acuerdo con todo lo anterior, tenemos ahora una prescripcién de célculo que nos
permite evaluar, usando el calculo integral, los valores medios y la dispersion, tanto de la
posicion como del momento de una particula, como de cualquier otra magnitud construida
a partir de ellos. En otras palabras, hemos aprendido a “decodificar” la informacién con-
tenida en la funcién de ondas ¢ (z) de una particula, para hacer predicciones estadisticas
sobre los resultados de las medidas de cualquier observable en el laboratorio.

Al igual que ocurre con las matrices, la accién de estos operadores no es en general
conmutativa. Por ejemplo, es un ejercicio simple comprobar que, para cualquier funcién

de ondas 1, se cumple que:

xp — pxr = ih
donde es necesario advertir sobre una costumbre frecuente en la Mecanica Cudntica: se

estan utilizando los mismos simbolos para designar los valores de las magnitudes fisicas y
los operadores que las representan. En realidad queremos decir que: (zp —px)y = ik V.

9. El principio de indeterminacion

Una de las propiedades més notables de la transformacién de Fourier es que, si la fun-
ci6én original es muy estrecha (Azxz — 0), su transformada es muy ancha (Ak — o). La
idea matematica es bien intuitiva: no podemos construir una funcién estrecha sumando
tnicamente longitudes de onda (A = 27/k) mayores que su anchura. En otras palabras,
el producto AzAk es aproximadamente la unidad. El enunciado preciso del teorema ma-
tematico es: AxAk > 1/2, V1. Los pasos necesarios para demostrarlo, como teorema
general de la transformaciéon de Fourier (independiente de la constante de Planck), son
los siguientes:

a) Partir de la expresion evidente:

*

/joo [(x + )‘aax)w} (z + Aﬁ)w der >0 VAeR

o0

0

donde = + )‘a% = x + Ak es un operador real, con k = —i5_.

b) Sumar y restar a la expresién entre corchetes ¢ - (v — /\a%), y demostrar que:

/+OO[(:,:+A Jo* =t (x— ai)](a:+A ) dz =0

—0
debido a que el integrando es una derivada total, y se cumple:

/W%[w*.(xﬂ%)w}dx_o

—0o0

|| +A¢*8¢ = 0.

ya que cualquier funcién de cuadrado sumable 1) debe verificar
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¢) Finalmente expresar lo que queda de la integral original como:
() + XN (E* =X >0

y observar que, sin pérdida de generalidad, (z2) = (Az)* v (k?) = (Ak)” al ser estas
cantidades independientes de la eleccion del origen de coordenadas. La prueba del
teorema se sigue de examinar el discriminante de la parabola anterior en \.

Dejamos como ejercicio para el alumno la realizacién detallada de estos pasos, y pasa-
mos a discutir la trascendencia fisica que adquiere el resultado, cuando tenemos en cuenta
que la derivacion parcial a% representa como sabemos el momento, segin p = —ih% = hk.

El resultado fue enunciado por primera vez por el fisico alemédn Werner Heisenberg en
1929, y se conoce en Fisica como principio de indeterminacién 3! posicién-momento:
si conocemos con gran precision (Ax) la posicién que ocupa un cuerpo, entonces son
inevitables grandes fluctuaciones en el valor de su momento (Ap), estando las anchuras
de ambas distribuciones relacionadas por la desigualdad:

AxAp > h/2 (36)

que se cumple para toda funcién de ondas, en cualquier instante de tiempo. El impacto
en la Fisica es enorme. Revela la imposibilidad por principio de conocer simultaneamente
con total precisiéon la posicion de un cuerpo a lo largo de una direccion determinada, y su
momento en esa misma direccion.

Es claro que, en el caso limite de la onda plana (27), tenemos Az = oo (particula to-
talmente deslocalizada) y Ap = 0 (estrictamente monocromatica). En el extremo opuesto,
la funcién K(x,t) = (x t | x1 t;) representa la evolucién temporal de una particula lo-
calizada en el punto x; en el instante t; (¢¥(z) = 6(z — 1)) con Az = 0, siendo en ese
mismo instante Ap = oco. En efecto, téngase en cuenta que, segin la expresién (15) la
particula inicialmente localizada en x; (en el instante ¢;) puede alcanzar cualquier punto
del espacio x en un instante posterior ¢ > ¢; con igual probabilidad, luego su espectro de
velocidades en el instante t; es realmente infinito, y por tanto Ap = mAv = oo.

Cuando la particula se desplaza por el espacio en la forma de un pulso dispersivo con
velocidad de grupo v, tiene perfecto sentido definir la indeterminacién en el tiempo
que se origina como consecuencia de la indeterminacién espacial, en la forma: At = Ax/v.
Se puede igualmente calcular la indeterminacion en la energia a partir de Ap como:

2
AE = A(;’—m) _ %Ap — vAp

donde también figura la velocidad de la particula, y hemos utilizado la regla de la
cadena para relacionar las variaciones de energia y momento. Idéntico resultado se obtiene
diferenciando la expresién relativista para la energia E = /p?c? + m2c? (siendo m la
masa en reposo), teniendo en cuenta que v = B¢ = pc?/E en este caso. Es claro que el
producto AEAt no depende ya de v, y de la expresién (36) obtenemos el principio de
indeterminacién energia-tiempo :

AEAt > 1i/2 (37)

3len el mundo cientifico de habla hispana, es igualmente frecuente la denominacién: “principio de

incertidumbre”. En inglés se usa generalmente la expresion: “uncertainty principle”.
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Una consecuencia inmediata de la expresién (36) es que todo cuerpo confinado en una
region del espacio de tamano 2Ax necesariamente adquiere una energia cinética cuyo valor
medio cumple:

2
@) = - ap > 1 L
m 42m ( Am)

lo cual es evidente, si prescindimos de la velocidad global del sistema, siendo enton-
ces (p) = 0. Dado que hemos calculado el valor medio de T, no estamos hablando de
fluctuaciones individuales en una medida concreta de la energia cinética, sino de un des-
plazamiento de la mayoria de las medidas. Por esta razén, suele utilizarse el principio de
indeterminacién como una igualdad aproximada, en la forma: AxAp ~ h 32, y escribirse
directamente que la energia cinética adquirida es T ~ Qm(h—zx)Q.

Para darnos una idea numérica de la magnitud de esta energia debida a las fluctua-
ciones cuanticas, podemos considerar la particula més ligera que tenemos en la materia
ordinaria, el electrén. Su masa es m, = 9.109 x 1073'Kg, y evaluamos su energfa cinéti-
ca en eV para tres valores de interés: Az =1mm, lum y 1A, con valores respectivos:
3.8x107™ eV, 3.8x107% eV y 3.8 eV. Mientras en los dos primeros casos la energia es
inobservable en el laboratorio, en el tercero pasa a ser muy significativa.

Esta es justamente la situacién que se da en el &tomo de Hidrogeno, que hemos aproxi-
mado aqui crudamente en 1D. En este caso conocemos el potencial que lo confina, que es
la ley de Coulomb, pero lo importante es que hemos podido llegar a conclusiones bastante
exactas sobre la energia del sistema sin necesidad de conocer dicho potencial, simplemente
a partir del tamano del objeto. Cuando ademas se conoce el potencial de confinamiento,
el principio de indeterminacién nos permite estimar siempre, al menos en 1D, la energia
del estado fundamental, encontrando el minimo de la energia total.

La expresién (37) para la indeterminacién energia-tiempo puede usarse también como
la igualdad aproximada: AEAt ~ h. Esto nos sirve para estimar la energia cinética AFE
adquirida por el confinamiento en el tiempo. Por ejemplo, vemos que cuando At ~ h/E
dicha energia es significativa en términos relativos, ya que AE/E ~ (h/E)(1/At) ~ 1.

10. Extension a tres dimensiones

Todas las ideas desarrolladas se han formulado suponiendo que tanto el movimiento,
como el campo de fuerzas U(z, t), ocurren inicamente en una dimensién, el eje X. Sin em-
bargo, el movimiento real tiene lugar a lo largo de 3 coordenadas espaciales r = (z,v, 2),
que dependen del tiempo ¢. La extensién a 3 dimensiones de todo lo anterior puede reali-
zarse de forma inmediata, y no requiere la introduccion de nuevos postulados.

Es un ejercicio de gran utilidad escribir correctamente, utilizando la notacién vectorial
r(t), las siguientes expresiones:

e amplitud de propagacion de Feynman
e ccuacién de Schrodinger

e funcién de ondas y accién del propagador sobre ellas

32conviene conocer que para la mayor parte de los pozos de potencial en su estado fundamental, la

aproximacién citada se verifica con mayor exactitud que si se utilizase en la forma AxAp ~ h/2.
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e onda plana, relacién de dispersion y velocidad de grupo

e valor medio de una magnitud escalar A y vectorial A = (A,, A,, A,)
e transformada de Fourier

e producto escalar de funciones de ondas

e operador p

e operador H = p?/2m + U

e principio de indeterminacién

El paso a 3D de cada uno de los apartados anteriores no se encuentra en ningin caso
vacio de contenido conceptual. Dejamos para el alumno este ejercicio, apuntando que en
los factores de normalizacion de la transformada de Fourier y del propagador de Feynman,

. 1/2 3/2
se hace necesario reemplazar el factor (27)"/* por (2m)™".
Escribamos como ejemplo el resultado para la ecuacién de Schrodinger en 3D:

o —h%, 0? 0? o?
h— = —(=—+—+— t
i (2m (52 T g2 ) TUm J¥ (38)
Utilizando la definicién del operador de Laplace A = 8‘9—; + 59—; + ‘9722, la ecuaciéon de
Schrodinger se suele escribir asfi :
o —h?
'h—:<—A U ,t) 39
i = (S A+ U)o (39)
O de forma aun més simple, utilizando el operador Hamiltoniano H = % +U:
o
h— =H 40
o = Hy (40)

Al extender a 3D el principio de indeterminacién debe recordarse que este afecta
Unicamente a la posicién y el momento medidos a lo largo del mismo eje: Az;Ap; ~ h con
x; = x,vy, 2. La transformada inversa de Fourier en 3D se escribe como:

bir) = ﬁ [[] 10 et (41)

y se suman las energias generadas independientemente por el confinamiento en cada
uno de los ejes coordenados, ya que (T') = [(Apm)2 + (Apy)* + (Apz)ﬂ /2m.

Existe una magnitud fisica que no tiene sentido en 1D, que es el giro o momento angu-
lar, designado por el vector L. En cada instante, este se calcula como el producto vectorial
de los vectores posicién r(t) y momento p(¢): L = r x p. El principio de indeterminacién
impide conocer simultdaneamente sus 3 componentes L = (L,, L,, L.) con total precisién.
Los valores medios y la dispersién en cada componente pueden calcularse en principio,
para una funcién de ondas determinada, de acuerdo con las férmulas (34) y (35), aunque
el conocimiento de los autoestados simplifica generalmente los cédlculos.
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NUmero de medidas
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Figura 10: Distribucion de 1000 medidas realizadas en el laboratorio de la magnitud A,
sobre un estado v que no es autoestado de dicha magnitud, y que ha sido preparado idéntico
cada vez. Solo los autovalores a, resultan medibles, siendo aleatoria la distribucion, con
una funcion de probabilidad calculable.

dn-1 dn dnt1

11. Autoestados y valores medibles

Dada una magnitud fisica medible A, debemos hacernos la siguiente pregunta: ; existen
funciones de ondas 9 tales que dicha magnitud esté bien definida en ellas, de tal manera
que la repeticion de medidas sobre tales estados v arrojen siempre el mismo valor real
a € R? O de forma mas precisa: jexisten funciones v tales que, en ellas, AA = 07

Con la definicién anterior de AA, estamos en situacion de responder matematica-
mente a dicha pregunta. Supongamos que somos capaces de resolver el problema de
autovalores para el operador A: Ay = ai. Esto significa encontrar los autovalores a y
los autovectores 1 posibles en dicha ecuacién 3. En este caso, la ecuacién (35) nos per-
mite comprobar inmediatamente que: (AA)?* = a(¥|1h) — a2 (P|1)* = 0, ya que (1h|y)) = 1
debido a la propiedad de normalizacion.

Por tanto el problema queda formulado en términos matematicos: se trata de resolver el
problema de autovalores para el operador A. Los estados ¢ buscados son los autovectores
de dicho problema, llamados en la Mecdnica Cudntica autoestados **. Sabemos que
los autovalores a seran siempre reales, pero anticipamos que no recubrirdn en general
toda la recta real, sino que definiran un subconjunto dentro de la misma. En muchos
casos este subconjunto, que recibe el nombre de espectro del operador A, sera discreto.
Sera esencial en la determinacion de este subconjunto el imponer que la funciéon de ondas
debe ser continua en R?, y de cuadrado sumable. Todos aquellos valores reales a que
no pertenezcan al espectro del observable A resultaran prohibidos, y nunca podran ser
medidos en el laboratorio. Ademaés ocurre que, sobre los autoestados, las medidas resultan
reproducibles y arrojan siempre el mismo valor.

33
34

en general, se tratard de una ecuacién diferencial en derivadas parciales.
en inglés: eigenstates (autoestados), eigenvalues (autovalores), y eigenfunctions (autofunciones). Esta
denominacién tiene su origen en el alemén, lengua embrionaria en el desarrollo de la Mecénica Cuéntica.
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De la misma manera que los autovectores de una matriz que corresponden a autova-
lores distintos son ortogonales entre si, ocurre lo mismo con los autoestados de cualquier
operador lineal: forman un conjunto ortonormal de funciones (las autofunciones), con
la definicion que hemos dado del producto escalar, en el espacio de funciones de cuadrado
sumable (espacio de Hilbert). Ademas, los autoestados que corresponden al mismo auto-
valor a,, forman un subespacio de dimensién N(a,) en el cudl también es posible definir
una base ortonormal {1, ,k =1, N(a,)}.

Supongamos que medimos determinada magnitud A en el laboratorio, para un cuerpo
que se encuentra inicialmente en un estado ¢ que no es un autoestado, y obtenemos el
valor a € R. Es generalmente admitido que la funciéon de ondas experimenta un cambio
tras la medida, y debe ahora ser una autofuncion v, correspondiente al autovalor medido.
Dado que la medida excluye valores alternativos a, # a que no se han realizado *° éstos
no pueden ser ya considerados como parte del estado de movimiento de la particula.

Este fenémeno por el cudl la realizacién de una medida altera aleatoriamente el esta-
do del cuerpo observado se conoce en la literatura como el colapso de la funcién de
ondas. La idea fue propuesta originalmente en 1932 por el matematico hiingaro John von
Neumann, y es hoy generalmente admitida en la Mecanica Cuantica. En el laboratorio, el
colapso de la funcién de ondas ocurre de manera subita e impredecible, de forma similar
a como hemos descrito en la Seccién 2.6 para la deteccion de un foton. Es justamente
aqui donde se manifiestan las fluctuaciones cuanticas, ya que el conocimiento de la fun-
cién de ondas no nos permite saber “a priori” cual sera el autovalor medido. En la Figura
10 se representa una posible distribucién de estas medidas.

Es importante saber que, segiin lo anterior, la transicién de la funcién de ondas v — v,
en el momento de la medida no estd gobernada por la ecuacién de Schrédinger,
siendo desconocidas por la Fisica actual las leyes que gobiernan el colapso de la funcién
de ondas. Esto se comprende facilmente, ya que la funcién de ondas resultante de la
evolucién con la ecuacion de Schrodinger estaria univocamente determinada a partir de ¥
por el propagador de Feynman, de acuerdo con la expresion (24).

De forma general, podemos afirmar que el conjunto de autofunciones de cualquier
operador hermitico A forma una base ortonormal del espacio de funciones de cuadrado
sumable, y por tanto cualquier funcion de ondas, en un instante determinado, puede
expandirse en la forma:

Y(r) = Z Z Cn W (T) (42)

donde {t,, (r),k = 1,N(a,)} son las autofunciones ortogonales que corresponden
a cada autovalor real distinto a,, k£ se llama indice de degeneracion, y los coeficientes
complejos ¢, ; pueden obtenerse como productos escalares ¢, = (¢, x|1). La propiedad
de normalizacién exige que ), , |cn,k|2 = 1, y ello nos indica que los valores ) . |cn,k|2 son
las probabilidades de que la medida realizada sobre 1) arroje el valor a,,.

Nétese que la transformada inversa de Fourier que vimos anteriormente (ecuacion (41))
es en realidad un caso particular de (42), que corresponde a las autofunciones del momento
(ondas planas e™7), estando ausente el indice de degeneracién k, con a, = p, = hk, y
¢n = f(kn). En ese caso, la suma (integral triple) se extiende en realidad sobre un conjunto
continuo, al ser continuo en general el espectro de momentos p.

35n0 consideramos aqui el efecto de las fluctuaciones estadisticas inherentes a toda medida, ni su posible

error sistematico.
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Figura 11: Ilustracion de la idea de un estado estacionario en un espacio de coordenadas
2D: las fluctuaciones cudnticas son de tal naturaleza que en cada punto (naranja) la fase
del propagador (linea ondulada) recupera exactamente su valor sobre trayectorias cldsicas
cerradas (circulo negro). Se necesitan muchas orbitas cldsicas de este tipo para formar un
estado estacionario.

12. Los estados estacionarios

Imaginemos una trayectoria clasica peridédica de energia F, que se inicia en el punto
ro con periodo At 3¢ como la representada en la Figura 11. En cada instante de tiempo
t la particula ira recorriendo puntos a lo largo de esta trayectoria, y podemos asociar a
cada punto r el valor de la fase dado por la accién cldsica completa S = ft'; Ldt en el
propagador de Feynman: K = Ae’/" = Ae(So—FO/h — o=iBt/h feiSo/h 3T

Si queremos que el movimiento retenga el caracter periddico que muestra en la Mecani-
ca Clasica, es necesario que, en cada punto del espacio r, esta fase retorne a su valor inicial
en cada ciclo, lo cual exige que se cumpla la condicion:

— =2 =1,2,...
5 ™m n ,2,...00

Al aplicar la condicion anterior a los sistemas integrables, conviene saber que en dichos
sistemas las trayectorias se encuentran confinadas sobre toros invariantes en el espacio
fésico, cuya proyeccion sobre el espacio de coordenadas muestra una frontera.

36en la Mecénica Clasica con N grados de libertad, el movimiento periédico estd bien caracterizado
tanto en los sistemas integrables como en los sistemas caéticos. En el primer caso, deberia llamarse méas
apropiadamente multiperiddico, ya que tiene lugar confinado dentro de toros invariantes en el espacio
fasico de energfa constante, con N — 1 frecuencias independientes entre si. Como los nimeros racionales
forman un conjunto denso dentro de los ntimeros reales, siempre podemos hacer que dichas frecuencias
sean proporcionales a un conjunto apropiado de enteros, de manera que sean conmensurables, siendo
entonces el movimiento verdaderamente periddico. En los sistemas cadticos no existen tales toros, porque
no existen més constantes del movimiento que la energia total E. Pero las érbitas periédicas conservan
todo su sentido, aun estando aisladas o siendo inestables al cabo de muchos ciclos.

37propagador que, sobre la trayectoria cldsica, se hace exacto para cualquier intervalo de tiempo.
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Para asegurarnos de que la accién es realmente una funcién univaluada de las coorde-
nadas, es necesario admitir una pérdida de fase de 7/2 cada vez que la proyeccién de la
trayectoria cerrada alcanza la frontera anteriormente mencionada *%. Por tanto la condi-
cién de cuantificacion exacta es: Sy/h = (n + §/4)27, donde § es el nimero (entero) de
intersecciones con la frontera, es decir Sy = (n + (5/4)h, justo la que habfamos formulado
en la Seccion 2. En los sistemas caoticos, las trayectorias periddicas experimentan igual-
mente un refuerzo al estar en fase, pero sus periodos no son conmensurables, y muchas
trayectorias pueden contribuir, con periodos muy largos, a una energia determinada.

Con independencia del tipo de movimiento, podemos conjeturar que en la Mecénica
Cudntica existen estados de energfa bien definida, donde el factor de fase temporal e *#4/",
introducido por la propagacion sobre la trayectoria clasica, sea heredado por la funcién de
ondas. Esto seria natural, pues dicho factor indica una periodicidad temporal acorde con la
frecuencia de De Broglie w = E/h, univocamente relacionada con la energia 3. Vemos por
tanto que, bajo la hipdtesis de dominancia de las trayectorias clésicas en la propagacion
exacta, el principio de cuantificacion de la acciéon encuentra pleno fundamento en la teoria
de Feynman, y la férmula Sy = ¢ pdr = (n + «)h es una excelente aproximacién para
calcular las energias permitidas en los sistemas integrables. Se la conoce genéricamente
en la literatura como aproximacién semiclésica.

Pero no nos basta una solucién aproximada, y deseamos tener la solucion exacta para el
problema de las energias, siendo la teorfa de Feynman exacta. Ademas, es un hecho que la
mayor parte de los sistemas fisicos de interés (como dtomos multielectrénicos, moléculas,
ntcleos, o materia condensada en sélidos o liquidos) son cadticos en su formulacién clasica,
y la aproximacion semiclasica anterior no resulta 1til en ellos. La forma mas efectiva de
tratar el problema es utilizar la ecuacién de Schrédinger, dandonos cuenta de que, en
la situacién descrita, la funcién de ondas ¢ (r,t) de la particula debe presentar en todos
los puntos del espacio una fase comun, peridédica en el tiempo. Se trata de un fenoémeno
analogo a los modos normales en el movimiento ondulatorio.

Deseamos por tanto que la densidad de probabilidad de encontrar la particula en
cualquier punto r sea constante en el tiempo:

e(r 1)’
ot
es decir, que se trate de una densidad de probabilidad estacionaria, similar a la distri-
bucién invariable de velocidades en un fluido, o a la distribuciéon de temperaturas cuando
el flujo de calor en un medio se ha hecho estacionario.

=0 VreR® (43)

38para un comprensién detallada de esta afirmacién en la Mecdnica Clésica, es conveniente alguna
lectura adicional. Véase por ejemplo el curso de M. V. Berry, “Semiclassical mechanics of regular and
irregular motion”, North Holland, 1983. Sirva como ejemplo relevante el movimiento en un campo central,
donde la coordenada radial r va y viene entre los limites (7in, "maz). La frontera se alcanza justo en
esos limites, cuando cambia el signo del momento radial.

39n6tese que esta frecuencia no coincide con la que el cuerpo tiene cldsicamente we = 2m/At, siendo
At el periodo.
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Podemos entonces lograr soluciones de este tipo a la ecuacién de Schrédinger (40)
siguiendo los dos pasos siguientes:

1) Encontrar soluciones a la ecuacién de autovalores para el operador energia H:

(S04 U(x) )ote) = Bu(r) (44)

para algin valor del pardmetro real E (energia total), e imponer la condicién de que
la funcién ¢ (r) tenga sentido como funcién de ondas.

Es decir, que cumpla:

a) La condicién de normalizacién [ |1(r)|?d®r = 1 (integral convergente < -+00).

b) La continuidad de la funcién de ondas en cada punto del espacio R3. También
la continuidad en cada punto de sus derivadas espaciales (a_w)7 a no ser que en

Or
dicho punto se haya admitido un potencial infinito °.

Es el cumplimiento de las dos condiciones anteriores lo que realmente produce una
restriccion de los valores de la energia F, llevandolos a sus valores cuanticos.

2) Construir a continuacion la siguiente funcién de ondas dependiente del tiempo:

U(r,t) = e B y(r) (45)
que evidentemente representa los estados estacionarios buscados, ya que:

a) es solucion de la ecuacién de Schrodinger (40)

b) cumple la condicion (43)

Dejamos como ejercicio simple comprobar que la funcién de ondas (45) verifica efecti-
vamente los dos apartados anteriores. La ecuacién (44) puede escribirse como:

Hy = By (46)

y recibe el nombre de ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo. El
operador H queda especificado a partir del campo de fuerzas U(r), y el cdlculo exacto de las
energias de los estados estacionarios queda por tanto reducido a un problema matematico
de autovalores, que implica una ecuacion diferencial de segundo orden, independiente del
tiempo. Los autovalores deben ser reales, al ser H autoadjunto.

Son admisibles condiciones iniciales y de contorno, por ejemplo en la forma de ondas
planas o esféricas incidentes, o emergentes, en una direccién determinada. Las condiciones
de contorno pueden significar que la funciéon de ondas deba ser nula en determinados
dominios del espacio. Esto se consigue habitualmente introduciendo un potencial infinito
en tales dominios.

40tales potenciales (paredes impenetrables, ley de Coulomb en el origen, funciones delta de Dirac, etc.)
no son nunca totalmente realizables en la practica, pero su introduccién puede simplificar mateméatica-
mente el problema en cuestién, y se utilizan habitualmente.
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Por supuesto, todos los resultados obtenidos a partir de la ecuacién (46), con las con-
diciones de contorno adecuadas, llevan implicita la precision de la integral de caminos de
Feynman que vimos en 3.1. Como en cualquier problema de autovalores, segin lo estudia-
do en la Seccién 11, estd asegurado de antemano que los autoestados cumplen AE = 0, es
decir, que su energia estd bien definida. La resolucion de la ecuacion diferencial Hy = F
para los campos de fuerzas mas elementales en una o varias dimensiones (potencial de
paredes impenetrables, oscilador armonico, saltos de potencial, ley de Coulomb, etc),
serd tratada en los préximos temas.

Una vez resuelto el problema de autovalores de la energia con un potencial determi-
nado, disponemos de un conjunto de autofunciones y autovalores de la energia asociados
{Ppk(r),En, n=1,00, k=1,N(E,)}, donde k recorre los niimeros cudnticos necesarios
para describir las distintas autofunciones ortogonales de igual energia FE,,, en el subespacio
asociado a este autovalor . La dimensién de este subespacio (nimero de estados orto-
gonales de igual energia), recibe en la literatura el nombre de degeneracién cuantica
g = N(E,). Aunque el fendmeno de la degeneracion existe también en la Mecanica Clésica
(y es, en general, infinita), el elemento esencial es que, en la realidad fisica, se trata siem-
pre de un nimero finito y calculable, que constituye la base para el calculo de la entropia
en la Mecanica Estadistica.

Expansion en estados estacionarios

Como los autovectores de norma unidad de una matriz (hermitica, en este caso) for-
man siempre un conjunto ortonormal, dentro del espacio vectorial donde actia dicha
matriz, cualquier funcién de ondas, en un instante de tiempo determinado, puede expre-
sarse como una combinacién lineal de autoestados de la energia. Si por sencillez prescin-
dimos del indice k, que no resulta esencial en la discusion que sigue, podemos escribir:
P(r) =", ¢, ®,(r), con nimeros complejos ¢, € C tales que Y |c,|” = 1, estando la
dependencia temporal de la funcién de ondas determinada por la expansion anterior:

U, t) = cpe PP, () (47)

como se deduce de la ecuacién de Schrédinger, al aplicar la férmula (45) a cada término.
Es importante darse cuenta que tal funciéon no es, en general, un estado estacionario, a
no ser que sean cero todos los coeficientes ¢,, excepto uno. En otras palabras, la condicién
necesaria y suficiente para que un estado tenga su energia bien definida es que “no se
mueva’, segtn lo indicado en la expresién (43).

Teniendo en cuenta que el producto escalar ¢,, = (®,[¢) es independente de t, podemos
reescribir, mas en detalle:

Ylra,ta) = D (Balg)e FETID, (r) = Y (/ cb:<r1>w<r1>d3r1> ®,,(1y)e " (210)

n n

41por ejemplo, para una particula de energia F,, encerrada entre las 6 paredes de un paralelepipedo,
las posibles orientaciones de su momento. En un potencial de tipo central, los necesarios para indicar su
estado de momento angular: (I, m).
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reordenando los factores, y recordando como actia el propagador sobre las funciones
de ondas, segun la versién 3D de la féormula (24), llegamos a la conclusién de que el
propagador de Feynman exacto puede escribirse como :

K(ra, to;11,t1) = Z B, (12) @ (xy)e ™ (271 (48)

donde la propagacién puede ser considerada tanto hacia adelante (t3 > ;) como hacia
atras en el tiempo (fy < t1), en la expresion anterior. Sin embargo, para lograr la reversién
temporal completa (ry,ts) — (r1, 1) es necesaria la utilizacién del propagador conjugado
K*(rq,ta;11,t1). La expresion (48) tiene gran utilidad en problemas de todo tipo, que
incluyen la dispersiéon de una particula por un potencial determinado. También nos de-
muestra que los estados estacionarios de energia definida son espacialmente invariantes
bajo la accion del propagador, tal como habiamos conjeturado al inicio de esta Seccion.
Para comprobarlo, basta aplicar K sobre un autoestado ®,,(r), segiin (24), y tener en
cuenta la ortogonalidad de éstos.

13. La formula de Bohr

Hemos visto que, de acuerdo con la ecuacion de Schrodinger, una combinacién lineal
de estados estacionarios genera una dependencia en el tiempo de la funcién de ondas que
ya no es estacionaria, y que adopta la forma de un pulso que se desplaza.

Vamos a analizar la densidad de probabilidad en el caso en que la particula se encuentra
en un estado que es la superposicién de dos estados de energias distintas: Es (estado alto)
y Fy (estado bajo), con Ey > E;. Esta situacién es muy general y puede darse en infinidad
sistemas fisicos, dando lugar a un fenémeno cuantico llamado oscilacion. Veremos que la
particula se desplaza virtualmente por el espacio de manera periédica, con una frecuencia
w determinada por la fé6rmula de Bohr: Fy — F; = hw. En el caso en que dicha particula
tenga carga eléctrica, la oscilacion da lugar a la emisién de un fotén de igual frecuencia, en
acuerdo cualitativo con lo predicho por la Electrodinamica Clésica, al cabo de un cierto
tiempo At. Por tanto la férmula de Bohr no es una mera consecuencia de la conservacion
de la energia y de la existencia de fotones, sino que tiene su fundamento en la ecuacién
de Schrodinger.

En efecto, supongamos que la funcién de ondas tiene la forma ) = ¢11)1 + cot)g, siendo
Y91 las funciones de onda en el estado alto y bajo respectivamente, con ¢; 2 € C.

Dado que la fase global carece de significado fisico, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que ¢; es real positivo (¢; > 0), y que ¢ = ¢1€'®. Si nos fijamos en un
punto r del espacio, es claro que la densidad de probabilidad en dicho punto recibe una
contribucion de la interferencia entre ambos estados:

— (Bo—Eq)t
W(r, t)° = |eihr + eatho)® = |ea [P0 [* + |eal *[ehn)* + 2Re(]clcg|]¢1d}2\e (= q’))

donde ®(r) = ¢o(r) — ¢1(r) — o esta determinada por la diferencia de fase en ese punto
entre las funciones de onda 11 = |¢]e?*®) y by = 1)y |e?2®),
La densidad de probabilidad es una funcién periédica del tiempo:

lp(r,t)]> = A(r) + B(r) cos(wt — ®(r))
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Figura 12: Densidad de probabilidad en el plano horizontal (XY') del estado no estaciona-
rio que resulta de superponer los orbitales 2p (n=2,l=1,m=1) y1ls (n=1,1 =0) del
Hidrégeno. Puede verse como la interferencia entre ambos genera un dipolo eléctrico que
es funcion del tiempo y que gira alrededor del nicleo con la frecuencia de Bohr (periodo
T = Zf) La escalas horizontales son unidades del radio de Bohr ay. El orbital 2p se ha
multiplicado por un factor 50, en el panel de arriba a la izquierda.

que oscila entre un valor maximo A+ B (interferencia constructiva) y un valor minimo
A — B (interferencia destructiva) con una frecuencia w que es independiente del punto r,
y que esta determinada por la férmula de Bohr.

Las funciones A y B si dependen del punto A(r) = |e)*|ih1(r)]* + |’ |12 (r)]* ¥
B(r) = 2|ciea|th1(r)i2(r)]. Resulta evidente que el aumento de la probabilidad en ese
punto necesariamente significa la disminucién de la misma en otros puntos, debido a la
normalizacion de las funciones de onda, y reciprocamente. Por tanto lo que se produce es
un desplazamiento global de la particula (oscilacién), que tiene caracter periédico.

La oscilacion cesa en el momento en que se localiza la particula, o se mide su energia.
Notese que, durante el proceso de oscilacion, la energia no se encuentra bien definida

(AE # 0). Es un ejercicio interesante calcular AE de forma explicita, y comprobar que
AE = |6102|(E2 — El)
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La medida de la energia se logra, para particulas cargadas, al detectar el foton emitido,
lo cual proporciona evidencia de que la particula se encuentra ya en el estado bajo. En
este caso, el tiempo promedio que tarda en emitirse el fotén At puede estimarse a partir
del principio de indeterminacién AEAt ~ k *2.

Existen también ejemplos de oscilacion con particulas eléctricamente neutras, siendo
especialmente interesante el caso relativista de las oscilaciones de sabor de los neutrinos
de momento p con masas (energias) distintas m; # my. El cese de la oscilacién lo provoca
en este caso la observacién en el laboratorio del neutrino con un sabor determinado 3.

Un ejemplo en 3D de oscilacién cargada lo tenemos cuando el electron en el atomo de
Hidrégeno adopta un estado cuantico que es una superposicién entre el estado fundamental
con n = 1 (orbital 1s) y el primer excitado con n = 2,1 = 1y m = 1 (orbital 2p).
Estas funciones de onda se obtienen de resolver la ecuacién de Schrédinger independiente
del tiempo con el potencial culombiano, y se estudiaran méas adelante. En coordenadas
esféricas, tienen la forma genérica: ¢ = R, (r)Y! (0, ¢). La densidad electrénica en el
plano horizontal se ha representado en la Figura 12 en funcién del tiempo, viéndose cémo
gira alrededor del nicleo. Se ha supuesto ¢; = ¢y = LQ y la densidad se ha dividido
por la suma de las densidades electronicas de ambos orbitales, representadas también
independientemente en dicha figura.

El fenémeno anterior se llama emisién espontéanea y la superposicion de las funciones
de onda ocurre debido a la acciéon del campo electromagnético del vacio en esa frecuencia
(recordar lo visto en la Seccion 2.6, férmula (13)). El tiempo de vida promedio es calculable
en la Electrodinamica Cuantica a partir de las funciones de onda.

14. La Mecanica Cuantica en el marco relativista

Hemos abordado una parte del estudio de las leyes de la fisica cuantica suponiendo
que la velocidad de la particula es pequena en comparacién con la velocidad de la luz
¢, a pesar de que la extension al dominio relativista de todas las ideas expuestas se
logré historicamente casi al mismo tiempo. No tratar el formalismo plenamente relativista
como materia troncal se justifica por dos razones:

e Para el electrén, la ecuacién de Schrodinger ih%—zf = Hv es plenamente relativista,
con una adecuada definicién del operador H. Se la conoce en la literatura como
ecuacion de Dirac. Sus soluciones para el movimiento libre siguen siendo ondas
planas (llamadas espinores) pero éstas contienen nuevos grados de libertad internos
(el espin), asi como la posibilidad de representar a las antiparticulas (el positron),
lo cual estda intimamente relacionado con sus propiedades de propagacion espacial
hacia atras en el tiempo. El formalismo exige calculos algo mas largos.

e La mayor parte de las aplicaciones en Fisica Atémica, Fisica Molecular, Fisica de la
Materia Condensada, e incluso Fisica Nuclear, tienen lugar a velocidades no relativis-
tas, y el calculo con la ecuacién de Dirac resulta innecesario (excepto para fenémenos
de precisién, como los relacionados con la polarizacién del vacio). Ademas, el tra-
tamiento de muchos cuerpos se complica notablemente. Unicamente en Fisica de
Particulas esta generalizado el tratamiento relativista.

42este tiempo At no debe confundirse con el periodo de la oscilacién T' = 27 /w.
43para analizar este caso, sugerimos resolver el ejercico propuesto en el Curso.
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Recapitulando, nos damos cuenta de que en el formalismo tratado anteriormente, sélo
el propagador de Feynman y el Hamiltoniano de la ecuacién de Schrodinger fueron expresa-
dos de forma no relativista (basados en la ecuacién E = %) En cambio, son esencialmen-
te relativistas las relaciones de De Broglie, el principio de indeterminacion de Heisenberg
(relacionado con éstas tltimas), el conjunto ortogonal de estados estacionarios, y la depen-
dencia temporal (47) asociada con la descomposicién sobre ellos. Teniendo esto presente,
las ideas anteriores pueden ser aplicadas en la resolucién de todo tipo de problemas con
velocidades proximas a ¢, a condicion de utilizar correctamente la cinematica relativista.

Es claro que no corresponde a este curso profundizar mas en el tema. Simplemen-
te anadir que una de las consecuencias mas notables de la Relatividad en la Mecanica
Cudntica es hacer el principio de indeterminaciéon un poco maés restrictivo: se hace im-
posible la localizacién completa de la posicién de una particula, con independencia de la
indeterminaciéon en su momento.

La maxima localizacién espacial (Az minima) que puede tener una particula de masa
en reposo m viene dada en Relatividad por la llamada longitud de onda de Compton:

h
Ao =
mc

y ningin experimento puede determinar la posicién de una particula con mayor pre-
cisién que ésta. Para el electrén, Ao = 0.024 A.

Es preciso senalar que en un marco totalmente relativista, adecuado para describir
datos de colisiones en aceleradores de particulas, la Mecanica Cuantica ya no se mantiene
como teoria enteramente consistente, y debe ser sumergida en otra teoria mas perfecta,
llamada Teoria Cuantica de Campos. Dicha teoria extiende a la Mecanica Cuantica tam-
bién en aplicaciones no necesariamente relativistas, en la fisica de la Materia Condensada.
En Electromagnetismo, recibe el nombre de Electrodinamica Cuantica.
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