FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo de Fin de Master

Trenzas y algebras de Lie
categoricas

Alejandro Fernandez Farina

2015-16

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






MASTER UNIVERSITARIO EN MATEMATICAS

Traballo de Fin de Master

Trenzas y algebras de Lie
categoricas

Alejandro Fernandez Farina

Xullo, 2016

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






D. Manuel Ladra Gonzalez, Catedréatico de Universidad del Departamento
de Matematicas de la Universidad de Santiago de Compostela, como director
del Trabajo de Fin de Master con titulo “Trenzas y algebras de Lie categoéricas”,

AUTORIZO

a D. Alejandro Fernandez Farina para su presentacion a fin de obtener el titulo
de Master en Matematicas por la Universidad de Santiago de Compostela.

Santiago de Compostela, a 8 de julio de 2016.

Fdo.: Manuel Ladra Gonzélez Fdo.: Alejandro Fernandez Farina






Indice general

[Resumen| VII
Mntroducciénl X
1. Categorias internas| 1
[L.1. Categorias y pullbacks| . . . ... ... .. ... ... ... ... 1
[[227 Funtores y equivalencias| . . . . . . . v o v v v v it 7
[1.3. Categorias internas| . . . . . . . . . . .. .. oo 9
2. Trenzas y Moédulos cruzados de algebras de Lie| 15
[2.1. La categoria de algebras de Lie| . . . . . .. ... ... ... ... 15
[2.2. Modulos cruzados de algebras de Lief . . . . . .. ... ... 18
|2.3. 'Irenzas en modulos cruzados de algebras de Liel. . . . . . . . .. 23
3. Equivalencia entre moédulos cruzados trenzados y algebras de |
| Lie categoricas trenzadas| 33
4. Ejemplos de Moédulos cruzados trenzados| 47
4.1. Las algebras de Lie y los médulos cruzados trenzados|. . . . . . . 47
4.2. Algebras de Lie y algebras de Lie categoricas trenzadas| . . . . . 50
4.3. Trenzas y 2-modulos cruzados|. . . . . . .. ... ..., 55
4.4. Trenzas equivariantes y 2-modulos cruzados| . . . . . . ... ... 60
[5. Objetos simpliciales reducidos de longitud 7] 63
p.1. Objetos simpliciales y Complejo de Moore| . . . . . . . .. .. .. 63
5.2. Objetos simpliciales truncados| . . . . . . .. .. ... ... ... 66
6. Equivalencia entre modulos cruzados trenzados y algebras de |
| Lie simpliciales reducidas de longitud 2| 69
Bibliog 3 91






Resumen

En este trabajo se introduce el concepto de trenza sobre modulos cruzados
de algebras de Lie y algebras de Lie categoricas, de modo que se tenga, como
caso particular, que todo algebra de Lie puede verse como un moédulo cruzado
trenzado cuya trenza es el propio corchete.

También se probara que las categorias de moédulos cruzados trenzados de
algebras de Lie y algebras de Lie categodricas trenzadas son equivalentes, ob-
teniendo como caso particular la conocida equivalencia entre las categorias de
modulos cruzados de algebras de Lie y édlgebras de Lie categoricas, motivante
para introducir las trenzas en algebras de Lie categéricas. Tras hacer esto vere-
mos que la idea de trenza coincide con un caso particular del levantamiento de
Peiffer para 2-moédulos cruzados de algebras de Lie.

Finalmente, se prueba la equivalencia de las categorias de algebras de Lie
simpliciales reducidas con complejo de Moore de longitud 2 y los médulos cru-
zados trenzados de algebras de Lie.

Abstract

In this paper we will introduce the notion of braiding for crossed modules of
Lie algebras and categorical Lie algebras so that we have, as a particular case,
every Lie algebra can be seen as a braided crossed module whose braiding is the
Lie bracket itself.

We will also prove that the categories of braided crossed modules of Lie
algebras and braided categorical Lie algebras are equivalent, obtaining as a
particular case the well-known equivalence between the categories of crossed
modules of Lie algebras and categorical Lie algebras, which leads to introduce
the braiding in categorical Lie algebras. After doing this we will see that the
idea of braiding matches with a particular case of the Peiffer lifting for 2-crossed
modules of Lie algebras.

Finally, we will prove the equivalence between the categories of reduced
simplicial Lie algebras with Moore complex of length 2 and the braided crossed
modules of Lie algebras.
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Introduccion

El término “categorificacion” aparecié por primera vez en 1995 y trata de
traducir las ideas de &4lgebra habitual al nivel de categorias (o categorfas de
orden superior), substituyendo conjuntos por categorias, elementos por objetos,
aplicaciones por funtores, ecuaciones o formulas por isomorfismos ... Si la cate-
gorificaciéon se hace de modo estricto, es decir, los isomorfismos en realidad son
identidades y, por tanto, pedimos igualdades en vez de isomorfia, la categorifi-
cacion da forma a lo que se denomina una categoria interna del contexto que se
trata de categorificar.

El concepto de grupo categorico estricto es equivalente al de mddulo cruzado
de grupos, introducido por Whitehead [7] en el afio 1949, como un modelo alge-
braico para espacios de 2-tipos de homotopia (i.e. espacios conexos con grupos
de homotopia triviales en dimensiones > 2). Ligados al concepto de médulo cru-
zados de grupos surgen los modulos cruzado trenzados de grupos y 2-modulos
cruzados de grupos. Paralelamente han surgido las ideas de modulos cruzados
de algebras de Lie y 2-mo6dulos cruzados de algebras de Lie. Se ha probado para
estos ultimos su equivalencia con las algebras de Lie simpliciales de longitud 1
y 2 ([]). Cabe destacar que estos resultados son ciertos para grupos ([3]).

El objetivo de este trabajo es indagar mas en la categorificacion de algebras
de Lie, introduciendo el concepto de trenza para un moédulo cruzado de alge-
bras de Lie y, dado que la categorias de algebras de Lie categoricas y modulos
cruzados de algebras de Lie son equivalentes, para algebras de Lie categoricas.

Se dara una explicaciéon de la eleccion de los axiomas por su semejanza
al caso de grupos, en los cuales un ejemplo de moédulo cruzado trenzado es
la identidad de un grupo en si mismo, con la conjugacién como acciéon y el
conmutador como trenza. Ademés al igual que en el caso de grupos, buscamos
que un moédulo cruzado trenzado sea una particularizacion del caso de 2-modulos
cruzados, tomando el dltimo objeto del complejo trivial. También se introduce el
concepto de trenza equivariante, anilogo al ya existente para grupos, y se obtiene
a partir de un moédulo cruzado trenzado un 2-moédulo cruzado de algebras de
Lie (de modo diferente al anterior), como ocurre en grupos.

Una vez hecho esto se probara que la trenza introducida cumple un resultado
similar que la trenza en grupos, pues se verifica que la categoria de modulos
cruzados trenzados de grupos es equivalente a la categoria de grupos simpliciales
reducidos con complejo de Moore de longitud 2.

IX



X INTRODUCCION

La motivacion principal de este trabajo es mostrar una definicién paralela a
la definicion de trenza en grupos, intentado elegir una definicién apropiada en
funcion de los ejemplos que debe verificar. Ulualan introdujo en [6] la trenza para
modulos cruzados de algebras de Lie, probando la equivalencia con su definicion
de algebra de Lie categorica trenzada, pero la definicién no es correcta, pues
no permite que el corchete tome el papel de trenza, lo cual es necesario por su
semejanza con el caso de grupos, donde el conmutador es un ejemplo de trenza,
como ya se menciond anteriormente. Muchos autores discrepan también en la
definicién de 2-médulo cruzado de dlgebras de Lie (como Ellis en [4] y Martins
y Picken en [5]), pero atendiendo a la necesidad de que el corchete pueda ser la
trenza y que el levantamiento de Peiffer generalice a la trenza, se ha optado por
la definicion de Martins y Picken.

Este trabajo consta de 6 capitulos. En el primero, se define el concepto de
categoria, pullback, funtor, isomorfismo natural y equivalencia, dando algunas
propiedades sobre estos conceptos. Luego se introduce el concepto de categoria
interna. En el segundo capitulo, tras hablar de la categoria de algebras de Lie,
se define el concepto de médulo cruzado de algebras de Lie para, a continua-
cion, introducir el concepto de trenza, tanto sobre médulos cruzados como sobre
algebras de Lie categoricas. Para finalizar el capitulo se introducen las catego-
rias donde se trabaja con este concepto de trenza. El tercer capitulo trata de
mostrar la equivalencia entre las dos categorias mencionadas, tras introducir las
trenzas. En el Capitulo 4 se muestran los ejemplos motivantes para la definicién
de la trenza. Por un lado se muestra su origen en intentar imitar el caso de
grupos, dando pie a que el corchete pudiera ser una trenza, y a continuacion se
muestra que también se buscé que fuese un caso particular del levantamiento
de Peiffer para 2-moédulos cruzados, tanto suponiendo la ultima algebra de Lie
nula, como introduciendo el concepto de trenza equivariante. En todo el capitulo
se muestran funtores que conservan y reflejan isomorfia entre las categorias de
algebras de Lie, moédulos cruzados de algebras de Lie, algebras de Lie catego-
ricas y 2-moédulos cruzados de algebras de Lie. En el Capitulo 5 se definen los
objetos simpliciales y objetos simpliciales reducidos. Tras esto, trabajando en
la categoria de algebras de Lie, se define el complejo de Moore y la longitud de
un algebra de Lie simplicial o simplicial reducida. Tras hacer esto se introduce
el concepto de algebra de Lie simplicial truncada y se dan herramientas para
poder probar la equivalencia. En el Capitulo 6 se prueba la equivalencia entre
la categoria de modulos cruzados trenzados de algebras de Lie y las dlgebras de
Lie simpliciales reducidas de longitud 2.

Todos los funtores utilizados entre las categorias usadas en el trabajo (sal-
vo las truncadas, pues se usan como herramienta) se muestran en el siguiente
diagrama conmutativo salvo isomorfismo natural. Se ha supuesto que la carac-
teristica del cuerpo K es distinta de 2. Los funtores del diagrama cumplen que
dos objetos son isomorfos si y solo si lo son sus imégenes y en cada categoria
se supone la identidad en si misma, por lo que se puede deducir cuales son
equivalencias.



INTRODUCCION XI

2XLieAlg,
r A
RedSimp(LieAlg ) <, BXLieAlgy BICat(LieAlgy)

\—_/ XT wj
) LieAlg, ¢

En el diagrama el funtor F representa al funtor X5 (ver pag. o al funtor
X} (ver pag. [59).
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Capitulo 1

Categorias internas

En este capitulo se definira el concepto de categoria interna y se daran las
herramientas necesarias para poder trabajar en los siguientes capitulos.

1.1. Categorias y pullbacks

Definicién 1.1. Una categoria C es una construcciéon matematica compuesta
de los siguientes datos:

= Dos clases (no necesariamente conjuntos):

e La clase Ob(C) de objetos de la categoria.

e La clase Arw(C) de flechas (o morfismos) de la categoria.
= Ambas clases tienen a su vez los siguientes datos asociados:
e Para cada flecha f vienen dados dos objetos do(f),d1(f).
o do(f) se denomina dominio de f y di(f) codominio de f.
o Sidg(f) =Ay di(f) = B escribiremos f: A— Bo A 2. B.

e A cada objeto A se le asocia la flecha Id4: A — A. Dicha flecha se
denomina identidad en A.

e Dadas dos flechas f: A — By g: B — C se les asocia una flecha
h: A — C que se denomina composicion de f con g y se denota por

go f.

= Ademas, los datos anteriores deben cumplir:
(ftA— B, g: B—C, h:C — D)= ho(gof)=(hog)o f. (1.1)
f:A— B=Idgof=f=folda. (1.2)

Esto altimo suele expresarse como que “o” es asociativa y tiene unidad.
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Definicién 1.2. Sea C una categoria, sean A ER Y, B % Y € Arw(C). Se
dice que f y g tienen pullback y este es igual a (C, (p1,p2)) si:

1. C € Ob(C), p; € Arw(C), i € {1,2} y ademas se cumple el diagrama
conmutativo
c 25 A

S

BT>Y.

2. Si(X, (h1,ha))estal que X € Ob(C), h; € Arw(C),i € {1,2}, cumpliendo

X -y a
S
BT>Y.

Entonces existe un tnico h: X — C' de modo que se el siguiente diagrama
es conmutativo:

Es decir p; o h = h; con i € {1,2}.

Si en una categoria todo par de flechas con el mismo codominio posee pullbacks,
entonces se dice que es una categoria con pullbacks.

Proposicion 1.3. Sea C una categoria.
1. Los pullbacks de flechas de C, si existen, son unicos salvo isomorfismo
unico.
Es decir, si (C,(p1,p2)) y (D, (m1,72)) son pullbacks de las flechas de C
ALy y B L Y, entonces existe un tunico isomorfismo h: C — D de
modo que m; o h = p; con i € {1,2}.
2. Los pullbacks de flechas de C, si existen, se conservan por isomorfismos.

Es decir, si (C, (p1,p2)) es un pullback de las flechas de A Ly yBLY:
y h: C — D es un isomorfismo, entonces (D, (p1oh™ paoh™1)) es un
pullback de f y g.

Demostracion. 1. Sean (C, (p1,p2)) y (D, (m1,m2)) dos pullbacks de las fle-

chas de C, A Ly y B % Y. Entonces por la propiedad universal del
pullback ocurre lo siguiente:
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Como fop; =gops,y (D, (m,m)) es pullback existe una tnica flecha

cop cumpliendo m; o h = p;, i € {1,2}. Este es el tnico morfismo
cumpliendo esta propiedad, asi que si vemos que es isomorfismo habremos
concluido esta parte de la demostracion.

Como f op; = gopa, usando que (C, (p1,p2)) es pullback existe un tnico
C 5 C cumpliendo p; oz = p;, i € {1,2}. Ademas se tiene que, por
unicidad z = Id¢.

Como fom = goms, al ser (D, (71, m2)) pullback existe un tnico D %D
cumpliendo m; oy = m;, i € {1,2}. Ademas por unicidad y = Idp.

Como fom =gomsy (C, (p1,p2)) es el pullback, entonces existe un tnico
D % C cumpliendo p; 0 z = m;, i € {1,2}.
Veamos que z es el inverso de h.

Como m;0(hoz) = (mjoh)oz =p;0z=m coni€ {1,2} la unicidad
indica que ho z = Idp.

Se tiene que p;o(z0h) = (p;oz)oh = m;oh = p; parai € {1,2}, entonces
z o h = Id¢ por unicidad.

2. Veamos que (D, (p1 o h™!,pa 0o h™1)) es un pullback de f y g.

Se tiene que fo (proh~1) = (fopi)oh™! = (gops)oh~' = go (pyoh~1)
por lo que cumple la primera propiedad. Veamos que cumple la propiedad
universal.

Sea (X, (z1,22)), 2;: X = Y con i € {1,2}, de modo que f oz = goxs.

Por ser (C, (p1,p2)) pullback existe una tnica flecha z: X — C de modo
que p; oz = ;.

Tomemos hox: X — D. Se tiene que (p;oh™!)o(hox) =p;ox = x5,
i € {1,2}, por lo que se ha probado la existencia de una flecha en las
condiciones de la propiedad universal.

Veamos su unicidad. Sea y: X — D cumpliendo (p;oh™)oy = z; coni €
{1,2}. Si esto es asi h~! oy esta en las condiciones de la flecha mediadora
de la propiedad universal de (C, (p1,p2)) v por ello la unicidad de = afirma
que x = h~ oy, y por tanto y = h o x, lo cual prueba la unicidad.

O

Proposicion 1.4. Sea C una categoria. Sea (A x¢ B, (p1,p2)) el pullback de
fiA—=>Cyg:B — Cy (A xc B,(p,py) el pullback de f': A" — C y
g:B — C.Sih:A— A yr: B — B’ son dos flechas en dicha categoria
cumpliendo f'oh=f yg or=g.

Entonces existe una inica flecha h xgr: A xc B — A’ x¢ B’ de modo que
plohXgr=hopy yphohXcr=rops.

Demostracion. Dado que f'o(hopy) = (f'oh)op; = fop; = gops = (¢'or)ops =
g’ o (r ops) (donde hemos usado las hipotesis f'oh = fy g’ or = g), se puede
usar la propiedad universal del pullback (A’ x¢ B, (p},ph)). Por tanto existe
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una unica flecha h xgr: A xc B — A’ X B’ cumpliendo pj oh xcr = (hopy)
y phoh Xor = (rops). Esto prueba la existencia y la unicidad. O

Proposicion 1.5. Sea C una categoria, sean C LN Cy dos flechas en C.
Asumamos que puede construirse el siguiente pullback:

™
Cl Xy Cl *1> Cl

m| lt

Cl — s Co,

. k ) o .
Supongamos que existe C1 x¢, C1 — C1 verificando los siguientes diagramas
conmutativos:

T1 T2
Cl X Co Cl —_— Cl Cl X Co Cl —_— Cl

L

¢y ———— Cy, Cy T — Co,

con el cual se pueden definir los siguientes pullbacks:

(Cy ¢y C1) Xy C1 —2 €y x¢y C1 C1 X, (C1 Xy C1) —— C)

4 PR !

Cl CO, Ch X Co 4 T) 00.

S

Entonces existe un unico i: (C1 x¢, C1) Xco C1 — C1 X, (C1 Xy C1) cum-
pliendo:

1" - ! 11 . / 1" - /
Ty ©1=T1 0T, M1 OTy O1 = T O Ty, T 0Ty O1 = Ty.
Ademds dicho i es un isomorfismo.
Demostracion.

= Existencia. Se tiene el siguiente diagrama:

(C1 x¢, C1) Xy Ch

’
T2

Ch XCo Ch 2 Cy

BTl

c;, —— .

TooT]

Como to(mgom]) = (tome)om) = (tok)om] = sowh, la propiedad universal

de los pullbacks dice que existe un tnico (C7 X ¢, C1) X ¢, C1 ER C1 x¢c, C1
cumpliendo:
Moo f=my, mof=mgom.
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Con f podemos construir el siguiente diagrama:

(C1 x¢y C1) Xy Ch

Como (sok)of=(som)of=so(mof)=so(mon;) = (som)om| =
(tom)om) =to(m om}), de nuevo por la propiedad del pullback existe
un tnico i: (C1 X¢, C1) X¢, C1 = C1 X¢, (C1 X, C1) cumpliendo:

mf{oi=momny, whoi=f.
Por tanto esta ¢ cumple que:
m{oi=mom, momyoi=mof=my0m, Tp0mMy0i=mg0f=mbh,
lo cual prueba la existencia del morfismo.
= Unicidad. Sea a: (Cy x¢, C1) X, C1 — C1 X ¢, (C1 x¢, C1) cumpliendo:
mloa=mom], momjoa=myom, Wa0M0a=mh.

Dado que mpomY oa = 7wh y w1 oy 0oa = mg o7}, por unicidad de la flecha
f se tiene que f =74 oa.
Ademas, dado que f =75 oa v 7/ oa = 7 o 7}, la unicidad de ¢ afirma
) 2 1 1
que a = i, lo que da la unicidad del morfismo.
= j es un isomorfismo.

Para verlo construiremos la inversa de 7 de un modo simétrico al de la
construccion de este morfismo.

Consideremos el siguiente diagrama

Ci Xy (C1 x¢y Ch)

\;
C1 x¢, C1 P Cy

momy l
2 lt

Cl % C().

Dado que so(momy) = (somy)only = (sok)orl = tor, por la propiedad de
los pullbacks existe un unico Cy x ¢, (C1 X ¢, C1) ENYel X ¢, C1 cumpliendo:

Tiog=m), mpog=moTy.
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Al igual que con f, g permite la construccion del siguiente diagrama:

g
(01 Xy C1) Xy Cy i Cq X Cq

maoml
lﬂ'é ltok

& s Co.

C1 X, (C1 Xy C1)

Como (tok)og= (tomg)o f=to(myog)=to(mony) = (tom)ony =
(somg)oml = so(mpomy), se tiene, debido a la propiedad del pullback, que
existe un tnico j: Cy X ¢, (C1 X¢, C1) — (C1 X¢, C1) X, C1 cumpliendo:

’ . ’ . "
T™MoJ=4g, Ta0]=T7T20T,.

Veamos que i 0 j = Idc, x ¢, (Cixc,c1) ¥V 704 =1d(cy % c1)xe, -

e joi=1Id(c,xe,01)xc, - Tomemos el siguiente diagrama:

(C1 x¢y C1) Xy Ch

\%}
Ch Xy Ch = Ch

maom)
J{Trz J{t

C; —— (.

Se da la conmutatividad del diagrama exterior por construccién, lo
cual indica que existe un tnico [: (C1 x¢, C1) X¢, C1 = C1 X¢, C1
cumpliendo:

miol=mom, mol=myomn].
Es claro que 7] cumple esas dos condiciones trivialmente.
Se tiene también que 7 0 (goi) = (mpog)oi=noi=momy
moo(goi)=(mpo0g)oi=(monly)oi=myorm].
La unicidad de ! afirma que 7] =1 = g o4, lo cual se usara a conti-
nuacion.

Sea el diagrama:

(Cl X Co Cl) Xy 01

(C1 x¢y C1) X Ch ~ Ci x¢, C1

’7
J/ﬂ'é ltok

Ch . Co.




1.2. FUNTORES Y EQUIVALENCIAS 7
El diagrama exterior conmuta trivialmente, por tanto existe un anico
h: (C1 X¢, C1) X¢, C1 = (C1 X, C1) X, C1 cumpliendo:

mpoh=m], mwhoh=mnb.

La flecha identidad lo cumple y, por tanto, h = Id¢, % 0y C1)X 0y C1 -
También es cierto que mho (joi) = (rhoj)oi = (meonf)oi=mhy
mio(joi)=(mjoj)oi=goi=m].
La unicidad de h prueba que joi=h =1Id, X 0 C1) X 0y C1 -

e La pruebadeioj = IdCIXCO(CIXCO c,) se hace de manera andloga.

O

1.2. Funtores y equivalencias

Definicion 1.6. Sean A y B dos categorias. Un funtor F entre dichas categorias
esté formado por dos asignaciones:

= Una asignacion es entre objetos de A y B, de modo que a cada objeto A
de A se le asigna un dnico objeto F'(A) de B.

= Una asignacion entre flechas de A y B, donde se le asigna a cada flecha f
de A una tnica flecha F(f) de B.

Ademas estas asignaciones deben cumplir las siguientes propiedades:

= Para toda flecha A £ B de A debe cumplirse que F'(A) £U), F(B).

» F conserva las flechas identidad, es decir, F'(Id4) = Idp(4) para todo
objeto A de A.

= F conserva la composicion, es decir, debe darse que F(fog) = F(f)oF(g)
para cualquier par de flechas f y g de A que se puedan componer.

Si F es un funtor entre las categorias A y B lo denotaremos por A . B
Ademas también podemos referirnos a F(A) como FA y F(f) como Ff
siendo respectivamente objeto y flecha en la categoria A.
A veces también indicaremos la asignacion en ambos (objetos y flechas) al
mismo tiempo, usando la siguiente expresion:

F(A-Ls By =Fa L, FB.
Definicién 1.7. Se definen los siguientes funtores entre categorias:

1. Para cualquier categoria A se define el funtor identidad Idg: A — A
como

IdaB - 0)=B-L 0
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2. Sean A - B y B S C dos funtores. Se define el funtor composicion
de F con G como el funtor A 22 € dado por la siguiente expresion:

GoF(A s By =acFa) S q(FB).

Definicién 1.8. Sean F,G: A — B dos funtores. Una transformacion natural
7 de F a G, denotada por 7: F — G (o F - @), es una correspondencia
que a cada objeto A de A le asigna una unica flecha 74: FA — GA de B
cumpliendo la siguiente propiedad:

Para toda flecha A 5 A" en A se cumple el siguiente diagrama conmuta-
tivo:
FA ™ GA

lF ! lG'f

FA 2 qA.

Definicién 1.9. Sean F,G: A — B dos funtores.

Se dirad que una transformaciéon natural 7: F — G es un isomorfismo na-
tural si y solo si para todo objeto A de A la flecha 74: F(A) — G(A) es un
isomorfismo.

Se dird que F' y G son naturalmente isomorfos si y solo si existe un isomor-
fismo natural 7: F — G. Si es asi se denotara F' = G.

Definicion 1.10. Sean A y B dos categorias.

Un funtor F: A — B se dice una equivalencia entre A y B si y solo si
existe un funtor G: B — A cumpliendo que FoG = Idgy Go F = 1dy,.

Se dira que A es equivalente a B y se denotard por A =~ B siy solo si existe
una equivalencia entre ellas.

Proposicion 1.11. Sea F': C — D un funtor.

Entonces, si ¢ es un isomorfismo en C, se tiene que F(d) es un isomorfismo
en D.

Ademds, si F' es una equivalencia se tiene que ¢ es isomorfismo en C si y
solo si F(¢) es isomorfismo en D.

Demostracion. Sea ¢: A — B un isomorfismo en C. Por ser isomorfismo existe
¢ ! en A. Es claro que F(¢) y F(¢~!) pueden componerse ya que, por la
definiciéon de funtor, tienen de dominio y codominio respectivamente F'(A) y
F(B). Se tiene que:

F(¢)o F(¢™") = F(¢po¢™') = F(ldp) = Idp(s),
F(¢7 ) o F(¢) = F(¢p " o) = F(Ida) = Idp(a) -
Por tanto F'(¢) es un isomorfismo con flecha inversa F(¢)~! = F(¢~1).
Supongamos ahora que F' es una equivalencia. Por serlo existe un funtor

G: D — C cumpliendo que F oG =2 Idp y G o F' = Id¢. Denotemos por
7: Go F — Id¢ a la transformacién natural que da el isomorfismo natural.
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Si F(¢): F(A) — F(B) es isomorfismo entonces, por la primera parte de
esta demostracion, se tiene que GF(¢): GF(A) — GF(B) es un isomorfismo
en C.

Por ser 7 una transformaciéon natural se tiene el siguiente diagrama conmu-
tativo:

GF(A) — 2 —— A

JGF(d)) Lﬁ

GF(B) —*2— B

Donde 74 y 75 son isomorfismos por construccién.

En conclusién, ¢ = 750G F(¢)o(74) ! es un isomorfismo por ser composicién
de isomorfismos (si f, g son isomorfismos, siendo el dominio de g el codominio
de f, entonces g o f es un isomorfismo de inversa f~! o g~!), como se queria
demostrar. O

Observacion 1.12. La demostraciéon de la segunda parte puede rehacerse en el
caso de tener dos funtores H y I naturalmente isomorfos. Usando el mismo
diagrama se llega a que H(f) es isomorfismo si lo es I(f). Usando de nuevo
el argumento, por simetria, se tiene que para toda f, flecha en la categoria
dominio de los funtores, H(f) es isomorfismo si y solo si I(f) es isomorfismo.
En particular si H(A) es isomorfo a H(B) mediante H(f), entonces I(A) es
isomorfo a I(B) mediante I(f).

Corolario 1.13. Si F': C — D es una equivalencia, entonces dos objetos A y
B de C son isomorfos si y solo si F(A) y F(B) son isomorfos.

1.3. Categorias internas

Definicion 1.14. Sea C una categoria con pullbacks.

Una categoria interna de C esta formada por dos objetos Cy (objeto de
morfismos o flechas) y Cqy (objeto de objetos) de C junto los cuatro morfismos
siguientes:

s,t . .o
= Dos morfismos C7 —— Cj. s se denomina morfismo dominio y t morfismo
codominio.

= Un morfismo k: C7 x¢, C1 — C}, denominado morfismo composicion,
donde C x¢, C es el pullback dado por el siguiente diagrama:

Cl X Co Cl L) Cl

[

C; —— (.

= Un morfismo e: Cy — C7, denominado morfismo asignador de identidades.
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Donde los morfismos anteriores deben satisfacer los siguientes diagramas con-
mutativos:

Co —5— C Co —— C
I1) Idco\ l 12) Idco\ Jt
Co. Co.
Ci x¢g, C1 —2= Cy Cy xg, C1 —2= Oy
I3) lk J{s I4) lk Jt
c, —2— Cy. c, —+—— Cp.

I5) Si (C1 x¢, C1) xX¢, C1 'y C1 X¢, (C1 X, C1) son los pullbacks dados por
los siguientes diagramas:

(Cl X Co Cl) Xy Cl L Cl X Co Cl Cl X Co (01 Xy 01) L Cl

] [P |

Cq Co, C1 x¢y Cr ——— Co,

entonces gracias a I3) e I4) podemos aplicar la Proposicion y afirmar
que existe un nico morfismo i: (Cy x ¢, C1) X, C1 — C1 X ¢, (C1 X, C1)
(el cual es un isomorfismo) cumpliendo:

1 - / " - / 1 . /
M OL=T|OM, T OMyOl="my0Mm, TyOTyO%=Ty.

Ademas, dado que toldg, = ¢, sok = (sok),tok=(tok)y solde, =s

(son igualdades triviales) podemos aplicar la Proposicion para afirmar
Idc, Xcgk
que existen dos morfismos tnicos C1 X ¢, (C1 X ¢, C1) S NN X, C1

k><c Idc .
y (C1 x¢, C1) X¢y C1 N X ¢, C1 verificando:

71 © Id01 XCOk = IdC'1 O7T/1/, 9 O IdC'1 XCOk =ko 7Tg,

mok Xy Idc1 = koﬂ'/l, my ok X Co Idc1 =Idc1 071'/2.

Dados estas construcciones se pide cumplir el siguiente diagrama:

(C1 x¢, C1) Xc, Ch Pelen o Xc, C1
C1 x¢, (C1 x¢, Ch) k

lldcl X Co k

Cl XCo Cl k Cl.
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I6) Sean Cyx¢,C1y C1%¢,Co los pullbacks dados por los siguientes diagramas:

P1 q1
Co Xy Cl — OO Cl X Co CO —_— C1

le J{Idco qu{ J{t
Idco

C; ——— C, Co —— Cy.

ex Co Idcl

Usando la Proposicién 1.4 podemos tomar Cy X ¢, C}

C1x¢c, C1

ya que t o e = Id¢g, por I2) y solde, = s. Volviendo a utilizarla tenemos

Idcl X Cp€

Cl XCO CO

Entonces debe darse el siguiente diagrama:

PXCOIdcl Id01 Xcpe

Co x¢, C1 ———— C1 X¢, O ——

\/

1 XCO CO

Cy X¢, C1 pues tolde, =ty soe=1Id¢, por I1).

Si se dan las condiciones nos referiremos a la categoria interna mediante la 6-pla

ordenada (C1, Cy, s,t, e, k).

Definiciéon 1.15. Sean C = (C1,Cy, s,t,e,k) y C' = (C1,Cy, s, ', €' k') dos

categorias internas en una categoria con pullbacks C.

Un funtor interno es un par de morfismos Fy: C; — Cf y Fy: Cop — Cf en

C, cumpliendo los siguientes diagramas conmutativos:

Cl % C() Cl *t> CVO
FI1) lF lFU FI2) lFl lFo
Cp — G, ]
Co —— C C1 X¢, C1 i>IC1 Xcy (o
FI3) |n I Fl14) l’“ ¥
Cp —— C1. o —n C.

Donde F} xp, Fy es el tnico morfismo dado por la propiedad universal del

pullback en el siguiente diagrama:
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m; y ; son las proyecciones de los pullback Cy x¢, C1 y C7 x¢y Cf, siendo
estos los construidos en la definicién de categoria interna.

Se puede aplicar la propiedad universal gracias a FI1) y FI2) y la construc-
ciéon de C x¢, C1, ya que se obtiene la siguiente igualdad:

SIO(F]_O7T2>:(S/OFl)OTrQ:(F()OS)O7T2:F00(807T2>:F00(t071'1)
= (Fyot)om =t o Fy)om =t o (Fjom).

Si se cumple la definicion se denotara al funtor interno por (Fy, Fy): C — C'.

Proposicion 1.16. Sean C = (Cy,Cy, s, t,e, k), C' = (C1,Ch, s, t', e k) y
C" = (Cy,Cl,s" t" e" k") tres categorias internas de C.

Sean (Fy,Fy): C = C' y (G1,Go): C" — C" dos funtores internos.

Entonces (G1 0 F1,Gg o Fy): C — C" es un funtor interno.

Ademds el par (Ide,,Ide,) es un funtor interno de la categoria interna C en
st misma.

Demostracion. Empecemos probando que el par (Ide,,Id¢,) es un funtor in-
terno.

Los diagramas FI1), FI2) y FI3) son inmediatos por ser Id¢, e Idg, flechas
identidad en C.

Comprobemos FI4). Para ello veamos primero que flecha es Id¢, X1de, Ide, -

Sabemos que Id¢, Xlde, Ide, es la tnica flecha con dominio y codominio
C1 x¢, C1 que cumple 7; o Id¢, X1dg, Ide, = Id¢, om; = m; con i € {1,2}. Por
unicidad, como Id¢, x el cumple la propiedad se concluye que Id¢, X14 o Id¢e, =
Ide, x cpCr-

Al ser esta ultima flecha la identidad el diagrama de IF4) se cumple, por lo
que (Ide,,Ide,) es un funtor interno.

Tomemos ahora el par de morfismos (G o F'1,Gg o Fy). Por ser (F1,Fp) y
(G1, Gop) funtores internos se cumple (usando la propiedad asociativa para quitar
paréntesis):

s"0GioF, =Ggos oF =GyoFyos,
t”OGloFl:GOOt/OFl:GQOFQOt,
e’ oGyoFy=Gioe oFy=G o F,0e.

Por lo que se cumplen FI1), FI2) y FI3).

Para ver que se cumple FI4) veamos que flecha es (G10F1) X (gyor,) (G10F1).
Sabemos que es la tnica flecha tal que 7" o ((G1 o F1) X(gor,) (G1 0 F1)) =
(GyoFy)om; conie {1,2}.

Tomemos la flecha (G1 xg, G1) o (F1 XF, F1) que por construccion tiene el
mismo dominio y codominio que la que estamos considerando. Veamos que es
la misma.

Se cumple la siguiente igualdad (por simplicidad omitimos paréntesis en la
composicion gracias a la asociativa):

W;lo(Gl X Go Gl)O(Fl X Fy Fl) = G107TZ/-O(F1 X Fy Fl) = Gl OF1 o7y, 1€ {1,2}
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Por unicidad (Gl ] Fl) X(GooFy) (G1 o} Fl) = (Gl X Gy Gl) o (Fl X Fy Fl)
Usando esto probemos que se cumple IF4)(de nuevo omitiendo paréntesis):

k"o ((Gy o Fi) X(Gor,) (G10 F1)) = k" 0 (G1 Xg, G1) o (F1 xR, F1)
:Glok,O(Fl XFOFl):GloFlok.

Por tanto, (G1 o F1, G o Fp) es un funtor interno. O]

Definicion 1.17. Sean C, C' y C” categorias internas de C.

Sean (F1,Fp): C = C'y (G1,Go): C' — C” dos funtores internos.

Entonces se define la composicion de (Fy,Fy) con (G1,Gp) y se denota
(G1,Go) o (F1, Fy) como el funtor interno (Gy o Fy,Ggo Fy): C — C".

Al funtor interno (Ide,,Id¢,): C — C se denominan funtor interno identidad.

Observacion 1.18. Dado que la composiciéon de funtores internos viene dada por
la composicion en C, se tiene que es asociativa.
La composicion tiene unidad, pues (Ide,,Ide,): C — C es un funtor interno.
Esto permite dar la siguiente definicion.

Definicién 1.19. Se denota por ICat(C) la categoria que tiene como objetos
las categorias internas de C, como flechas los funtores internos en C' y como
composicion la composicion de funtores internos e identidad los funtores internos
identidad.
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Capitulo 2

Trenzas y Modulos cruzados
de algebras de Lie

2.1. La categoria de algebras de Lie

Definicion 2.1. Sea V un K-espacio vectorial.

Una aplicacion K-bilineal [-,-]: V x V — V (la cual se denotara sobre los
elementos como [, -]((z,y)) := [z,y], Va,y € V) se denomina corchete de Lie si
cumple las siguientes propiedades:

1. [z,2]=0,Vz € V.
2. Identidad de Jacobi: [[x,y], z] + [[y, 2], ] + [[2, %], y] =0, Vx,y,z € V.

En este caso se dira que el par (V,[-,-]) es una K-dlgebra de Lie o un dlgebra de
Lie sobre K.

Notacion 2.2. Se hara un abuso de lenguaje denotando V' = (V, [, -]) al afirmar
que es un K-algebra de Lie.

De este modo se denotara por V' la K-algebra de Lie, el K-espacio vectorial,
el grupo abeliano y el conjunto base. De igual modo K denotara tanto el cuerpo
como el conjunto subyacente.

Observacion 2.3. Sea V un K-algebra de Lie, entonces:
[l’,y}:_[y,l'], vxaye‘/v
[, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [z, [z, 4] = 0, Va,y,2 € V.
Cabe notar que la primera propiedad se denomina anticonmutatividad.

Definicion 2.4. Sean V., W dos K-algebras de Lie, entonces una aplicacion
K-lineal f: V — W se dice homomorfismo de K-dlgebras de Lie si cumple la
siguiente propiedad:

[z ) =1f(2), f(¥)], Ve,yeV.

15
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Definicion 2.5. Se denota por LieAlgy la categoria que tiene como objetos
las K-algebras de Lie, como morfismos los homomorfismos de K-élgebras de Lie,
como identidad la identidad usual y como composicioén la composicion usual.
Observacion 2.6. La categoria LieAlgy tiene pullbacks.

Dados M i> Ny X 95 N homomorfismos de K -algebras de Lie, su pullback
es el par (M X X, (m1,m2)) donde M xy X := {(z,y) € M x X | f(z) = g(y)},
y m y 7o son las proyecciones usuales restringidas a M Xy X. El corchete de
Lie que se toma sobre el espacio vectorial M xy X se define, al igual que en
M x X, como [(z,y), (2, w)] = ([, 2], [y, w]).
Definiciéon 2.7. Denominaremos K-algebras de Lie categoéricas a los objetos

de la categoria ICat(LieAlgy).

Definicion 2.8. Sean M y N dos K-algebras de Lie, una accion de N sobre
M es una aplicacion K-bilineal -: N x M — M (la cual denotaremos como
n-m :=-((n,m))) verificando:

Al) n,n]-m=n-(n"-m)—n'-(n-m), VYn,n' €N, Vme M,
A2) n-[m,m]=[n-mm]+[mn-m'], Vm,m' € M, Vne N.

Proposicion 2.9. Sean M y N K-dlgebras de Lie y -: N X M — M una accion
de N sobre M.
Entonces la aplicacion K -bilineal [-,-]: (M XN)x (M xN) — M x N definida

como:
[(m,n), (m/,n")] = ([m,m']+n-m' —n"-m,[n,n']), Ym,m' € M, ¥n,n' € N,

(donde al definir se han usado los corchetes de Lie correspondientes a las K-
dlgebras de Lie M y N ) es un corchete de Lie.

Demostracion. 1. Bilinealidad. (solo se probara en la primera componente,
pues al probar a continuacién que [z, z] = 0, la anticonmutatividad nos
dar4 la linealidad en la segunda componente).

Sean \,u € K, m,m’,m"” € M, n,n’,n"” € N, se tiene:

A(m,m) 4 o, ), ()] = [+, A -+ o), )]
= (dm+pum/,m"] + Mn+pn') -m” —n" - (Am + pm/), [An + un’,n"])
= (N, ) s ) + M)+ o ) — A(n”
Y, Al )+ il )
= O(mom?] 4 () — ("~ m)) + (o, ] + (- )
— (0" -m")), An, n"] + pln/, n"))
= Al(m,m), ()] 4l ), ()]

m)

2. [z,2] =0, Vxe M xN.

Sea x = (m,n) € M x N, entonces:

[(m,n)v (man)] - ([m7m] +n-m-—n-m, [nvn]) = (030) =0.
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3. Identidad de Jacobi.

Veamos el valor de [[(a,b), (¢,d)], (e, f)] con a,c,e € M, b,d,f € N.
[[(a,0), (¢,d)]; (e, )] = [([a, C]+b'0—d'a[bd])( Hl
:([[G»C]+b'0—d a,el +[b,d]-e—f-([a,c] +b-c—d-a)[bd], f])
= (la,cl,e] +[b-c,e] = [d- 7€]+[bad]~ —f-lac=f-(b-c)

+ - (d-a),[[b,d], f)-

Sean m,m’,m"”" € M yn,n’,n" € M.

Usando la féormula anterior se puede observar que la segunda componente
de la suma de los tres corchetes que aparecen en la identidad de Jacobi es

[[n,n'],n"] + [[n,n"],n] + [[n",n],n'] = 0, por la identidad de Jacobi en
el corchete de Lie de N. Veamos que la primera componente también es
nula.

Usando la conmutatividad de la suma, la primera componente (usando la
formula mostrada) puede escribirse como:

[[m, m'], m"] + [[m/, m"],m] + [[m”, m],m’]
—n" - [m,m] = [n"-m/,m] + [n" - m,m']
. [n/ m, m//] + [n/ . m//)m] _n. [m//, m]

+ nll . (n/ . m) + [nlvnll] -m — n/ . (n/I

+ln-m,m"] —n-[m,m"] - [n-m",m]
—n(nem)+n- (0w + [ 0]
[n,n']-m” —n- (" -m")+n" - (n-m").

Notese que la primera, segunda y tercera columna son respectivamen-
te reordenaciones la primera componente de [[(m,n), (m',n')], (m” ;n")],
[[(m/,n"), (m",n")], (m,n)] y [[(m”,n"), (m,n)],(m’,n)]. Ademas la suma
de la primera fila es cero por la identidad de Jacobi en el corchete de Lie
de M, la suma de la segunda, tercera y cuarta (por separado) da cero por
el axioma A1) de acciones de N sobre M y la suma de la tercera, sexta y
séptima es cero (en cada caso) por el axioma A2). Por tanto la primera
coordenada es también cero, lo que prueba que se cumple la identidad de
Jacobi.

O

Definicién 2.10. Sean M y N K-algebras de Lie, - una acciéon de N sobre M.
El K-algebra de Lie sobre el K-espacio vectorial M x N dada por el corchete

de Lie definido por

[(m,n),(m',n)] = ([m,m']+n-m'—n"-m,[n,n']), Ym,m'" € M, Yn,n' € N

se denomina producto semidirecto de M con N y se denota por M x N.

Notacion 2.11. Se hara un abuso de lenguaje en la definicion, pues en el producto
semidirecto también se denotara el K-espacio vectorial producto (y por tanto
el conjunto subyacente) por M x N.
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2.2. Mobédulos cruzados de algebras de Lie

Definicion 2.12. Un mddulo cruzado de K-dlgebras de Lie es una cuaterna
ordenada (M, N, -,0) donde M y N son K-algebras de Lie, - es una accion de N
sobre M y 9: M — N es un homomorfismo de K-algebras de Lie verificando:

M1) O(n-m)=[n,0m], ¥Ym e M, Vn € N.
M2) om-m/ = [m,m], Vm,m' € M.
Donde 9m := 9(m).

Proposicion 2.13. Sea (M, N,-,0) un mddulo cruzado de K-dlgebras de Lie.
Entonces la 6-pla ordenada (M x N, N, s,t, e, k), donde:

» M x N >3 N estd dada por s((m,n)) =n, ¥(m,n) € M x N;
= M x N - N estd definida como t((m,n)) = dm+n, Y(m,n) € M x N;
» N 5 M x N viene dada por e(n) = (0,n), ¥n € N;

m 5i (M xN) Xy (M xN),(m,m2)) es el pullback de t y s, entonces k es
una aplicacion, k: (M x N) Xy (M x N) = M x N y se define como
k(((m,n),(m',n"))) = (m + m',n), donde ((m,n),(m’,n’)) pertenece a
(M x N)xy (M xN);

es una K-dlgebra de Lie categorica.

Demostracion. Veamos en primer lugar que las aplicaciones son morfismos de
la categoria LieAlg .

= Laaplicacion M x N -2+ N definida como s((m,n)) = n, V(m,n) € MxN
es un morfismo en la categoria.

1. s es K-lineal pues si consideramos como espacio vectorial M x N =
M x N, s es la segunda proyeccion.

2. Conserva los corchetes.
Sean (m,n),(m',n’) € M x N.

s([(m, n), (m',n")])

s([m,m'T+n-m' —n"-m,[n,n'])

[n, '] = [s((m, n)), s((m',n))].

= Laaplicacion M xN —— N dada por t((m, n)) = dm-+n, V(m,n) € MxN
es un homomorfismo de K-algebras de Lie.

1. Es K-lineal.
Sean (m,n),(m’,n') € M x N, A\,u € K. Se cumple lo siguiente:

HA(m,m) 4 o, 1)) = H((m -+ o, A+ an))
= d(Am + pum') + An + pun’ = \om + pdm’ + An + un’
= XOm +n) + u(0m’ +n') = Xt((m,n)) + pt((m',n’)).

Donde hemos usado que 0 es K-lineal.
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2. Conserva corchetes.
Sean (m,n), (m/,n') € M x N. Se tiene:

t([(m,n),(m',n")]) = t(fm,m'] +n-m' —n'-m,[n,n'])
=9(m,m'T+n-m' —n'-m)+[n,n]
=9([m,m']) +0(n-m') — o' -m) + [n,n]

= [Om, dm'] + [n,0m’] — [0, 0m] + [n,n'] = [Om + n,Om’ + n/]
= [t((m,n)), t((m',n))].

Se han usado el axioma M1).

= Se tiene que N — M x N expresada como e(n) = (0,n), ¥n € N, es un
homomorfismo de K-algebras de Lie.

1. Es K-lineal.
Sean n,n’ € N, \,u € K.

e(An + un’) = (0, \n + pun') = X(0,n) + u(0,n") = Xe(n) + pe(n’).

2. Conserva los corchetes.
Sean € N.

e([n,n']) = (0, [n,n]) = [(0,n), (0,n)] = [e(n), e(n)].

= Si ((M % N)xy (M x N),(m,m)) es el pullback de t y s, entonces el
conjunto (M x N) xy (M x N) es el siguiente:

{((m,n),(m',n")) € (M x N) x (M x N)|dm+n=n'},

ya que Om + n = t(m,n) = s(m/,n’) = n'. Es decir, es el conjunto de
elementos de la forma ((m,n), (m’,0m +n)) con m,m’ € M, n € N. La
estructura de K-algebra Lie es la dada para los pullbacks en la Observa-
cion 2.0l

Consideremos la aplicacion k: (M x N) xy (M x N) — M x N de las
hipotesis, la cual viene dada por k(((m,n), (m',0m +n))) = (m +m’,n)
donde ((m,n), (m’,dm + n)) es un elemento de (M x N) xn (M x N).

Veamos que es un homomorfismo de K-4lgebras de Lie.

1. Es K-lineal.

Sean ((m,n), (m',0m+n)), ((p,q), (p’, Op+q)) elementos del conjunto
(MxN)xy(MxN)y A \ueK.

k(A((m,n), (m', 0m +n)) + p((p, q), (v, 9p + q)))
= k‘(((Aerup, An+ pg), (Am' + pp’, \om + An + pdp + pq)))
=m—+pp+dm' +pp’, An+ pg) = AXm+m',n)+ulp+7p,4q)

= Ak(((m, n), (m',0m + n))) + uk(((p. 0), (0, Op + q)))-
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2. Conserva los corchetes.

Sean ((m, ), (', 0m + ), (5, ), (¢, 0p + q)) clementos de la K-
algebra de Lie (M x N) xx (M x N).

E([((m,n), (m',0m +n)), ((p,q), ¥, 0p + )

k([(m,n), (p,q)), [(m",0m +n), (p',0p + q)])
=k(([m,p] +n-p—q-m,[n,q), ([, p]+ (@m+n)-p
(8p+q) m',[0m + n,dp + q))
= ([m,pl+n-p—q-m+m" pl+(@m+n) p' —(Op+q) m
[, q])
=(m,pl+n-p—q-m+[m,p]+0m-p +n-p —p-m’
_q'm/7 [n’q])
= ([m,pl+n-p—q-m+[m",p|+mpl+n-p —[pm]-q m
[, q])

=(m+m p+p]+n-(p+p)—q-(m+m'),[nq)
=[(m+m/;n), (p+p,q)]
= [k(((m,n), (m',0m +n))), k(((p, q), (1, Op + q)))].

Donde se ha usado el axioma M2) y la anticonmutatividad del cor-
chete.

Una vez visto que son morfismos, veamos que cumplen los axiomas de las cate-
gorias internas.

= Se cumple I1), es decir, soe = Idy.

Sea n € N, se tiene que:
soe(n)=s((0,n)) =n=1Idy(n).

= Se tiene 12), es decir, toe = Idy.

Sea n € N, entonces:

toe(n) =t((0,n)) =90+ n =n=Idy(n).

= Se da I3), es decir, som =sok.

Sea ((m,n),(m’,0m+n)) € (M x N) xy (M x N).

s omi(((m,n), (m/7 Om +n))) = s((m,n)) = n,
sok(((m,n),(m',0m+n))) =s((m+m',n)) =n.

= Se cumple I4), es decir, t oy =t o k.
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Sea ((m,n),(m/',0m+n)) € (M x N) xx (M x N).

toma(((m,n), (m',dm +n))) =t((m',0m+n)) = 0m’' + dm + n,
tok(((m,n),(m,0m+n))) =t((m+m',n))=0(m+m')+n.

Se concluye este apartado por la linealidad de 0.

Por cumplirse los axiomas I1), 12),13) e I4) se pueden hacer las construcciones
de los axiomas I5) e I6); lo cual permite hablar de las flechas que estén en la
definicién y tratar de probar los ultimos dos axiomas.

s Se cumple I5), es decir, ko k Xy Idpsuny = ko (Idpwn Xnk) 0 i

Seax € (M XNxXxyMxN)xyMxN.xz=(((m,n),(m',n)),(m" n"))
con m,m’,m’ € M', n,n',n € N cumpliendo 8m+n = t((m7 ) =
s(m/,n') =n"y oOm' +n' =tok(((m,n),(m',n"))) = s((m",n")) =n".

Veamos como funcionan las aplicaciones:

kok xyIdysn(x) = k((m+m',n),(m",n")) = ((m+m') +m”, n),
ko (IdMXlN XN/f) O’i(l') =ko (IdM><1N XNk)((ma TL), ((m/’n/) ( /I )))
= k(((m,n), (m" +m",n'))) = (m + (m" +m"),n).

Por lo que se da la igualdad por la propiedad asociativa de la suma en M.

= Comprobemos que se cumple I6) en dos pasos, uno por cada diagrama
conmutativo. Las aplicaciones ps ¥ q1 son las proyecciones usuales restrin-
gidas, como ya se coment6 anteriormente.

e Se tiene que ko (e Xy Idprn) = po.
En primer lugar veamos que conjunto es N X (M x N).
Siz € N Xy (M xN), entonces z = (n, (m’,n’)),n,n’ € N,m' € M
cumpliendo n = Idy(n) = s((m/,n')) =n'.
Se tiene lo siguiente:

ko(ex nIdarun)(x) = k(((0,n), (m',n"))) = (m',n) = (m’,n') = pa(z).

o ko(Idyxn Xne) = q1.
Veamos que conjunto es (M x N) xy N.
Seax € N xy (M x N), entonces z = ((m,n),n’),n,n’ € Nyme M
cumpliendo Om +n = t((m,n)) = Idy(n') = n'.
Por tanto.

ko (Idywn xne)(x) = k(((m,n), (0,n))) = (m,n) = q:(z).
O

Definicion 2.14. Sea (M, N,-,0) un moédulo cruzado de K-algebras de Lie.
Denominaremos a la categoria interna dada por la Proposicién K-dlgebra
de Lie categorica asociada a (M, N,-,0).
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Observacion 2.15. Si s: A — B es un homomorfismo de K-élgebras de Lie,
entonces el conjunto

ker(s) :=={z € A | s(z) = 0p},

donde Op es el elemento neutro del grupo abeliano B, hereda las operaciones de
K-algebra de Lie de A.

Proposicion 2.16. Sea (Cy,Cy, s, t,e, k) una K-dlgebra de Lie categdrica.
Entonces (ker(s), Co, -, t|ker(s)) €5 un modulo cruzado de K-dlgebras de Lie,
donde:

» tlier(s) €5 la restriccion de t a ker(s),

w0 Cp x ker(s) — ker(s) estd dada por a -z = [e(a),z] con a € Cy y
x € ker(s).

Demostracion. Se sabe que ker(s) y Cy son K-algebras de Lie.
Veamos que - es una accion de Cy sobre ker(s).

= La aplicacion esta bien definida, pues si a € Cy y x € ker(s) se tiene que
s(le(a), z]) = [se(a), s(x)] = [a,0] = 0y, por tanto [e(a),x] € ker(s).

= Es una aplicacion K-bilineal ya que el corchete es lineal en cada compo-
nente, nuestra aplicaciéon coincide con él en su segunda componente y es
la composicién de e con la primera componente del corchete en su primera
componente.

= Comprobemos los axiomas de accion.
e Se da A1), es decir [a,b] -z =a-(b-x)—b- (a-x) para a,b € Cy,
x € ker(s).
[a,0] - x = [e([a, b]), z] = [[e(a), e(b)], z]
e _

= —[le(b), 7], e(a)] — [[z, e(a)], e(b)] = [e(a), [e(D), z]] — [e(D), [e(a), 2]]
=a-(b-x)—0b-(a-x).

e Se tiene A2), es decir a - [z,y] = [a - z,y] + [z,a - y] para a € Cy,
x,y € ker(s).
a- [l’,y] = [e(a)a [xvy]] = 7[‘Ta [ya 6(0,)“ - [ya [e(a),x]]
= [Qf, [e(a)ay” + [[e(a),x],y] = [$7 a- y} + [Cl . xay]
Veamos ahora que junto con t|ie(s) obtenemos un modulo cruzado. Denotemos
Oy = t|ker(s)-

= J; es un homomorfismo de K-algebras de Lie al ser la restricciéon de t a
una K-algebra de Lie con las mismas operaciones que Cf.

= Veamos que cumple los axiomas.



2.3. TRENZAS EN MODULOS CRUZADOS DE ALGEBRAS DE LIE 23

e Se verifica M1), es decir d;(a - x) = [a, Oyz] para x € ker(s), a € Cp.
O(a-x) = t([e(a), z]) = [t(e(a)), t(z)] = [a, Op].

e Se cumple M2), es decir Oyz - y = [z,y], para todo z,y € ker(s).

Op -y = le(t(z)),y]

Si vemos que [e(t(z)), y] = [z, y] para z, y € ker(s) habremos acabado
la demostracion.

Sea z = (e(t(x)) — x).

Se tiene que t(z) = tle(t(x))) — t(x) = t(z) — t(z) = 0 (ya que
t(e(w)) = w, Yw € Cy por 12)). Por tanto, tiene sentido hablar de
k((z,e(0))) ya que t(z) = 0 = s(0) = s(e(0)). Dado que y € ker(s),
tiene sentido hablar de k((e(0),y)), pues s(y) = 0 = £(0) = ¢(e(0)).
Notese que por I6) k((z,¢e(0))) =z y k((e(0),y)) = y.

Se usaré esto para lo siguiente:

Para concluir, se tiene que

0= [Z,y] = [e(t(m)) - 'T7y] = [e(t(aj)),y] - [m,y],

de donde se saca la igualdad.

Observacion 2.17. Notese que en el ultimo apartado de la demostracion solo
hemos usado que y € ker(s), por lo que el resultado es cierto también para todo
x € Cy. Es decir [z,y] = [e(t(z)),y], Vo € Cy, Yy € ker(s). También es cierto en
estas condiciones que [y, 2] = [y, e(t(z))], por la anticonmutatividad.

Definicién 2.18. En las condiciones de la Proposicién se denomina a
(ker(s), Co, -, t|ker(s)) mddulo cruzado de K-dlgebras de Lie asociado a la cate-
goria interna (C1,Cy, s,t,e, k). Ademéas, cuando no provoque confusion, deno-
taremos en este contexto a t|ker(s) por O;.

2.3. Trenzas en mdédulos cruzados de algebras de
Lie

Se introduce en esta seccion el concepto de trenza sobre un médulo cruzado
de K-algebras de Lie y las K-algebras de Lie categoricas (siendo la introduccion
de esta segunda motivada por lograr la equivalencia con entre las categorias con
trenzas).
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Definiciéon 2.19. Sea X = (M, N,-,9) un modulo cruzado de K-élgebras de
Lie.
Una trenza sobre X, es una aplicaciéon K-bilineal {—,—}: N x N — M

(denotaremos {—, —}((n,n’)) = {n,n'} para n,n’ € N) verificando:
B1) 9{n,n'} = [n,n], Vn,n' € N,

B2) {Om,0m’} = [m,m/], Ym,m' € M,

B3) {Om,n} = —n-m, VYme M, Vn € N,
B4) {n,0m} =n-m Yme M, Vne N,

B5) {n,[n',n"]} = {[n,n],n"} —{[n,n"],n'}, ¥n,n',n" € N,
B6) {[n,n],n"} ={n,[n',n"]} = {n',[n,n"]}, Vn,n’,n" € N.

Si {—, —} es una trenza sobre (M, N, -, 0), se dira que (M, N,-,0,{—,—}) es un
mddulo cruzado trenzado de K-dlgebras de Lie.

Notacion 2.20. Sea (C1,Cy, s, t, e, k) una K-algebra de Lie categorica, entonces
si € Cy se escribira z: s(x) — t(z).
Ademas, si z,y € Cy con s(y) = t(x), se escribird y o x := k((x,y)) .

Observacion 2.21. Notese que si x,y € Ci entonces s([z,y]) = [s(z),s(y)] ¥
t(lz,y]) = [t(x), t(y)]. Por tanto, [z,y]: [s(x), s(y)] = [t(x), t(y)].

Definicién 2.22. Sea C = (C1, Cy, s, t, e, k) una K-algebra de Lie Categorica.
Una trenza sobre C es una aplicacion K-bilineal 7: Cy x Cy — C4, la cual,
si se denota 745 := 7((a, b)), cumple las siguientes propiedades:

T1) 7ap: [a,b] = [b,al, Va, b€ Co.
T2) Se da el siguiente diagrama conmutativo para todo z,y € Cy:

[s(2), 5(y)] ~22 [t(2), t(y)]

lTS(Z)-,S(y) l"—t(Z):t(y)

[s(y), s(x)) 225 [t(y), t(@)).

Es decir 7y(z)1(y) © [2,y] = [y, 2] © Ts(a),5() -
T3) Ta,[b,c] = Tla,bl,c — Tla,c],b> Va, b, c € Cy.
T4) Tla,bl,c = Ta,[b,c] — Tb,[a,c] Va, b, c € Cy.

Si 7 es una trenza sobre C, se dird que el par (C,7) es una K-dlgebra de Lie
categdrica trenzada.
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Proposicion 2.23. Sea (M, N,-,0,{—,—}) un mddulo cruzado trenzado de K -
dlgebras de Lie.

Sea C = (M x N,N,s,t,e k) la K-dlgebra de Lie categdrica asociada al
mddulo cruzado de K-dlgebras de Lie (M, N,-,0).

Entonces la aplicacion 7: NxN — NxM dada por 7y, = (—2{n,n'}, [n,n’])
para n,n’ € N es una trenza sobre C.

Demostracion. Comprobemos que 7 es K-bilineal.
Sean n,n’,n” € N, \,u € K. Empezando por la primera componente se
tiene que:
Tantpn' = (—2{xn + pn’, 0"}, [An + un’,n"])
— (=X2{n, 0"} — u2{n, 0"}, Aln, ") + li, ")
=A=2{n,n"},[n,n"]) + u(=2{n',n"},[n',n"]) = My + urns nr.
Analogamente se obtiene en la segunda componente.
Veamos que se cumplen los 4 axiomas.
» Comprobemos T1). Sean n,n’ € N, veamos que 7, : [n,n'] = [0/, n].
$(Tnn) = s(=2{n,n'}, [n,n]) = [n,n'],
HTpn) = t(=2{n,n'}, [n,n']) = —20{n,n’} + [n,n’]
= —2[n,n] + [n,n'] = —[n,n] = [0, n].
Donde hemos usado B1) y la anticonmutatividad para t.

= Veamos si se cumple el diagrama conmutativo dado en T2).
Sean z,y € M x N, x = (m,n),y = (m’,n’), comprobemos que se cumple
Ti(a).t(y) © [T, Y] = [Y, 2] © To(2) s(y)-
y) © [, y]
(m,n), (m',n")], (=2{0m + n,dm’ +n'},[Om + n,0m’ +n'])))
[m,m']+n-m' —n"-m,[n,n]),(=2{dm + n,0m’ +n'},
[Om + n,0m’ +n'])))
= ([m,m']+n-m' —n"-m—2{0m+n,0m' +n'}, [n,n])
= ([m,m|+n-m'—n"-m—2{dm,0m'} — 2{0m,n'} — 2{n,dm’}
= 2{n,n'}, [n,n'])
= ([m,m]+n-m' —n"-m—2[m,m']+2(n"-m) —2(n-m’)
—2{n,n'}, [n,n])

—~ —

=(m',m]—n-m'+n"-m—2{n,n'}, [n,n]).
Donde se han usado B2), B3) y B4). Por otro lado:
[Y: 2] © Ts(a).s(0)
= k(((_Q{n’ TL/}, [na n/])v [(m/a TL/), (m7 n)]))
= k(((_Q{n7 n/}7 [’I’L, n/])’ ([m/v m} +n'-m—n- m/’ [nlv nD))

= (=2{n, 7'} +[m',;m|+n"-m—n-m', [n,n]).
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Por tanto se da la igualdad.

= Comprobemos T3).

Veamos que 7, [n/ n] = Tinn/|n” = T n?> ¥0,1,n" € N:
Tl = Tlnn'']n’
= (=2{[n, 7], n"}, [[n, 7], n"]) = (=2{[n, 0"}, 0"}, [[n, n"], '])
= (=2({ln, n'],n"} = {[n,n"],n"}), [[n,n], n"] = [[n, n"], n'])
= (—2({[7’L, n/]’ n”} - {[n7 n//]’ n/})7 _[n ) [n’ n,H - [n/a [n”, n]])
= (_2{77’7 [n/’ nu]}v [nv [nlv TLHH) Tn,[n' n']-

Donde hemos usado B5) en la cuarta igualdad.
= Veamos que se cumple T4).

Sean n,n’,n"” € N, veamos que Ty, n/j,n = Tn[n/,n’] = Tn’,[n,n"']-

Tn,[n',n""] — Tn/\[n,n"']

= (=2{n, [0, 0"}, [n, [0, ")) = (=2{n", [n, "]}, [/, [n, n"]])

= (=2({n, 0", 0"} = {0/, In,n"1}), In, [0, n"]] = [, [, n"]])
= (=2{[n,n'],n"}, =[[n', "], n] = [[n", n], n])
= (=2{[n, 7], 0"}, [[n, 0], n")) = Ty
Donde se ha utilizado B6) en la tercera igualdad. 0

Definiciéon 2.24. Sea (M, N,-,0,{—, —}) un mo6dulo cruzado trenzado de K-
algebras de Lie. Denominaremos a (C,7), donde C es la K-algebra de Lie ca-
tegorica asociada a (M, N,-,0) y 7 es la trenza dada por la Proposicion
K-dlgebra de Lie categdrica trenzada asociada a (M,N,-,0,{—,—1}).

Proposicion 2.25. Sea K es un cuerpo de caracteristica diferente de 2.

Sea (C,7) = ((C1,Co, s,t,e,k),7) una K-dlgebra de Lie categdrica trenzada
y X = (ker(s), Co,-,0t) el mddulo cruzado de K-dlgebras de Lie asociado a la
categoria interna C.

Entonces {—,—}: Cp x Cy — ker(s) definida por {a,b} := e([a’bgﬂ para
a,b e Cy es una trenza sobre X.

Demostracion. En primer lugar veamos que esta bien definida (notese que por
ser K de caracteristica diferente de dos podemos dividir por este ntimero, con
lo que la expresion tiene sentido).

Para ver esto tomemos a,b € Cy y comprobemos que {a, b} € ker(s).

At =Tav) L a(e(la ) — s(ran)) = §(la.t] ~ . b) =0,

s({a,b}) = (422 ,

Donde hemos usado que soe =1Id¢, y el Axioma T1).
Comprobemos ahora que se trata de una aplicacién K-bilineal.



2.3. TRENZAS EN MODULOS CRUZADOS DE ALGEBRAS DE LIE 27

Sean A\, u € K, a,b,c € Cy. Entonces:

e([Aa+ pb,c]) — Tratub,e

{Aa+ pb,c} = 5
_ )\6([0,, C]) + /J@([b, C]) - )\Ta,c — HUTp,c
2
_ )\e([a, C]; ~Tae | ue([b, C]; — The _ Ma, e} + ulb c}.

La K-bilinealidad en la segunda componente se hace de modo analogo.
En ambas hemos usado la K-bilinealidad del corchete de Lie y 7, junto con
la K-linealidad de e.
Veamos ahora que se cumplen los axiomas para ver que es una trenza sobre
(ker(s), CV()7 ‘y at)
= Comprobemos B1):
Sean a,b € Cy, veamos que di{a,b} = [a, b].

e(la,b]) = Tap e([a,b]) — Tap

Oi{a,b} = B2 Tty - (R Tt
_ (o) ~#rs) _ [t —[ba] _2et]
2 2 2 T

Donde hemos usado que t o e = Id¢, v parte del axioma T1).

= Verifiquemos B2), es decir que {0z, 0;y} = [z, y] para z,y € ker(s).

(O, Dy} = 6([8t$,8ty]2) — Touw0y _ e([t(az),t(y)]2) ~ Ti@)i)

Veamos que e([t(z)’t(y)];*m“‘t(y) = [x,9].

Por el Axioma T2) sabemos que se tiene la siguiente igualdad:

k(([xvy]?Tt(z),t(y))) = k((Ts(m),s(y)v [:%x]))

Como z € ker(s) (de igual modo para y) se tiene que 7y s(y) = 70,0 = 0
por bilinealidad. Se tiene entonces que

k((Ts(a).s(v)» W5 2])) = k((0, [y, 2])),

y por tanto la siguiente igualdad:

k(([fﬂ, y]aTt(z),t(y))) = k((ov [y,o:]))

Usando ahora la linealidad de k£ en la expresion anterior, se obtiene lo
siguiente:
0= k(([xay]th(x),t(y) - [y,x]))

Dado que #(7y(x),1(y) — [¥,2]) = [t(y), t(z)] — [t(y),t(x)] = 0 = s(e(0))
podemos hablar de k((Ty(x),1(y) — [y, 2], €(0)))-
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Ademas k((Ty(z)(y) — [, 2],€(0))) = Ty(a),e(y) — [y, ] por el Axioma 16)
de categorias internas.

Sumando ambas igualdades y usando la linealidad de k se obtiene lo si-
guiente:

E(([z, y] + o)) — W 2] Te@) ) — W5 7]) = Tega) i) — W, 7]

Esto puede reescribirse por la anticonmutatividad del corchete como

k((2[7, Y] + Ti(e),t(y)s Te(a) ) = U5 7])) = Te(a),ey) — (Y5 7]

Como 5(Ty(a),1(y) — ¥, 7]) = [t(2), t(y)] -0 = [t(z),(y)] tiene sentido hablar

de k((e([t(x),t(W)]), Te(a),ty) — [Y>2])) (lo cual es igual a Ty(gy i(y) — (¥, 2]
de nuevo por 16)).

Restando ambas igualdades y usando la linealidad de k obtenemos:
k((2[$7 y] + Tt(x),t(y) — 6([t($)7 t(y)])7 0)) = 0.
Usando de nuevo I6) se tiene lo siguiente:

(2, y] + T a0 — e([t(@),1(1)]), 0))
k(22 Y]+ Tu) o) — e([t(@), 1(y)]), €(0)))
202, Y+ Tew).e(y) — e[t(2), LY)])-

0

Lo cual, al ser el cuerpo de caracteristica diferente de 2, nos da la igualdad
requerida.

Veamos ahora que se cumple B3).

Sean a € Cp,x € ker(s), probemos que {0;z,a} = —a - x.

6([atx, a]) — Toyz,a 6([1,‘(33),&}) — Tt(z),a

{0z, a} = 5 = 5

Es claro que [z,e(a)]: [s(x),a] — [t(x),a] y por ello, usando T2) se tiene
lo siguiente:

k((['ra G(CL)L Tt(w),a)) = k((Ts(J;),av [e(a), ZL']))

Como x € ker(s) se da que 7, 4y = Ta,0 = 0 = €(0). Por esto tltimo se
tiene (usando el Axioma I6)) la siguiente identidad:

k(([z, e(a)], Te(a),a)) = k((0, [e(a), z])).

Usando la linealidad de k se obtiene la siguiente igualdad:
k‘(([l‘, e(a)]aTt(a:),a - [6(a)7x])) =0.

Como #(7y(z) o - [e(a), 2]) = [a, ()]

[a,t(x)] = 0 (hemos usado el Axioma
I2)) podemos hablar de k((7¢(q),a — [e(a), z],e(0)

) = Ti(a).a — le(a), 7] (la
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igualdad por el Axioma I6)). Al sumar esta expresion con la anterior,
usando la linealidad de k y la anticonmutatividad del corchete obtenemos:
k((Te@),a — 2[e(a), 2], Ty(a),a — [e(a), 7)) = Te@),a — [e(a), 2].
Como §(Ty(z),a — [e(a),x]) = [t(x),a] — 0 = [t(z),a] podemos hablar de
k((e([t(x)a aDa Tt(z),a — [e(a), l’])) = Tt(x),a — [e(a)a (E] (la igualdad esta dada
por 16)). Restando las igualdades y usando la linealidad de k se obtiene:
k((Tt(@),a — 2[e(a), 2] — e([t(x), a]),0)) = 0
Usando de nuevo 16):
0= k((Tt(m),a —2[6(@),$] ([t(m),a]),O))
= k((Te(),a — 2[e(a), 2] — e([t(x), a]), €(0)))
= Tt(z),a — 2[6(0“)3 I] - e([t(z),a]) = Tt(z),a — 20 -1 — e([t(x),a])

Por ser el cuerpo de caracteristica diferente de 2, obtenemos la igualdad.

€
(&

s Veamos que se cumple B4)
Sean a € Cy, = € ker(s), probemos que {a, 0z} = a - x.

Se tiene la siguiente igualdad:

{a7 atl‘} _ 8([@,8,5]}]) — Ta,0ix _ _6([6,5.%‘, a]) — (_Taaatw)
2 2
Si vemos que 7,9, = —Ta,z,q entonces, usando el apartado anterior,
{a,0x} = —{0sx,a} = —(—a-z) =a-x.
Veamos por tanto que 7,,6,2 = —78,2,a-

Es claro que [z,e(a)]: [s(x),a] = [t(z),a] v [e(a),x]: [a, s(x)] = [a,t(z)].
Por ello, usando T2) se tiene lo siguiente:
k(([z, e(a)]; Ti(2),a)) = B((Ts(@).a» [€(a), 2]),
k(([ea), 2], Tat(2))) = k((Ta.s(a), [, €(a)])).
Sumando ambas y usando la linealidad de k obtenemos:
k‘(([l‘, e(a)] + [e(a)’ .13}, Tt(x),a + Ta,t(z)))
= k((TS(m),a + Ta,s(z)s [e(a)wﬂ + [1‘7 e(a)]))-

Como s(z) = 0 por hipétesis y 7 es K-bilineal se tiene que 7,(;).q = T0,a =
0 = 74,0 = Ta,s(x)- Usando esto en la igualdad anterior junto que k es
K-lineal se tiene:

0=k(0+0,0) = k(([z,e(a)] + [e(a), 2], Te(w),a + Tat(x)))
= k((oa Te(x),a T+ Ta,t(w))) = k((@((]), Tt(x),a + Ta,t(x)))
= Tt(z),a + Ta,t(zx)-

Donde hemos usado 16) en la ultima igualdad. De la igualdad anterior se
saca, despejando, que 74,9, = —To,xz,a, COMO se queria demostrar.
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= Verifiquemos B5).
Sean a, b, ¢ € Cy veamos que {a, [b,c|} = {[a,b], c} — {[a, ], b}.

(oo = Lol D~ Ton

e(—[b, [C, a]] - [C7 [a7 b]]) — Tla,bl,c + Tla,e) b
2
_6([[0'7 C]v b]) + G(HQ, b]v C]) — T{a,b,c + Tla,c],b

6([[0‘7 b}v C]) — Tla,bl,c 6([[0‘7 CL b]) — Tla,c],b

2 2
= {[avb]ac} - {[a’c]ab}'

Donde se ha usado el Axioma T3) en la primera igualdad.

= Por tltimo veamos que se cumple B6). Sean a,b,c € Cy comprobemos

que {[av b]v C} = {av [bv C]} - {b7 [av C]}
e([[a’ b}v CD — Tla,b],c

{[a7 b]’ C} = D)
_ 6(_[[177 C]7 a] - [[Cv G‘L b]) — Ta,[b,c] + Tb,[a,c]
2
_ 6([(1, [bv CH) - 6([b, [a’a C]D — Ta,[b,c] + Tb,[a,c]
2
_ 6([&, [b’ CH) — Ta,[b,c] . 6([b, [a’ CH) — Tb,[a,c]
2 2
= {CL, [bv C]} - {bv [av C]}
Donde hemos usado el Axioma T4). O

Definiciéon 2.26. Sea ((C1,Cy,s,t, e, k), 7) una K-algebra de Lie categorica
trenzada.

Se denomina K-mddulo cruzado trenzado de dlgebras de Lie asociado a
((C1,Co, s,t,e, k), 7) ala 5-pla ordenada (ker(s), Co,+, 0, {—, —}), donde se tie-
ne que (ker(s),Cop, -, ) es el modulo cruzado de K-algebras de Lie asociado a
(C1,Co, s,t,e,k) y {—,—} es la trenza dada por la Proposicion m

Definicién 2.27. Sean (M, N,-,0,{—,—-}) y (M',N’,%,0',{—, —}) dos modu-
los cruzados trenzados de K-algebras de Lie.

Se dira que (f1, f2): (M, N,-,0,{—,—}) = (M',N',%,8',{—,—}) es un ho-
momorfismo de mddulos cruzados trenzados de K -dlgebras de Lie si se tiene que
f1, f2 € Arw(LieAlgy), fi: M — M'y fo: N — N'| y ademés se cumplen las
siguientes propiedades:

BH1) fi(n-m) = fa(n)* fi(m) Vm e M, Vn € N.
BH2) fo00 =00 f1.
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BH3) {f2(n), f2(n)} = fi({n,n'}) Vn,n’ € N.

Proposicion 2.28. Sean X = (M, N,-,0,{—,—}), X' = (M',N',%,0', {—,—}')
y X" = (M",N" x,0",{—,—}") tres mddulos cruzados trenzados de dlgebras
de Lie. Entonces:

(f1.f2) X (91,92)

= 51 X X" son homomorfismos de mddulos cruzados
trenzados de K-dlgebras de Lie, entonces (g1 0 f1,920 f2): X = X" es un
homomorfismo de médulos cruzados trenzados de K -dlgebras de Lie.

» (Idps,Idn): (M, N,-,0,{—,—}) = (M,N,-,0,{—,—}) es un homomorfis-
mo de maodulos cruzados trenzados K -dlgebras de Lie.

Demostracion. Es inmediata. O

Observacion 2.29. La proposicion anterior afirma que si (f1, f2) y (g1,92) son
homomorfismos de moédulos cruzados trenzados de K-algebras de Lie y fi, f2
son tienen respectivamente, como codominio el dominio de g1, go; entonces puede
definirse la composicion (g1, g2) o (f1, f2) = (91 © f1. 92 © f2).

Esta composicién es asociativa por construccion, ya que proviene de la com-
posicion de una categoria, y tiene como identidad a los morfismos de la forma
(Idps,Idy) con M y N K-algebras de Lie. Este tltimo par es homomorfismo de
modulos cruzados trenzados, también por la proposiciéon anterior. Esto permite
dar la siguiente definicion.

Definicion 2.30. Denotaremos por BXLieAlg i a la categoria que tiene como
objetos los médulos cruzados trenzados de K-algebras de Lie, como flechas los
homomorfismos de moédulos cruzados trenzados de K-algebras de Lie y como
composicion e identidad las mencionadas en la observacion anterior.

Definicién 2.31. Sean ((C1, Cy, s, t,e k), 7)y ((C1,Cy, s, ¢, e, k'), ") dos K-
algebras de Lie categoéricas trenzadas.

Un funtor interno F' = (F1, Fy): (C1,Co, s, t,e,k) — (C1,Ch, 8", t', €', k') se
dice funtor interno trenzado (o funtor interno trenzado de K-dlgebras de Lie)
entre ((Cq,Co, s,t,e,k),7) y ((C1,Ch, s, ', €' k'), 7") si cumple:

Fl(TCL,b) = T}'U((L),Fo(b)’ Va, b S CO.

F=(Fy,Fo) G=(G1,Go)
0 =

Proposicion 2.32. Sean (C, 1) ',

GoF=(G10Fy,GooFy)

(C",7") dos fun-

(C",7") es un fun-

tores internos trenzados. Entonces (C,T)
tor interno trenzado.

Sea (C,7) un K-dlgebra de Lie categorica trenzada. Entonces el funtor in-
terno identidad pensado entre (C,T) y si misma es un funtor interno trenzado.
Es decir Ide = (Id¢,,Id¢e,): (C,7) = (C,7) es un funtor interno trenzado.

Demostracion. Es consecuencia directa de las definiciones. O
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Definiciéon 2.33. Denotaremos por BICat(LieAlgx) a la categoria que tie-
ne como objetos las K-algebras de Lie categoricas trenzadas, como flechas los
funtores internos trenzados, como composiciéon la composicion de funtores inter-
nos y como identidades los funtores internos identidad (entendidos ambos con
dominio y codominio una K-algebra de Lie categorica trenzada).



Capitulo 3

Equivalencia entre moédulos
cruzados trenzados y algebras
de Lie categoéricas trenzadas

En este capitulo se mostraré la equivalencia entre las categorias BXLieAlg i
y BICat(LieAlgy) (cuando la caracteristica de K es diferente de 2) definidas
en el capitulo anterior.

Proposicion 3.1. A: BXLieAlg,, — BICat(LieAlg, ) definido como:

A(M, N, 8,{—, —) T2 ap N w0 {—, =) = ¢ Y228 o

donde C = ((M x N,N,s,t,e k), 7),C' = (M xN',N' s t e k) 1) son las
K-dlgebras de Lie categdricas trenzadas asociadas respectivamente a los médulos
cruzados trenzados de K-dlgebras de Lie y f1 X fo: M x N — M’ x N' es la
aplicacion dada por fi1 x fa((m,n)) = (f1(m), fa(n)) con (m,n) € M x N; es
un funtor.

Demostracion. En primer lugar veamos que esta bien definido, es decir, que
(f1 X fa, f2) es un funtor interno trenzado.

Es claro que fo: N — N’ es homomorfismo de K-algebras de Lie por cons-
truccion, por lo que hemos de ver que f1 X f2 es un homomorfismo de K-algebras
de Lie.

Es K-lineal por ser lineal en cada componente, por lo que solo tenemos que
ver que conserva los corchetes.

Sea (m,n),(m/,n") € M x N, entonces:

fr x fa([(m,m), (m/,n")]) = fo x fa((fm,m] +n-m" —n"-m, [n,n]))
= (fillm,m’]+n-m' =n"-m), fo([n,n']))
= (flm,m']+ fi(n-m/) = fr(n" - m), [f2(n), f2(n)])

33
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([f1(m), fr(m")] + fa(n) x fr(m') — fa(n') * fr(m), [fa(n), f2(n)])
= [(f1(m), f2(n)), (fr(m"), f2(n)] = [f1 x fa(m,n), f1 x fa(m',n")].

Veamos que cumple los axiomas de funtor interno.

= Se cumple FI1), es decir fo 05 =150 f1 X fo.

Para verlo consideremos (m,n) € M x N.
faos5((m,n)) = fa(n) = §'((J1(m), f2(n))) = s" o f X fa((m, n)).

= Verifiquemos FI2), veamos que faot =t o f1 X fa.
Sea (m,n) € M x N:

f2ot((m,n)) = fo(Om +n) = f2(Im) + fa(n)
=0 fi(m) + fa(n) = t'(fr(m), fa(n)) =t o f1 x fa((m,n)).

= Comprobemos FI3), es decir, que fo X fioe=¢€"o f.

Sea n € N, entonces:
fi x faoe(n) = fi x f2((0,n)) = (0, f2(n)) = €'(f2(n)) = € o fa(n).

= Por tltimo veamos que se cumple FI4), es decir, se tiene que f1 X fook =
k' o (f1 x f2) Xy, (f1 x f2), donde esta segunda aplicacién viene dada por
la propiedad universal del pullback de la definicién de funtor interno.

Veamos esto, tomemos ((m,n), (m/,n’)) € (M x N) xy (M x N), es decir,
om+n=t((m,n)) =s((m',n")) =n'.
fu x faok(((m,n), (m', ")) = fi x fa((m +m/,n))
(fl(m+m) 2(n)) = (fr(m) + fr(m'), f2(n)).

)
(f
Notemos que t(f1 m), f2(n)) = 0" fi(m) + fa(n) = fo(Om) + fao(n) =
f2(3m+n) fa(n')y =$'(f ( "), f2(n’)), por lo que tiene sentido hablar de

(
K (((f1(m), fa(n), (f1(m'), f2(m")))) = (f1(m) + fr(m'), fa(n)). Usando

esto dltimo podemos acabar de probar la igualdad:
(film) + fi(m'), f2(n)) = K'(((fr(m), f2(n)), (fr(m'), f2(n"))))

=K ((fu x fa(m,n)), fr x fo((m',n))))
=Ko (fi x fa) xp, (f1 x f2)(((m ) (m’,n"))).

Hemos visto por tanto que se trata de un funtor interno. Para concluir que se
trata de un funtor interno trenzado veamos que funciona bien con la trenza, es
decir, que se cumple la igualdad f1 X f2(Tn,n') = T,(n), f(n’) Para todon,n’ € N.

fl X fZ(Tn,n’) = fl X fQ((_Q{na TL/}, [nvnl])) = (fl(_Q{nanl})vf2([nvnl]))
= (=2f1({n,n'}), [f2(n), f2(n)]) = (=2{fa(n), fo(n")}, [f2(n), fo(n")])

= Tfa(n), fa(n)-
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Tras ver que esta bien definido, veamos que A es, en efecto, un funtor.

Sea X 9% X el morfismo identidad del modulo cruzado trenzado de K-
algebras de Lie X = (M, N,-,0,{—,—}). Si esto es asi se tiene que Idy =
(IdM,IdN) y por tanto A(Idx) = (IdM X IdN,IdN).

Sea A(X) = (MxN,N,s,t, e k),7)su K-algebra de Lie categorica trenzada
asociada. Entonces su funtor interno trenzado identidad viene dado por el par
Idacxy = (Idarsn, Idw).

Por tanto, para probar que A conserva identidades hemos de probar que
(Idpr x Idw,Idy) = (Idarsw, Idy), es decir, tenemos que ver que Idy, x Idy =
Idys s, pero esto es inmediato de la definicién, por lo que A conserva identi-
dades.

Ya que (g1 0 f1) X (g2 0 f2) = (g1 X g2) o (f1 X f2), se obtiene que conserva
composiciones.

O

Proposicion 3.2. Sea K un cuerpo de caracteristica diferente de 2. Entonces:
©: BICat(LieAlg, ) — BXLieAlg, definido como:

(Fy,Fo)

6(((01700757t367k)aT) E— ((O{,C(,),S/,t/,el,k/),'r/)) =X g‘f—’Fi)—)

X’
donde X = (ker(s),Co,-, 0 {—,—1}), X' = (ker(s'),Cy, *, 0, {—, —}') son los
mddulos cruzados trenzados de K-dlgebras de Lie asociados respectivamente a
las K -dlgebras de Lie categoricas trenzadas y Fy : ker(s) — ker(s') es la aplica-
cion dada por Fy(x) = Fi(x) para todo x € ker(s); es un funtor.

Demostracion. Veamos en primer lugar que esta bien definido, es decir, (Ff, Fy)
es un homomorfismo de modulos cruzados trenzados de K-algebras de Lie.

Se tiene que FY esta bien definido, pues si x € ker(s), s'oFi(z) = s’oFi(z) =
Fyos(xz) = Fp(0) = 0 y por tanto Fy(z) € ker(s') si « € ker(s).

Sabemos que F;; es homomorfismo de &algebras de Lie por ser uno de los
datos, ademés, dado que F} es substancialmente F}, esta dltima aplicacion es
también un homomorfismo de K-algebras de Lie.

Para ver que (F7,Fp) es un homomorfismo de modulos cruzados de K-
algebras de Lie, veamos que cumple los axiomas.

= Cumple BH1), es decir Fj(a - z) = Fy(a) * Fi(z) para todo a € Cy,
x € ker(s).

Fi(a-z) = Fi([e(a), z]) = [Fi(e(a)), Fi(2)] = [¢'(Fo(a)), Fi ()]
= Fy(a) * Fy(z) = Fy(a) * F{(x).
= Se verifica BH2), es decir, Fy 0 0y = Oy o FY.

Sea x € ker(s). Entonces:

Fo00i(z) = Fo(t(x)) = t'(Fi(2)) = Op © F} ().
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» Se cumple BH3), es decir, {Fy(a), Fo(b)} = Ff({a,b}) para a,b € Cy.

Fi({a,0)) = (et = rery | e b)) = Fi(re)
e'(Fo([a, b)) — TRy (a), Fo(1)) _ e'([Fo(a), Fo(b)]) = Try(a), o (v))

2 2
= {Fo(a), Fo(b)}.

Tras ver que esta bien definida veamos que es, en efecto, un funtor. Para ello es
necesario ver que conserva identidades y composiciones.

Es inmediato que Idg, = Idyer(s) ¥ (G1 o F1)° = s' o ¥ siendo estas las

S S/

aplicaciones correspondientes ker(s) o, ker(s") G, ker(s”) (con las aplicacio-
nes dominio s, s’, s” de tres categorias internas de la categoria de K-algebras
de Lie).

Usando eso se tienen las siguientes igualdades:

O(Id¢) = ©((Id¢,, Id¢,)) = (Idg,, Ide,) = (Idyer(s), Ide,) = Ide(c) -
(( 1, Go) (F17F0)) = @((Gl [¢] Fl, GO ] Fo)) = ((Gl [¢] Fl)s, GQ (¢} Fo)

( OFlvGOOFO) :( i/aGO)O (FlsaFO) = @<(G17G0)) 06((F17F0))'

Donde C = ((C1, Cy, s,t,e, k), 7) es una K-algebra de Lie categorica trenzada y

(F1,F (G1,Go) .
c = o) ¢’ =% " son funtores internos trenzados.

Por tanto queda probado que © es un funtor. O

Observacion 3.3. Sea K un cuerpo de caracteristica diferente de 2

Veamos como es OoA: BXLieAlg, — BXLieAlg, siendo estos funtores
los definidos en las Proposiciones [3.1] y [3:2]

Sea (M, N,-,0,{—,—}) un objeto en dicha categoria.

Tras aplicar el funtor A obtenemos la K-algebra de Lie categorica trenza-
da asociada ((M x N,N,s,t e k), 7). A esta ultima le aplicamos el funtor O,
obteniendo el objeto de la categoria (ker(s), N,-,0¢,{—, —}x) (donde hay un
pequeno abuso de lenguaje, pues - no es la misma aplicacion en los dos casos.
Hemos denotado la segunda trenza por {—, —}y para mencionar su codominio,
pues al tener las dos trenzas el mismo dominio podria causar confusion llamarles
con el mismo nombre).

Veamos cuales son estos conjuntos y aplicaciones en funcion de nuestros
datos iniciales:

» ker(s) := {(m,n) € M x N | n = 0}. Es el conjunto de los pares ordenados
de la forma (m,0) con m € M, Por ello denotaremos (M, 0) := ker(s).

= Si (m,0) € (M,0) y n € N, entonces:

n- (m,O) = [e(n)> (m,O)] = [(07 TL), (m,O)} = (n : m,O).

= Si (m,0) € (M,0) entonces 9;(m,0) = Om + 0 = Om.
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= Sin,n’ € N, entonces:

(o'} = 6([%”’]2) — T _ [e(n),e(n)] — (;2{%”’}, [n,n'])

[(0,7), (0,n")] + (2fn, '}, —[n, ']) _ (0, [n,n']) + (2{n, '}, —[n, n'])

2 o 2
(2{n,n'},0)

= f = ({na TL/},O).

Se observa que las aplicaciones funcionan de igual modo en la primera compo-
nente, la cual es esencialmente m.

Veamos ahora que pasa con las aplicaciones.

Sea (M,N,-,0,{—,—}) M) X’ un morfismo en la categoria. Entonces

OoA((f1, f2)) = O((f1 x f2), f2) = ((f1 X f2)?%, f2). Veamos cual es esta primera
aplicacion.
Sea (m,0) € (M,0) (el dominio de (f1 x f2)*), entonces:

(f1 x f2)*(m,0) = (fi(m), f2(0)) = (f1(m),0).

Por tanto esta aplicacion es, en esencia, f;.

Se hace el siguiente lema previo para hablar del primer isomorfismo natural.

Lema 3.4. Sea (f1, f2): (M,N,-,0,{—,—}) = (M',N'",*,0',{—,—}) un ho-
momorfismo de mddulos cruzados trenzados de K-dlgebras de Lie.
Si tanto fi1 como fa son biyectivos, entonces (f1, f2) es un isomorfismo.

Demostracion. Al ser f1 y fo biyectivos podemos hablar de sus aplicaciones in-
versas f; ' M’ — My fy': N’ — N. Si vemos que el par (f; ', f; ') es un
homomorfismo de médulos cruzados trenzado de K-algebras de Lie entre los mo-
dulos correspondientes, por la definicion de identidad y composicion tendremos
que, en efecto, es un isomorfismo.

Veamos en primer lugar que f; con ¢ € {1,2} es un homomorfismo de K-
algebras de Lie.

s Eslineal. Si \,p e K, z,y€ Zcon Z=M'sii=1y Z=N'sii=2,

entonces:
fi(fi_l(Ax +py)) = )\fi(fi_l(x)) + Hfi(fi_l(y)) = fi(/\fi_l(x) + ﬂfi_l(y))-

Como f; es inyectiva se cumple que f; ' (\x + py) = Nf; (@) + uf; Hy).

= Conserva los corchetes de Lie. Siz,y € Zcon Z=M'sii=1y Z =N’
si ¢ = 2, entonces:

Filf 7 (2oy) = [filf7H (@), filF7H @)] = fillf7 (@), £7H ()))-

Como f; es inyectiva se tiene que f; ' ([z,y]) = [f; *(2), f; ' (v)].

K3
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Por tanto, para concluir, veamos que también se verifican los axiomas de homo-
morfismo de moédulos cruzados trenzados de K-algebras de Lie.

= Verifiquemos BH1). Sea m € M’, n € N’, entonces:
Fif nxm) = fo(fy () % Fu(f1H(m)) = fi(fy () - f7H(m).

Como f; es inyectiva, tenemos que f; *(n*m) = fy *(n) - f; *(m).

= Comprobemos BH2).

dofitofi=frtofa00=fy10d0fi

Por ser f; sobreyectiva sacamos que 0 o f; L Iy oo,

= Probemos BH3). Sea n,n’ € N’; entonces:
AT {nan'})) = {f(f2 (), f2(f ()Y = A{fy (), £ (n)}).
Por ser f; inyectiva se tiene que f;'({n,n'}) = {fy *(n), f5 *(n')}.

Por tanto queda probado que (f1, f2) es isomorfismo en la categoria. O

Proposicion 3.5. Sea K un cuerpo de caracteristica diferente de 2.

Sean A y © los funtores dados en las Proposiciones[3.1 y[3.3

Entonces la correspondencia que a cada mddulo cruzado tremzado de K-
dglgebras de Lie, X = (M,N,-,0,{—,—}), le asocia el isomorfismo en la ca-
tegoria @y = (px,Idy): X = O(A(X)), donde px: M — (M,0) estd dada
por @ x(m) = (m,0), es un isomorfismo natural ®: ldpxricalg, — © o A.

Demostracion. En primer lugar tenemos que ver que ® es un morfismo en la
categoria.

Es obvio que Idy es homomorfismo de K-dlgebras de Lie. Veamos que @y
es también un homomorfismo de K-algebras de Lie.

Es claro que es lineal por ser lineal en cada una de sus componentes, por lo
que solo hemos de ver que conserva los corchetes.

Sea m, m’ € M, entonces:

[QOX(m)a WX(m/)] = [(m7 0)7 (m/7 O)] = ([ma m/] +0-m'+0- m, [Oa 0])
= ([m, ml]70) = @X([m7m/])'

Por tanto conserva el corchete de Lie.

Veamos ahora que el par (px,Idy) cumple los axiomas de homomorfismos
de modulos cruzados de K-algebras de Lie.

Para ello usemos como es la construccion de © o A(X) dada en la Observa-

cién 3.3
= Verifiquemos BH1). Sean € N, m € M, entonces:

vx(n-m)=(n-m,0)=n-(m,0)=Idy(n) - px(m).
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= Comprobemos BH2). Sea m € M, entonces:

Idy 00(m) = Om = 9y(m,0) = 0y o px(m).

= Por altimo veamos BH3). Sea n,n’ € N, se tiene:
{IdN(n>7 IdN(n/)}N = {TL7 n/}><1 = ({77,7 n/}7 0) = @X({nﬂ n/})

Por tanto (¢x,Idy) es un homomorfismo de modulos cruzados trenzados
de K-algebras de Lie.

Es claro que Idy es biyectiva. Ademas ¢y es inyectiva y sobreyectiva de
modo inmediato.

Por el Lema se tiene por tanto que ®y es un isomorfismo para todo
modulo cruzado trenzado de K-algebras de Lie X.

Para ver que la correspondencia es un isomorfismo natural es también
necesario que verifique, para todo homomorfismo de modulos cruzados

trenzados de K-algebras de Lie X M X', el siguiente diagrama con-
mutativo:

X —2% 5 90 A(X)

l(fl»f2) l((fl X f2)%,f2)

X2 90 AX).
Para ver esto tomemos X = (M, N,-,0,{—, —}) como en las hipotesis, y

usemos de nuevo la expresion de (f; X f3)® dada en la Observacion
para ver como se compone en la primera componente.

Sea m € M se tiene:

(f1 x f2)* o px(m) = (f1 x f2)*((m,0)) = (f1(m),0) = pxr 0 fr(m).

Por tanto, para concluir, se tiene que:

((f1 x f2)%, f2) o @x = ((f1 X f2)°, f2) o (px, 1dN)
= ((f1 X f2)* o pa, fooldn) = (pxs o f1,Idns of2)
= (pxr,Idn7) o (f1, f2) = ®ar o (f1, f2),

donde X' = (M',N', %, 0, {—, V).
Es decir, ®: Idpxriealg,, — © o A es un isomorfismo natural.

O

Observacion 3.6. Sea K un cuerpo de caracteristica diferente de 2.

Veamos como es Ao©: BICat(LieAlgy) — BICat(LieAlgy ), siendo estos
funtores los definidos en las Proposiciones y

Sea ((Cy,Cy, s,t,e,k),7) un objeto en dicha categoria.
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Para empezar aplicamos A para obtener el modulo cruzado trenzado de K-
algebras de Lie asociada (ker(s),Co,-, ¢, {—,—}). Obtenido esto le aplicamos
el funtor A, cuyo resultado es de nuevo un objeto en la categoria ((ker(s) x
Co,Cy,3,t,2,k),7) (donde hemos cambiado la escritura de las aplicaciones de
la categoria interna para diferenciarlas de las iniciales). En primer lugar veamos
como es el corchete de ker(s) x Cp.

Sean (z,a), (y,b) € ker(s) x Cp, entonces:

[(.1‘, a)7 (ya b)] = ([:my] ta-y— b- €T, [a7 b]) = ([x,y] + [e(a)>y] - [e<b)7x]7 [av b])
Veamos ahora como son las nuevas aplicaciones:

» Sea (z,a) € ker(s) x Cp. Se tiene lo siguiente para §,¢: ker(s) x Cy — Co:

((z,a)) =a,
((z,a)) = Oz + a = t(z) + a.

W

= Sea a € Cy. Entonces para €: Cy — ker(s) x Cp:

e(a) = (0,a).

= Veamos como viene dado k: (ker(s) x Cp) x ¢, (ker(s) x Cp) — ker(s) x Cy.

Sean ((z,a), (y,b)) € (ker(s) x Co) x¢, (ker(s) x Cy), es decir, t(z) +a =
t((z,a)) =3((y,b)) = b, entonces:

E(((z,a), (y,0)) = (z + y, ).

= Veamos por tltimo como es 7: Cy X Cy — ker(s) x Cp. Sean a,b € Cy,
entonces:

([av b]) —Tab

Taw = (=2{a, b1 [0,b]) = (25202 [0,8]) = (—e([a,B]) + Tap, [0,0]).

Fy,F .
Sea ((Cy,Co, s,t,e,k),T) w) C’ un morfismo en la categoria. Entonces

veamos que aplicacion es A o O((Fy, Fy)) = A(F}, Fy) = (F} x Fy, Fy). Veamos
como funciona la primera aplicacion.
Sea (z,a) € ker(s) x Cy (el dominio de F} x Fyp), entonces:

Fy x Fo((a, 7)) = (Fi(x), Fo(a)).

Lema 3.7. Sea C una categoria con pullbacks.

Sea (F1, Fp): (C1,Co,s,t,e,k) — (C1,CL, 8", t', e/ k') un funtor interno de
la categoria C, es decir, una flecha de ICat(C).

Si tanto Fy como Fy son isomorfismos en C, entonces (Fy, Fy) es un iso-
morfismo en ICat(C).
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Demostracion. Por ser tanto Fy como Fy isomorfismos existen Fj 'y F; * fechas
en C.
Veamos que el par (F} t Fo_l) es un funtor interno verificando los axiomas.
Para hacerlo omitiremos los paréntesis de la composicién, haciendo uso de
la propiedad asociativa.

= Veamos que se verifican FI1) y FI2). Sean f y f’ las flechas s y s’ o las
flechas t y t/, entonces:
Fytof'=Fy o f olde; =F; o floFyoFt
=Fy'oFyofoF; ' =Idg,of o F{ ' = foF "
Donde se ha usado, dependiendo de la eleccion, los axiomas FI1) y FI2).

= La prueba del axioma FI3) es la misma que el caso anterior, intercambian-
do el papel de Fy y Fi, colocando las respectivas identidades y tomando

e=f,e=f.
= Veamos que se cumple el axioma FI4).

Por cumplirse FI1) y FI2), podemos hablar de Ffl X pt Ffl, flecha en
C dada por el tipo de pullback de la definicién de los funtores internos.

Veamos que F| bx Bt Fr ! es un isomorfismo en C cumpliendo que
(F7t X gt F7H™' = Fy xp, F1, siendo esta tltima la flecha dada por
la definicién de funtor internos para Fy y Fj.

Veamos que Fj ' x Pt FiloF xp, F) =1dg, xc,C1 usando la propiedad
universal.

Se dan las siguientes igualdades para i € {1, 2}.
Mo Fy ' Xpo1 F o Fy Xy Fy = Fy om0 Fy xp, Fi
= Fl_1 oFyom =1dg, om; = ;.

Dado que m;0ldc, x 0, = m; parai € {1,2}, la unicidad de la flecha dada
por la definicién de pullback nos afirma que se tiene la igualdad requerida.

. —1 -1 s
La demostracion de que Fy x g, F1oF| ~ % Bt Fy o =1dgy Xy CY €8 idéntica

a la anterior sin més que cambiar el papel de los objetos C; x¢, C1 ¥
Ci XC(’J O{

Por tanto, en efecto, F|- by Pt Fl_1 es un isomorfismo en C' cumpliendo
que (Fy ' X o1 Fy )71 = Fy xp, By

Usando esto veamos que se cumple FI14).

kOFl_l XF[fl Fl_l = Idcl ok o Fl_l XF(;l Fl_l

=FloFiokoFy Xp1 Fy ' =F ok’ o Fy xp, Fi o Fy ' X1 Fy!

=F ok o quxcéq =F ok
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Por tanto el par (F; 1, Fy'): (Cf,Ch, s, t' e’ k') — (C1,Co, s,t, e, k) es un fun-
tor interno.
Veamos que (Fy, Fy) es un isomorfismo con flecha inversa (F; ', Fyt).
Denotemos C = (C1, Cy, s, t,e k) y C' = (C1,CL, 8, t', e k)

(Fi, Fo)o (Fy ' Fy ') = (Fio Fy ' Fyo Fy'') = (Idgy, ldey) = Ider,
(F7Y Fy Yo (Fy, Fy) = (Fy o Fy, Byt o Fy) = (Ide, , 1dc, ) = Tde -

Con lo que concluye la demostracion. O

Lema 3.8. Sea (Fy, Fy): ((C1,Co,s,t,e k), ) — ((C1,Ch, 8, ¢, ¢ k), 7") un
funtor interno trenzado de K-dlgebras de Lie.

Si tanto Fy como Fy son aplicaciones biyectivas, entonces (Fy, Fy) es un
isomorfismo en la categoria BICat(LieAlgy).

Demostracion. Por ser Fy como Fy aplicaciones biyectivas existen las aplicacio-
nes F 1_1 y F; L. Por la misma demostracion que el principio de la demostracion
del Lemase tiene que F; ' y Fy; ' son homomorfismos de K-algebras de Lie,
y por tanto F; y Fj son isomorfismos en la categoria LieAlgg.

Por el lemase tiene, por tanto, que el par (F; t Fy 1) es un funtor interno
y es el inverso del funtor interno (F; ', Fyt).

Hemos de ver, ademas, que (F; L Fofl) conserva las trenzas.

Sea a,b € C{, entones:

Fio Fl_l(Tr/L,b) =7

J— / J—
ab = TRyoF; " (a), FooFy ' (b) — Fi(r

; )

Fy ' (a),Fg ' (b)7

Como F} es inyectiva se tiene que Fy (1 ,) = T 1
e o (a),Fy (b)

Por tanto (F, Fp) es un isomorfismo en BICat(LieAlgy). O

Proposicion 3.9. Sea K un cuerpo de caracteristica diferente de 2.

Sean © y A los funtores dados en las Proposiciones[3.2 y[51]

Entonces la correspondencia que a cada K-dlgebra de Lie categorica tren-
zada, C = ((C1,Cy,s,t,e,k),7), le asocia Yo = (¢¢,Idc,): C = A(O(C)),
flecha de la categoria BICat(LieAlgy ), donde c: Cy — ker(s) x Cy viene
dada por Ye(x) = (x — e(s(x)), s(z)) para x € Cy, es un isomorfismo natural
V: IdBrcat(Licalg,) — A0 ©.

Demostracion. Primero veamos que 9¢ es funtor interno trenzado de K-algebras
de Lie.

Comprobemos que estd bien definido, es decir, x — e(s(z)) € ker(s) para
reCy

s(z —e(s(2))) = s(z) — s(e(s(x))) = s(x) — s(x) = 0.

Por lo que esta bien definida.
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Veamos que es lineal. Sean x,y € C1 y A\, u € K, se tiene lo siguiente:

Ye(\r + py) = (Az 4 py)) — e(s(Ae + py), s(Az + py))
= (Az + py — Ae(s(z)) — pe(s(y)), As(z) + us(y))
Az — e(s(x)), s(x)) + ( e(s(y)), s(y)) = Moe(x) + wbe(y).

Probemos que conserva los corchetes de Lie. Sean z,y € C1.

= ([z, 9] = le(s(2)), y] — [z, e(s(y))] + [e(s(2)), e(s(y))] + [e(s(2)), y]
—[e(s(2)), e(s(y))] = le(s(y)), 2] + [e(s(y)), e(s(x))], s([z, y]))
([z, 9] = le(s(2)), e(s ()], sz, y])) = ([, 9] — e(s([z, y1)), s([z, 1))

= wc([l"y])

Por tanto es un homomorfismo de édlgebras de Lie, al igual que Id¢,, lo cual

permite preguntarnos si el par (¢¢,Id¢c,) es un funtor interno trenzado de K-
algebras de Lie, es decir, una flecha de BICat(LieAlgy).

Veamos en primer lugar que se trata de un funtor interno verificando los
axiomas.

= Comprobemos FI1). Sea z € (1, se tiene:
Sote(z) =35((z —e(s(x)), s(x))) = s(x) = ldc, os(z).

= Verifiquemos FI2). Sea x € C1, se tiene:

= Veamos que se cumple FI4).

Sea (z,y) € C1 x¢, C1, es decir, z,y € C; con t(x) = s(y), entonces:

ko e X1ae, Ye((z,y)) =K (2 = (e(s(x)), s(x)),y — (e(s(y)), (1))
= (z —e(s(z)) +y —e(s(y)), s(x)),

Ye o k((z,y)) = (k((2,9)) — e(s(k((2,9)))), s(k((z, 9))))

= (k((z,y)) — e(s(x)), s(x))-
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Por tanto, concluiremos la prueba de este axioma si probamos que para
todo (z,y) € C1 X¢, C1 se cumple la siguiente igualdad:

k((z,y)) =z +y —e(s(y)).

Veamos que es cierta. Tomemos (z,y) € C; X¢, C1, es decir, t(z) = s(y).
Entonces se tiene que de modo inmediato que (z, e(s(y))), (e(t ( ), e(s(y))),
(e(t(x)), ) € C1 X0y Cr ya que t(x) = s(y) = s(e(s())), s(e(t(z))) =
t(x) = s(y) = s(e(s(y))) v tle(t(x))) = t(x) = s(y). Por tanto se tiene la
siguiente igualdad, donde se usaran la linealidad de k y los axiomas de
categoria interna asociados a la composicién:

k((z,y)) = k((z + e(t(z)) — e(t(z)),y + e(s(y)) — e(s())))
= k((z,e(s(y)))) — k((e(t(x)), e(s(y)))) + k((e(t(z)),y)) = = — e(s(y)) + y.

Y por ello se cumple el axioma FI4).

Ahora que sabemos que (¢, Id¢, ) es un funtor interno, veamos que es trenzado,
es decir, que conserva la trenza.
Sean a,b € Cj, entonces:

Ve (Tab) = (Tap — €(5(Tap)), 8(Tap)) = (Tap — e([a, b)), [a,0]) = Trac, (a).1de, (b) -

Por tanto, el par (¢¢,Ide,) es, en efecto, una flecha en BICat(LieAlgy).

Veamos que es un isomorfismo. Para ello, usando el Lema, llega ver que
e v Ide, son aplicaciones biyectivas. Como ya es sabido que Id¢, es biyectiva,
s6lo hemos de probar que ¢ es biyectiva.

Para ver esto, veamos que es invertible como aplicacion.

Consideremos ¢: ker(s) x Cy — Cy dado por ¢((x,a)) = x + e(a) para
(x,a) € ker(s) x Cy. Veamos que son aplicaciones inversas.

Sean = € C1, (y,a) € ker(s) x Cp, entonces:

Ye o ¢((y,a)) = ve(y +e(a)) = (y +e(a) — e(s(y + e(a))), s(y + e(a)))
= (y +e(a) —e(s(y)) — e(s(e(a))), s(y) + s(e(a)))
= (y +e(a) —e(0) —e(a), 0+ a) = (y,a) = Idier(s) 0 (¥, ),
¢ othe(x) = ¢((x —e(s(x)),s(x))) = z — e(s(x)) + e(s(x)) = z = Id¢, (2).
Donde se ha usado que y € ker(s) en la primera composicion.
Por tanto ¢ es biyectiva y, por ello, el par (y¢,Id¢,) es, en efecto, un

isomorfismo en BICat(LieAlgy).

Veamos ahora la naturalidad. Para ello hemos de probar que para todo funtor

interno trenzado C ol—% C’, entre k-algebras de Lie categoéricas trenzadas, el

siguiente diagrama conmutativo se cumple:
c—25 AoO(C)
(F1,Fo) l(foFo,Fo)

¢ 2 Aoo(C).
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Por tanto hemos de probar que W¢r o (Fy, Fy) = (Ff x Fy, Fy) o Ye.

SiC = ((C1,Co,s,t,e, k), )y C' = ((C1,CL, 8, t' e, k'), '), esto es lo mismo
que probar que (Y¢r,Idey) o (Fi, Fo) = (F} x Fo, o) o (Yc, Idc,).

Es claro que la segunda componente conmuta, por lo que solo hemos de
probar que es cierta la igualdad ¢¢ o Fy = (Ff X Fy) otbe. Sea x € C1, entonces:

ter o Fi(z) = Yo (Fi() = (Fi(z) — €'(s'(Fi(x)), ' (F1()))

= (Fi(z) - '(Fo(S(fff)))aFo(S(w))) (F1(z) = Fu(e(s(2))), Fo(s(2)))
= (Fi(z — e(s(2))), Fo(s(x))) = (F7 (z — e(s(2))), Fo(s(x)))

= FY x Fo((x — e(s(2)), s(x))) = (FY x Fo) o Ye().

Donde se ha usado que x — e(s(z)) € ker(s) para poder usar F;. Se tiene, por
tanto, que V: Idprcat(Liealg, ) — A © © es un isomorfismo natural. O

Vo)

Observacion 3.10. Se ha probado, en la demostraciéon anterior, el resultado si-
guiente:

SiC = (C1,Co,s,t,e,k) es una K-algebra de Lie categorica, entonces para
todo (z,y) € C1 x¢, C1 se cumple la siguiente igualdad:

k((z,y)) =z +y—e(s(y) =z +y—e(t(x))
Es decir, k depende completamente de s y de t, asi como de la operacion en Cf.

Corolario 3.11. St K es un cuerpo de caracteristica diferente de 2, entonces
BXLieAlg, y BICat(LieAlgy) son equivalentes.

Demostracion. Los funtores A y © definidos en las Proposiciones [3.1] y B.2] son
equivalencias, usando los resultados de las Proposiciones [3.5] y 3.9 O

Observacion 3.12. Omitiendo las trenzas se llega, mediante la misma demostra-
cion, a que la categoria de dlgebras de Lie categoéricas y la categoria de modulos
cruzados de algebras de Lie son equivalentes, sin importar la caracteristica del
cuerpo sobre el que se piensa. Esto es asi, ya que la restricciéon de la caracteristica
a diferente de 2 es debida a las trenzas.
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Capitulo 4

Ejemplos de Moédulos
cruzados trenzados

4.1. Las algebras de Lie y los médulos cruzados
trenzados

Para empezar, tomemos como ejemplo el motivante para nuestra definicion
de trenza, el cual se basa en que, en la teoria de moédulos cruzados trenzados de
grupos, si tomamos como modulo cruzado la identidad en un grupo G y como
accion de G en G la conjugacion, entonces una trenza es el conmutador. Esto
puede comprobarse en las definiciones de Conduché [3] y Martins y Picken [5]
(esta altima es tomar en su definicion de 2-médulo cruzado de grupos con el
altimo grupo trivial).

En nuestro caso el corchete de Lie representa el conmutador, pues en las
K-algebras asociativas [z,y] = xy — yz, por lo que tomaremos el corchete como
trenza. Como accién se tomara también el corchete pues, si en el caso de grupos
la accion era llevar (g,h) en g - h = Conj(g)(h), donde Conj(g) es la aplicacion
conjugar por g, entonces es 1logico pensar que, en nuestro caso, el par (z,y) debe
de ir en Ad(z)(y) donde Ad(x) es la aplicacion lineal adjuncion por z, y se define
por llevar cada y en Ad(x)(y) = [z, y].

Ejemplo 4.1. Sea M una K-algebra de Lie con corchete [-,-], veamos que
(M, M,[-,],1dps, [, ]) es un moédulo cruzado trenzado de K-algebras de Lie.

Es claro que las aplicaciones dichas son K-lineales o K-bilineales segin se
necesite.

Primero veamos que [-, -] es una acciéon. Para ver su similitud con las con-
diciones de la definicion se denotara n - m = [n,m|. Sean m,n,m’,n’ € M,
entonces:

47
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= Se verifica Al):

[n7 n/] tm= Hn’n,]’m] = _Hnlme n] - [[ma ’I’L], n/]

"“m)—n'-(n-m).

= [n’ [n/7m“ - [n/7 [n7m]] =n- (n
= Se verifica A2):
n- [TTL, ml] - [TL, [m> m/]] = 7[m7 [mlv n]] - [mlv [n’ m”

= [m, [n,m/]] + [[n,m],m'] = [m,n-m] + [n-m,m].

Verifiquemos ahora que se cumplen los axiomas de moédulo cruzado, para ello
denotaremos & = Id,;. Sean m,m/,n € M, se tiene:

x Se verifica M1):
d(n-m) =1Idy([n,m]) = [n,m] = [n,Idy (m)] = [n, Om].
» Se verifica M2):
Om -m' = [Id(m),m'] = [m,m/].

Por dltimo verifiquemos los axiomas de trenza.
Para ello denotemos {—, —} = [-, | y tomemos m, m’,n,n’,n” € M:

= Se verifica B1):
an,n'} = Idas ([, n']) = [n, ).
= Se cumple B2):
{Om,0m’} = [Idp(m), Idar(m")] = [m, m/].
= Se tiene B3):
{Om.n} = [Idys (m), n] = [m,n] = —[n,m] = —n-m.

= Se cumple B4):

{n,0m} = [n,Idpr(m)] = [n,m] =n-m.

Se verifica B5):

{n, [n/’ n//]} = [n, [nl7 TLHH = _[n/’ [n//’ n|] — [n/lv [n, n/]]

= —[ln,n"], '] + [[n, 0], n"] = {[n, '], n""} = {[n,n"],n}.
= Se tiene B6):

{[nvn/]’ n//} = [[TL,TL,] n//] = _[n ) [77“7”/]] = [n7 [’/l ,TLN]] + [nlr [TLN,TLH

= [n7 [n/7 n//]] - [n/7 [n’ n l]] = {77‘7 [’I’L/, ’I’LH]} - {n/7 [n’ n/l]}'
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Definicién 4.2. Diremos que (M, M, [-,-],Idas, [+, *]) es el médulo cruzado tren-
zado de K -dlgebras de Lie inducido por la K -dlgebra de Lie M (de corchete [-,-])
y lo denotaremos por X' (M).

Uno podria pensar que otro modo de introducir las K-algebras de Lie en
los modulos cruzados de K-élgebras de Lie podrian venir dados por M — {0}
y {0} = N, en los que todas las aplicaciones son la aplicacién K-lineal o K-
bilineal 0 por tener como dominio o codominio el espacio vectorial {0} (cuya
trenza como algebra de Lie viene dada de modo obvio por [0,0] = 0).

Pero esto no es posible, pues la trenza 0 contradice B3) en el primer caso
({om,0m’'} = {0,0} = 0 # [m,m']) y B1) en el segundo (0{n,n} = 90 = 0 #
[n,n']); ya que el corchete no es 0 en general (si lo fuese, la K-algebra de Lie se
dirfa abeliana).

Por tanto el ejemplo dado es el modo de ver las K-algebras de Lie como
modulos cruzados trenzados y, como se vera en la siguiente proposicion, es una
generalizacion.

Proposicion 4.3. La correspondencia X : LieAlg, — BXLieAlgy, dada por

X (M AN N) =X (M) BEEDIN X(N) es un funtor.

Ademds se tiene que, si M y N son dos K-dlgebras de Lie, todo morfismo
de X(M) a X(N) es de la forma (f, f) con f: M — N morfismo de K-dlgebras
de Lie. Por ello, M ~ N como K-dlgebras de Lie si y solo si X(M) ~ X(N)
como modulos cruzados trenzados de K -dlgebras de Lie.

Demostracion. Dado que X (M) y X(N) son modulos cruzado trenzados llega
ver que el par (f, f) es, en efecto un homomorfismo en la categoria, ya que
de ser asi es obvio por definicion que X(Idy) = (Idas,Idpy) = Idx(ar) y, si
el codominio de f es el dominio de g, ademas X(go f) = (go f,go f) =
(9:9) 0 (f, f) = X(g) o X(f).

Por la eleccion de nuestra primera categoria el par (f, f) es un par de ho-
momorfismos de K-algebras y estan bien definidos, al estar en el dominio el par
(M, M) y en el codominio el par (N, N). Por tanto solo tenemos que ver que se
cumplen los axiomas de morfismo.

En ambos casos se notara el corchete de M y N mediante el mismo signo,
pero si lo pensamos como acciéon en M lo denotaremos por - y si es como accién
en N por *. Ademéas denotaremos d = Idys, 0 = Idy y las trenzas de X' (M)
y X(N) por {—,—} y {—,—} de modo respectivo (aunque el corchete que las
representa lo denotemos igual). Sean m,n,n’ € M, entonces:

- Se cumple BHL): f(n-m) = f(fn,m]) = [f(n), f(m)] = £(n) * £(m).
= Se cumple BH2): fod= foldy =Idyof =090 f.

= Se cumple BH3): {f(n), f(n)} = [f(n), f(n)] = f([n,n']) = f({n,n"}).

Notese que en este caso fi = fo = f. Por tanto es un funtor.

(f1,f2)

Veamos ahora la segunda parte. Supongamos X (M) X(N) es un

morfismo de médulos cruzados trenzados de K-algebras de Lie.
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Usando BH2) obtenemos: f; =Idyofi =0 o fi = fo0d = fooldy = fo.

Tenemos por tanto que cualquier morfismo entre X' (M) y X(N) es de la
forma (f, f) con f un homomorfismo de K-algebras de Lie.

En particular, si X(M) y X(NN) son isomorfos, entonces el isomorfismo es de
la forma (f, f) v, usando la demostracion del Lema se tiene que f: M — N
es un isomorfismo.

La otra implicaciéon es inmediata al usar la Proposicion [1.11 O

4.2. Algebras de Lie y algebras de Lie categoricas
trenzadas

Tras ver que el concepto de moédulo cruzado trenzado K-algebras de Lie
generaliza el concepto de K-algebra de Lie, nos interesa que el concepto de
K-algebra de Lie categorica trenzada generalice el concepto de K-algebra de
Lie. Para ello usamos el funtor A definido en la Proposicion [3.1] e introducimos
X (M) en BICat(LieAlgy).

Ejemplo 4.4. Sea X(M) = (M, M, [-,-],1dp, [-,+]) el modulo cruzado trenzado
de K-algebras de Lie inducido por la K-algebra de Lie M. Veamos que forma
tiene su categoria interna asociada.

Aplicando el funtor A obtenemos ((M x M, M, s,t, e, k), ) donde:

= El corchete en M x M viene dado por:

[(mv TL), (m 777‘/)] =

T+ [n,m'] + [m,n] + [n,n'] — [n,n'],[n,n'])

= 5: M x M — M esta dada por s((m,n)) =n
w t: M x M — M esta dada por t((m,n)) =m+n

s (M xM)xp (Mx M) es el conjunto de pares ordenados ((m,n), (m’,n’))
donde n' = s(m/,n’) =t(m,n) =m+n.

En este caso k(((m,n), (m',m +mn))) = (m+m/,n).

Una vez que sabemos cual es la aplicacién dominio y codominio podemos hacer
el siguiente argumento. Tomemos z,y € M y veamos supongamos que f: x — y
es una flecha en la categoria interna. Si esto es asi f = (m,n) € M x M
cumpliendo que n = s(f) = x y m+n = t(f) = y; por tanto, f = (y — z,x).
Dado que este par es una flecha entre x e y, concluimos que dados dos objetos
en esta categoria interna existe siempre una tnica flecha entre ellos y esta flecha
viene dada por la construcciéon anterior.

De este modo podemos obtener la identidad, pues esta debe de ser la tnica
flecha que, fijado = € M, tiene como dominio y codominio x.
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Por tanto Id, = (z — x,2) = (0,2) = e(x), como cabia esperar, pero nétese
que este es el inico modo de dar identidades en este caso.
(y—=,x) y (z—y,)

Lo mismo ocurre con la composiciéon. Sean x z dos flechas
en la categoria interna. La composicion sera la tinica flecha con dominio x y como
codominio z, por tanto

-yyoly—zr)=(z-wr)=GE-y+ty—z2)=k(z-yy),(z - 1))

Por tanto, el saber que es una categoria interna en este caso trivial nos llega
tener como datos el dominio y codominio para recuperar las demas operaciones.

Recuperemos la trenza con estos datos para ver que es la tinica posible. Sean
a,b € M. Sabemos que 7, [a,b] — [b,a] y por tanto argumentando como
hemos hecho hasta ahora 7,5, = ([b,a] — [a,b], [a,b]) = (—2[a, b], [a,b]), lo cual
es coincide con la construccion, ya que la trenza en X (M) venia dada por el
corchete.

Definicion 4.5. La K-algebra de Lie categorica trenzada Ao X' (M) se denomina
K-dlgebra de Lie categorica trenzada inducida por la K-dlgebra de Lie M

Tras introducir las K-algebras de Lie en las K-algebras de Lie categoéricas
trenzadas, veamos que esta segunda es, en efecto, una generalizacion.

Corolario 4.6. Sea K un cuerpo de caracteristica diferente de 2.

Entonces el funtor composicion Ao X : LieAlg, — BICat(LieAlgy) cum-
ple que M es isomorfo a N como K-dlgebra de Lie si y solo si Ao X (M) es
isomorfo a Ao X(N) como K-dlgebra de Lie categdrica trenzada.

Demostracion. Sabemos, por la Proposiciéon que M ~ N si y solo si son
isomorfos X' (M) y X(N). Ademés como A es una equivalencia en este caso por
el Corolario (se dice en la demostracion), se tiene que X' (M) y X(N) son
isomorfos si y solo si Ao X(M) y Ao X(N) son isomorfos. O

El siguiente ejemplo muestra otro modo de introducir las K-algebras de Lie
en las K-algebras de Lie categoricas trenzadas.

Ejemplo 4.7. Sea M una K-algebra de Lie con corchete [-,-].

Tomemos como algebra de Lie de objetos el propio M, y como algebra de
Lie de flechas el producto M x M con el corchete del producto usual.

Si tenemos dos objetos z,y € M, queremos que haya una tunica flecha
f € M x M de modo que f: x — y. Por simplicidad tomamos, en vez de
(y — x,x), como en el ejemplo anterior, el par (z,y). Es decir, definimos como
aplicacion dominio la primera proyeccion (la cual denotaremos por s;) y como
aplicacion codominio la segunda proyeccion (que denotaremos por t,). Ambas
son homomorfismos de K-algebras de Lie por ser las proyecciones.

Tenemos que definir la composicion, la identidad y la trenza. Al igual que en
el ejemplo anterior usemos que conocemos los morfismos dominio y codominio:
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= Se tiene que (M x M) x5 (M x M) es el conjunto de cuaternas de M,
((z,y), (z,w)) de modo que z = sp(z,w) = tx(x,y) = y. Ademas, si
tomamos (z,y): * = yy (y,2): y — z, entonces su composicion es la tnica
flecha que tiene como dominio x y como codominio z, y por tanto definimos
E: (M x M) xpy (M xM)— M x M como k((z,y), (y,2)) = (z, 2).

= Si z € M, entonces su morfismo identidad es la tnica cuyo dominio y
codominio es z, y por tanto, definimos e: M — M x M como e(x) = (z, z)

= Si a,b € M entonces la trenza es el tnico morfismo interno que tiene
como dominio [a,b] y como codominio [b,a], y por tanto podemos definir
Tap: M X M — M x M como 7,3 = ([a,b],[b,a]).

Es facil de ver que (M x M, M, s, tr,e,k),7) es una K-algebra de Lie
categodrica por construccion, ya que se usan los axiomas I11), 12), I3) e I4)
para definir, a partir del dominio y codominio, la composicion y la identidad,
por lo que se verifican trivialmente. También se verifican los axiomas I5) (este
axioma es la asociatividad, la cual se da, ya que (z,w) o ((y,2) o (z,y)) =
(z,w) = ((z,w) o (y,2)) o (z,y)) e I6) (existencia de identidad, pues es obvio

que k(((z, ), (z,9))) = (z,y) = k(((z,9), (v, 9)))-
En relacion a la trenza, sabemos que, por construccion se cumple T1); ade-

més por la unicidad de los morfismos internos, se cumple T2). Por tanto solo
hemos de verificar T3) y T4).

= Veamos que se cumple T3). Sean a, b, ¢ € M, entonces:
Tla,bl,c — Tla,c],b = ([[a7 b]7 C]v [07 [a, b]]) - ([[a7 0]7 b}v [bv [av C]])
= (7[67 [a7 b]] - [bv [C, a“7 7[[043 b]v C] - [[07 CLL b]) - ([a7 [ba C]]v Hba C]a CL])

= Ta,[b,c]*

= Comprobemos T4), para ello tomemos a,b,c € M. Se tiene:

Ta,[b,e] — Tbv,la,c] = ([a, [, c]], [[b, ¢, a]) — ([b, [a, c]], [[a, ], b])
= (_Hb’ C], a] - HC? a}v b]> _[av [b> C]] - [bv [Cv CL]D = ([ a, b]? C]? [Cv [av b]])

= Ta,b],c

Por tanto (M x M, M, Sz, tx,e,k),7) es una K-algebra de Lie categorica tren-
zada.

Definicién 4.8. Diremos que (M XM, M, sz, t, e, k), 7), definido en el ejemplo
anterior, es la K -dlgebra de Lie categorica trenzada asociada a la K-dlgebra de
Lie M y lo denotaremos por C(M).

La siguiente proposiciéon prueba, usando una construccion diferente, que las
K-éalgebras de Lie categodricas trenzadas generalizan las K-algebras de Lie.
Proposicion 4.9. La correspondencia C: LieAlgy — BICat(LieAlgy ) dada

por C(M L Ny = c(m) LD o(NY, donde fx f: M x M — N x N
viene dada por f x f((z,y)) = (f(z), f(y)) para (x,y) € M x M, es un funtor.
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Demostracion. Es claro que, como f es un homomorfismo de K-algebras de Lie,
f % f es un homomorfismo de K-algebras de Lie (por la estructura del producto),
y se comprueba facilmente que el par (f x f, f) es funtor interno entre algebras
de Lie categoricas trenzadas.

Es claro que, por construccion, si M es una K-algebra de Lie, Idy; x Idy, =

Id s s Ademas si consideramos M l% N -2 L dos morfismos de K- -4lgebras
de Lie entonces, de nuevo por definicion, es inmediato que (g X g) o (f X f) =
(go f) x(gof), como ya usamos anteriormente. Usando esto es inmediato, ya
que la composicién es componente a componente, que C es un funtor. O

Uno puede, por tanto, introducir las K-algebras de Lie en las K-algebras
de Lie categoricas trenzadas mediante la K-algebra de Lie categorica trenza-
da asociada y la inducida. Puede parecer que introducir el concepto mediante
K-algebra de Lie categorica trenzada asociada es un modo mas intuitivo que
por medio de la inducida, pues esta segunda tiene unas definiciones que pueden
parecer algo artificiosas (a pesar de venir de un ejemplo fundamental, las apli-
caciones parecen menos obvias si nos olvidamos de cual fue la idea inicial). La
siguiente proposicion intenta aclarar las dudas con respecto a este problema.

Proposicion 4.10. Los funtores C y A o X son naturalmente isomorfos me-
diante el isomorfismo natural T que a cada dlgebra de Lie M le asocia el funtor
interno Yy = (vpr, Idp): C(M) — Ao X (M), donde vpr: M x M — M x M
viene dado por vy ((z,y)) = (y — z,z) para (z,y) € M x M.

Demostracion. La aplicacion Idy; es homomorfismo de K-algebras de Lie al
tratarse de la identidad en M.

La aplicacion vy es homomorfismo de K-algebras de Lie. Es K-lineal por
serlo en cada componente (como espacio vectorial M x M = M x M), por
lo que hemos de ver si conserva el corchete. Recordemos que el corchete en
M x M viene dado por [(m,n), (m/,n')] = ([m+n,m'+n'] = [n,n'], [n,n']) para
(m,n), (m',n") € M x M. Tomemos (z,y), (z,w) € M x M, se cuample:

UM([(xay)7 (27w)]) = ’UJVI(([$7Z]7 [yaw])) = ([va] - [m,z], [.’L’,Z])
- ([y7$+xawfz+z] - [ZL”Z],[:C,ZD - [(yfxaw),(wizvz)]
= [om((@,9)), var((z, w))].

Idjs es trivialmente biyectiva y se tiene que vy es también biyectiva, ya que
puede verse que tiene inversa, y ésta viene dada por vy ((x,v)) = (y, = + ).

v ovn((z,y) = vy (v — 2, @) = (z,y —z + 2) = (z,y),
v o vyt ((z,y) = om((y.z +9) = (z+y — v, 9) = (2,9).

Por tanto si vemos que se trata de un funtor interno trenzado habremos probado,
usando el Lema [3:8] que es un isomorfismo en nuestra categoria.

Para esto denotemos C(M) = (M X M, M, Sz, tr,€x,kz), 77) y Ao X (M) =
(M x M,M,s,tek),T).



54 CAPITULO 4. MODULOS CRUZADOS TRENZADOS

= Verifica FI1) y FI2) ya que, si tomamos (z,y) € M x M, entonces:

Idr os((z,y)) =z = s((y — z,7)) = sovm((w,9)),
ldy otz ((z,9) =y=y—x+z=t((y —z,7)) = tovy((x,y)).

= Se cumple FI3), pues si tomamos = € M, se tiene:
v o eqx(x) =vp(z,z) = (0,2) = e(x) = e(Idps(2)) = e o Idps ().

= Comprobemos FI4). Para ello tomemos ((z,v), (y,2)) € (M X M) X
(M x M), se cumple:

ko (UM X1dnp 'UM)(((xay)? (ya Z))) = k(((y - £L',£C), (Z - y,y))) - (Z -, (E)
=vn((z, 2)) = vm (kx (((2,9), (4, 2)))) = var 0 kx(((2,9), (y,2)))-

Visto que es un funtor interno, veamos que es trenzado, es decir, que conserva
las trenzas. Tomemos a,b € M:

UM(T;r,b) = UM(([G'7 b]? [b7 (J,D) = ([b7 a] - [a7 b}v [a> b]) = (—Q[G, b]a [CL, b]) = Ta,b

Por tanto T, es un isomorfismo en BICat(LieAlgy).
Para ver que es un isomorfismo natural nos falta ver que cumple el diagrama
siguiente para todo homomorfismo de K-algebras de Lie f: M — N:

C(M) 25 Ao X(M)

J{Cf leX f

C(M) 25 Ao X(N).

Donde C(f) = (f x f,[) y Ao Xf=A((f,f)) = (f x [, f)

Para ver que el diagrama es conmutativo necesitamos ver que conmuta en
cada componente de los pares de flechas (por la definicién de composicion). Es
decir, tenemos que probar que (f x f)ovy = vyo(fx f)y que foldy =Idy of.

La veracidad de la segunda composiciéon es obvia, veamos la primera. Tome-
mos (z,y) € M x M:

(fxflevm((@,y) = fx f(ly—=2)=(fly—2), f(z))
= (f(y) = f(2), f(2)) = on ((f(2), f(y))) = vv o (f x [)(,9)).

De este modo se prueba que T: C — A o X es un isomorfismo natural. O

Observacion 4.11. Se tiene por tanto, usando la Observacion [1.12] se tiene que
M es isomorfo a N como K-algebras de Lie si y solo si C(M) es isomorfo a
C(N), ya que C 2 Ao X y este tltimo funtor cumple que cualquier isomorfismo
entre las imagenes de los objetos procede de un isomorfismo mediante la imagen
A o X, pudiendo aplicar la observacion, ya que todos los isomorfismos posibles
son de la forma A o X(f).
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Para concluir esta secciéon cabe hacer el siguiente comentario:

Uno podria plantearse un modo mas elemental de introducir las K-algebras
de Lie en las K-algebras de Lie categoricas, el cual seria uno de los siguientes: O
bien tomar como objetos el conjunto {0} y flechas la K-algebra de Lie M, lo que
fallaria en las trenzas, pues sea cual sea el k necesario la trenza tendria el valor
cero (por ser bilineal), y por tanto coincidiria con la identidad (79,0 = 0 = ¢(0)),
por lo que se tiene que el axioma T2) indicaria que [z,y] = [y, z] lo cual no es
cierto en general; o bien tomar M como flechas, M como objetos y como s, t y
e la identidad, pero esto provocaria que solo hubiese flechas entre un elemento
y si mismo. Como [z,y] # [y, z] en general, esto altimo impediria construir las
trenzas, pues éstas estan definidas entre objetos diferentes por T1).

Es decir, ninguno de esos planteamientos que podrian parecer més simples
podria funcionar en el caso trenzado.

Puede verse, de modo inmediato, que en el caso no trenzado, estos plan-
teamientos son los correspondientes, en ese orden, a los casos de M — {0} y
{0} — M que afirmamos que no eran posibles en la seccion anterior.

4.3. Trenzas y 2-mo6dulos cruzados

Las secciones anteriores muestran el motivo de haber elegido los axiomas
B1, B2), B3) y B4), pues de este modo obtenemos el ejemplo trivial al coger
el corchete como la trenza (ademas de la forma intuitiva que toman T1) y T2)).
Sin embargo no explican la eleccion de los axiomas B5) y B6), pues en este
ejemplo se reducen a la identidad de Jacobi, y otra reformulacién de esta puede
diferentes axiomas (por ejemplo los axiomas de trenza dados en este caso por
Ulualan en [6] son compatibles con el ejemplo trivial, asi como también lo son los
axiomas resultantes de hacer el argumento de esta seccién a los dltimos axiomas
del levantamiento de Peiffer de Ellis [4]).

En esta secciéon se muestra el concepto de 2-moédulo para explicar el por
qué de la eleccion de estos dos axiomas. Cabe destacar que hemos tomado la
definicion dada por Martins y Picken en [5] pues, como queremos que los 2-
moédulos de K-algebras de Lie generalicen los modulos trenzados cruzados de
K-algebras de Lie, queremos en particular que, en la construccién que veremos
a continuacion, el levantamiento de Peiffer con § = 0, nos devuelva nuestros 4
primeros axiomas de trenza (y por tanto el levantamiento de Peiffer sea una
generalizacion de ésta) y esta definicion (frente a la dada en [4] por Ellis y en
[2] por Ak¢a y Arvasi) verifica la afirmacion.

Definicion 4.12. Un 2-mddulo cruzado de K -dlgebras de Lie es un 8-pla orde-
nada (M, N, P,x,%,0,0,{—,—}) donde:

= M 25 N % P son homomorfismos de K -algebras de Lie verificando que
dod =0,

mx: PXM — Myx: Px N — N son respectivamente una accién de P
sobre M y una acciéon de P en N que verifican:
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2M1) d(p*m)=pxdm, Vme M, VpeP,
2M2) §(p*n) = [p,dn], Vne€ N, VpcP,
s {—,—}: N x N = M es una aplicacion K-bilineal (denotaremos al igual

que en trenzas {—,—}((n,n’)) = {n,n'}) denominada levantamiento de
Peiffer que verifica:

PL1) 0{n,n'} = [n,n'] — d(n) xn/, Vn,n' € N.

PL2) {9(m),d(m)} = [m,m], Ym,m’ € M.
PL3) {0(m),n}+ {n,0(m)} = —d(n) * m, VYne€ N, me M.
PL4) px{n,n'} = {pxn,n'} + {n,pxn'}, Vn,n' € N, p € P.

PLS) {n, [0/, n"]} = {[n, 0] — 8(n) % ', 0"} — {[n, 0] — 6(n) x ", '},
VYn,n’,n"” € N.

PL6) {[n,n'],n"} =d(n)«{n',n"} + {n,[n',n"]} = (') * {n,n"}
—{TL/, [n/n//}}a Vn,n’,n” € N.

Observacion 4.13. Noétese que si 6 = 0 el axioma PL1) recupera B1), PL2)
devuelve B2), PL5) coincide con B5) y PL6) se convierte en B6). Si ademas
pedimos que P = 0 (lo cual implica que § = 0) el axioma PL4) desaparece,
al ser trivialmente 0 = 0. De este modo se observa que podemos recuperar la
trenza como caso particular (y se explica el origen de B5) y B6)).

Sin embargo no hemos recuperado atin B3) y B4), dado que ain no tenemos
una accion de N en M, por ello se hace la siguiente proposicion.

Proposicion 4.14. Si (M, N, P,*,%,0,6,{—,—}) es un 2-mddulo cruzado de
K -dlgebras de Lie, entonces (M, N,-,9), donde -: N x M — M wviene dado por
n-m :=-((n,m)) = —{0(m),n} (o, equivalentemente por n-m = {n,d(x)} +
d(n) *m por PL3)), es un mddulo cruzado de K-dlgebras de Lie.

Demostracion. Empecemos comprobando que - es una accion.

Es claro que es K-bilineal por ser esta aplicacion el levantamiento con cambio
de signo tener una aplicaciéon K-lineal en cada componente, por lo que llega
comprobar los dos axiomas de accion.

= Se verifica A1). Para ello tomemos n,n’ € N, m € M. Se tiene:

[n,n]-m = —{d(m), [n,n]}

— —{[0(m),n] — 5(D(m)) % m, '} + {[0(m), ] — 5(D(m)) ',
= _{a{a(m)’ n}7 n/} + {a{a(m)v nl}a n}

= —{0(—{a(m),n"}),n} — (—{0(—{d(m),n}),n'})
=n-(n"-m)—n"-(n-m)

Donde se ha usado PL5) en la segunda igualdad, PL1) enla 3 y en 4 la
K-bilinealidad.
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= Comprobemos ahora A2). Sean € N, m,m’ € M, entonces:

n- [m m] = _{a[mvm/]an} = _{[a(m)’a(m/)]vn}
—6(a(m)) = {0(m'),n} — {9(m), [0(m),n]} +5(0(m')) * {9(m),n}
+{0(m"), [0(m), n]}

= —{6(7’)7,), [a(m,)7 n]} + {3(1’)7/), [a(m)7 n]}

= —{[0(m),d(m")] = 6(0(m)) x d(m'), n}

+{[0(m),n] = 8(0(m)) xn,d(m/)} + {[0(m”), 0(m)] — 6(d(m”)) x O(m),n}
—{[o(m’),n] = 6(0(m")) xn,0(m)}

= —{0{0(m),0(m’)},n} + {0{9(m),n},d(m")} + {0{0(m’),0(m)}, n}

—{0{o(m (

= —{{0[m,m']},n} + [{O(m), n},m'] + {9[m’,m],n} — [{0(m')

= —{{0[m,m']},n} + [m', —{0(m),n}] — {0[m, m'], n} + [-{0(m'

=2(n-[m,m']) +[m',n-m]+ [n-m',m|

=2(n-[m,m']) —[n-m,m'] — [m,n-m'].

Donde en la 2% igualdad se usa PL2), en la igualdad 3 PL6), que 00 =0
en la 4, PL5) en la 5, PL1) en la 6 y usando PL2) de nuevo en la 7.
Despejando se obtiene que n - [m,m’] = [n-m,m’] + [m,n - m/], por tanto
se trata de una accion.

Veamos ahora que (M, N,-,0) es un modulo cruzado. Verifiquemos los
axiomas:

e Veamos M1). Sean n € N, m € M, entonces:

d(n-m) = (—{d(m),n}) = —[0(m),n] + §(d(m)) x n = [n, d(m)].
Usando PL1) y que 609 =0

e Veamos ahora M2), tomemos m, m’ € M, entonces:
9(m) -m' = —{a(m’),0(m)} = —[m',m] = [m,m’].
Sin més que usar PL2).

O

Observacion 4.15. Con la accion anterior se tiene, por definicion, la siguiente
igualdad n - m = —{d(m),n} y, por tanto {d(m),n} = —n - m. recuperando el
axioma B3). También hemos visto, usando PL3) que n-m = {n,d(z)}+4d(n)xm

y haciendo § = 0 obtenemos el axioma B4) con lo que se tiene que, en efecto,
todos los axiomas de trenza salen del levantamiento de Peiffer en el caso § = 0.
Ademés anadiendo la condicion de que n - m = —{d(m),n} sea una accién
podemos substituir las dos igualdades anteriores por PL3). Por tanto todos los
axiomas de trenza surgen del levantamiento de Peiffer cuando § = 0 (ademas de
obtener uno a mayores que desaparece cuando P = 0).
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Consecuencia de las observaciones anteriores tenemos las siguientes proposi-
ciones.

Proposicion 4.16. Si (M, N, P,*,%,0,6,{—,—}) es un 2-mddulo cruzado de
K-dlgebras de Lie, entonces si § = 0 se tiene que (M, N,-,0,{—,—}), donde
-t N x M — M wviene dado por n-m := -((n,m)) = —{d(m),n} es un mddulo
cruzado de K-dlgebras de Lie.

Esto nos da una idea de como introducir los médulos cruzados de K-algebras
de Lie en los 2-mo6dulos de K-algebras de Lie, como se vera a continuacion.

Proposicion 4.17. Sea (M, N,-,0,{—,—}) un mddulo cruzado trenzado de K-
dlgebras de Lie. Entonces (M, N,{0},0,0,0,0,{—,—}) (donde {0} denota la
K-dlgebra de Lie trivial, y tenemos la accion 0 y el homomorfismo 0) es un
2-mddulo cruzado de K-dlgebras de Lie.

Definicién 4.18. Diremos que (M, N, {0},0,0,9,0,{—, —}) es el 2-mddulo cru-
zado de K-dlgebras de Lie inducido por el mddulo cruzado trenzado de K-
dglgebras de Lie (M, N, -,0,{—, —}) y lo denotaremos por Xj((M, N, -, 0,{—, —1})).

Queremos ver que es funtorial, por lo que se mostrara a continuaciéon la
categoria de 2-modulos cruzados de K-algebras de Lie. La definicién de los
morfismos dada a continuacion es la dada por Martins y Picken en [5].

Definicion 4.19. Consideremos dos 2-moédulos cruzados de K-algebras de Lie
(M,N,P,x,%,0,0,{—,—}) y (M',N', P .« %' 00 {— —}).

(f1, f2s f3): (MyN, Px,%x,0,6,{—,—}) = (M',N', P/, «' ¥, 0", 6 {—,—}) se
dice un homomorfismo de 2-mddulos cruzados de K-dlgebras de Lie si f1, fo, f3 €
Arw(LieAlgy), f1: M — M', fo: N— N'y f3: P — P’y se verifican:

2H1) fi(pxm) = f3(p) *" fr(m) Vme M, Vpe P.
2H2) fi(pxn)= f3(p)~" fo(n) VYn €N, Vpe P.
2H3) fo00=0"o f1.

2H4) fs06 =0 o fo.

2H5) {f2(n), fo(n)} = fi({n,n'}) Vn,n" € N.

Observacion 4.20. Se tiene que si Xo = (M, N, P, *,x,0,0,{—,—}) es un 2-
modulo cruzado de K-algebras de Lie, entonces (Idps,Idy,Idp): Xo — Xb
es homomorfismo de 2-moédulos cruzados de K-algebras de Lie y se denotaréd
Id)(,z = (IdM,IdN,IdP)

Se tiene también que si X (f1:f2:f3)

X (91,92,93) X4 son homomorfismos de
2-moédulos cruzados de K-algebras de Lie, entonces A5 (81051,620f2,950Fs) XY es
homomorfismo de 2-médulos cruzados de K-algebras de Lie y lo denominaremos
composicién denotando (g1, g2, g3) © (f1, f2, f3) := (910 f1,92 0 f2, 93 0 f3).
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Definicion 4.21. Denotaremos por 2XLieAlg i a la categoria que tiene como
objetos los 2-moédulos cruzados de K-algebras de Lie, como flechas los homo-
morfismos de 2-moédulos cruzados de K-algebras de Lie y como composiciéon e
identidad las construidas en la observacion anterior.

Observacion 4.22. Usando los mismos argumentos que en el Lema [3.4] se llega al
mismo resultado, es decir el homomorfismo de 2-modulos cruzados de K-algebras
de Lie (f1, f2, f3) es un isomorfismo si y solo si f1, f2 y f3 son aplicaciones
biyectivas.

Veamos por tanto que es, en efecto, una generalizacion:

Proposicion 4.23. La correspondencia X45: BXLieAlg, — 2XLieAlg, da-

da por Xy(M Unh), M) = X (M) Unl20), X5(M') es un funtor.

Ademds se tiene que, si M y M’ son dos mddulos cruzados trenzados de
K-dlgebras de Lie, todo morfismo de X5(M) a Xy(M’) es de la forma (f1, f2,0)

con M M M’ homomorfismo de mddulos cruzados de K-dlgebras de Lie.

Por ello, M ~ M’ como mddulos cruzados trenzados de K -dlgebras de Lie si y
solo si X5(M) ~ X5 (M) como 2-médulos cruzados de K-dlgebras de Lie.

Demostracion. Como ya se probd X3 (M) y X5(M’) son 2-médulos cruzados de
K-algebras de Lie, llega ver que el trio (f1, f2,0) es, en efecto, un morfismo en
la categoria, ya que de ser asi es obvio que se trata de un funtor.

Por la eleccion de la categoria dominio, el trio (f1, f2,0) es un trio de ho-
momorfismos de K-algebras y estédn bien definidos. Por tanto, solo tenemos que
ver que se cumplen los axiomas de morfismo.

Tomemos M = (M,N,-,0,{—,—}) y M’ = (M',N’,”/,0',{—,—}'). Sean
m e M, n,n" € N, p=0 € 0, entonces si denotamos 0 = f3, y las aplicaciones
y acciones con la nomenclatura usual (x, %, §) a pesar de ser todas 0, se tiene:

= Se cumple 2H1): fi(p*m) = f1(0) = 0 = fs(p) ¥’ f1(m).

= Se verifica 2H2): fi(p#n) = f1(0) = 0 = f3(p) #' fa(n).

s Se da 2H3): fr00 = & o f1, por BH2).

= Se cumple 2H4): fs08 =0 =& o fo.

= Comprobemos 2HS5): {fo(n), fo(n')} = fi({n,n'}), por BH3).

Por tanto es un funtor.

Veamos ahora la segunda parte. Supongamos X;(M) Unf2fs), Xy (M) es

un morfismo de 2-modulos cruzados de K-algebras de Lie.

Dado que P = P’ = 0 obtenemos que f3 = 0 y por tanto tenemos que
cualquier morfismo entre X3(M) y X5(M') es de la forma (f1, f2,0).

Veamos que el par (f1, f2) es un homomorfismo de médulos cruzados trenza-
dos de K-algebras de Lie. Ya sabemos que se verifica BH2) y BH3) al cumplirse
2H3) y 2H5).
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Veamos que se cumple BH1). Sean M = (M,N,-,N)y M’ = (M',N’,, N'),
usando el axioma de trenza B4) se tiene que n-m = {n,0m} (de igual modo
n'm={n,0m}) paran € N, m € M. Usando esto junto 2H3) y 2H5) se
cumple lo siguiente paran € N, m € M

filn-m) = fi({n,0m}) = {fa(n), f2(0m)} = {f2(n),d’ fr(m)}
= fa(n) " fi(m).

Lo cual es BH1).

Tenemos por tanto que cualquier morfismo entre X5(M) y X3(M’) es de la
forma (f1, f2,0) con (f1, f2) un homomorfismo de modulos cruzados trenzados
de K-algebras de Lie.

En particular, si X3(M) y X3(M'’) son isomorfos, entonces el isomorfismo es
de la forma (f1, f2,0). Por la observacion f1 v fe son biyectivas por lo que
usando el Lema se tiene que (f1, f2): M — M’ es un isomorfismo.

La otra implicacion es inmediata al usar la Proposicién [1.11 O

Observacion 4.24. Ya hemos visto que si P = 0 se recupera el concepto de
modulo cruzado trenzado de K-édlgebras de Lie. Se tiene también de modo in-
mediato que si M = 0 entonces (N, P, *,0) es un moédulo cruzado de K-algebras
de Lie. Esto es cierto ya que * es una accion, 2M2) recupera M1) y el tnico
axioma del levantamiento de Peiffer que no se anula, PL1) recupera M2), al
ser 0 = 0.

4.4. 'Trenzas equivariantes y 2-moédulos cruzados

El modo de introducir los médulos cruzados trenzados de K-algebras de Lie
en los 2-mddulos cruzados de K-algebras de Lie, no es el tinico modo de hacerlo,
pero se ha tomado esta eleccién por su simplicidad. En esta seccién se dara otro
modo de hacer dicha introduccion que no requiera pedir P = 0 (lo cual hacia
falta para anular PL4) y 2M1)), pues en un futuro podria darse que el ejemplo
con P =0 (al igual que el modulo cruzado M — {0}) no fuese suficientemente
bueno (en el caso dicho no podian meterse trenzas, a pesar de que es el ejemplo
mas trivial de modulo cruzado).

Para ello necesitamos algo que nos permita recuperar PL4) y 2M1), para
lo que se introduce la siguiente definicién:

Definicién 4.25. Sea (M, N,-,0,{—, —}) un mo6dulo cruzado trenzado de K-
algebras de Lie. Sea P una K-algebra de Liey x: PxM — M, x: Px N — N
dos acciones verificando d(p*m) = p*xdm y p* (n-m) = (pxn) - (p*xm) (se
dice en este caso que P actia en (M, N,-,0,{—,—})).

Entonces se dira que la trenza es (P, *, x)-equivariante si y solo si se cumple
la siguiente propiedad:

p*x{n,n'} ={pxn,n'} +{n,pxn'}, Vpe P, Vn,n' € N.
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Esta definicion recupera el axioma PL4) sin requerir que P = 0, por ello se
cumple la siguiente proposicién:

Proposicion 4.26. Sea (M, N,-,0,{—,—}) un mddulo cruzado trenzado de
K-dlgebras de Lie. Entonces si la trenza es (P, x,*)-equivariante se tiene que
(M,N,P,x,%,0,0,{—,—1}) es un 2-mddulo cruzado de K-dlgebras de Lie.

Tenemos, por tanto, otro modo de introducir los médulos cruzados trenzados
de K-algebras de Lie en los 2-moddulos cruzados de K-algebras de Lie, y este
viene dado por tomar P = N, la accién de N en M dada por el médulo cruzado
trenzado y la accion de N en N dada por el corchete. Veamos por tanto el
siguiente lema, que permite dicha construccion:

Lema 4.27. Sea (M, N,-,0,{—,—}) un mddulo cruzado trenzado de K -dlgebras
de Lie. Entonces la trenza es (N, [, -])-equivariante.

Demostracion. Es claro que - es una accion y se probo en el ejemplo del modulo
cruzado trenzado inducido que el corchete es una accion.

Denotando * = - y * = [,] se tiene por el axioma M1) que 9(p * m) =
d(p-m) = [p,0m] =p*dm para p € N, m € M por lo que hemos de probar la
iltima propiedad.

Para ello probemos que sin,n’,n” € N, entonces {[n’,n"],n} = —{n, [n',n"]}
(lo cual recupera los dos axiomas finales dados por Ellis y Ulualan para B5) y
B6) (este segundo en el caso particular de 6 = 0) dadas en [6] y [4]).

{[’I’L, n/]7 ’I’L”} = {77‘7 [n/a ’I’LH]} - {n/7 [TL, n//]}

= {77,7 [n/, n//]} - {[n/7n}7n//} + {[nl7n”]7n}
={n, [n/’ n//]} + {[n, nl}’ TL//} + {[nlv n//}a n}
=0={n,[n,n"]} + {[n',n"],n}

Donde se han usado B6) y B5).
Tomemos p,n,n’ € N. Entonces:

p* {n7nl} =p- {n7n/} = {p,a{n, n/}} = {p7 [mn’]} = {Lp7 n]7nl} - {[p7 n/]7n}
={lp.n],n'} + {n,[p, 7]} = {p*n,n'} + {n,pxn'}.

Donde se ha usado B4) en la 3* igualdad, B1 en la 4 y B5) en la 5. O

Observacion 4.28. Usando la Proposicion [£.26] y el Lema [£.27] se tiene que si
(M,N,-,0,{—,—}) es un modulo cruzado trenzado de K-algebras de Lie, en-

tonces (M, N, N, [-,-],0,0,{—,—}) es un 2-modulo cruzado de K-algebras de
Lie.
Definicién 4.29. Diremos que (M, N, N, -, [-,-],9,0,{—, —}) es el 2-mddulo cru-

zado de K-dlgebras de Lie asociado al mddulo cruzado trenzado de K-dlgebras
de Lie (M,N,-,0,{—,—}) v lo denotaremos por X5((M,N,-,9,{—,—1})).

Veamos que es funtorial:
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Proposicion 4.30. La correspondencia Xo: BXLieAlg, — 2XLieAlgy da-

da por Xe(M Unt2), M) = Xo(M) Unfaf2), Xo(M') es un funtor.
Ademds M ~ M’ como médulos cruzados trenzados de K -dlgebras de Lie si
y solo si Xp(M) ~ Xo(M') como 2-mddulos cruzados de K-dlgebras de Lie.

Demostracion. Llega con ver que el trio (f1, fo, f2) es, en efecto, un morfismo
en la categoria.

Por la eleccion de la categoria dominio el trio (f1, f2, f3) es un trio de ho-
momorfismos de K-algebras y estan bien definidos. Por tanto solo tenemos que
ver que se cumplen los axiomas de morfismo.

Tomemos M = (M,N,-,0,{—,—}) y M’ = (M',N’,”", &', {—,—}). Sean
m € M, p,n,n’ € N, entonces con las aplicaciones y acciones con la nomencla-
tura usual (x, %, ), denominando f3 = f5 se tiene:

» Se cumple 2H1): fi(p*m) = fi(p-m) = fa(p) - fr(m) = f3(p) " f1(m),
por BH1).

= Se verifica 2H2): f1(px n) = f1([p, n]) = [f2(p), f2(n)] = f3(p) ¥ f2(n).
= Se da 2H3): fo00 =& o f1, por BH2).

= Se cumple 2H4): f305 =0=4"0 fs.

= Se tiene 2H5): {f2(n), fo(n")} = fi({n,n'}), por BH3).

Por tanto es un funtor.

Veamos ahora la segunda parte. Supongamos X5(M) (f1,f2,f3)

un morfismo de 2-moédulos cruzados de K-algebras de Lie.
Veamos que el par (f1, f2) es un homomorfismo de médulos cruzados trenza-
dos de K-algebras de Lie. Ya sabemos que se verifica BH2) y BH3) al cumplirse

Xo(M’) es

2H3) y 2H5).
Veamos que se cumple BH1). Sean M = (M,N, N, {—,—}) y M' =
(M’,N'",/_ N'{—,—-}), usando el axioma de trenza B4) se tiene que n-m =

{n,0m} (de igual modo n " m = {n,dm}’) paran € N, m € M. Usando esto
junto 2H3) y 2H5) se cumple lo siguiente para n € N, m € M

filn-m) = fi({n,0m}) = {fa(n), f2(0m)}' = {f2(n),d fr(m)}’
= fa(n) " fr(m).

Lo cual es BH1).

Tenemos por tanto que si Xo(M) y Xo(M') son isomorfos, entonces el iso-
morfismo es de la forma ( f1, fa, f3). Por la observacién f1y f2 son biyectivas
por lo que usando el Lema se tiene que (f1, f2): M — M/’ es un isomorfismo.

La otra implicacion es inmediata al usar la Proposicién [1.11 O

Observacion 4.31. Al contrario de proposiciones anteriores no se tiene que los
tnicos morfismos entre Xo(M) y Xo(M’) sean de la forma (f1, f2, f2) ya que,
por ejemplo, también seria morfismo (f1, f2,0). Esta eleccion no es valida para
un funtor, ya que N # {0} implica Idy # 0.



Capitulo 5

Objetos simpliciales reducidos
de longitud n

En este capitulo se daran definiciones previas para probar una ultima equi-
valencia de la categoria de médulos cruzados trenzados de K-algebras de Lie.

5.1. Objetos simpliciales y Complejo de Moore

Definicién 5.1. Sea C una categoria con objeto cero (la definicion de este tipo
de objetos puede verse en [I]).

Un objeto simplicial de C' es una familia ordenada de ternas ordenadas
S = {(Sn,{d} }ieqo,...n}> 157 }icqo.....n} ) Jnen donde, si denotamos S_; = 0, con
0 un objeto cero, se tiene que:

= S, son objetos de C para todo n € N.

= d': S, — Sp—1 son morfismos de C paran € N, i € {0,...,n} y se
denominan morfismos cara (nétese que d8 = 0 siempre).

v sP: S, — Spt41 son morfismos de C paran € N, i € {0,...,n} y se
denominan morfismos degeneracion.

= Se satisfacen las identidades simpliciales:

di " tod} =dj"{od}, 0<i<j<n,

S?HOS"ZS”HOS?, 0<i<j<n,

J Jj+1
dn+1 n_ n—1 dn O<‘ i<
i o085 =58, 4 0d;, <i1<j<n,
At o st =1ds,, i=joi=7j+1,

d?“os?:s?_loclf_l, 0<j<i—1<n.

Diremos que S es un objeto simplicial reducido si y solo si Sy es un objeto cero.

63
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Definicién 5.2. Sea C una categoria con objeto cero.

Sean dos objetos simpliciales S = {(Sn,{d} }icqo,....n} 157 Fiefo,....,n}) fneN
y S = {(8):{d" }icqo....n}» 15"} Yicqo....n} ) }nen de C. Un homomorfismo de
objetos simpliciales £: S — S’ es una familia f = {f,, }nen donde:

s fn: S, — S} es un morfismo en C.
v d"o fr, = fno10dl, Vn € N\{0}, Vi € {0,...,n}.
" for108t =570 f,, VneN,Vie{0,...,n}.
Proposicion 5.3. Sea C una categoria con objeto cero. Entonces:

= Dado un par de homomorfismos de objetos simpliciales S RN S, se
cumple que la familia gof := {g, 0 fn}nen es un homomorfismo de objetos

. .. of
simpliciales S = 8.

= 51 S = {(Sn, {d} }icqo.,...n}> {57 Yicfo,....n}) Jnen es un objeto simplicial de
C, entonces la familia Idg := {Idg, }nen es un homomorfismo de objetos

sitmpliciales S s, g,
Demostracion. Es inmediata. O

Observacion 5.4. Por ser la composicion e identidades las usuales dentro de las
familias, se cumple de modo inmediato la asociatividad de la composicién y la
existencia de unidades lo cual permite dar la siguiente definicion.

Los objetos simpliciales reducidos son un caso particular de objetos simpli-
ciales, por lo que la misma definicién de composicion e identidad son validas lo
cual permite la segunda parte de la siguiente definicién, donde denotamos por
homomorfismo de objetos simpliciales reducidos a los homomorfismos de objetos
simpliciales entre objetos simpliciales reducidos.

Definicion 5.5. Sea C una categoria con objeto cero.

Se denota por Simp(C) a la categoria que tiene como objetos los objetos
simpliciales de C, como morfismos los homomorfismos de objetos simpliciales y
como identidad y composicion la dada por la Proposicion [5.3]

Se denomina por RedSimp(C) a la categoria que tiene como objetos los
objetos simpliciales reducidos de C, como morfismos los homomorfismos de
objetos simpliciales reducidos y como identidad y composiciéon la dada por la
misma proposicion.

Ejemplo 5.6. La categoria LieAlgk tiene objeto cero y este viene dado por
el espacio vectorial {0}. Ademaés la aplicacion cero viene dada por la aplicacion
llevar todo al 0, 0: M — N.

Definicion 5.7. Denominaremos K -dlgebra de Lie simplicial a un objeto de la
categoria Simp(LieAlg ).

De igual modo, una K-dlgebra de Lie simplicial reducida es un objeto de
RedSimp(LieAlg ).
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Definicién 5.8. Sea C una categoria con objeto cero.

Un complejo de cadenas de objetos de C es un par ({C, }nez, {0n tnez) donde
la primera familia estd formada por objetos de C, C, y 6,: C, — C,_1 son
morfismos de C verificando §,,_1 0 J,, = 0 para todo n € Z.

Proposicién 5.9. Sea L = {(Ln,{d} }icqo,....n}> 157 Yiefo,...n}) fnen una K-
dlgebra de Lie simplicial (en particular una K-dlgebra de Lie simplicial reduci-
da).

Entonces el par de familias ({N Ly, }nez, {On }nez) donde:

1. NL, = ﬂ?;ol ker(d') paran > 1, NLy = Ly y NL, =0 para n < 0.

2. Op: NL, — NL,_y viene dada por On(z) = d}(z) para n > 1 (es la
aplicacion cero en los demds casos).

es un complejo de cadenas de objetos de LieAlgy .

Demostracion. Es inmediato que N L,, son K-algebras de Lie para n > 1. Ade-
mas, si estan bien definidos, es obvio que los 9, son homomorfismos de K-
algebras de Lie, al serlo d'.

Veamos que 0, esté bien definido, es decir, fijado n € N\{0} comprobemos
que si * € NL,, entonces d}(z) € NL,_;. Para n = 1 es inmediato, pues
NLg = Loy que es el codominio de dj. Supongamos por tanto n > 2.

Sea x € N L. Por definicion d} (x) = 0 para todo j € {0,...,n—1}. Veamos
que d(x) € NL,_1, es decir, comprobemos que d?_l(dﬁ(x)) = 0 para todo
i€{0,...,n—2}.

Fijemos i € {0,...,n — 2}. Por la definicién de objeto simplicial sabemos
que d?_l o d? = d}’:ll od} cuando 0 < i < j < n. Tomando j = n obtenemos
que (dado que i <n—2<n=j):

it ody () = dyZy o df(x) = dyZ1(0) = 0.
Donde hemos usado que d}*(z) = 0 cuando i € {0,...,n—1} (y por tanto cuando
i<n-—2).

Veamos ahora que se trata de un complejo de cadenas, es decir, veamos que
On—100, = 0 para todo n € Z. Paran < 1 es claro, ya que en este caso 0,1 = 0.
Supongamos por tanto que n > 1.

Usando de nuevo d?fl od} = d;fll od? cuando 0 < i < j < n, para
i =n—1< j = n obtenemos, si x € NL, (y por tanto d}(x) =

0 para
i€{0,...,n—1}):
On—1 00 (w) = dy"y o dyy(x) = dy "y o dyy_s (2) = djy~1(0) = 0.
Con lo que se concluye la demostracion. O

Definicion 5.10. Si L = {(Ln,{d} }ic{o,....n}» {5} Jicfo,...n}) fnen €8 una K-
algebra de Lie simplicial, se define su complejo de Moore como el complejo de
cadenas de K-algebras de Lie dado en la Proposicién
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Se dira que el complejo de Moore de una K-algebra de Lie simplicial tiene
longitud n € N (0 de modo resumido que la K-algebra de Lie simplicial tiene
longitud n € N) si y solo si NL; = 0 para todo i > n.

Observacion 5.11. Poner condiciones en la longitud de una K-algebra de Lie
simplicial solo es una restricciéon a en los objetos, por lo que la misma composi-
cion e identidad valen para definir las categorias siguientes.

Definicién 5.12. Se denota por Simp(LieAlg)r<n a la categoria que tiene
como objetos las K-algebras de Lie simpliciales de longitud n, como morfis-
mos los homomorfismos de objetos simpliciales entre ellas, como identidad y
composicion las dadas anteriormente.

Se denomina por RedSimp(LieAlg )<, ala categoria que tiene como ob-
jetos las K-algebras de Lie simpliciales reducidas de longitud n, como morfismos
los homomorfismos de objetos simpliciales reducidos entre ellas y la identidad y
composicién anteriores.

5.2. Objetos simpliciales truncados

Definicién 5.13. Sea C una categoria con objeto cero.
Un objeto simplicial truncado en m de C' es una familia de la forma

{(Sm {dzn}iE{O,m,n}v {Szn}iG{O,‘..,n})}nG{O,H.,mfl} U {(Sma {dzm}iG{O,m,M})}?
donde, si denotamos S_; = 0 con 0 un objeto cero, se tiene que:
= S, son objetos de C para todo n € {0,...,m}.

w d': S, — Sp—1 son flechas de C para n € {0,...,m}, i € {0,...,n}
(notese que d = 0 siempre).

» s7: S, = Sp41 son morfismos paran € {0,...,m —1},i€{0,...,n}.
= Se satisfacen las identidades simpliciales (cuando estas tengan sentido):

A tod} =dj "} od}, 0<i<j<n,

sitlogh =s™los? 0<i<j<n,

i i = S+t
dn+1o n _ . n—1 dn 0< i<
i’ s} =si_ od}, <i<j<n,
1 . . . .
drt osy =1dg,, i=joi=j+1,
+1 _ on—1 S
d; os?-s? od! 1, 0<j<i—1<n.

Diremos que S es un objeto simplicial reducido truncado en m si y solo si Sy es
un objeto cero.
A pesar de que s} carece de sentido, por simplicidad denotaremos los objetos

simpliciales (reducidos) por {(Sn, {d} }icqo,....n}s {57 Ficqo,....n}) Fnefo,....m}-
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Observacion 5.14. Como se veré a continuacion, las algebras de Lie simpliciales
truncadas {(Ln, {d} }icqo,....n}> {57 Yic{0.....n} ) fne{o,...,m} que nos interesan son
las que cumplen la siguiente propiedad:

VI, J # 0 cumpliendo INJ =0, 1UJ ={0,...,m},
se cumple [ﬂ ker(dj"), ﬂ ker(d}")] = 0.

i€l jeJ

Definicion 5.15. Sea C una categoria con objeto cero.

Tomemos como datos S = {(Sn,{d} }icqo,... n}> 157 bic{0,....n} ) Inef0,..;m} ¥
S = {(S;m{d/?}i€{07...,n}a{S/?}iE{O,...,n})}nE{O,A.wm}7 dos objetos simpliciales
truncados en m de la categoria C. Un homomorfismo de objetos simpliciales
truncados £: S — S’ es una familia f = {f, },.cqo,....m} donde:

= fn: Sy, — S, es un morfismo en C.
w d"o fr, = fno10d?, Vn €{0,...,m}I\{0}, Vi € {0,...,n}.

w fop108t=8"0fn,Vne{0,...,m—1}Vie{0,...,n}.
Observacion 5.16. Las siguientes categorias son posibles por el mismo resultado
de composicion e identidad que las K-algebras de Lie simpliciales (reducidas)
dada por la Proposicion [5.3] restringida ahora a un caso de familias finitas.

Definicion 5.17. Sea C una categoria con objeto cero.

Se denota por Tr,,Simp(C) a la categoria que tiene como objetos los ob-
jetos simpliciales truncados en m de C, como morfismos los homomorfismos de
objetos simpliciales truncados y como identidad y composicién la dada por la
Proposicion (restringida a un numero finito de morfismos).

Se denomina por Tr,, RedSimp(C) a la categoria que tiene como objetos
los objetos simpliciales reducidos de C, como morfismos los homomorfismos de
objetos simpliciales reducidos y como identidad y composiciéon la dada por la
misma proposicion.

Para el caso de que C=LieAlgy se da, ademaés, la siguiente definicion:

Denominaremos por Tr,, Simp(C)* y Tr,, RedSimp(C)" alas categorias
resultante de restringir los objetos (y por tanto las flechas) de las categorias
Tr,,Simp(C) y Tr,,RedSimp(C) a los objetos que cumplen la propiedad
dada en la Observacion [5.141

Observacion 5.18. Dadas las definiciones de las categorias Tr,,Simp(C) y
Tr,,RedSimp(C) es inmediato observar que existen funtores, denominados
funtores truncamiento en m y denotados por 1'r,, como sigue:

Try: Simp(C) — Tr,,Simp(C) y

Tr.,: RedSimp(C) — Tr,RedSimp(C),
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definidos en ambos casos como quedarse solo con el trozo definido hasta el nivel
m, es decir:

El funtor truncamiento en m manda {(Sn, {d} }icqo,....n}> {57 tic{0,...,n} ) fnen
a su correspondiente truncado {(Sn,{d} }icqo,....n}> {57 tie{0.....n}) fne{0,...m} ¥
un morfismo {fn}nEN a {fn}nE{O,A..,m}-

Los siguientes resultados fueron dados por Conduché en [3] para grupos sim-
pliciales, pero la demostracion es valida para cualquier categoria semiabeliana,
siendo por tanto validos para K-algebras de Lie simpliciales. Escribiremos por
tanto estos resultados para nuestro caso:

Teorema 5.19 ([3]). Se tienen los siguientes resultados:

= La restriccion Try: Simp(LieAlgy ), ., — Tr, Simp(LieAlg, )" estd
bien definido y es una equivalencia.

o El funtor que permite ver que Try es una equivalencia, es decir, el que
compuesto con Trq es isomorfo de modo naturales a la identidad, es el
funtor 3-coesqueleto, restringiendo la imagen de un objeto truncado, a
partir del elemento de truncacion, a la parte generada por elementos
degenerados (se habla del n-coesqueleto en [3] y [4]). Denotaremos
este funtor por DCSks.

o Como DCSks afiade elementos a partir de Lo se tiene la igualdad
TTQ o DCSkS = IdT’rgSimp(LieAng)P'

Observacion 5.20. El teorema es cierto substituyendo las K-algebras de Lie sim-
pliciales por K-algebras de Lie simpliciales reducidas, ya que estas solo difieren
en que Sy = 0.



Capitulo 6

Equivalencia entre moédulos
cruzados trenzados y algebras
de Lie simpliciales reducidas

de longitud 2

En este capitulo se probara la equivalencia entre las categorias de modulos
cruzados trenzados de K-algebras de Lie y la categoria de K-algebras de Lie
simpliciales (de complejo de Moore) de longitud 2.

Para dar un primer funtor RedSimp(LieAlgy); o, L BXLieAlg, ob-
servemos como es el complejo de Moore de un objeto simplicial reducido de
longitud 2 de K-algebras de Lie.

Si L = {(Ln,{d} }icqo,....n}> {57 Yic{o,...,n} ) Jnen una K-algebra de Lie sim-
plicial reducida de longitud 2, obtenemos un complejo de Moore donde N Ly =
0= NL;, i >3,y por tanto una cadena de la forma:

0 NLy=02 NI, &2 NLy &= NIy =0 0.

Por tanto toda la informaciéon del complejo de Moore queda determinada por la
aplicacion N Lo RN NL;. Notemos ademas que NL; = ker(d}) = ker(0) = L,

L . 02=d3|N Ly
por lo que la aplicacién en realidad es NLy ——— L.

Para obtener un médulo cruzado trenzado hemos de usar si y s}. La equiva-
lencia con las K-algebras de Lie categoricas da la idea de que si identificAramos
e con s} entonces una posible accién viene dada por n-m = [si(n),m], n € Ly,
m € N L (la eleccion de si frente a s se basa en que, por la definicion de objeto
simplicial d3 o s} = Idy,, ademads se vera que [s}(n), m] = 0 para todo n y m).

Por el trabajo de Ellis [4] sacamos la idea de que la trenza podria venir dada
como el levantamiento de Peiffer, por {n,n'} = [si(n) — s{(n), s}(n')] (hemos
invertido el signo para compensar el cambio de signo en sus axiomas).

69
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Veamos que esta construccion es valida.

Nota 6.1. En las siguientes demostraciones se usaran las distintas formulas
de la definiciéon de objeto simplicial con valores numéricos para ¢, j y n. So-
lo mostraremos que la férmula es valida en su primera apariciéon. El resto de
apariciones se pondra la féormula sin mostrar su procedencia.

Proposicién 6.2. Sea L = {(an{d?}iE{O,A..,n}v{Sy}ie{o,...,n})}nGN una K-
dlgebra de Lie simplicial reducida de longitud 2.
Entonces (N Ly, Ly,-,02,{—,—}) donde:

= NLy =ker(d?)Nker(d?) y 92 = d3|nr,: NLay — Ly,

= i Ly Xx NLy — NLy definida como -((n,m)) := n-m = [si(n),m] para
n e Ll,m € NLQ,

» {—,—}: L1 x L1 = NLy definida como {—,—}((n,n")) := {n,n'} =

[s1(n) — si(n),st(n')] conn,n’ € Ly,

es un modulo cruzado trenzado de K-dlgebras de Lie.

Demostracion. Ya sabemos que Ly y N Ly son K-algebras de Lie.

Veamos que - es una accion. Si estuviera bien definida seria K-bilineal por
ser lineal en cada componente del corchete. Comprobemos que esta bien de-
finida. Dado que [s}(n),m] € Ly por construccién necesitamos probar que
d?([si(n),m]) = 0 para i € {0,1}. En este caso sabemos, como m € NLg,

que:
d; ([s1(n),m]) = [d} (s1(n)), d (m)] = [d (s1(n)), 0] = 0.
Probemos que se verifican A1) y A2).

= Se da A1), es decir [n,n'] -m=mn-(n"-m)—n’-(n-m) paran,n’ € Ly,

m € NLs.
[n,n'] - m = [s1([n. n']), m] = [[s1(n), s1(n")],m]
= —[ls1(n"), m], 51(n)] = [[m, s1(n)], s1(n")]
= [s1(n), [s1(n),m]] = [s1(n"), [s1(n), m]] = n- (0" - m) =0~ (n-m).
s Se tiene A2), es decir n - [m,m'] = [n-m,m'] + [m,n - m/] para n € Ly,
m,m’ € NLs.
n - [m,m'] = [s1(n), [m,m']] = =[m, [m, 51 (n)]] = [, [51(n), m]
= [, [sH0), ] + ([ (), ml, ) = [, 1)+ [, - ).

Puede comprobarse que se trata de la misma demostracion que la usada para e,
lo que justifica nuestra observacion anterior.
Veamos que (N Lg, Ly, -,02) es un modulo cruzado de K-algebras de Lie.
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s Se verifica M1), es decir dz(n - m) = [n,d2m] para m € NLy, n € L;.
da(n - m) = d5([s1(n),m]) = [d3(s1(n)), d3(m)] = [n, Bom].

Donde hemos usado d?'H os? =1Idg, cuandoi = joi=j+1y,en
nuestro caso (n = 1, 2 =i = j + 1), se tiene que d3 o s} = Idy, para la
segunda igualdad.

= Se cumple M2): 9z(m) -m’ = [m, m'] para m,m’ € NLs.
Tomando j = 1 < 3—1 =4 — 1 se tiene, aplicando d}'*! o st = sg‘_l od! 4
para n = 2, la formula dj o s? = s o d3.

da(m) -m' = [s1(d3(m)),m'] = [d5 o 57 (m),m’].

Ql;eregnos ver que [d3 o s3(m),m'] = [m,m’] o, lo que es equivalente, que
[d3 o s7(m) —m,m'] = 0.

Usando que d?"*' o st =1dp, cuandoi=joi=j+1y tomando n =2,
j =2,i=3se tiene d3 0 s3 = Idz,. Aplicando esto en la primera parte de
la férmula anterior se obtiene lo siguiente:

[d3 0 s1(m) —m,m'] = [df o s1(m) — d5 o s3(m), d} o s3(m)]
= d3([s1(m) — s3(m), s3(m))).
Buscamos por tanto que d3([s(m) — s3(m), s3(m’)]) = 0.

Si vemos que [s7(m) — s3(m), s3(m’)] € N L3 entonces, como N Lz = {0}

por hipétesis en la longitud del complejo de Moore, se tendra la igualdad
[s2(m) — s3(m), s3(m')] = 0. Aplicando ahora d3, al ser lineal, se tendria
lo deseado.

Por tanto hemos de probar que [s(m) — s3(m), s3(m’)] € N L3 para con-

cluir este apartado.

Empecemos viendo que d%([s%(m) — 52(m), s2(m")]) = 0.

do([s3(m) = s3(m), s5(m")]) = [d5(s3(m)) — d5(s3(m), dg (s3(m"))]

= [sg o dg(m) — s1 0 dg(m), s1 o dg(m')] = [0~ 0,0] = 0.

Donde tomando i = 0 < j € {1,2} podemos usar df" "' o s = s;ljll ody
para n = 2 para obtener dj o s? = 3;—1 od2, usado en la segunda igualdad.
La tercera igualdad se da al ser m,m’ € NLy y, por tanto, estar en el

nticleo de d3.

Veamos ahora que d3([s?(m) — s3(m), s3(m/)]) = 0.

di([s3(m) = s3(m), s3(m")]) = [di(s1(m)) — di(s3(m)), d}(s3(m"))]
= [m — sy o di(m), 51 0 di(m)] = [m — 0,0] = 0.
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Donde hemos tomado i = 1 < j = 2 para, al usar d}™' o sy = s;’:f ody
para n = 2, para obtener d o s3 = s] o0 d? en la segunda igualdad, a la
vez que se ha usado que dj o s = Idp, (dI'*' o s? = 1dg, paran = 2,

i =j =1). La tercera igualdad se da, de nuevo, al ser m,m’ € N L,.

Comprobemos para acabar que dj([s3(m) — s3(m), s3(m')]) = 0.

d3([s1(m) — s3(m), s5(m)]) = [d3(s1(m)) — d3(s5(m)), d5(s3(m))]
=[m—m,m'] =[0,m'] =0.

Donde hemos usado en la segunda igualdad d}** o s7 = Idg, tomando
n=21=2yj€{1,2} (y por tanto j =i 0 i = j+ 1 lo que permite
emplear la formula), obteniendo que d3 o s? =1d;,.

Por tanto se concluye que 92(m) - m’ = [m,m’].

Visto que (NLsg, Lq,-,02) es un modulo cruzado trenzado de K-algebras de
Lie, veamos que {n,n'} = [s}(n) — s} (n), s1(n’)] es una trenza.

Es claro que si estuviera bien definida seria K-bilineal, por ser K-lineal en
cada componente del corchete. Por ello veamos que esta bien definida, es decir,
veamos que si n,n’ € Ly, entonces [s}(n) — s§(n), st(n')] € NL,.

Veamos para empezar que dz([s}(n) — sj(n),si(n)]) =0

dg([s1(n) — sp(n), s1(n)]) = [dg 0 s1(n) — dg o sp(n), dg o s1(n)]

[56 0 dg(n) —n, 5 0 dg(n)] = [0 —n,0] = 0.
Donde, tomando i = 0 < j = 1 sacamos de la formula d' ™' o sy = s?:ll od?
para n = 1 la igualdad d3 o s} = s8 o d}, y para i = 0 = j obtenemos, de nuevo
para n = 1, de la formula d}*' o s7 = Id;, la formula d3 o s§ = Idy,; usamos
ambas en la segunda igualdad. La tercera igualdad sale del hecho de que al ser
Lo = 0, tanto s como dj son la aplicacién cero.
Veamos ahora que d3([s1(n) — s§(n),si(n)]) =0
di([s1(n) = sp(n), s1(n)]) = [df 0 s1(n) — di 0 s5(n), d o s1(n')]
[n—n,n']=[0,n"] =0.
Donde en la segunda igualdad hemos tomado la formula d? o sjl- =1d.,, la cual
surge de tomar ¢ = 1, j € {0,1} (portantoi =joi=j+1)yn=1enla
igualdad d ™ o st =1dg,.
Por tanto se tiene que esta bien definida, es decir, {n,n'} € NL,.
Veamos para concluir que se verifican los axiomas de trenza:

» Se verifica B1), es decir, 2{n,n’} = [n,n'] para n,n’ € L;.
da{n,n'} = dj([s1(n) — sp(n), s1(n")))
= [d3 0 51(n) — d3 o 55(n), d3 o 51(n')]
=[n—s)odi(n),n] =[n—0,n]=[nn].
Hemos usado d3os{ =1dy,, d3osh =sJod} (j=0<2—-1=i—-1,n=1

n+1 v on—1 —
end; " os =577 od! )y que Lo = 0.
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s Comprobemos B2), {9am, dam'} = [m, m'] para m,m’ € NLs.

{9am, 0ym'} = [s1(d3(m)) — sg(d3(m)), s1(d3(m))].
Usando djosi =slodiydiosi=slod3 (j=0<3—-1=i—1,n=2,
dtto sy = 5?71 od? ;) obtenemos que:

{02m, 0ym'} = [d3 0 57(m) — d5 o s5(m), dj o 57 (m)]

= dj([si(m) — s5(m), st (m")]).
Por tanto hemos de ver que d3([s?(m) — s3(m),s3(m/)]) = [m,m'], o lo
que es equivalente, que d3([s?(m) — s3(m), s2(m’)]) — [m,m’] = 0.
Usando que d30s3 = Idy,, como ya se ha visto, tenemos que demostrar que
d3([s2(m) — s3(m), s2(m’)] — [s3(m), s3(m’)]) = 0. De nuevo, es suficiente
probar que [s?(m) — s3(m), s3(m’)] — [s3(m), s3(m/)] € NL3 = {0} para
concluir. Comprobemos esto tltimo:

Veamos que dq([s7(m) — s§(m), si(m')] — [s5(m)

do([s7(m) — sg(m), s3(m)] — [s3(m), s3(m")])
[d 031( ) — dooso( )d3°31( Nl - [dSOSZ( )dSOSQ(m/)]
[Soodo( ) — m,soodo(m)] [51°d2(m) 51Od2( Nl
=1[0—-m,0] —[0,0] = 0.

,53(m')]) = 0.

1_y0dg con j e {1,2} y que djosf =Idp,

(i=7j=0,n=2 podemos usar d?“ os? =1dp,). También hemos usado
que m,m’ € NLs.

Observemos que di ([s3(m) — s3(m), s3(m')] — [s3(m), s3(m’)]) = 0.
a3 (52 (m) — s3(m), s2(m")] — [s3(m), s3(m")])
= [d o $3(m) — df o s3(m), &} o 3 (m")] — [d} o $3(m), & o s3(m)]

= [m —m,m'] — [s] o d3(m), s1 o d?(m')] = [m —m,m'] —[0,0] = 0.

Donde hemos usado d3 o s =s

Donde usamos d; o 82 = Idy,, d3 o s3 = sl od? y que d$ o s2 = 1dy,
(i=j+1=1,n=2permite usar d;"*' o s =1dr,). Al final se ha usado
que m y m' pertenecen a N L.

Comprobemos que d3([s?(m) — s&(m), s3(m')] — [s3(m), s3(m')]) = 0.
d5([s1(m) — s5(m), s1(m")] — [s3(m), s3(m")])
= [d3 o s1(m) — d3 o s5(m), d3 o s3(m')] = [d3 0 s3(m), d3 o s3(m)]
=[m — sy odi(m),m] — [m,m'] = [m —0,m'] — [m,m'] = 0.

Se ha usado dj o 57 = Idz, cuando j € {1,2} y que dj o s5 = 53 0 dF

0=y <z—1—2—1conn—2permlteubard”+1os] = s Loar ).
Hemos usado que m € N Ls.
Por tanto [s3(m) — s&(m),s?(m')] — [s3(m),s3(m')] € NL3 = {0} y se

concluye el apartado.
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s Verifiquemos B3), es decir: {Oam,n} = —n - m param € NLy, n € L.

Se tiene la siguiente igualdad:
{02m,n} = [51(92m) — 5(82m), s1(n)] = [d5 o 57(m) — dj o s5(m), s1(n)].

Se ha usado que si 0 d3 = dj o s? y que s{ o d3 = d3 o s.

Queremos ver por tanto que [d3 o s3(m) — d3 o s2(m), s1(n)] = [m, s}(n)]
va que [m, si(n)] = —[si(n),m] = —n - m.

Usando que d3 o s3 = Id, se tiene que lo anterior es equivalente a demos-
trar que [d5osi(m)—dfos(m), djos3osi(n)]—[d3os3(m), dfosios](n)] =0
y por tanto hay que probar que d3([s?(m) —s2(m) —s3(m), s30s1(n)]) =0
por la K-bilinealidad.

Es suficiente ver que [s?(m) — s2(m) — s3(m), s3 o s1(n)] € NL3 = {0}.
Comprobemos esto:

do([s(m) — s5(m) — s3(m), 53 o 51(n)])

= [d§ o 57(m) — df o s3(m) — df o s3(m), dj 0 53 0 51(n)]

= [s§ o dg(m) —m — s} o dj(m), s} odg o si(n)]

=

0—m —0,s1 od2osl(n)] =[—m,sios)od}(n)] =[-m,0] =0.

Hemos usado dj o s5(m) = sj_; odg con j € {1,2} y dj o s3(m) =1dz, en

la segunda igualdad. En la cuarta igualdad se ha usado d3 o si = s{ o d}.
Se ha usado que m € NLy y que Ly = 0.

@3 ([s3(m) — s3(m) — s3(m), 53 o s} (n)])
= [d} 0 s1(m) — di o 53(m) — dj 0 s3(m), d} o 55 0 51(n)]
— [m—m— s} 0 d2(m), s} o dZ o 5L(n)] = [0— 0, 51(n)] = 0.
Se ha empleado que d; o s =1Idy, para j € {0,1} y d} 053 = 5] od? en
la segunda igualdad. En la cuarta se ha usado que d? o si = Idy,. Hemos
usado que m € N L.
d5([s1(m) — s5(m) — s3(m), s5 0 51(n)))
= [d3 0 53(m) — d3 o 53(m) — d3 0 53(m), d5 © 53 0 51(n))]
= [m — s5 0 di(m) —m, s1(n)] = [m — 0 —m, s1(n)] = 0.

Se ha usado d3 o 53 =1dy, con j € {1,2} y d3 0 s2 = s} o d? en la segunda
igualdad. Se ha empleado que m € N L.

Por tanto se da la igualdad requerida.

Comprobemos B4), {n,0am} =n-m param € NLy, n € L.

Se tiene la siguiente igualdad:

{n,02m} = [s1(n) — s5(n), s1(92m)] = [s1(n) — sp(n), d5 o s3(m)].
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Se ha usado que s} o d3 = d3 o s3.

Queremos ver por tanto que [s}(n) — s} (n), d3 os?(m)] = [si(n), m] ya que

[s(n),m] = n - m.
Usando que dj o s3 = Idy, se tiene que es equivalente a demostrar que
[d30 53051 (n) — do 53 0 sb(n), d3 o 53 (m)] — [d 0 530 51 (n), d5 o 53 (m)] = 0.

Es suficiente ver que [s3 o s1(n) — s% 0 s{(n), s3(m)] — [s3 0 s1(n), s3(m)] €

NLj3 = {0}. Comprobemos esto:

do([s3 © 51(n) — 55 0 s9(n), s1(m)] — [s3 0 51(n), s3(m)])
= [d3 053 051(n) —diossosh(n),dsosi(m)] —[dyosaosi(n),dsosa(m)]
= [s1 0dg 0 s1(n) — 51 0.dj 0 55(n), 55 0 dy(m)] — [s1 0 d 0 51(n), 51 0 dg(m)]
= [s1 059 0 dg(n) — 51(n), 0] — [s1 0 55 © dg(n), 0] = [~s1(n), 0] — [0,0] = 0.

Se ha usado df o s3(m) = s;_, odg con j € {1,2} en la segunda igualdad.
En la tercera igualdad hemos usado d3 o s} = sl od} y d% o sy =1dy,. Se
ha usado que m € NLs y que Lo = 0.

di([s3 0 51(n) — s5 0 s5(n), s1(m)] — [s3 0 s1(n), s3(m)])

10s3051(n) —djos3osg(n),diosi(m)]—[diosiosi(n),diosi(m)]
) o(n),m] = [s1 o di 0 51(n), s} o di(m)]

i 0] = [0,m] — [s1(n), 0] = 0.

stod?osi(n)—siod?os
= [s1(n) = s1(n),m] — [s1(n),
Se ha empleado que df o s7 = Idy, para j € {0,1} y d} o 32 =siod?

en la segunda igualdad. En la cuarta se ha usado que d? o s = Idz, con
j € {0,1}. Hemos usado que m € N Ls.

d3([s5 0 s1(n) — 53 © s9(n), 5 (m)] — [53 0 51(n), 53(m)])

= [d3 053 0 51(n) — d3 0 53 0 5(n), d3 o s7(m)] — [d3 © 53 0 51(n), d3 0 53(m)]
= [s1(n) = so(n),m] — [s1(n),m] = —[sg(n),m].
Se ha usado d3 o s? =1Idz, con j € {1,2} en la segunda igualdad.

Tenemos que comprobar para concluir este apartado que [sh(n),m] = 0
paran € Ly, m € NLs.

Se tiene que, por definicion m € ker(d3) N ker(d?). Ademés puede verse
que d3 o s{(n) = s odi(n) =0 al ser Ly = 0. Por tanto sj(n) € ker(d3).
Usando estos dos datos se tiene las siguientes igualdades:

do([s1 © sp(n), s3(m)])
di([s1 © sp(n), s3(m))])
2
52

d3([s3 © sp(n), s3(m)])

Donde se ha usado d3 0 83 = st od3, d3os3 =slod? ydios? =slods.

[dg o 7 0 55(n), 51 © dj(m)]
[d3 0 57 0 5(n), 51 0 di(m)]

[51 0 d5 0 5(n), d o 53(m)]

|
S
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Por tanto [s7 o s§(n), s3(m)] € ker(d}) Nker(d}) Nker(d3) :== NLgg 13-
Ademas d3([s3 o s(n), s3(m)]) = [s§(n),m] € d3(NLjo,1,33) (se ha usado
que d3 o s} =1Tdz, con j € {1,2}).

Si vemos que d3(NLo13;) = d3(NLs) habremos acabado, pues en ese
caso d3(NLgo,1,33) = {0} y por tanto [s§(n),m] = 0.
Dado que d3(NL3) = {0} una inclusion es obvia. Veamos la otra inclusién.

Sea x € d3(NLy,3y). Existe y € NLyg, 3 de modo que di(y) = .
Consideremos el elemento s3 o dj(y) —y € L3. Veamos que dicho elemento
estd en N Ls.

do(s3 0 d3(y) —y) = dj(s3 0 d3(y)) — di(y) = s1 0 d 0 d3(y) — 0
= s10dj o dg(y) =0.
Hemos usado d3 0s3 = sjodd y que d3ods =diodi (0=i<j=2,n=3
para usar dj ' o d = d7"} o df).
di(s3 0 di(y) —y) = di(s3 0 d3(y)) — di(y) = s 0 df 0 d3(y) — O
= sp0dj odi(y) =0.
Se ha utilizado df 083 = slod? yque diodi =diod} (1=1i<j=2,
n = 3 para usar d?‘l o d;? = d?:ll odp).
d3(s3 0 d3(y) —y) = d3(s3 0 d3(y)) — d3(y) = d5(y) — d5(y) = 0.
Se ha usado dj o s3 = 1dy,.

Se tiene por ello que s30d3(y) —y € NLs. Ademas, usando dj o s3 = Idz,
se obtiene:

d3(s3 0 d(y) —y) = d3(y) — di(y) =z — 0 =w.
Por lo que z € d3(NL3), y por ello x = 0.

Comprobemos las igualdades B5) y B6), es decir, probemos que se cumple
lo siguiente: {n, [n/,n"]} = {[n.n],n"} — {[n,n"],n'} y {[n,n'),n"} =
{n, [0/, "]} — {n, [, "]} para n, 0" € Ly:

{[TL, n,]a n/,} - {[nv nN]7 nl}

[s1([n. n']) = so([n, n]), s1(n")] = [s1([n. n"]) = sp([n, n"]), s1(n)]
[

|
3
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Veamos que [s(n), [s§(n), s1(n”)]] = [s§(n), [s1(n'), s} (n")]]. Esto es equi-

valente a probar que [s}(n), [s{(n'), s]%(n N—[si(n’), st(n")]] = 0. Si vemos

que [s3(n'), st(n”)] — [st(n),s1(n")] € NLy habremos probado esto, ya

que [s§(n),m] = 0 paran € L1, m € N La, como probamos en el apartado
anterior. Veamos por tanto la pertenencia.

do([sp(n"), s1(n")] = [s1(n"), s1(n")))
= [n/, 88 ° d(l)(nl )] — [88 °© dO( /)7 88 © d(l)(n”)] = ['I”L/, 0] —[0,0] = 0.
Donde se ha usado que d3 o s} = Idy, y que d3 o s1 = s o d} junto que
Ly =0.
di([sp(n), s1(n")] = [s1(n"), s1(n")]) = [/, n"] = [/, n"] = 0.
Se ha utilizado que df o s; = Idy, cuando j € {0,1}.

Por tanto, al darse la igualdad, substituyendo en la igualdad anterior se
obtiene que:

Usando, al igual que antes y anticonmutatividad, [s§(n’), [sT(n”), s§(n)]] =

[s5(n'), [s1(n""), s1(n)]] obtenemos:

{[TL, n/]v TL”} - {[TL, n//]a n/}
= {n. [, "]} = [s5(n"), [s1(n"), sy (n)]] + [51 (), [sg(n"), 55 (n)].
Sumando y restando [s}(n’), [s1(n”), s1(n)]] se tiene:
{[n’ TL/], n”} - {[nﬂ n/,], TL/}
= {n. [0, 0"} + [s1(n') = sp(n), [s1 ("), 51(n)]]
+[s1(n"), [s0(n"), sp(n)] = [s1(n"), s1(n)]]

:{TL, [nlvn,/]}+{n/7[ ) ]}+{[n 7n}7n}'

Por la anticonmutatividad del corchete se tiene que podemos suprimir
{[n,n"],n'} a ambos lados de la igualdad, obteniendo:

{[na ’I’L/], n'"} = {n7 [n/7 n//]} + {nlv [nﬂv n]}

Usando la anticonmutatividad del corchete verificamos que se cumple B6).
Veamos ahora B5). Si vemos que {n’, [n”,n]} + {[n”,n],n'} = 0, entonces
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{ln,n'],n""} = {[n,n"},n'} = {n,[n',n"]} + {n’, [n",n]} + {[n",n],n'} re-
cupera dicho axioma, por lo que se concluiria el apartado. Comprobemos
por tanto que {n/, [n”,n]} + {[n",n],n'} = 0.

Usando B1), B3) y B4) se tiene:

{n/a [nuan]} + {[ﬂ”, n]v n/} - {nl762{nﬂ7n}} + {62{77'”7’”’}7”/}
=n'-0{n",n} —n'-0{n",n} =0.

Por lo que se prueba B5) y se concluye la demostracion.

O

Observacion 6.3. Una demostracion més general del hecho que permitié decir
que [s§(n), m] = 0 puede verse en [2], y afirma que si I, J C {0,n — 1} de modo
que TUJ ={0,n—1}, I #0 # J y L,, esta generado por elementos degenerados
(nuestro Lz lo cumple, pues Lz = {0}), entonces:

[() ker(d? ™), [ ker(d™")] C 9(NLy).

j€J iel
Nuestro caso es un caso particular con n =3, J = {2} e I = {0, 1}.

Notacion 6.4. Para simplificar notacién se denotarid a un objeto simplicial
{(S'm {d?}ie{o,...,n}a {S;L}iE{O,..‘,n})}nEN como {(Sna {d?}7 {SZL})}

De igual modo, si {(Sn, {d} }icqo,....n}> 157 }ie{o,....,n}) fne{o,...,m} €8 un objeto
simplicial truncado, se simplificara a escribir {(Sy, {d?}, {s?})}m.-

Definiciéon 6.5. Sea {(Ly,,{d?},{s'})} una K-algebra de Lie simplicial re-
ducida con complejo de Moore de longitud 2. Se dird que el moédulo cruzado
trenzado de K-algebras de Lie (NLg, Lq,-,02,{—,—}) construido en es el
mddulo cruzado trenzado de K-dlgebras de Lie asociado a {(Ly,{d!},{s?})}.

Proposicién 6.6. I': BXLieAlg, — RedSimp(LieAlgy); ., definido como

(L, {2}, {57} L (1 (a7, {57 = & YT,

donde X = (NLg,L1,-,02,{—,—}), X' = (NL,, L, *,04,{—, —}') son los md-
dulos cruzados trenzados de K-dlgebras de Lie asociados respectivamente a las
K -dlgebras de Lie simpliciales reducidas con complejo de Moore de Longitud 2 y
fN: NLy — NL, es la aplicacion dada por f&(z) = fa(x) para todo x € N L,
es un funtor.

Demostracion. Veamos para empezar que estd bien definido, es decir, compro-
bemos que (f¥, f1) es un homomorfismo de médulos cruzados trenzados de
K-4lgebras de Lie. Es claro que, de estar f2¥ bien definido, ambos serfan homo-
morfismos de K-édlgebras de Lie, ya que uno lo es por hipotesis y el otro lo es
al ser fo restringido.
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Veamos que si m € N Lo, entonces fi¥(x) € NL} para probar que esta bien
definido. Tomemos m € NLs, i € {0,1} (por tanto d?(m) = 0), entonces usando
la conmutacion de las aplicaciones cara con {f,} se obtiene:

&3 (fY (m)) = &3 (f2(m)) = f1(d2(m)) = f1(0) = 0

Al anularse para ambas aplicaciones se prueba que fo(m) € NL.
Para ver que (f&¥,f1) es un homomorfismo de moédulos cruzados de K-
algebras de Lie, comprobemos que cumple los axiomas.

= Se verifica BH1), es decir f&¥(n-m) = fi(n) * f¥(m) para n € Ly,
m e NL2
1
f2' (n-m) = fa([s1(n),m]) = [f2(s1(n), fo(m)] = [s'1 (f1(n)), fa(m)]
= fi(n) = fa(m) = fi(n) * f5' (m).
Hemos usado la conmutacion de las aplicaciones degeneraciéon con la fa-
milia {f,}.
= Se da BH2), es decir, f; 0 0y = 05 o f&¥. Tomemos m € N L,. Entonces:

fro0a(m) = fald5(m)) = d'3(f2(m)) = 8 o 13" (m).
= Se cumple BH3), es decir, {fi(n), fi(n")} = f¥({n,n’}) paran,n’ € L.

2 ({n,n'}) = fa([s1(n) = sp(n), s1(n')])
= [fa(s1(n) = fa(s5(n), fa(s1 ()]
= [s/1(1(n) = &0 (f1(m), &' 1 (f1(n)] = {fr(n), fr(n)}.

Hemos visto que la correspondencia objeto a objeto y flecha a flecha esta bien
definida veamos que es, en efecto, un funtor comprobando que conserva identi-
dades y composiciones.

Es inmediato por la definicion que Id}, = Idnz, v (g2 0 f2)N = g& o fI¥
siendo estas las aplicaciones asociadas a los homomorfismos de K-algebras de
Lie simpliciales reducidas con complejo de Moore de longitud 2

(L, {0}, {521y e (@ {dry, {0 22 (@ a7, (7))

. Usando esto y denotando L := {(L,, {d?},{s?})} se prueban las siguientes
igualdades:

I(Idg) = P({Id, }n € N) = (1d},,1d,) = (Idwr,, 1dz,) = Idpe,) -
T'({gn}nen © {futnen) = T({gn © fulnen) = (920 f2)V. g1 0 f1)
=(g5 o fa' 10 f1) = (g5 g1) 0 (2, 1) = T({gn}nen) © L{ fn}nen)-

Se concluye que I' es un funtor. O
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A continuacion se trata de dar un funtor para probar la equivalencia, por lo
que necesitamos recuperar un complejo simplicial a partir de un modulo cruzado
trenzado. Para hacer esto lo haremos primero hacia Try RedSimp(LieAlg )P
y lo compondremos con DCSks, el cual se ha tratado en el Teorema pero
con la restriccion a las K-algebras de Lie simpliciales reducidas.

Proposicion 6.7. Sea (M,N,-,0,{—,—}) un mddulo cruzado trenzado K-
dglgebras de Lie. Entonces la familia {(L,,{d?},{s?})}2, donde

» Lo =0, ademds por necesidad de definicion dj = 0.
» Ly = N. Por ser Lo =0 tomamos d}, = di =0 y s = 0.

m Lo = (M xN)x N donde M x N es el producto semidirecto de M con
N mediante la accion - y (M x N) x N es el producto semidirecto de
M x N por N mediante la accion x: N x (M x N) — M x N definida
como n’x(m,n) = (—={n/,n},[n’,n]). Para este nivel, las aplicaciones cara
y degeneracion son las siguientes:

o d3: Ly — Ly definida por d3(
o d2: Ly — Ly definida por d3(
e d3: Ly — Ly definida por d3(

o s{: L1 — Ly definida como s

== O~ o~

o sl: Ly — Ly definida como s

es una K-dlgebra de Lie simplicial reducida truncada en 2 que verifica la pro-
piedad dada en la Observacion [5.17}

Demostracion. Es claro que, de ser una K-algebra de Lie simplicial, es reducida,
pues se toma Ly = 0.

Ademés el primer nivel, dado por L1 y Lo, esta bien definido ya que todas las
aplicaciones son la aplicacién 0 y por tanto son homomorfismos de K-élgebras
de Lie. Las identidades simpliciales posibles se verifican por ser todas las apli-
caciones la aplicaciéon cero, incluida la identidad de Lo = 0.

Estudiemos ahora el nivel 2, dado por Ly y Lo y sus respectivas aplicacio-
nes cara y degeneraciéon. Veamos para empezar que Lo esta bien definido. Por
hipotesis M x N esta bien definido, ya que - es una accion.

Veamos por tanto que *: N X (M x N) — M x N definida como n’* (m,n) =
(—{n',n},[n/,n]) es una accion para ver que (M x N) x N esta bien definido
(es K-bilineal, usando la misma demostracion que la dada para la trenza en la
Proposicion .

= Veamos A1), es decir, [n/,n”]x(m,n) = n’'*(n”x(m,n))—n""*(n'*(m,n))
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paran’,n” € N, (m,n) € M x N:
] (m, ”) = ({7, n"};n}, [0, n"],n])
0" nl} + {n”, [0 0]}, ~[[n, n/] n”] = [[n",n],n'])
n"n]} + {n” [ nl}, [0 [0, n]] = [0, [0/, n]])
', [0, n]}, [0, [ ]]) (—{n", [ nl}, [n”, [0/, n]])
(—{n”,n},[n” n]) —n" « (={n',n}, [n',n])
(n” (m,n)).

n" % (m,n)) —n" *(n *

EX

- -
= -
- -

Donde hemos usado B6) en la igualdad 2.

= Se cumple A2). Para ver esto comprobemos que se cumple la propiedad
de que n” x[(m,n), (m',n’)] = [n" x(m,n), (m',n")]+[(m,n),n” *(m',n))
cuando (m,n),(m’,n’) € M x N, n" € N.

[n” % (m,n), (m',n")] + [(m,n),n" x (m',n')]

= [({n",n}, [n", n]), (m", n)] + [(m, n), (={n", 0"}, [n", n])]
= ([~{n",n},m/1 + [n",n] - m' —n" (- {n” n}), [[n", n],n'])
+ (Im, *{n" n'}l +n- (*{n” n'}) = " n’]-m, [n, [ )

= (=n"- (={n", n}) ([, nl, n']) + (n- (= {n” n'}), [n, [n )
= (n"-{n",n}, [[n",n],n ])—(n-{n”,nH , [n",n]])

= (={[n",n],n'}, [[ ynl,n]) = (={[n",n],n}, =[[n", ], n])
- (7{[71//,71], /}Jr{[ , T L }7[[n//an]an/] - Hn//an/]an])
= (_{nuv [nvn/]}v _annﬂ]vnl] - [[n//’ n/]vn])

= (={n", [n, 2"}, [0, n],n"]) = (0", [n, 0T}, [n”, [n, n]])

=n"*(m,m'+n-m' —n"-m,[n,n])=n"*[(m,n),(m n).

Se ha usado en la igualdad 3 que [{n”,n},m] = {0{n",n},d(m)} =
{[n",n],0(m)} = [n",n]-m (se prueba usando en orden B2), B1) y B4))
junto con la K-bilinealidad para quitar el signo dentro del primer suman-
do y la anticonmutatividad para usarla el segundo sumando. Se usan en la
igualdad 5 los axiomas B3) y B1) (ya que n’-{n”,n} = —{9{n”,n},n'} =
—{[n",n],n’}). Se usa B5) en la igualdad 7.

Por tanto Ly = (M x N) x N esté bien definido. Veamos a continuacion que los

morfismos cara y degeneracion son, en efecto, homomorfismos de K-algebras de
Lie.

= Es claro que d3 es K-lineal, ya que a la altura de espacios vectoriales es una
segunda proyeccién desde el producto cartesiano. Veamos que es un homo-
morfismo de K-algebras de Lie. Tomemos ((m,n),n’), (m',n"),n"") € Lo:

A ((((m,m), ), (', "), ")
= 3(([(m,m), (', "))+ (") = 0" (), )

= [/, 0] = [d5(((m, n),n")), d5(((m',n"),n""))].
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= Veamos en primer lugar que d7 es K-lineal.
Sean A\, u € K, ((m,n),n),((m/,n"),n"") € Lq:
di (A((m, n), ') + p((m’,n"),n")) = di((Am + pm’, A+ pn”), ' + ™))
_ /\n+un//+)\n/ +Mn/// _ )\(n+n/) _’_’u(n//_’_n///)
A3 (((m,n),n") + pdi(((m',n"),n")).
Veamos ahora que la aplicaciéon es un homomorfismo de K-algebras de
Lie. Sea para ello ((m,n),n’), (m',n"),n"") € Ls.
43 ([((m,n),n"), ((m',n"),n")])
1(([(myn), (m',n")] + 0"+ (m/, ") = 0" % (m,n), [n',n""]))
1(((fm,m )+ n-m' —n" - m, [0, 0"]) + (—{n", 0"}, [0, "))
- (—{TLW, n}a [nﬂlv TL]), [nla n///]))
=d2(((fm,m] +n-m' —n'-m — {0/, 0"} + {0, n},
[n’ n/l} + [n/’ n/l} _ [n/I/, n]), [n/, n///]))
— [n7 nl/] _|_ [TL/, n//] _ Ii,n///l7 n] _|_ [n/7 n///]
— [n + 77//’ n//] + [n,n/// + [n/’n///} — [n + n/7n// + n///]
= [di(((m,n),n")),di(((m",n"),n"))].
= Se tiene que d3 es K-lineal pues a nivel de K-espacios vectoriales la aplica-

cion es hacer primero la primera proyeccion y a continuacion la aplicacion
t de la Proposicién siendo ambas aplicaciones K-lineales.

Veamos que conserva los corchetes:

d3([((m,n),n"), ((m',n"),n"")])
= ([, m). (] 5 ") = " () ")
d%((([m’ m,] +n-m'—n'- m, [na n”D + (_{n/7 n//}” [n/’ n/l])
- (_{n///’ n}a [nm? n])? [nlv n///]))
=d3((([m,mT+n-m' —n'-m—{n', "} + {0 n},
[n, n//] + [n/) n//} _ [n///, n]), [n/’ n///]))
=9(m,m'T+n-m' —n"-m—{n' 0"} +{n" ,n})+[n,n"]
+ [, n"] - [, n]
= [0m,0m'] +9(n-m') —d(n" - m) — o{n’,n"} + {n"",n}
+ [n,n"]+[n/,n"] = [n
= [0m,0m'] + [n,0m’] — [n’,0m] — [n’,n"] + [n"",n] + [n,n"]
+ 0] — [
= [0m,0m'] + [n,0m'] + [0m,n'] + [n,n"'] = [0m + n,Om’ + n"]
= [dg(((mv n), n/))v d%(((mlv nH)v n///))}.

Donde hemos usado A1) de - y B1) de la trenza.

///’ n]

7n]
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= Es claro que s} es K-lineal, pues lo es en cada componente, solo hemos de
ve que se conservan los corchetes. Tomemos n,n’ € Lq:

o(n)] = [((0,0),n), ((0,0),n")]
([(0,0), (0,0)] + n* (0,0) = n' * (0,0), [, n'])
]

%)
O
—

S
=

V)

= Se tiene que si es K-lineal al serlo en cada componente. Veamos que es un
homomorfismo de K-algebras de Lie. Consideremos n,n’ € L1, entonces:

[s1(n), 51(n")] = [((0,n),0), ((0,n),0)]
:([(O7n)’(07n/)]+0*(0 n)io*(ofn)’[ ) ]):([(O,n),(O,n’)],O)
= (([0,0] +7n-0—=n"-0,[n,77),0) = (0, [n,n]), 0) = s1([n, n]).

Queda por tanto ver que se cumplen a este nivel las identidades simpliciales.

= Se tiene de modo inmediato que d} od? = dj_, odf, cuando 0 < i < j < 2,
ya que d} = 0 para todo i € {0,1}.

= Se cumple que s} 0 8§ = s}, 0s] para 0 <4 < j <0 ya que el Gnico caso

posible es i = j =0y s§ 0s) = s1 05§ al ser s§ = 0.

= Veamos que d7 o s; = s9_; odj cuando 0 < i < j < 1, es decir, veamos

la veracidad para i = 0, j = 1. Dado que s§ = 0 y d} = 0 tenemos que
probar que d o s = 0. Tomemos n € L;, entonces:

dg o s1(n) = d3(((0,n),0)) = 0.

= dj osj=1dg, cuando i = j 0 i =j+ 1. Tomemos n € L1 y veamos esto:

dg o sp(n) = dg(((0,0),n)) = n =1dz, (n),

di o 55(n) = d3(((0,0),n)) = 0+ n = 1dg, (n),

di o 51(n) = di(((0,n),0)) =n+0=1d,(n),

d3 o st(n) =d2(((0,n),0)) = 9(0) + n=n =1dg, (n)

= Comprobemos que d7 o s} = s odj_;, cuando 0 < j <i—1<1. En este
caso solo puede darse que j =0ei—1 =1, por lo que ¢ = 2. Tenemos por
tanto que probar que d3 o s = sJodi. Como s = 0y d} = 0 tenemos que

probar que d3 o s} = 0. Veamos esto tltimo tomando n € Ly y operando:
d3 o s4(n) = d2(((0,0),n)) = 9(0) +0 = 0.

Por lo que se dan las identidades simpliciales para las aplicaciones contenidas
entre Ly y Lo.
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Comprobemos que se cumple la propiedad dada en la Observacion [5.14] Sea
((m,n),n’) € (M x Nx)N, entonces:
((m,n),n’) € ker(d3) < n' =0,
((m,n),n) € ker(d
((m,n),n’) € ker(d2) & dm +n =0« —n = Om.

Nentn =0 —n=n,

Los casos posibles de I son los siguientes: I = {1,2}, I = {0,2} e I = {1,2}, por
la anticonmutatividad y tener el conjunto 3 elementos (J es el complementario
de I en {0,1,2}). Veamos por tanto que se cumple la propiedad:

» Caso I = {1,2}, J = {0}. Sea ((m,—0m),0m) € ker(d?) N ker(d3),
((m’,n'),0) € ker(d3). Se tiene:

[ (m’ _6m)7 8m)’ ((mlv n/)’ O)]

= ([(m, —=0m), (m/,n")] + Om x (m',n’) — 0% (m, —Om), [—Om, 0])

= ([(ma _8m)7 (mlv n/)] + (_{8mv n/}v [am7 n/])a 0)

= (([m,m'] —0m -m' —n'-m,[-0m,n']) + (={0m,n}, [Om,n’]),0)
= (([m,m'] = [m,m'] —n"-m+n"-m,0),0) = ((0,0),0).

Donde en la igualdad 4 hemos usado la propiedad M2) de moédulos cru-
zados y la propiedad B3) de trenzas.

= Caso I = {0,2}, J = {1}. Sea ((m,—0m),0) € ker(d3) N ker(d3) y el
elemento ((m',n), —n) € ker(d?). Se cumple:

—~

m, —0m),0), ((m’,n), —n)]

([(m, —0m), (m’,n)] + 0% (m',n) + n* (m, —0m), [0, —n])

= (([m m] om-m/ —n- m, [78ma n]) + (7{’”’ 7877’1}, [TL, *67’)@]),0)
(([ma m/] - [ma m ] —n-m-+n-m, 0)70) = ((070)70)

Hemos usado la anticonmutatividad del corchete en la igualdad 3 para

la segunda coordenada de la primera coordenada y para la primera de la
primera usamos de nuevo M2) y el axioma de trenza B4).

» Caso [ = {0,1}, J = {2}. Sea ((m,0),0) € ker(d3) Nker(d?) y el par
((m’, —0m’),n) € ker(d3). Se verifica:

[((m,0),0), ((m', —0m’), n)]

= ([(m,0), (m/,—0m”)] + 0 % (m, —Om) — n x (m,0), [0,n])

= ([(m,0), (m’, —=0m/)] = (—{n, 0}, [n,0]),0) = ([(m,0), (m’, —9m")], 0)
= (([m,m'] +0-m+9m’-m, [0,-9m]),0) = (([m,m'] + [m',m],0),0)
= ((0,0),0).

Se ha usado M2) en la igualdad 5. O
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Definicion 6.8. Dado un moédulo cruzado trenzado de K-algebras de Lie X,
se define su K-dlgebra de Lie simplicial reducida truncada en 2 asociada y se
denota por (X)) ala K-algebra de Lie simplicial reducida truncada en 2 definida
a partir de la Proposicion [6.7}

Proposicion 6.9. 2: BXLieAlg, — TrgRedSimp(LieAng)P definido co-
mo:

Q(X (f1,f2) X/) ZQ(X) {gn}tneqi,2,3) Q(X/),

donde Q(X) y Q(X) son las K -dlgebras de Lie simpliciales reducidas truncadas
en 2 asociadas a X y X' respectivamente; si X = (M,N,-,0,{—,—}) y X' =
(M',N',., 0 {—,—}), los morfismos son go =0: 0 =0, g1 = fo y go2: (M X
N) N = (M’ % N') x N' definida por g((m,n),n’) = ((f(m), fa(n)), fo(n"))
(es decir go = (f1 X f2) X f2); es un funtor.

Demostracion. Primero veamos que, en efecto, {gn }nef1,2,3) €s un morfismo en
la categoria. Para ello veamos que go = (f1 X f2) X f2 es un homomorfismo de
K-algebras de Lie, pues ya sabemos que go = 0 y g1 = f2 lo son por ser la
aplicacion 0 y (f1, f2) se un homomorfismo de médulos cruzados trenzados de
K-algebras de Lie (fy es morfismo de algebras de Lie por ello).

Por construccion ya se verifica la K-linealidad, pues puede verse como aplica-
ciones entre productos y cada componente es K-lineal. Veamos que se conserva
el corchete. Tomemos ((m,n),n’), ((m',n”),n"") € (M x N) x N y veamoslo.

g2([((m,n),n"), ((m/,n"), n")])
= g2(([(m, n), (m",n")] +n" 5 (m',n") = n"" 5 (m, n), [n", "))
= g2(((fm, m] +n-m" —n" - m, [n,n"]) + (={n",n"}, [n", n"])
= (={n",n}, 0", n]), [n,n"))
= g2((([m, m] + n-m’ = n"-m—{n',n"} + {0, n}, [n,n"] + [0, n"]
= [n",n]), [n,n"]))
= (([f1(m), fr(m )] + fa(n) " fr(m") = f2(n") " fr(m) = {fo(n"), fa(n")}'
+{("), f2(n)} [f2(n), fa(n)] + [f2(n'), f2(n")] = [f2(n""), fa(n)]),
[f2(n"), f2(n™)])

!/ /I/]
!

= [((f1(m), f2(n)), f2(n")), ((fr(m'), fa(n")), fo(n""))]
= [g2(((m,n), 1)), g2(((m", n"), n"))].

Donde se han usado las propiedades de los homomorfismos de los modulos cru-
zados trenzados en la igualdad 4. La igualdad 5 es deshacer toda la expansion
repitiendo el proceso a la inversa.

Para ver que son morfismos en la categoria debemos ver que conmutan con
las aplicaciones cara y degeneracion. Ya que Ly = 0 = L, solo tenemos que
probar la conmutacién con los morfismos cara y degeneracion definidos entre L
y L2, ya que los primeros conmutan trivialmente al ser siempre tres de ellos (el
cuarto es gy ), el morfismo cero.
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Empecemos comprobando con los morfismos degeneraciéon. Sean € Ly = N,
entonces:

920 55(n) = g>(((0,0),m)) = ((0,0), fo(n)) = §'5(f2(n)) = 'y © g1(n),
920 51(n) = g2(((0,1),0)) = ((0, f2(n)), 0) = 5'1(f2(n)) = ' © g1 (n).

Veamos ahora que es cierto para los morfismos cara. Para ello consideremos
((m,n),n’) € Ly = (M x N) x N y vedmoslo:

g1 o d3(((m,n),n')) = gi(n') = d5(((fr(m), fo(n)), f2(n')))
=d'5 0 ga(((m,n),n)),
grod3(((m,n),n)) = gi(n+n') = fa(n) + f2(n') = d'(((f1(m), f2(n)), f2(n")))
=d’; o ga(((m,n),n)),
g1 0 d3(((m,n),n)) = g1 (Om +n) = &' (fi(m)) + fa(n')
= d5(((f1(m), f2(n)), f2(n'))) = d'5 0 ga(((m,n), 1)).

Se ha usado, en la tercera cadena de igualdades, BH2).
Por tanto la correspondencia esta bien definida. Veamos que es un funtor.

Sean X (f1,f2) X (h1,h2)
zados de K-algebras de Lie.

Dada la forma de dar hacer la composicion en ambas categorias y la forma
que tiene la identidad llega ver las siguientes igualdades: (Idy; x Idy) x Idy =
Id(arsunyun ¥ ((h1 X ha) X ha)o((f1 X f2) X fa) = ((R10 f1) X (h2o f2)) X (h20 f2),
va que de esta forma se compondréan las tres aplicaciones del modo correcto (por
argumentos similares al de funtores anteriores).

Las igualdades son ciertas, pues se usa el producto binario de aplicaciones
dos veces y se prob6 que las igualdades eran ciertas para el producto binario en
la Proposicion [3:1]

Por tanto es, en efecto, un funtor. O

X" un par de homomorfismos de modulos cru-

Definicién 6.10. Se define =: BXLieAlg;, — RedSimp(LieAlg ) ., como
el funtor composicion DCSk3 o €, siento estos los funtores dados por el Teore-
ma (para el caso de objetos simpliciales reducidos) y la Proposicion

De ahora en adelante se vera que los funtores son equivalencias.

Observacion 6.11. Veamos como es 'o=: BXLieAlg; — BXLieAlg, siendo
estos funtores los definidos en las Proposiciones [6.6] y Definicion [6.10]

Sea (M, N,-,0,{—,—}) un objeto en dicha categoria.

Para saber cual es esta composicion de funtores hemos de calcular el complejo
de Moore de ZE((M,N,-,0,{—,—}))

Debido al Teorema sabemos que estos coinciden con el complejo de
Moore de los datos dados por el truncado, es decir, los tres datos del funtor
Q. Con ellos se tiene: NL; = Ly = N al ser Ly = 0 y, por la demostracion
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de la Proposicion (cuando probamos si cumple la propiedad de la Observa-
cion que los elementos de N Lz son de la forma ((m,0),0) con m € M, por
estar simultaneamente en el niicleo de d? y d3. Por ello denotaremos, cuando
sea preciso N Ly := ((M,0),0).

Veamos a continuacion la forma de la accion, la aplicacion d» y la trenza
tras aplicar ambos funtores. Para evitar ambigiiedad denotaremos la accién de
la imagen por los funtores como - y a la trenza por {—, —} .

= Sea ((m,0),0) € NLy, sea n € N, entonces la accion es la siguiente:
((m,0),0) = [s1(n), ((m,0),0)] = [((0,n),0), ((m,0),0)]

= ([(0,n), (0, )]+0*(m0)—0*(,)[ 0]) = ([(0,7), (m, 0)}, 0)
= (([0,m] +7n-m—0-0,[0,0]),0) = ((n- m,0),0).

n-

= Consideremos ((m,0),0) € NLs. Veamos cual es su valor al aplicarse 0s:

32(((m,0),0)) = dm + 0 = Im.

= Para concluir veamos, si n,n’ € N, cual es el valor de la trenza.

{n,n'}n = [s1(n) = s5(n), s1(n")] = [((0,n),0) = ((0,0),n), ((0,n),0)]
[((0,n), =n), ((0,n),0)] = ([(0, ), (0,n)] = n* (0,n") = 0 (0, n), [—
([(0,n), (0,n)] = (={n,n'}, [n,n']),0)

(([0,0] +n- 0 =n"-0,[n,n]) = (={n,n'}, [n,1]),0) = (({n,n'},0),0).

Falta ver como es sobre las flechas. Sea (f1, f2) un morfismo de modulos cruzados
trenzados de K-algebras de Lie. Entonces T'oZ((f1, f2)) = (((fax f1) x f1)V, f2).
Por tanto hemos de ver como es ((f2 x f1) x f1)V: ((M,0),0) — ((M’,0),0) (se
supone que f1: M — M). Consideremos ((m,0),0) € ((M,0),0), se tiene:

((fo x f1) x 1) (((m,0),0)) = (f2 x f1) x f1(((m,0),0)) = ((f2(m),0),0).
Por lo que es, en esencia, el par (f1, f2).

Proposicion 6.12. Sean T' y = los funtores definidos en la Proposicion [6.6] y

la Definicion[6.10,
Entonces la correspondencia que a cada mddulo cruzado trenzado de K-
dlgebras de Lie, X = (M, N, -,0,{—, —1}), le asocia el isomorfismo en la categoria

Ox = (Vx,Idn): X — T(E(X)), donde 9x: M — ((M,0),0) estd dada por
Vx(m) = ((m,0),0), es un isomorfismo natural 0: Idpxrieatg, — I' 0 Z.

Demostracion. En primer lugar tenemos que ver que 6y es un morfismo en la
categoria.

Por definicién Idy es homomorfismo de K-algebras de Lie. Veamos que 9y
es también un homomorfismo de K-algebras de Lie.

Es K-lineal por serlo cada una de sus componentes, por lo que solo hemos
de probar que preserva los corchetes.

n, 0])
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Sea m, m’ € M, entonces:

[P (m), Y (m')] = [((m,0),0), ((m",0),0)]
= ([(m7 0)7 (m/, 0)] + 0= (mlv 0) +0- (m7 0)7 [07 0])
= ([m,m']+0-m' —0-m,0) = (([m,m'],0),0) = Ix([m,m]).
Por tanto conserva el corchete de Lie.
Veamos ahora que el par (Jy,Idy) cumple los axiomas de homomorfismos

de modulos cruzados de K-algebras de Lie.
Usemos para ello la construccion de I o 2(X) dada en la Observacion

= Comprobemos BH1). Sean € N, m € M, entonces:
dx(n-m)=(n-m,0),0) =n-y ((m,0),0) =Idy(n) - dx(m).

= Probemos BH2). Sea m € M, entonces:

Idy 09(m) = Om = 02((m, 0),0) = dz 0 Vx(m).

= Demostremos BH3). Sea n,n’ € N, se tiene:
{Idn(n),1dn (n')}n = {n,n"}n = (({n,n'},0),0) = Ix({n,n'}).

Se ha probado que (9x,Idy) es un homomorfismo de modulos cruzados
trenzados de K-algebras de Lie. Es claro que Idy es biyectiva. Ademaés
Uy es inyectiva y sobreyectiva de modo inmediato, por ello, usando el
Lema [3.4] se tiene que @y es, en efecto, un isomorfismo en la categoria.

Queda ver que la correspondencia es un isomorfismo natural. Para ello

tenemos que ver que para todo homomorfismo de moédulos cruzados tren-

zados de K-algebras de Lie X M X', el siguiente diagrama es conmu-

tativo:
X =, TozE(x)
ffl:fﬂ l(((fzxfl)xfl)NJz)
X P o s,
Para ver esto tomemos X = (M, N,+,0,{—,—}), como en las hipotesis, y

usemos de nuevo la expresion de ((f2 x f1) x f1)V dada en la Observa-
cion [6.11] para ver como es la composicion en la primera componente.

Sea m € M se tiene:

((f2 x f1) x f1)N 0 9x(m)
= ((f2 x f1) x f1)¥(((m,0),0)) = ((f1(m),0),0) = Ir © f1(m).
Dado que la composicién conmuta en la segunda componente de mo-

do trivialmente, se concluye la demostracion y se tiene, por tanto, que
0: Idpxrieatlg,, — I' 0 Z es un isomorfismo natural. O



89

Para hacer el otro isomorfismo natural acudimos de nuevo a [3|, y tomamos
un resultado que el denomina descomposicién de un grupo simplicial truncado en
2 en producto semidirecto. Dicho resultado esta escrito para grupos simpliciales,
pero la demostracion es idéntica para K-algebras de Lie simpliciales reducidas
(se toma el primer complejo como 0). Dicho resultado se escribira a continuacién.

Proposicion 6.13 ([3]). Sea L = {(L,,{d?},{s?})} una K-dlgebra de Lie
simplicial reducida. Entonces existe un isomorfismo natural a la altura de la
categoria Try RedSimp(LieAlg)" de modo que si denotamos por NLy = Ly =
N y NLy, = M’ se tiene que:

LOZOv
Ly =N,
Ly~ (M xN)xN.

Donde (M x N) x N esta construida del mismo modo que en el funtor 0 (subs-
tituyendo mediante el isomorfismo dado en la Proposicion[6.19 ((M,0),0) por
M) donde la accion - y la trenza son las dadas para el funtor T.

~

Dicho de otro modo, se tiene que Try = Q oI siendo estos los funtores
definidos en la Proposiciones y[6-9

Usando esta proposicion junto con el siguiente lema probaremos la equiva-
lencia.

Lema 6.14. Sean C, D y E dos categorias. Sean F,G: C—- Dy H,K: D — E
cuatro funtores. Entonces se cumple la siguiente propiedad:

F2GyH=K = HoF2Kod.

Demostracion. Sean 7: F — G y n: H — K los isomorfismos naturales.

Se define la correspondencia que asocia a un objeto A de C' la flecha de FE
va = Ny © H(Ta). Esta claro que estd bien definida por propiedades de los
funtores, ya que 74: F(A) — G(A) implica que H(74): H(F(A)) = H(G(A))
Y neay: H(G(A)) = K(G(4)).

Por ser 1 un isomorfismo natural sabemos queng(a) es un isomorfismo en
la categoria. Ademaés, por el mismo motivo 74 es isomorfismo, por lo que por
la Proposiciéon afirmamos que H(74) es un isomorfismo. Por tanto se tiene
que v4 es isomorfismo por ser composicion de isomorfismos.

Queda ver que v: H o FF — K o G es en efecto una transformacién natural,
va que, de ser ese el caso, como para cada objeto es un isomorfismo, se trataria
de un isomorfismo natural.

Veamos por tanto que conmuta con las flechas. Sea f: A — B un morfismo
en C, entonces:

v o H(F(f)) =ncm) o H(tg) o H(F(f)) = na) o H(tp o F(f))
=nap) o H(G(f) oTa) = nap)y o H(G(f)) o H(7a)
= K(G(f)) ongeay o H(ta) = K(G(f)) ova.
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Donde hemos usado la propiedad de los funtores con respecto a la composiciéon
y el hecho de que 7 y 1 son transformaciones naturales (hemos omitido los
paréntesis usando la propiedad asociativa para simplificar la demostracion). O

Corolario 6.15. Las categorias BXLieAlg, y RedSimp(LieAlgy ), ., son
equivalentes. -

Demostracion. Sabemos por la Proposicion [6.12] que los funtores I' y = definidos
en la Proposicién @ y la Definicion @ cumplen Idpxrieatg, = I'oZ. Veamos
por tanto, para concluir que son equivalentes, que Id gedsimp(Liealg,), ., = =0

Sabemos por la Proposicion[6.13|que T'ro = Qo siendo los funtores restantes

introducidos en la Proposicién [6.9]y el Teorema (en el caso de algebras de
6.14

Lie simpliciales reducidas). Usando el Lema [6.14] se tiene lo siguiente:

Tro 2Qol'= DCSk3oTrys 2 DCSkzoQol' =Z0T.

Dado que DCSk3 o Try = IdRedSimp(LieAng)LS2 por el Teorema se tiene
que Id gedsimp(Liealg,), ., = =0T (la composicién de isomorfismos naturales es

un isomorfismo natural de modo inmediato) con lo que se prueba la equivalencia.
O
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