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Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Analisis matematico

Titulo: Disconjugacién en la Teoria de Ecuaciones Diferen-

ciales Ordinarias

Breve descriciéon do contido

En este trabajo se hard una introduccién a la teoria de disconjuga-
ci6on, relacionada con la oscilacion méaxima de las soluciones de una
determinada EDO lineal homogénea en su intervalo de definicién. Ve-
remos como caracterizar esta propiedad de forma directa sin mas que
estudiar el espectro de la EDO considerada, probidndose ademés, a
partir de ella, el signo constante de soluciones de problemas no homo-
géneos. Se presentardn ejemplos concretos, en los que se estudiaran

los intervalos de disconjugacién de determinadas EDOs.

Recomendacions

Es recomendable tener un buen dominio de las materias de ecuaciones

diferenciales de segundo y tercer curso.

Outras observacions
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Resumen

En este trabajo nos centraremos en la disconjugacién de las ecuaciones diferenciales
lineales. Se expondran numerosos resultados sobre esta propiedad. En los tres primeros
capitulos definiremos términos como son Wronskiano, sistema de Descartes o funciéon de
Green, con el fin de probar que la continuidad, en un intervalo abierto o semiabierto I, de
los coeficientes de una ecuacion diferencial general de orden n, implica que dicha ecuacién
es disconjugada si, y solo si, toda solucién no trivial tiene menos de n ceros distintos en I,
independientemente de su multiplicidad.

Finalmente en el capitulo 4 estableceremos una relacién entre la disconjugacion de una
ecuacion diferencial lineal, con un parametro que puede tomar distintos valores, y sus posi-
bles autovalores, llegando a un teorema que nos proporciona un intervalo de disconjugacion
para dicho pardmetro.

Acabaremos mostrando varios ejemplos de casos particulares en los que caracterizare-

mos el intervalo de disconjugacién utilizando Maple.

Abstract

In this paper we will focus on the disconjugation of linear differential equations. Nu-
merous results will be presented on this property. In the first three chapters we will define
terms such as Wronskian, Descartes’system or Green’s function, in order to prove that
the continuity, in an open or semi-open interval I, of the coefficients of a general diffe-
rential equation of order n, implies that this equation is disconjugated if, and only if, any
non-trivial solution has less than n different zeros in I, regardless of its multiplicity.

Finally, in chapter 4, we will establish a relationship between the disconjugation of a
linear differential equation, with a parameter that can take different values, and its possible
eigenvalues, which will bring us to a theorem that provides us with a disconjugation interval
for this parameter.

We will end by showing several examples of particular cases in which we will characterize

the interval of disconjugation using Maple.
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Introduccion

El estudio de las ecuaciones diferenciales ha sido ampliamente estudiado desde finales
del siglo XV II por numerosos matemaéticos. Este tipo de ecuaciones matemaéticas relacio-
nan una funcién con sus derivadas. Dichas ecuaciones tienen un papel muy significativo
en ambitos como la ingenierfa, la fisica, la economia, la biologfa o la quimica. En este tra-
bajo nos centraremos en las ecuaciones diferenciales lineales, en particular en una de sus
propiedades méas importantes, los ceros de sus soluciones no triviales. Para ello debemos
introducir el término de ecuacion diferencial disconjugada. Usaremos la referencia [§].

Una ecuacion diferencial lineal de orden n
y™ £ o)y Y 4 P ()Y )y =0 (1)

se dice que es disconjugada en un intervalo I si toda solucién no trivial tiene menos de
n ceros en I, dicho de otra forma, que toda solucién no trivial tiene como méximo n — 1
ceros en I. Por ejemplo la ecuacion 4™ = 0 es disconjugada en cualquier intervalo, dado
que todo polinomio no trivial de grado menor que n tiene menos de n ceros.

En este trabajo realizaremos un estudio de la conexién entre la disconjugacién y otras
propiedades de las soluciones, y se describiran algunas pruebas sobre la disconjugacion.

Estudiaremos el comportamiento de las soluciones de la ecuacion (1)), con coeficientes
reales suficientemente regulares en /. Utilizamos la referencia [I3]. En primer lugar, estamos
interesados en la disconjugacién, y luego en preguntas relacionadas con la distribucién de
los ceros y el crecimiento de las soluciones. Aqui surgen dos problemas basicos:

1) El estudio de las consecuencias de la disconjugacion

2) La busqueda de métodos efectivos para asegurar que una ecuacion es disconjugada
en un intervalo dado.

La elaboracién de estos problemas conduce al trabajo clasico de Sturm, que se ex-
tendi6 en numerosas investigaciones posteriores. En diferentes momentos y a diferentes
grados, Chebyshev, Zhukovskii, Pélya, Mammana, de la Vallé-Poussin, Chaplygin, Berns-
tein, Krein, Mikusinskii, Hartman, Wintner, Azbelev, Kondrat’ev, Bellman y muchos otros

han prestado atencion a los problemas que nos interesan (véase [1], [2], [3], [7], [9], [10], [11],
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X INTRODUCCION

[12], [14], [15], [16], [17], [18]). A primera vista, algunos de estos articulos parecen tener
pPOCo en comun, pero en un examen mas preciso se hace evidente que todo un complejo de
preguntas aparentemente diversas estan estrechamente relacionadas con la disconjugacién,
como por ejemplo: desigualdades diferenciales, la representacion de como producto de n
operadores de primer orden, la resolucién del problema del valor limite interpolacional, pre-
guntas sobre la alternancia de los ceros, zonas de estabilidad de Lyapunov para la ecuacién
de Hill, propiedades de los sistemas de funciones de Chebyshev y Cartesian, oscilacién de
Gantmakber-Kerin de las funciones de Green de problemas de frontera, teoremas del valor
medio, etc. Por tanto podriamos decir que la disconjugaciéon ocupa una de las posiciones

centrales en la teoria cualitativa de la ecuacién real .



Capitulo 1

Sistemas de Markov y Descartes

En los tres primeros capitulos de este trabajo emplearemos el libro [g].

Definicién 1.1. Las funciones yi(t),...,yn(t) € C" se dice que forman un sistema de
Chebyshev en el intervalo I si toda combinacién lineal no trivial de yi(t),...,yn(t) tiene

menos de n ceros.

Definicion 1.2. Se dice que forman un sistema de Markov si los n Wronskianos

1 Yk

W(?/17>?/k): : (k:1,77'l,)

ygkq) . ylgkfl)

son positivos en todo L.

Definicion 1.3. Se dice que forman un sistema de Descartes si todo Wronskiano ordenado

Yiy Yiy,
W(y,l,,ylk): (1§i1<...<ik§n;k:1,...,n)
(k—1) (k—1)

es positivo en todo L.

Es evidente que la ecuacion Ly] = y™ +p1(£)y™ Y 4.+ p,(t)y = 0 es disconjugada
en el intervalo [ si y solo si alguno, y luego, todo sistema fundamental es un sistema de

Chebyshev. A continuacion enunciaremos unos resultados previos.

Lema 1.4. Sir(t) # 0 entonces W (ryy,...,rye) = r*W(y1,...,yr). Ademds, siy; #0 y

/
it1 .
2 = (yyt > (i=1,....,k—1) entonces W(y1,v2,---,yr) = y¥W(z1, ..., 2p_1).

1



2 CAPITULO 1. SISTEMAS DE MARKOV Y DESCARTES

Lema 1.5. Si W(y1,...,yx—1) #0 y W(y1,...,yx) # 0 en I, entonces

W, ve-1:9)] Wt v ) WYL, - Yk y)

W(yh'"?yk) B [W(ylvvyk)P

Lema 1.6. Si W(y1,...,yx—1) #0 y W(ya,...,yx) # 0 en I entonces

W(yQa sy yk)W(yb s Ye—1, y) =
W(y17 cee 7yk—1)W(y27 .. 7ykay) + W<y27 “e. 7yk—17y)W(y17 sy yk)

Utilizaremos este tltimo resultado para mostrar que el nimero de de Wronskianos que
se suponen positivos en la definicién de un sistema de Descartes puede reducirse sustan-

clalmente.

Proposicion 1.7. Las funciones y1, . . ., yn forman un sistema de Descartes en el intervalo
I si todos los Wronskianos consecutivos W (yi, Yi+1,-..,Y;5) (1 <i < j < n) son positivos

en I.

Demostracion. Si usamos inducciéon en n, entonces se verifica W(y;,,...,y;,) > 0 para
1 <i; < -+ < i <n. Tenemos que ver que ocurre lo mismo para i3 = 1. Esto se verifica
para k = 1y lo asumimos cierto para cualquier valor menor que k siendo k > 1. Suponemos
los conjuntos de indices (ig,...,i;) con el orden lexicografico. Asi el primer conjunto es
(2,...,k) y W(y1,y2,...,yx) > 0. Asumimos que i > k y el resultado se sostiene para
todos los conjuntos anteriores. Sea j el dltimo entero tal que i; > j. Se sigue del Lema

que

W(y27 s 7yj)yija .. 'ayikfl)W(yipyizu s 7yik,17y) =
W(yi1ayi27 vee 7yik_1)W<y27 cee 7yj7y’i]'7 . -ayik_lvy) +
W(yiz’ .. 'ayik,lay)W(yla s 7yj7y’ija o 7yik,1)

Substituyendo y;, por y obtenemos de las hipétesis de induccion W (y;,,...,y;,) > 0. O

El siguiente resultado pone de manifiesto la importancia de los sistemas de Markov.
Nos dice que si y1, ...,y €8 un sistema de Markov, entonces y1,...,yr es un sistema de

Chebyshev para k =1,...,n.

Proposicion 1.8. Sean yi(t),...,yn(t) funciones en C™(I). Entonces el nimero de ce-
ros de una combinacion lineal arbitraria no trivial aqyr + --- + agpyr es menor que k
para k = 1,...,n si, y solo si, los Wronskianos W (y1,...,yx) no se anulan en I para
k= 1,....,n.



Demostracion. La condicion suficiente es inmediata ya que si W(yi,...,yr) se anula en
algiin punto ¢ hay una combinacién lineal no trivial de y, ...,y que tiene un cero en c
con multiplicidad al menos k.

Suponemos, por otro lado, que los n Wronskianos no se anulan, asi que, en particular,
y1 7 0. Ya que el resultado se cumple para n = 1, suponemos que se verifica para sistemas
de menos de n ecuaciones siendo n > 1. Si la combinacién lineal y = a1y1 + - + anyn

tiene al menos n ceros, entonces, por el teorema de Rolle entre dos ceros consecutivos y por

/
la férmula del producto de Leibniz en un cero multiple, (y) tiene al menos n — 1 ceros.
Y1

/ /
Pero si ponemos z;, = <yk+1 (k=1,...,n—1) entonces <y> = 2o+ -+ anzn_1,
Y1 !
y por el Lema[l.4 W(z,...,2;) #0 (k=1,...,n—1). En consecuencia, por la hipotesis

de induccion, ag = -+ = a,, = 0. Asi y = a1y1, la cual se anula inicamente si a3 = 0. O

El siguiente resultado pone de manifiesto la importancia de los sistemas de Descartes.
Nos dice que si y1,...,yn es un sistema de Descartes, entonces cualquier subconjunto es

un sistema de Chebyshev.

Proposicion 1.9. Sean yi(t),...,yn(t) funciones en C"(I). Entonces el niimero de ceros
de una combinacion lineal arbitraria no trivial y = cyy1 +- - -+ aryi es como mdzimo igual
al nimero de cambios de signo en la sucesion de coeficientes o, ..., o, $t, y solo si, el
Wronskiano W (yi,, ...,y ), donde 1 <i; < ... < i, <n, no se anula en I, y cualesquiera

dos Wronskianos correspondientes al mismo valor de k tienen el mismo signo.

Demostracion. Suponemos primero que el nimero de ceros es como maximo igual al nimero
de cambios de signo. Si el Wronskiano W (y;,,...,y;, ) se anulase en ¢, alguna combinacion
lineal no trivial y = a1y;;, + - - - + axy;, tendria un cero de multiplicidad mayor o igual que
k en ¢, mientras que la sucesiéon de coeficientes tiene como maximo k — 1 cambios de signo.

Por tanto W(yi,,...,yi,) # 0. Asi existen constantes aq, ..., ay tal que

a1y, (€) + azyiy(c) + - + gy, (c) = 0

a1y§f72) (c)+ agygfz) (c)+ -+ akyi(fﬁ)(c) = 0
alygﬂ_l)(c) + a2y§f_1)(c) ++ ozkyi(f_l)(c) =0

Entonces y = a1y;, + -+ + agy;, tiene un cero de multiplicidad £ — 1 en c. Por tanto
la sucesion de coeficientes «q,...,qp tiene exactamente k — 1 cambios de signo. Pero
W (Yiyy - ¥i) = (DI W (s, .. sYis» -+ Vi), donde 7, denota que y;; es omitido.

Por tanto los Wronskianos obtenidos de W (y;,, ..., y;, ) al omitir una funcion tienen todos



4 CAPITULO 1. SISTEMAS DE MARKOV Y DESCARTES

el mismo signo. Ademads, se pueden obtener cualesquiera dos Wronskianos de k—1 funciones
a partir de otro cambiando repetidamente una funcién a la vez.

Supongamos ahora que la condicion del Wronskiano se satisface. Como el resultado es
trivial para n = 1, suponemos que n > 1 y que el resultado también es valido para sistemas
de menos de n funciones. Las funciones y1, ..., ¥y, tienen el mismo signo en I y podemos
suponer sin pérdida de generalidad que son positivos. Sea y = ayy; + - - - + apy, cualquier
combinacion lineal no trivial de ellas con V' cambios de signos en la sucesion de coeficientes.
Claramente y no tiene ceros si aq,...,a, tienen el mismo signo, es decir, si V = 0. Por

tanto podemos asumir que hay al menos un cambio de signo, digamos que es ay.

Denotemos
—(£) paral<i<h
_ Yn
Z =
(Y1) para h <i < n.
Yn
Asi z1,..., 2,1 satisfacen las mismas condiciones que y1, ..., Yn, ya que si

1<i<...<i; <h<ijy <...<i, <n, entonces

okt
W(yila e Y Yh Yy - - 7y2k) =Y W(zip ceey Ry Ry 7zik)~
/
Ya que, z = (y = —121 — " — Op_1Zp—1 T Opp12p + 0+ ap2n_1, el nimero
Yn
de cambios de signo en la sucesiéon de coeficientes para z es V' — 1. Asi, por la hipotesis
de induccion, z tiene como méximo V — 1 ceros. Se sigue que y tiene como méaximo V

Ceros. ]

Veamos ahora la conexién entre los sistemas de Markov y Descartes y las ecuaciones

diferenciales.

Teorema 1.10. La ecuacidn diferencial lineal tiene un sistema fundamental de solu-

ciones de Markov si, y solo si, el operador L tiene la representacion

1 1 1
Ly=wvvy---vp,D—D---D—D—y (1.1)
Un, V2 V1
d n—k+1
dondeDza,vk>0yvk€C (k=1,---,n).
Demostracion. Sea y1, .. .,y, un sistema de Markov, asi que Wy, = W(y1,...,yx) > 0 para
k=1,...,n. Laecuacién diferencial con coeficiente principal 1 que tiene a y1, ...,y como

sistema, fundamental de soluciones viene dada por

Wy, ..., Uk,
Liy = (%kak y).

Pongamos



as{ que

Wy
Wi_1

= V102 Vk-
Probaremos por induccién que
1 1
Lyy=v1---uuD—D--- D—uy.
Vg U1

Es trivial para k = 1. Supongamos que es cierto para k. Entonces

1 1 1
V1 Vg D D—D.-.-D—y =
Vg1 Vg U1
vy g D——————Lpy =

U1 - VkUk41
Wk—l—lD( Wy ka> _

Wi Wi
Wk+1D <W(y17 B >yk7y)>
Wi Wit

Por el Lema [1.5] tenemos que

D <W(y17 e 7yk7y)> _ WkW(y17 e 73/k+17y)

2
Wit Wit

v por tanto, substituyendo en lo anterior, obtenemos que

1 1 1 w
Vg1 Vg vy Wi

v Uk+1D

Por el contrario supongamos que L tiene la representaciéon del enunciado. Definimos

Y1,---,Yn por induccién estableciendo y; = wv; y tomando y; como una soluciéon de la
ecuacién
W(y, - Ye-1,9)
=uvvy---vp (k=2,...,n).
Wi-1
Asi, y1,...,yn es un sistema fundamental de soluciones de (1).

Se verifica facilmente que si vy, > 0y v, € C*F+1 entonces

1 1
(D—rn)---(D—rl)yEvl-'-vnD—D~-Dv—1y, (1.2)

Un

’ /
e = <U1>_|_..._|_<Uk>,(k;:1,...,n).
(] Vg

Por otro lado, para cualquier funcién r, € C" %, 1) se verifica

ri(s) — rp_1(8)|ds
vk(t)—e/[k() -1 (s)] (k=1,...,n;70 =0).

donde
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Asi la representacién del enunciado es equivalente a una factorizacion de L en factores

lineales. O

Si la ecuacion tiene un sistema fundamental de Markov de soluciones en el intervalo
I, entonces es disconjugada en I, ya que cualquier sistema de Markov es un sistema de
Chebyshev.

Lema 1.11. Si la ecuacion (1) es disconjugada en el intervalo I y a € I, entonces tiene

un sistema fundamental de Markov de soluciones para t > a.

Demostracion. Sean yq, ..., Yy, soluciones de satisfaciendo las condiciones iniciales de

la forma

ye(@) = yp(a) = - = 5" V(@) =0, 5" P(a) £ 0.
Sabemos que las soluciones y1,...,y, son linealmente independientes. Si el Wronskiano
W(y1,...,yn) se anula en algin punto ¢ > a, entonces una combinacién lineal no trivial
tendria un cero en ¢ de multiplicidad mayor o igual que k. Ya que cualquier combinacién
lineal tiene un cero en a de multiplicidad mayor o igual que n—k, tenemos una contradiccion
con la disconjugacién de . Reemplazando y; por —y; si es necesario, podemos asegurar

que W(yr,...,yx) >0parat >ay k=1,...,n. O

Lema 1.12. Sea I = [a,b] un intervalo compacto. Si la ecuacion es disconjugada en el

subintervalo [a1,bi] entonces es también disconjugada en el intervalo [a; —e,by —€].

Teorema 1.13. La ecuacion diferencial lineal tiene un sistema fundamental de solu-

ciones de Markov en el intervalo compacto I = [a,b] si y solo si es disconjugada en I.

Demostracion. Estableciendo py(t) = pr(a) para t < a podemos extender el dominio de
definicion de los coeficientes de al intervalo (—o0, b]. Por el Lema la ecuacion (|1
es disconjugada en el intervalo [c, b] si ¢ es menor que a y esta suficientemente cerca de a.
Por el lema , la ecuacién tiene un sistema fundamental de soluciones de Markov en

el intervalo (¢, b, y por tanto en el intervalo [a, b]. O

Proposicion 1.14. Suponemos que la ecuacion (1)) es disconjugada en el intervalo com-
pacto I = [a,b]. Siy € C" tiene n+ 1 ceros en I, no todos coincidentes, entonces Ly tiene

al menos un cero en el intervalo abierto (a,b).

Proposicion 1.15. Si las ecuaciones L1y = 0, Loy = 0 son disconjugadas en el intervalo

I, entonces la ecuacion compuesta Li(Loy) = 0 es también disconjugada en I.



Demostracion. Es suficiente probarlo para el caso de I compacto. Entonces, por el Teo-
rema [1.13] ambas ecuaciones tienen sistemas fundamentales de Markov. Por tanto, por el
Teorema , los operadores lineales L1 y Lo tienen representaciones en la forma . El
operador compuesto L1 Lo también tiene dicha representaciéon, y en consecuencia, de nuevo
por el Teorema [I.10] la ecuacién L; Loy = 0 es disconjugada en I. O

Podemos convertir el conjunto de todas las ecuaciones en un intervalo compacto [

en un espacio métrico definiendo la distancia entre dos ecuaciones como
n
sup Y |pra(t) — pra(t)] -
tel 13
Proposicion 1.16. El conjunto de todas las ecuaciones disconjugadas en un intervalo 1
es conezxo y abierto.

Cambiamos ahora a sistemas de Descartes.

Lema 1.17. Siy1,...,yn €s un sistema de Markov en el intervalo I tal que, para algin a
en I, yi tiene un cero en a con multiplicidad k — 1 (k = 1,...,n) entonces yi,...,yn €S

un sistema de Descartes para t > a.

Lema 1.18. Si tiene un sistema fundamental de Markov de soluciones en el intervalo I,
entonces, para cualquier a en I, tiene un sistema fundamental de Markov de soluciones

Yis- -, Yn tal que yi tiene un cero en a de multiplicidad k —1 (k=1,...,n).
Combinando los dos lemas anteriores obtenemos el siguiente

Lema 1.19. 5i tiene un sistema fundamental de Markov de soluciones en el intervalo 1

ya € I, entonces tiene un sistema fundamental de Descartes de soluciones para t > a.

La existencia de un sistema fundamental de soluciones de Markov de es equivalente
a una factorizacion de L de la forma (1.1)). Si L viene dado por (1.1 entonces un sistema
fundamental de Markov y1, ..., ¥y, tal que y; tiene un cero en a de multiplicidad k — 1 estéa

dado explicitamente por

yi(t) =wvi(t) t
y2(t) :Ul(t)/ Uz(tl)dtl

De hecho W(y1,...,yx) = U’fuffl...vk (k = 1,...,n). En consecuencia las funciones

Y1, - - -, Yn asi definidas forman un sistema de Descartes para t > a.
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Teorema 1.20. Si la ecuacion tiene un sistema fundamental de soluciones de Markov
en el intervalo I = [a,b] o [a,b) entonces tiene un sistema fundamental de soluciones de

Descartes en I.

Demostracion. Extendemos el dominio de definicién de los coeficientes de estableciendo
pr(t) = pr(a) para t < a. Siy,...,y, es un sistema fundamental de soluciones de Markov
en I, entonces las desigualdades W(yi,...,yx) > 0 (k = 1,...,n) se siguen manteniendo
en el intervalo J = [¢,b] 0 [¢,b), donde ¢ es menor que a y esta suficientemente cerca de
a. Por tanto, por el Lema la ecuacién tiene un sistema fundamental de soluciones
de Descartes en 1. O

Combinando los dos teoremas anteriores obtenemos el siguiente.

Teorema 1.21. La ecuacion tiene un sistema fundamental de soluciones de Descartes

en el intervalo compacto I = [a,b] si, y solo si, es disconjugada en I.

Demostracion. Combinando las demostraciones de los Teoremas[1.13]y [1.20]podemos cons-
truir un sistema fundamental de soluciones de Descartes. Extendemos el dominio de de-
finicién de los coeficientes de poniendo p(t) = pr(a) para t < a y pr(t) = pr(b)
para t > b. Entonces sigue siendo disconjugada en algun intervalo J = [a1, b1], donde

a1 < a < b < by. Sea yg(t) la tnica solucion de (1)) que satisface las condiciones de contorno

y(a1) =y (a1) =--- =y* D (a1) =0, y*V(ar) =1,
y(by) =y (by) = =y D(by) =o0.

Veremos que ¥, ...,Yy, forman un sistema de Descartes en el intervalo abierto (aj,b;).
Ya que yi tiene un cero de multiplicidad k — 1 en ay (k = 1,...,n) es suficiente ver que
Y1, - -, Yp forman un sistema de Markov en [a1,b1]. Como cualquier combinacién lineal no
trivial de y1, ..., y, tiene un cero de multiplicidad mayor o igual que n — k en by, no puede
tener un cero de multiplicidad mayor o igual que k en £ < b; y por tanto el Wronskiano
W(y1,...,yn)(t) no puede anularse para ¢ < b;. Y ya que W(yr,...,yn)(a1) = 1 se
sigue que W(y1,...,yx)(t) > 0 para a1 < ¢t < by (k = 1,...,n). Asi se completa la

demostracion. O



Capitulo 2
Puntos conjugados

En esta seccién estudiaremos una de las propiedades mas importantes de los ceros
de las soluciones, su multiplicidad. Enunciaremos y demostraremos numerosos resultados
que relacionan la ecuacién disconjugada con la multiplicidad de sus ceros. Para ello
necesitaremos introducir conceptos como el de punto conjugado por la derecha y por la
izquierda. En toda esta seccién el intervalo I serd abierto.

El siguiente lema es una consecuanecia del Lema [1.12

Lema 2.1. Para cualquier a en I eziste 6 = 6(a) > 0 tal que la ecuacion
Llyl = y™ +pr(0)y" "V + -+ palt)y =0 (2.1)
es disconjugada en el subintervalo [a — d,a + ¢].

Definicién 2.2. Diremos que la solucion no trivial y(t) de (2.1)) tiene la propiedad (k, a,b),
donde 1 < k < n —1, si tiene un cero de multiplicidad mayor o igual que k en b y un cero

de multiplicidad mayor o igual que n — k en a.

Sea yi(t,a) una solucion de 1' que satisface las condiciones iniciales y,gn_k)(a) =1,
@) =0 (=1, mj # k).
Denotemos el Wronskiano de yi(¢,a),...,yx(t, a) por

yl(ta CL) e yk(ta a)

"t a ' (t,a

R e i a)
' ta) oyt V()

Por la dependencia continua de las soluciones en los valores iniciales, W}, es una funcién
continua en (t,a) € I x I.

Se sigue de inmediato el siguiente resultado.

9
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Lema 2.3. Eziste una solucion con la propiedad (k,a,b) si, y solo si, Wi(b,a) = 0.

De hecho la solucién tiene un cero de multiplicidad mayor o igual que n — k en « si,
y solo si, es una combinacion lineal de yi(¢,a),. .., yx(t,a). Dicha combinacion lineal tiene
un cero de multiplicidad mayor o igual que k en b si y solo si Wy (b, a) = 0.

Suponemos ahora que la ecuacion no es disconjugada en I. Entonces para algan
a en I existe b > a en I tal que no es disconjugada en [a,b]. Ademads si a tiene esta

propiedad, también la tiene ag < a en 1.

Definicion 2.4. Denotemos por 14 (a) = n(a) el supremo de todo ¢ > a tal que (2.1)) es

disconjugada en [a, ¢|. Llamamos a 7(a) el primer punto conjugado por la derecha de a.

Notese que si n(a) esta definido, también lo esta n(ag) para cualquier ap < a en Iy
n(ao) < n(a).

Sea también w; (a) = w(a) el menor b > a en I, si existe, en el cual uno de los Wrons-
kianos Wi (b, a), ..., W,_1(b,a) se anula. Cabe senalar que W, (b, a) nunca se anula porque
las soluciones yi, .. ., y, son linealmente independientes. Veamos el siguiente resultado que

nos relaciona ambos puntos.
Proposicion 2.5. n(a) = w(a).

Demostracion. Por el Lema[2.3]y la definicién de 7(a), tenemos que n(a) < w(a). Supone-
mos 7(a) < w(a) y tomamos ¢ € I asi que n(a) < ¢ < w(a). Por el Lema [2.1] la ecuacion
(2.1) es disconjugada en el intervalo [a — d,a + ¢], donde 6 > 0. Dado que las funciones

Wi, son continuas y Wy(t,a) # 0 para a < t < w(a), podemos escoger 0y < 3 tal que
)
Wi(t,s) # 0 para a— 0y < s < a+ dy, a+§ <t<cyk=1,...,n—1. Por elLemano

podemos tener Wy (t,a — dp) = 0 para cualquier t € (a — o, a+ 5) y cualquier k, porque la
ecuacion es disconjugada en [a — d,a + d]. Asi Wy (t,a — dp) # 0 para a — g < t < c.
Por lo tanto la ecuacién tiene un sistema fundamental de soluciones de Markov, vy en
consecuencia es disconjugada en el intervalo (a — dp, c]. Pero esto implica n(a) > ¢, lo cual

es una contradiccion. Por tanto n(a) = w(a). O

Proposicion 2.6. Sea b = n(a) y sea k el menor entero tal que Wy (b,a) = 0. La solucidn
correspondiente y(t) de con la propiedad (k,a,b) estd unicamente determinada por

un factor constante, y no se anula en el intervalo abierto (a,b).

Demostracion. Debemos tener "% (a) # 0, ya que de lo contrario la solucién y(t) ten-
dria la propiedad (k — 1,a,b). Si otra solucién z(t) tiene la propiedad (k,a,b), entonces
u(t) = y™ R (a)z(t) — 2% (a)y(t) es cero o tiene la propiedad (k — 1,a,b). Como esto
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ultimo no puede ser por la definicion de k, se sigue que y(t) y z(t) son linealmente depen-
dientes.

Como y(t) tiene un cero de multiplicidad mayor o igual que n — k en a podemos escribir
y(t) = aqyi(t,a) + - - + agyr(t,a). Ademas oy # 0, como Wy_1(b,a) # 0 y y(t) tiene un
cero de multiplicidad mayor o igual que k en b. Suponemos y(c) = 0 con ¢ € (a,b). La

ecuacién diferencial

Y1 (ta a) e yk—l(tv a) Yy
Ly1y= : : - |1=0
yikil)(t, a) - yl(c]:l)(ta a) y(k—l)

tiene las soluciones yi(t),...,yx—1(t). Por el Teorema el operador Ly_; tiene una
factorizacion de la forma en el intervalo [c,b]. Como y(t) tiene un cero en ¢ y un cero
de multiplicidad mayor o igual que k en b se sigue de la Proposicion que Li_1y se
anula en algin punto ¢ € (¢,b). Reemplazando y(t) por su expresion como combinacion
de y1(t,a),...,yk(t,a) concluimos que Wi(c’,a) = 0. Pero esto contradice la definicion de
b=n(a). O

Teorema 2.7. n(a) es una funcion creciente de a.

Demostracion. Ya sabemos que 7(a) no es una funciéon decreciente. Suponemos a; < as
y n(a1) = n(az) = b. Entonces n(t) = b para a; < t < ag y para cada ¢t hay un entero
k tal que Wy(t,b) = 0. Denotemos por S el conjunto de todos los ¢ en [a1, ag] tales que
Wi(t,b) =0, (k=1,...,n—1). Entonces Si es cerrado y el intervalo [a1,a2] es la unién
de S1,...,5,1.

Suponemos que, para algun k, Si contiene un subintervalo de [a1, a2]. Sea h + 1 el menor

valor de k con esta propiedad y sea [b1, bo] un subintervalo contenido en Spyq. Asi

yi(t,0) -+ ynta(t,d)
Whi1(t,b) = : : =0 con (by <t < by)
h h
Z/% )(t7 b) o yf(L—gl (ta b)
Por definicion de h + 1 existe un intervalo [c1, co] C [b1, b2] en el cual
W (t, b) T yh(t7 b)
h— h—
yVw) V)
Consideremos ahora la ecuacion diferencial

yl(t7 b) Tt yh(ta b) Yy
: . : - 1=0
v, b) oy ) g™
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en el intervalo [c1, co]. Claramente es una ecuacion lineal de orden h con yi, ...,y como

soluciones linealmente independientes. También tiene la solucién ypyq, asi que ypi1 es

combinacion lineal de y1,...,y, en [c1, 2], lo cual es una contradiccion porque y1,...,Yn
es un sistema fundamental de soluciones de (2.1). O

Suponemos de nuevo que la ecuacién (2.1) no es disconjugada en I. Entonces para
algin b en I existe a < ben I tal que la ecuacion (2.1) no es disconjugada en [a, b]. Ademés

si b tiene esta propiedad, también la tiene bg > b en 1.

Definicion 2.8. Denotamos por n—(b) el infimo ¢ < b tal que (2.1)) es disconjugada en

[c, b]. Llamamos a 1—(b) el primer punto conjugado por la izquierda de b.

Notese que si n—(b) esté definido, n—(bg) también lo estd para cualquier by > ben I y

n-(bo) = 1-(b).
Como antes podemos ver que 7n_(b) es una funcién creciente.

Lema 2.9. Sib=ny(a), entonces a =n_(b).

Demostracion. Por la Proposicién v el Lema [2.3| existe una solucién con la propiedad
(k,a,b) para algan k tal que 1 < k < n. Como esta solucion también tiene la propiedad

(n — k,b,a), se sigue que ¢ = n_(b) > a. Similarmente, existe una soluciéon con la pro-
piedad (n — h,b,c¢) = (h,c,b) y por tanto n4(c) < b. Si tuviésemos ¢ > a tendriamos
n+(c) > ni(a) =b. Asi ¢ = a. O

Teorema 2.10. La funcién n(a) es continua y su dominio es un subintervalo abierto de I.

Demostracion. Se deduce del teorema anterior que las funciones ny y n— son inversas
una de la otra. Como sus dominios de definiciéon son intervalos, sus rangos también son
intervalos. Por tanto, dado que son funciones crecientes, son continuas. Supongamos que
I = (ay,b;). Si el dominio de n4 fuese un intervalo I = (a1, al, entonces cualquier b > 74 (a)
en I no perteneceria al rango de 74 y, por tanto, no pertenecerfa al dominio de n_. Pero

esto es imposible porque el dominio de n— es un intervalo cuyo punto final es b;. O

Teorema 2.11. La ecuacion es disconjugada en el intervalo [a,b) si, y solo si, es

disconjugada en su interior (a,b).

Demostracion. Extendemos el dominio de definicién de los coeficientes de estable-
ciendo pg(t) = pi(a) para t < a. Entonces los resultados anteriores se pueden aplicar al
intervalo abierto I = (—o0, b). Sila ecuacion es disconjugada en (a, b) pero no en [a, b),
entonces 7(a) esta definida pero no n(c) para algin ¢ > a. Sin embargo esto contradice el
Teorema, O]
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Finalmente enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 2.12. Si toda solucion no trivial tiene menos de n ceros distintos en el intervalo

[a,b), entonces toda solucidn no trivial tiene menos de n ceros, contando multiplicidades.
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Capitulo 3
Funciones de Green

Durante esta secciéon supondremos que la ecuacion (2.1)) es disconjugada en el intervalo
compacto I = [a,b]. Sea f una funcién continua en I, sean a; < ... < a,, puntos de I y

sean 71, ..., Ty enteros positivos con suma n.
Teorema 3.1. FEl problema de frontera multipunto
Ly=f@) tel (3.1)
y V(@) =0 (r;=0,1,...,r_1; i=1,...,m) (3.2)
tiene una inica solucion y(t).

Demostracion. Esta solucién puede ser representada en la forma,

b
ut) = [ Gits)s(s)ds (3.3)
donde la funcion de Green G(t, s) esta definida por las siguientes propiedades:

(91) En funcion de t, G(t, s) es solucion de la ecuacion (2.1)) en los intervalos [a, s) v (s, b,

satisfaciendo las condiciones de contorno G(”i)(ai, $)=0(w;=0,1,...,m-150=1,...

(92) En funcion de t, G(t,s) y sus primeras n — 2 derivadas son continuas en t = s,
mientras G"~D(st,s) — GV (s7,s) = 1.

De hecho, se verifica facilmente, diferenciando bajo el signo integral, que si G tiene estas
propiedades entonces la funcion y(t) definida por (3.3]) es la solucién del problema de los
valores en la frontera (3.1))-(3.2). Queda por demostrar que hay una tnica funcion G con

las propiedades citadas.

15
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Sea y1(t),...,yn(t) un sistema fundamental de soluciones de la ecuaciéon homogénea

(2.1), es decir, el sistema determinado por las condiciones iniciales
i—1 )
y,(; ) = dit (i,k=1,...,n).
Entonces debido a que G es solucion de (2.1)) en [a, s) U (s, b], deducimos que

ar(s)yi(t) + -+ an(s)yn(t) parat <s
/Bl(s)yl (t) +o T+ /Bn(3>yn(t) parat > s,

G(t,s) =

donde los coeficientes «;(s), Bi(s) estan determinados por la regularidad de G ent = sy
por las condiciones de frontera.

Si denotamos 7;(s) = Bi(s) — a;(s), de la regularidad de G en t = s deducimos que

Z'yi(s)yi(j)(s) =0 (j=0,1,...,n—2)
i=1

y
3 (n-1)
Z%’(S)?Ji (s)=1.
i=1
El determinante de este sistema de ecuaciones lineales es el Wronskiano W (y, ..., yn). Por

lo tanto, las diferencias v;(s) estan inicamente determinadas y son funciones continuas de
s. Si substituimos £;(s) = «a;(s) + 7i(s) las ecuaciones de contorno en la propiedad (g1)
proporcionan n ecuaciones lineales para las n incognitas «;(s). Estas ecuaciones tienen una
Unica solucién porque las correspondientes ecuaciones homogéneas no tienen solucién no

trivial. O

Vamos a estudiar ahora los ceros de la funcion de Green G(t, s) para s fijo. Denotemos
p(t)=(t—a)™...(t —am)™. (3.4)
Lema 3.2. Con a <t,s <b tenemos que G(t, s)p(t) > 0.

Demostracion. Sea c¢ cualquier punto de I distinto de az, ..., ap. Sila funcion G(e, s) no
fuese de signo constante en I, podriamos encontrar una funcion continua f(t) > 0 en I tal

que
b
y(t) = / G(c,s)f(s)ds = 0.

Entonces la solucion y(t) del problema de los valores en la frontera (3.1)-(3.2) tendria n
ceros en los puntos a; (i = 1,...,m) y un cero mas en c. Por lo tanto, por la Proposicion

1.14] 1a funcion Ly = f tiene al menos un cero mas en I, lo cual es una contradiccién pues
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como mucho puede tener n ceros y aqui tiene n + 1. Asi G(c, s) es de signo constante en
1. Para determinar este signo, definimos el operador L, que tiene la representacién

1 1
Ly=v,1D—D---D—y,
Un V1

d
donde D= —, vy >0y v, €C"* 1 (k=1,...,n),y vpy1 = v1 - - - v,. El operador L se

dt
puede conectar al operador D™ mediante la ruta
1 1
A A
LY =tpp DD O<A<1).
n 1

Si las condiciones de frontera (3.2)) se mantienen fijas, la funciéon de Green correspondiente,
GW(t, s) es una funcion continua de A, por la manera en la cual ha sido construida. Por lo

tanto, G(c,s) = G)(¢, s) tiene el mismo signo constante que G (¢, s). Pero la solucién

t
de la ecuacion D™y = 1 que satisface las condiciones de frontera es y(t) = ]L') De
n!
b
y(t) = / GOt s)ds
a
se sigue que G(c, s) tiene el mismo signo que p(c). O

Lema 3.3. Sia1 < s < am, cada cero de g(t) = G(t, s) es aislado.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que existe una sucesion ¢, de puntos de [
tal que t, tiende a ¢y g(t,) = 0. Asumiremos que ¢ > s y t, > s, pues los otros casos son
analogos. Entonces g(t) coincide en el intervalo (s,b] con la solucién de la ecuacion (2.1,
la cual tiene infinitos ceros. Por lo tanto g(t) = 0 para t > s. Del hecho de que g¥(t)
(k=0,1,...,n—2) es continua en ¢ = s se sigue que g(¢) coincide en el intervalo (a, s) con
la solucién de la ecuaciéon , la cual tiene un cero de multiplicidad mayor o igual que
n—1en s. Como g(a;) = 0 y la ecuacion es disconjugada en el intervalo [a, 5], esto
implica que g(t) = 0 para t < s. Por tanto g(t) = 0, lo cual es imposible porque g1 (t)

tiene una discontinuidad de salto en ¢t = s. O

A pesar de que ¢(t) tiene tnicamente ceros aislados, algunas funciones relacionadas
con ella pueden anularse a lo largo de un intervalo. Es conveniente considerar tal intervalo

como un solo cero.

Definicion 3.4. La componente cero de una funcién continua es el maximo intervalo donde

la funcién se anula.

Por ser disconjugado sabemos que el operador L tiene la factorizacion Ly = pp+1DpnD ..

donde pp >0y pp € C*F (k=1,...,n), ¥ pny1 = (p1---pn)~". Pongamos Loy =y,
Ly = D(prLr-1y) (k=1,...,n), ast Ly = ppt1Lny.

. DPIZ%
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Lema 3.5. Sia < s <byg(t) = G(t,s), entonces L,_2g(t) tiene como mdzimo dos

componentes cero en el intervalo (a,b]. Si tiene dos, entonces cada una es un cero simple.

Demostracion. En cada uno de los intervalos [a, s) v (s,b], g(t) es solucion de la ecuacion
L,y = 0. Por tanto D(ppLy—19) =0y ppL,—19 es constante en cada uno de los intervalos
[a,s) y (s,b]. Por tanto en dichos intervalos, D(p,—1L,—2¢) tiene signo constante o es cero,
V pn—1Ln—_2g es estrictamente mondtona o constante. Asi se sigue el resultado. O
G(t,s)
p(t)

Demostracion. Denotemos por J = [a1, am)].

Teorema 3.6. >0 paraar < s<am yar <t < am.

Veamos primero que G(t,s) # 0 para a; < t,8 < 4y, y t # a2, ..., Qy_1. SUpongamos, por
el contrario, que para algin s en (a1, a,,) la funcion g(t) = G(t, s) se anula en un punto de J
distinto de ay, . .., ay,. Entonces ¢(t) tiene al menos n+1 ceros en J, incluyendo m+-1 ceros
distintos. Por lo tanto, por el Teorema de Rolle, L;g tiene al menos m componentes cero,
cada una contenida en el interior de un intervalo comprendido entre dos ceros consecutivos
de g. Sea m1 el numero de puntos distintos ap que son ceros de g con multiplicidad mayor
o igual que dos. Todos esos puntos son ceros de Lig con multiplicidad total n — m. Asi
L1g tiene al menos m +m; componentes cero y al menos n ceros. Por el Teorema de Rolle,
Lyg tiene al menos m +mj — 1 componentes cero, ademas de esos puntos ay que son ceros
de g de multiplicidad mayor o igual que tres. Sea mso el ntimero de dichos puntos. Ellos
son todos los ceros de Log con multiplicidad total n — m — my. Asi Lag tiene al menos
m +mj +mo — 1 componentes cero y al menos n — 1 ceros. Continuando por este camino,
vemos que L,_og tiene al menos m + my + - -+ + my_o — (n — 3) componentes cero. Pero
m-+mi+---+my_o =n, ya que en la suma cada punto ay se cuenta ry veces. Asi L, o9
tiene al menos tres componentes cero, lo cual contradice el Lema [3.5

Similarmente podemos ver que G™*)(ay,s) # 0. Si para algan s en (a1, a,) y algin
k (1 < k < m) esto no fuese asi, entonces los ceros aislados a; de g(t) tienen al menos
multiplicidad total n + 1. Por aplicaciones sucesivas del Teorema de Rolle tenemos que
Ly _2g tiene al menos dos componentes cero y al menos 3 ceros, lo que contradice de nuevo
el Lema 3.3l

Asi G(t,s) y p(t) tienen los mismos ceros con las mismas multiplicidades. En conse-

G(t,s)

p(t)
Lema [3.2| obtenemos que es positivo. O

cuencia, el radio es finito y de signo estrictamente constante. Finalmente, por el

Proposicion 3.7. Supongamos que la ecuacion es disconjugada en el intervalo I.
Supongamos ademds que y no se anula en ningin subintervalo de I, que tiene al menos dos

ceros distintos y que Ly > 0 en I. Entonces y tiene como mdzimo n ceros en I. Ademds,
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sty tiene ceros ay < ... < ay, con multiplicidades r1,...,rmy donde 1+ -4+ 1y, =n Yy
m > 1, entonces M >0en I

p(t)
Demostracion. Denotemos f = Ly y supongamos que y tiene ceros ap,...,ay, con mul-
tiplicidades mayores o iguales que ry,...,r, respectivamente, donde r1 + --- + 7, = n.

Entonces para a; <t < ayn,,
am
vy = [ ) (s
al

Si f(t) = 0 en el subintervalo J = [a1, an,], entonces y(t) es una solucion de la ecuacion
(2.1) con n ceros en J. Por tanto y(t) = 0 en J, lo cual contradice la hipotesis. Por tanto

t
f(s) > 0 para cualquier s en J. Se sigue del Teorema que yEt; > 0 se verifica para
p
a1 <t < ay,. Asilos ceros ay, tienen multiplicidades exactamente igualesar, (k= 1,...,m)

y no hay mas ceros en I. Como p(t) tampoco tiene méas ceros, la desigualdad contintia

verificandose en 1. O
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Capitulo 4
Caracterizacion de la disconjugacion

La informacion de este capitulo la hemos tomado de las referencias [3] y [6]. El objetivo
de este capitulo consiste en la caracterizacion de la disconjugacion del operador diferencial
lineal de grado n: u(™ (t) +ay (t) u™ D)+ - -+ an_1(t) W' (t) +an(t) u(t), con a; € C* (1),
en un intervalo dado I = [a, b].

Teniendo en cuenta que el coeficiente de u puede descomponerse tinicamente como

an(t) = an(t) +

b
/ an(s)ds, tel,

es obvio que tal problema es equivalente a estudiar el conjunto de paramentros M para los

b—a

cuales la ecuacién diferencial lineal

To[M]u(t) = u™ () + ar () u™ V(@) + -+ an_1(8) W' (£) + (an(t) + M)u(t) =0 tel,
(4.1)
es disconjugada en 1.
Con esta finalidad, suponemos que dicho conjunto es no vacio, es decir, existe al menos
un M tal que T,,[M]u(t) = 0 es disconjugada en I.

Utilizaremos la siguiente notacién en toda esta seccién.

Notacion 4.1.

X, = {u e C'(I) |u(a) =---=u* V(@) =u®) = =u"F V) = o} . (42

na(a) =sup {b > a tal que la ecuacion (4.1 es disconjugada en [a, b]} € (a,00) .

A continuacién veremos unos resultados previos, y para ello introducimos dos condi-

ciones sobre la funcién de Green g(¢, s):

21
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(P,) Supongamos que existe una funcién continua ¢(t) > 0 paratodot € (a,b) y k1, k2 € L1(I),
tal que 0 < k1(s) < ka(s) para cada s € I, satisfaciendo

o(t) k1(s) < gnm(t,s) < &(t) ka(s), paracada (t,s) el x 1.

(Ny) Supongamos que existe una funcién continua ¢(t) > 0 para todo t € (a,b) y k1, ko € LY(I),
tal que k1(s) < ka(s) < 0 para cada s € I, satisfaciendo

d(t) k1(s) < gp(t,s) < &(t) ka(s), paracada (t,s) € I xI.

Las siguientes definiciones de inverso positivo e inverso negativo las podemos encontrar
en el libro [].

Definicién 4.2. Sea X (k) un subespacio de X. Diremos que el operador diferencial lineal
de orden n, L,, es inverso positivo en X (k) si, y solo si, para todo y € X (k) se tiene la

siguiente propiedad:
L,y(t) > 0 con t € I implica que y(t) > 0 para todo t € I.

Lema 4.3. El operador L, es inverso positivo en Xy si, y solo si, la funcion de Green
relacionada con el problema — es no negativa.

Definicion 4.4. Sea X (k) un subespacio de Xj. Diremos que el operador diferencial lineal
de orden n, L,, es inverso negativo en X (k) si, y solo si, para algin y € X (k) se tiene la

siguiente propiedad:
L,y(t) > 0 con t € I implica que y(t) < 0 para todo t € I.

Lema 4.5. El operador L, es inverso negativo en Xy si, y solo si, la funcion de Green

relacionada con el problema — €s no positivo.

El siguiente resultado, nos da una propiedad del operador bajo la hipotesis de discon-

jugacion. Lo encontramos en el libro [4]

Lema 4.6. Sea M € R tal que T,[M]u(t) = 0 es disconjugada en I. Entonces se verifican

las siguientes propiedades:

» Sin—k es par, entonces T,[M] es un operador inverso negativo en Xy, y su funcion
de Green satisface (Py).

» Sin—k es impar, entonces T,,[M] es un operador inverso negativo en Xy, y su funcion
de Green satisface (Ng).
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El siguiente resultado, muestra una propiedad de los autovalores de un operador dis-

conjugado.

Teorema 4.7. Sea M € R tal que T,[M]u(t) =0 es disconjugada en I. Entonces

» Sin—k es par, no hay ningin autovalor T,,[M] en X}, tal que X < 0.

» Sin—k es impar, no hay ningin autovalor T,,[M] en X tal que X\ > 0.

Los dos resultados siguientes aseguran la existencia del autovalor principal en diferentes

casos y dan informacién fundamental sobre el signo de la funcién de Green.

Teorema 4.8. Sea M € R fijado. Si el operador T,,[M] es invertible en Xy y su funcion

de Green satisface (P,), entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

» Eziste A1 > 0, el menor autovalor en valor absoluto del operador T,[M] en Xj.
Por otra parte, existe la autofuncion de signo constante no trivial correspondiente al

autovalor \i.

» La funcion de Green relacionada con el operador T,[M] es mayor o igual que cero
en I x I para todo M € (M — Ay, M].

» La funcidn de Green relacionada con el operador T,[M] no puede ser mayor o igual

que cero en I x I para ningin M < M — ).

Teorema 4.9. Sea M € R fijado. Si el operador T,,[M] es invertible en Xy y su funcion

de Green satisface la condicion (Ng), entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

» Eziste Ao < 0, el menor autovalor en wvalor absoluto del operador T,[M] en Xj.
Por otra parte, existe la autofuncion de signo constante no trivial correspondiente al

autovalor \g.

» La funcion de Green relacionada con el operador T,[M] es menor o igual que cero
en I x I para todo M € [M, M — \g).

» La funcion de Green relacionada con el operador T,[M] no puede ser menor o igual

que cero I x I para ningin M > M — \s.

Ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente teorema, en el que se
caracteriza el conjunto de disconjugacién de una ecuacioén, en funciéon de los autovalores

de problemas asociados.

Teorema 4.10. Supongamos que M € R y n > 2 son tales que T,,[M]u(t) = 0 es una
ecuacidon disconjugada en I. Entonces, T,[M|u(t) = 0 es una ecuacion disconjugada en I
si, y solo si, M € (M — X\, M — \3), donde
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= My =400 sin=2y, paran>2, A\1 >0 es el menor de los autovalores positivos de
To[M] en Xy, con n —k par.

» Ay < 0 es el mayor de los autovalores negativos en T,[M| de Xy, con n — k impar.

Demostracion. Sean > 2. Primero veamos que el intervalo 6ptimo de disconjugacion, D,
debe ser necesariamente un subconjunto de (M — A, M — \p).

Usando el Lema y el Teorema sabemos que si M € Dy, la funcién de Green
relacionada con el operador T, [M] en X}, es de signo constante, positivo si n — k es par y
negativo si n — k es impar.

Sea k € {1,...,n—1} tal que n — k sea par v sea A1 el menor autovalor positivo de
Tn[M] en X7. Usando el Lema E y el Teorema H podemos afirmar que 93k cambia, el
signo en I x I para M< M- A1, entonces M ¢ Dy, para cada M < M — ).

De manera anéloga, sea ke {1,...,n—1} tal que n — k es impar y sea Az el mayor
autovalor negativo de T,,[M] en X7. Usando los mismos argumentos, con el Lema E y el
Teorema , podemos afirmar que g7 7 1o tiene signo constante en I x I para M > M — M\,
entonces M ¢ Dy, para cada M > M A2.

Por tanto, hemos probado que Dy; C (]\7[ — A, M — )\2).

Veamos ahora que Dy; = (M — A1, M — )\2). Denotamos My = inf Dy; y Ma = sup Dy;.
Por la Proposiciéon Dy debe ser un intervalo abierto, en particular M; # M para
j=12.

Si Dy # (M — A1, M — )\3) entonces, al menos una de las desigualdades siguientes se
verifica: My > M — A\ 0 My < M — \s.

Supongamos que se cumple la primera desigualdad (la prueba es andloga si se verifica
la segunda).

Como T),[M;]u(t) = 0 no es una ecuacion disconjugada en el intervalo I, se tiene que
¢ =nu(a) <0.

Usando el Lemay la Proposici()n podemos asegurar que existe £ € {1,...,n — 1}
tal que existe una solucion no trivial de T,,[M;] u(t) = 0, satisfaciendo las condiciones de
contorno (n — ¢,¢) en [a, c]. Eligiendo el menor ¢ que verifica la afirmaciéon anterior, de la
Proposicién podemos afirmar que la solucién que satisface las condiciones de contorno
(n —¢,0) en [a,c| estd tunicamente determinada por un factor constante y no se anula en
(a,c).

Si ¢ = b, tenemos que M — M; € (A2,A1) serda un autovalor de T,,[M] en X,_4, v
contradice la definicion de A cuando £ es par y Ao cuando £ es impar.

Entonces, tenemos que ¢ < b.

Usando el Lema sabemos que W' [M;](c) = 0.
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Y, dado que T,,[M]u(t) = 0 es una ecuacion disconjugada en I para M € (M, Ms),

podemos afirmar que
Wi My +6](t) #0, t € (a,b] para todo 0 < § < My — M.

Sea W;'[M](t) una funcién continua de M, podemos afirmar que W;*[M;](t) es de signo
constante en un entorno de ¢, asi que tiene un cero de multiplicidad doble en ¢ en funcién
de t.

Usando la expresién de la derivada del Wronskiano, sabemos que

yilMi(c) ... yMi](c)
o :
0= WP M= =| ,_ ' _ (4.3)
ot T [ RPN S A (€
l l
LA (R ATA(C)
Tomamos la siguiente solucién de
yilMi](c) ... we[Mi](c)
y(t)=| S
y Dl ()
yiM(E) o ye[MA(D)
Como es una combinacion lineal de yi[Mi],. .., y¢[Mi], es obvio que tiene n — ¢ ceros

en a.

Siendo W' [Mi](c) = 0, y verifica trivialmente las condiciones de contorno (n — ¢, /) en
[a,c]. Y, por la Proposicion ya que ¢ = )y, (a), sabemos que no se anula en el intervalo
abierto (a,c).

Debido a la igualdad no es dificil comprobar que dicha funcién también verifica
las condiciones de contorno (n — ¢ —1,¢+ 1) en [a,c|.

Si £ =n—1, esto no es posible, porque no puede existir ninguna solucién no trivial con
n ceros en c.

Por otro lado, si £ < n —1, denotando como gy ,, s ¥ 95z n—¢—1, las funciones de Green
relacionadas con el problema - , praM =M, b=cyk=Co0k=1/0+1,

respectivamente, deducimos las siguientes ecuaciones para todo t € [a, c|:

o) = [ 911ma(t.5) (T = At )y(s)ds.

o) = [ 911mca(t:5) (31 = 1)),
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Por el Lema y el Teorema [3.6{sabemos que gy ,,_¢(,5) ¥ gz n—r—1(t; 8) tienen un
signo constante diferente en [a, c] X (a, ¢), asi las ultimas igualdades no pueden satisfacerse

a la vez. Entonces podemos afirmar que M; = M — \;.

De manara aniloga concluimos que My = M — s

Finalmente, consideramos el caso n = 2. Es inmediato ver que los argumentos rela-
cionados con As son los mismos que en el caso anterior. Supongamos, por el contrario,
que A\; < +oo. Por tanto, sea M; := inf {Dy;} € (—oo, M). Por definicién, tenemos que
c1 =, (a) < b. Asf que, si ¢; = b tenemos que hay un autovalor positivo de Th[M] en
X1, lo cual contradice el Teorema [4.7

Ahora, dado que ¢; < b, podemos proceder anilogamente al caso n > 2 y llegar a una

contradiccion. Asi el resultado queda probado. O



Casos particulares

.1. Ejemplos de orden 2

Dado que u(™ (t) = 0 siempre es una ecuacién disconjugada en cualquier intervalo,
podemos aplicar este resultado a los operadores T),[M]u(t) = u(™(t) + Mu(t). Entonces,
para hallar el intervalo 6ptimo de disconjugacién, solo necesitamos calcular los autovalores
més cercanos a cero de los problemas (k,n — k).

Veamos un primer ejemplo de orden 2. Consideremos la ecuacion v” + Mu = 0. La
tnica posibilidad que tenemos es u(0) = u(1) =0, asi n =2y k = 1, es decir n — k impar,
por lo que todos los autovalores son negativos. Como u” = —Mu y todos los autovalores
son negativos solo tenemos que considerar el caso M > 0. Primero calculamos las raices
del polinomio caracteristico 22 + m? y escribimos la solucién general de la ecuacion que
viene dada por

u(t) = Cq cos(mt) + Co sin(mt).

Con las condiciones de contorno que tenemos llegamos a las igualdades

Cq =0
Cysin(m) =0

las cuales nos proporcionan las soluciones

Ci =0
Cy =0

que nos da la solucién trivial u(t) = 0. También nos proporcionan las soluciones

Ci =0

sin(m) =0

Debemos buscar el menor m tal que sin(m) = 0 con m > 0, que nos devolvera m = .
Tenemos entonces que el primer autovalor es —72 y asi el intervalo 6ptimo de disconjugacion

serd, (—oo, 72).

27
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Veamos ahora un segundo ejemplo de orden 2. Consideremos en este caso la ecuacion
u’ +2u" + (1 4+ M)u = 0. Sabemos que es disconjugada para M = 0 pues es composicion
de Lyu = v/ —u y Lou = v’ — u que son disconjugados en [0,1]. La tnica posibilidad que
tenemos es u(0) = u(l) =0, asi n =2 y k = 1, es decir n — k impar, por lo que todos los
autovalores son negativos, por tanto solo tenemos que considerar el caso M > 0. Primero

calculamos las raices del polinomio caracteristico 2% + 2z + 1 4+ m?, que son

—1+im,—1—1im
v escribimos la solucién general de la ecuacién que viene dada por

u(t) = Cre sin(mt) + Cze " cos(mt).
Con las condiciones de contorno que tenemos llegamos a las igualdades
Co =0

Cie~tsin(m) =0

las cuales nos proporcionan las soluciones

Ci =0
Co =0

que nos da la solucién trivial u(t) = 0. También nos proporcionan las soluciones

Cy =0
e~lsin(m) =0

Lsin(m) = 0 con m > 0, que nos devolvera m = 7.

Debemos buscar el menor m tal que e~
Tenemos entonces que el primer autovalor es —72 y asi el intervalo 6ptimo de disconjugacion

serd, (—oo, 72).

.2. Ejemplos de orden 3

Contemplaremos ahora un ejemplo sencillo de orden 3. Consideraremos la ecuacion
u” + Mu = 0. En primer lugar veremos que ocurre si M > 0. Como v” = —Mu y
M > 0, los autovalores son negativos, por tanto solo hay que buscarlos para el caso n — k
impar. La tnica posibilidad que tenemos es n = 3 y k = 2, asi las condiciones de frontera
son u(0) = v (0) = 0 = u(1l). Primero calculamos las raices del polinomio caracteristico

2 +m?3, que nos dan

1 )
_ Z 4432
m,<2 \/§2>m
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v escribimos la solucién general de la ecuacién que viene dada por

u(t) = Cre™ + Coebl sin(ct) + Cze® cos(ct),

donde
a =-m
m
)
¢ =32
2
Con las condiciones de contorno que tenemos llegamos a las igualdades
Ch = —Cs
Co = —/3C3

—C3e® — \/3C3¢ebsin(c) + C3e’ cos(c) =0

las cuales nos proporcionan las soluciones

Ci =0
Co =0
Cs =0

que nos da la solucién trivial u(t) = 0. También nos proporcionan las soluciones

C1 =-1
Ca =3
—e% — v/3ebsin(c) + ¥ cos(c) =0

Debemos buscar el menor m tal que —e® — v/3ebsin(c) 4 €® cos(c) = 0 con m > 0, que nos
devolvera m = 4,233207192. Tenemos entonces que el primer autovalor es —4,2332071923.

En segundo lugar veamos que ocurre si M < 0. Como v = —Mu y M < 0, los
autovalores son positivos, por tanto solo hay que buscarlos para el caso n — k par. La
unica posibilidad que tenemos es n = 3 y k = 1, as{ las condiciones de frontera son
u(0) = 0 = u(1) = u/(1). Primero calculamos las raices del polinomio caracteristico 2% —m3,
que nos dan X

i
m, (—2 + \/§2> m

y escribimos la solucién general de la ecuacién que viene dada por

u(t) = Cre™ + Coelt sin(ct) + Csel cos(ct),

donde
a =m
c = 3@
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Con las condiciones de contorno que tenemos llegamos a las igualdades

C, =-C4
o Cs (2637m + cos (@) + /3sin <@))
V3 cos (@) — sin (@)
0 =—-Cse®+ e (26377” e (@) +dsin <%)) e’ sin(c) + Cse’ cos(c)

V3 cos (@) —sin (@)

las cuales nos proporcionan las soluciones

iy =
Co 0
Cs =0

que nos da la solucién trivial u(¢) = 0. También nos proporcionan las soluciones

C1 =-1
7 () v ()

“ Vcon () sin (32)
0 =—e*+ <26% e (@> +/Asin @>> e’sin(c) + e’ cos(c)

\/gcos (@) — sin (‘[%)
Debemos buscar el menor m tal que

(ZesTm + cos <@) + /3 sin (@)) )

—e% + e’sin(c) + e’ cos(c) =0
\/§COS (@) — sin (@)
con m < 0, que nos devolvera m = —4,233207192. Tenemos entonces que el primer autova-

lor es 4,2332071923 y asi el intervalo 6ptimo de disconjugacion sera (—4,2332071923,4,2332071923).
Veamos un segundo ejemplo de orden 3. Consideremos la ecuacion v’ + u' + Mu = 0.

" +u' = 0 es composicion de Liyu = v’y

Si M = 0 tenemos que es disconjugada pues u
Lou = " 4w que son disconjugados en [0, 1]. Notese que el operador u” + M?u es discon-
jugado en [0, 1] para M < 7. Ahora veremos que ocurre si M > 0. Como v+ u' = — Mu
vy M > 0, los autovalores son negativos, por tanto solo hay que buscarlos para el caso n—k
impar. La tnica posibilidad que tenemos es n = 3 y k = 2, asi las condiciones de frontera
son u(0) = ¥/ (0) = 0 = u(1l). Primero calculamos las raices del polinomio caracteristico

2 + x +m?, que nos dan
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1
_ (108m3 +12/81mb + 12) 3 5

6 +

1 )
<108m3 4 12v31mS + 12) 3

1
(108m3 4 12v/81mb + 12) 3 )

- +
12

=

(108m3 + 12v/81m0 +12) 3
1
~ (108m? + 120815 +12) 3 5

V3 _
iv3 ;

i
<108m3 4 12v31mb + 12) 3

y escribimos la solucién general de la ecuacién que viene dada por
u(t) = Cre® + Coe sin(ct) + Cse® cos(ct),

donde

1
— <108m3 +12vR1m + 12) 3 )
a = +

6

i
(108m3 1 12v/31mb + 12) 3

1
<1O8m3 4 12/81mS + 12) 3 X

b = —
12

T
(108m3 1 12v/31mb + 12) 3
1

_ (108m3 4 12v/81mb + 12) 3 )

V3 ; .

(108m3 n 12\/m) 3

31
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Con las condiciones de contorno que tenemos llegamos a las igualdades

Ch =-Cs
2

Cs (108m3 4+ 12/8TmS + 12)§ 12| V3

C
? 108m3 + 12¢/381m0 1 12
Cs (108m3 4+ 12V/81mb + 12) 3_-12]v3
0 =-—-Chse”+ e’ sin(c) + Cse? cos(c)

108m3 + 12v/81mSb + 12

las cuales nos proporcionan las soluciones

i =0
Co
C3 =0

que nos da la solucién trivial u(t) = 0. También nos proporcionan las soluciones

i =-1
2

(108m3 4 12V31m + 12) 3_12|v3

108m3 + 12¢/31mb + 12
(108m3 4 12v31mb + 12) 3_12|v3

0 =—e*+ e?sin(c) + e’ cos(c)

108m3 + 12v/81mSb + 12

Debemos buscar el menor m tal que

9
(108m3 1 12v/31mb + 12) 3_12|v3

—e” + e?sin(c) + e’ cos(c) =0

108m3 + 12v/81mSb + 12

con m > 0, que nos devolverd m = 4,172914962. Tenemos entonces que el primer autovalor
es —4,1729149623.

En tercer lugar veamos que ocurre si M < 0. Como v + v = —Muy M < 0, los

autovalores son positivos, por tanto solo hay que buscarlos para el caso n — k par. La Gnica
posibilidad que tenemos es n = 3 y k = 1, asi las condiciones de frontera que consideramos

son u(0) = 0 = u(1l) = «/(1). Primero calculamos las raices del polinomio caracteristico
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z3 + . — m?, que nos dan

—_

(108m® + 12v/81m0 +12) 3 5
' _

1 b
(108m3 +12/81mb + 12) 3

1
(108m3 T 12v/31m + 12) 3 )
; 12 *

-+
(108m3 4 12v31m + 12) 3

—_

(108m® + 12v/81mF +12) 3 )

V3
iv3 ' N

1
(108m3 + 12¢/8Tm + 12) 3
2 )
v escribimos la solucién general de la ecuacién que viene dada por

u(t) = Cre® + Coellsin(ct) + Cze® cos(ct),

donde
1
(108m?® + 12v/81mF +12) 3 5
a = 5 - T
<108m3 +12/81mb + 12) 3
1
(108m® + 12v/81m0 +12) 3 )
b o= —
12 * 1
(108m3 + 12/81mb + 12) 3
1
(108m® + 12v/81mF +12) 3 5
V3 + I
6 J—
(108m3 +12¢/81m + 12) 3
C =
2

Con las condiciones de contorno que tenemos y siguiendo el mismo procedimiento que
en el caso M > 0, llegamos a unas igualdades que nos proporcionan la solucién trivial
u(t) = 0 y la solucién no trivial. Sustituimos las constantes en u(t) y representamos wu(1)
buscando el menor m tal que u(1) = 0 con m < 0, que nos devolverd m = —4,172914962.
Tenemos entonces que el primer autovalor es 4,1729149623 y asi el intervalo 6ptimo de
disconjugacion serd, (—4,1729149623,4,1729149623).
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.3. Ejemplos de orden 4

Consideremos la ecuacion v+ Mwu = 0. En primer lugar veremos que ocurre si M > 0.
Como v = —Mwuy M > 0, los autovalores son negativos, por tanto solo hay que buscarlos
para el caso n — k impar. Asi tenemos dos posibilidades, n = 4 y k = 3, y por otro lado
n =4y k =1, asi las condiciones de frontera son u(0) = u/(0) = u”(0) = 0 = u(1) en el
primer caso y u(0) =0 = u(1) = u/(1) = «”(1) en el segundo.

Primero calculamos las raices del polinomio caracteristico z* + m?*, que nos dan

(ﬁiw>m,<_ﬂg2)m
2 2 2 2

v escribimos la solucién general de la ecuacién que viene dada por

u(t) = Cre™ cos(bt) + Cae™ sin(bt) + Cse cos(dt) + Cye sin(dt),

donde
o =_"
b —ﬂﬂ
V2
R
S

Utilizando las condiciones de contorno del caso n = 4 y k = 3, que son las siguientes:
u(0) = /(0) = u”(0) = 0 = u(1), llegamos a las igualdades

C; =0y
Cy =0y
C3 =04

0 = Cye®cos(b) + Cye®sin(b) — Cye€ cos(d) + Cyef sin(d)

las cuales nos proporcionan las soluciones

Ci =0
Cy =0
C3

Cy =0

que nos da la solucion trivial u(t) = 0.

También nos proporcionan las soluciones

=1
Co =1
C; =1

0 =ecos(b) + e*sin(b) — e cos(d) + e“sin(d)



.3. EJEMPLOS DE ORDEN 4 35

Observamos que la tltima ecuacién es

tan (%) _ tanh (3”%)

m m
Por tanto debemos buscar el menor m tal que tan | — | = tanh | — | con m > 0, que nos
a (ﬂ) <\/§> a

devolvera m = 5,553054244. Tenemos entonces que el primer autovalor es —5,553054244%.

Utilizando ahora las condiciones de contorno del caso n = 4 y kK = 1, que son las

siguientes: u(0) =0 = u(1) = v/(1) = v”(1), llegamos a las igualdades

2

20467”\& (cos <m22)>

Ci =-—
m [ — —
2 2 c
C4€m‘/5 (2 sin (77122) CoS <m;/§> + emV2 + 1)

Cy =

m — —

2 2
5 2
2()’46"“/5 (cos <m2 >>
C3 =

2sin (m;@) mv2 cog (m;/?) —emV2 1

Cuando sustituimos estas constantes en
Cre™ cos(bt) + Cae™ sin(bt) 4+ Cze cos(dt) + Cye sin(dt) = 0
y simplificamos poniendo ¢t = 1 llegamos a la igualdad
cos(m) cosh(m) =1

Si ponemos

Co
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tenemos la solucion trivial w(t) = 0. También nos proporcionan las soluciones

/2 m\/§ ?
2e V2 <cos <2>>
ci =

2sin (m;/§> emV2 cos (m\/§> —emV2 _q

emv2 (2 sin (m;/ﬁ) cos (mf) +emvV2 g 1)
Cy =

2sin (m;/i) emV2 cos (M) —emV2 1

2em\[ (cos (m\f>>
C3 =
2sin (m;/ﬁ) V2 cos (m;@) —emV2 _q

1 = cos(m)cosh(m)

Por tanto debemos buscar el menor m tal que cos(m)cosh(m) = 1 con m > 0, que nos
devolvera m = 5,553054244. Tenemos entonces que el primer autovalor es —5,553054244%.

En segundo lugar veamos que ocurre si M < 0. Como v = —Muy M < 0, los

autovalores son positivos, por tanto solo hay que buscarlos para el caso n — k par. La
unica posibilidad que tenemos es n = 4 y k = 2, as{ las condiciones de frontera son

u(0) = u/(0) = 0 = u(1) = «/(1). Primero calculamos las raices del polinomio caracteristico

z* —m?*, que nos dan

+m, tim
v escribimos la solucién general de la ecuacién que viene dada por
u(t) = Cre™ + Cgebt + Cget cos(dt) + Cye sin(dt)

donde

o o 9
[l
o
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Con las condiciones de contorno que tenemos llegamos a las igualdades

_ Cy(sin(m) — cos(m) +e™)

G = = .
e~™m — e™m — 2sin(m)
Cy (—sin(m) — cos(m) + e~ ™)
Cy =-— — .
e~™m — e™ — 2sin(m)

Cy(—2cos(m) +e ™ +e™)

O3 = .
e~m —e™m — 2sin(m)

0 = _ Cy(sin(m) — cos(m) + e™) oo _ C4 (—sin(m) — cos(m) + e~ ™) ot

e~™m — e™ — 2sin(m) e~m —e™ — 2sin(m)

Cy(—2cos(m)+e ™ +em) . .
+ e — em — 2sin(m) e cos(d) + Cyesin(d)

las cuales nos proporcionan las soluciones

Ciy =0
Co

Cs3 =0
cy =0

que nos da la solucién trivial u(t) = 0. También nos proporcionan las soluciones

(sin(m) — cos(m) + ™)

C; =-—
! e~m — e™ — 2sin(m)

o = (—sin(m) — cos(m) + e~ ™)
2 e~ —e™m — 28in(m)

o = (—2cos(m) +e ™ +e™)
BT Tem _em — 2 sin(m)

0 - —2€2™ cos(m) + 4e™ — 2 cos(m)

e?™ 4+ 2sin(m)e™ — 1
Debemos buscar el menor m tal que

—2e%™ cos(m) + 4™ — 2 cos(m)

=0
e?™ + 2sin(m)e™ — 1

con m < 0, que nos devolvera m = —4,730040745. Tenemos entonces que el primer autova-
lor es 4,730040745% y asi el intervalo 6ptimo de disconjugacion sera (4,730040745%, 5,553054244%).
Veamos otro ejemplo de orden 4. Consideremos la ecuacion v — 8u” + Mu = 0. En
primer lugar veremos que es disconjugada si M = 0. En efecto pues v — 8u” = 0 es la
composicion de Liu = u” y Lou = u” — 8u, que son disconjugados en [0, 1].
En segundo lugar veamos que ocurre si M > 0. Tenemos que separar los casos 0 < M < 2
y 2 < M pues el polinomio caracteristico nos dara diferentes raices. Como v —8u" = —Mu
v M > 0, los autovalores son negativos, por tanto solo hay que buscarlos para el caso n—k

impar. Asi tenemos dos posibilidades, n = 4y kK =3, y por otroladon =4y k =1,
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asf las condiciones de frontera son «(0) = %/ (0) = u”(0) = 0 = u(1) en el primer caso y
uw(0) =0 =u(l) =u/(1) = u”(1) en el segundo.
Primero calculamos las raices del polinomio caracteristico z* — 822 +m?* con 0 < m < 24,

que nos dan

i\/4i V-m?t + 16

y escribimos la solucién general de la ecuacién que viene dada por

u(t) = Cleat + CQSbt + CgBCt + C4€dt,

donde
a =\A4+v-mT 116
b =—V4+V—mt+16
¢ =VA—vV—mt+16

d =—V4—v—m"+16

Utilizando las condiciones de contorno w(0) = u/(0) = «”(0) = 0 = u(1) que corresponden

al caso n =4 y k = 3, llegamos a las igualdades

3
(4 Y ey rn 16) 2 /A4 v/—mt+16C,
c = -
"5
(4 Vo F 16) 2 /1 + v—m* + 160,
Cy =-— —
Cs =—C4
3
C1 (4= V=mT+16)2 VA + V=mT + 16eV /-0
0 = . +
3 m

Cy (4= V=mT+16) 2 v/4 4 /=T + 1 V4V -mt 10
+

2
m
10y (67\/47\/7m4+16 _ e\/4ﬂ/7m4+16>

+

las cuales nos proporcionan las soluciones

i =0
Ca
C3 =0

Cy =0
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que nos da la solucion trivial u(t) = 0.

También nos proporcionan las soluciones

3
(41— V=mT+16)2 Vi+vV=mi + 16
C: = m4§
(4—\/m)2\/4+\/m
Cy =— —
Cy =-1
3
(4= V=mA+16) 2 A+ V=mi + 16eVH TS
0 = . — +
(1= V=mTF16) 2 Va+ V=i + 16eVary—miie

m
4 (67\/47\/m _ eﬂ#m)

Por tanto debemos buscar el menor m para el que se verifica la ultima ecuaciéon con
0 < m < 2%, que nos devolvera m = 2. Tenemos entonces que el primer autovalor es —2%.
Utilizando ahora las condiciones de contorno del caso n = 4 y kK = 1, que son las

siquientes: u(0) = 0 = u(1) = «/(1) = u”(1), llegamos a las igualdades

_OpV4— VmA  16em VATV

Ch
eVAHY=mIHI6\/4 4 \/—m? 1 16
B A S e T T i
2 = —

e VAH=mIH6, /4 1\ /— 16
03 — _6—2\/ 4—\/—m4+1604

Cuando sustituimos estas constantes en
Cre™ + Coel + Cse + Che™ =0
y simplificamos poniendo ¢t = 0 llegamos a la igualdad
Ci1+Cy+C3+Cy=0

Si ponemos

i =0
Co
C3 =0

Cy =0
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tenemos la solucion trivial u(t) = 0.

También nos proporcionan las soluciones

VA4 - Vo 16e VAV

C, =
eVAHV=mTH16\ /4 4 /A + 16
, = — v

e~ VAV=mii16\/4 | /=T 1 16
03 _ _6—2\/ 4—+/—mA+16

_ \/4 _ /_m4 + 166—\/m B \/4 _ /_m4 + 166—\/ 4—/—mA+16 B 6_2 /—4_\/m N .
eVAHV=mIHI6\ /4 4 /T 116 e VATYmIHI6 /4 4 /T 116

Por tanto debemos buscar el menor m que verifica la tltima ecuacién con 0 < m < 2%, que
nos devolvera m = 2. Tenemos entonces que el primer autovalor es —2%,

Como el menor m que encontramos es m = 2, ese serd el menor autovalor que se busca,
por tanto no hard falta estudiar el caso 2 < M.

En tercer lugar veamos que ocurre si M < 0. Como v = —Mu y M < 0, los
autovalores son positivos, por tanto solo hay que buscarlos para el caso n — k par. La
dnica posibilidad que tenemos es n = 4 y k = 2, asi las condiciones de frontera son
u(0) = u/(0) = 0 = u(1) = «/(1). Primero calculamos las raices del polinomio caracteristico

z* — 822 — m*, que nos dan

j:\/4+ m4+16,j:z'\/ m*+16 — 4
v escribimos la solucién general de la ecuacién que viene dada por
u(t) = Cre + Coeb® + Cse cos(dt) + Cye sin(dt)

donde

o« =it T T6
b =—Va+Vmt 116
c =0
d =+vVvVm*+16—4
Realizando calculos analogos se obtiene la expresion de las distintas constantes en cada
caso, si bien esta es demasiado complicada. De esta forma se llega a que el primer au-

tovalor es 4,946180870%. Por tanto tenemos que el intervalo 6ptimo de disconjugacion es
(—2%,4,946180870%).
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restart

#Vamos a estudiar la disconjugacion de la ecuacion u"+Mu=0

#En este caso la unica posibilidad es u(0)=0=u(1), con lo cual tenemos n=2 y k=1, por tanto n-k=1 es
impar. Asi solo hay que considerar el caso M >0

#Calculamos las raices del polinomio caracteristico 4 nt
eq = XA
solve(eq, x) assuming m > 0
Im, —Im (0]
#Escribimos la solucion general
u:= (t,m, Cl,C2)—Cl-cos(m-t) + C2-sin(m-t) :
#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=u(1)=0
solve(u(0,m, CI, C2), Cl)

0 2
#Substituimos las constantes
vi= (t,m)—sin(m-t) :
v(1l, m)
sin(m) 3

#Representacion de u(1) y busqueda del menor M tal que u(1)=0
plot(v(1,m), m=0..10)

1_

0.5

8 10

-0.5 1

~1-
fsolve(v(1l,m) =0,m=2.4)



3.141592654 “)

#Por tanto la ecuacion es disconjugada en (- o0, 77 )



restart

#Vamos a estudiar la disconjugacion de la ecuacion u"+2u'+(1+M)u=0

#En este caso la unica posibilidad es u(0)=0=u(1), con lo cual tenemos n=2 y k=1, por tanto n-k=1 es
impar. Asi solo hay que considerar el caso M >0.

#Calculamos las raices del polinomio caracteristico 42 x+1+n
eq = 42 x+1+m:
solve(eq, x) assuming m > 0
-1 +Im,-1—1m 1)
#Escribimos la solucion general
u:= (t,m,Cl,C2)—>Cl-exp(-t)-sin(m-t) + C2-exp(-t)-cos(m-t) :
#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=u(1)=0
solve(u(0,m, CI, C2), C2)

0 2
#Substituimos las constantes
v:i= (t,m)—exp(-t)-sin(m-t) :
v(1l, m)
e sin(m) 3)

#Representacion de u(1) y busqueda del menor M tal que u(1)=0
plot(v(1,m),m=0.6)

0.3

0.2

0.1

-0.11

-0.2 1

-0.3 1

fsolve(v(l,m),m=1.4)



3.141592654 “)

#Por tanto la ecuacion es disconjugada en (- o0, 77 )



restart

#Vamos a estudiar la disconjugacion de la ecuacion u"'+Mu=0
#Caso M >0

#Calculamos las raices del polinomio caracteristico 4+

eq ‘= XA

solve(eq, x) assuming m > 0

(A (1)

1
#Escribimos la solucion general y su derivada
a:=-m:
m
b = >
_ sqrt(3)-m .
= 5 :
u:= (t,ma,b,c,Cl,C2,C3)—Cl-exp(a-t) +C2-exp(b-t)-sin(c-t) + C3-exp(b-t)-cos(c-t) :
ul = diff (u(t,m,a,b,c,Cl,C2,C3),t)
mt mt
C2me ° sin(@) C2e? ﬁmcos(@)
[ =-Clme™ 2
u Clme " + 5 + > ?2)
mt mt
C3me > cos(@) C3e’ ﬁmsin(@]
* 2 B 2
simplify( %)

3mt

3mt
L[me"’”(e ? (J?C2+C3)cos[ \/?th)-i-e 2 ('\/?C3+C2)sin(\/?2mtj 3)

)

#Solo hay que buscar autovalores para el caso n-k impar porque u"'=-Mu y M >0, es decir los
autovalores son negativos

#Estamos en el caso n=3 y k=2

#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=u'(0)=0=u(1)

solve({u(0,m, a, b, c, Cl, C2,C3) =0, simplify(subs(t=0,ul)) =0}, {CI, C2})

{ci=-c3,c2=-J3 C3} “)

#Substituimos las constantes
vi= (t,m)—>u(t,ma,b,c-1,-sqrt(3), 1) :

v(1, m)
—e_m—\/Te7 sin(@)-l—e7 cos(\/?m) &)

2

#Representacion de u(l) y busqueda del menor M tal que u(1)=0
plot(v(1,m),m=0.6)
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201

101

fsolve(v(1l,m),m=4..5)

4.233207192
#Caso M <0
restart
#Calculamos las raices del polinomio caracteristico Com
eq = o

solve(eq, x) assuming m > 0

(48 (1)

2 2 2

#Escribimos la solucion general y su derivada
a=m:

m
bi=-—

2
o= SA3)m

= 5 .

u:= (t,ma,b,c,Cl,C2,C3)—Cl-exp(a-t) +C2-exp(b-t)-sin(c-t) + C3-exp(b-t)-cos(c-t) :

ul = diff (u(t,m,a,b,c,Cl,C2,C3),t)

6

@)



mt mt

C2me_75in(\/imtj _T\/_mcos(\/_z t)
ul == Clme"" — 5 + 3 ®
mt mt
C3me * cos( \/?2””] 2 \/_msn(\/_mt)
B 2 B 2
simplify( %)
mt mt
%([ 2 (32— CS)COS[\/?zmI)-i-e 2 (\/TC3+C2)sin[\/?2mt) ©)

—2CI e’“) m)

#Solo hay que buscar autovalores para el caso n-k par porque u"'=-Mu y M <0, es decir los autovalores
son positivos

#Estamos en el caso n=3 y k=1

#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=0=u(1)=u'(1)
solve({u(0,m, a, b, c, Cl, C2, C3) =0, simplify(subs(t=1,ul)) =0}, {CI, C2})

m m
C3 [e 2ﬁsin(@)+e 2005(@)4—2&:’"]
Cl=-C3,C2=

” (10)
)

(ﬁcos(ﬁm

simplify( %)

3m

)
e 2 +3 sin \/?m)—l—cos ﬁm)]w

Cl=-C3,C2= (

2 2 an
\/Tcos(\/?zm —sin(\/?zm
#Substituimos las constantes
3m
[26 2 —h/?sm \/?Zm ) + cos \/?Zm )j
vi= (t,m)—u|t,mab,c-1, , 1
\/?cos[\/?zm)—sm(\/sz
v(1, m)
3m
(Ze 2 —|—\/?s1n( \/Tm ) +cos( \/Tm )] e 2 s1n( \/ij
e 2 2 : (12)
3 cos[ \/Tm J —sin \/?m )
2 2
+e 2 cos( \/?zm)

simplify( %)



2 2
—\/?cos( \/Zm J —|—sin( \/Tz )
#Representacion de u(1) y busqueda del menor M tal que u(1)=0

m
plot(emcos(\/?m)ﬁ—B'emsin(\/?m)—e 2 3,m=0..6]

13)

emcos( ﬁ’”)ﬁ—aemsm( S3m ) i

2 2

1200

1000 -

800+

600+

400+

200+

1 2 5 6

fsolve(v(1l,m),m=4..5)
4.233207192 (a4



restart
#Vamos a estudiar la disconjugacion de la ecuacion u""'+u'+Mu=0
#Caso M >0

#Calculamos las raices del polinomio caracteristico C4x+m
eq ‘= XA x4
solve(eq, x) assuming m > 0
1]3
_(108m3+12 81 +12 ) N 2 .
6 X - TEE 1)
(108m +12y 81 m —I—12)

13
(tosw’ + 1281 m +12) 1
12

|
(108 0 + 12 /81 m° + 12 )1 ’
)1[3

3 6
108 m° + 12 81 m° + 12 2
I\/T _< 8 6 . 1]3
(108w + 1281 m° +12)
+ 9
2
3 - 13
(108 m® + 1281 m° +12 ) 1
12 1]3
(1080 + 1281 +12 )
1]3
3 6
(108 m® + 1281 m + 12 ) 2
3 - 6 N 173
B (108w + 1281 m +12)
2
#Escribimos la solucion general y su delrivada
1/3
(108128 +12) B 2 _
B 6 3 - 13 -
I (<108 n + 12810 +12 )
1/3
b (-108n* + 1281 +12) . |
o 12 3 - 1[3 -
(I—108m +12/81m +12)
1/3
(<1080 + 12810 +12) 2
V3 +

6 13
)

(-108 w® + 1281w + 12

C = —

2
u:= (t,mya,b,c,Cl,C2,C3)—>Cl-exp(a-t) + C2-exp(b-t)-sin(c-t) + C3-exp(b-t)-cos(ct) :
ul = diff (u(t,m,a, b, c,Cl, C2,C3),1t)

1]3
(-108n°+ 1281 m +12 )
6

ul == CI )

2

1]3
(108 +12/81m +12)



t

1/3
{(108m3+12\/81m6+12) B )

6 NE
(—108m3+12‘/81m6+12> ! _
S C2
13
C(cr08m+ 1281 +12) N 1
12 1]3
(~108m + 1281 m +12)
13
{ (—108m3+12\/81m6+12>l N 1 ]t
12 1/3
o (—108m3+12\/81m6+12) ! sin[%[ﬁ
1]3
[1/6—108m3+12 SIme+12)  + 2 1,3]t]]
(<108 m+12Y81m +12)
13
_(—108m3+12\/81m6+12) ! N 1 }t
12 NE
1 (“108m3 +12/81m0 112 ) !
5 C2e

13
ﬁ[l/?—losnfﬂz S1nm°+12)

2
" 3 - 13
(-108m’ + 12810 +12)
( 3 = )113
cos| L | 7| Ao108m + 12y 81" + 12
2 6
+ : 73 |||+ es
(-108n° +12/81m° +12)
3 - 13
(-108m* +12/81m° +12) .

_ 12 * 3 = 1]3
(—108m + 12+ 81 m +12)

13
(—108m3+12\/81m6+12> |
. 12 +

1[3]’
_ 3 6
e (-108n3 + 12810 + 12 ) cos[%[ﬁ




13
R

[1/6—108m3+12 81 m’+ 12

13
(“108m3 + 12810 112 ) 1 J
, N t
12 1,3
(~108n3 + 12810 +12 )

—% C3e

13
ﬁ[l/?—108m3—|—12\/ 81 m +12 )

N 2

1[3]
(-108n + 1281 M +12)

- 3 6
sin[%[ﬁ[< 108 7’ + 1281 m° +12)

1/3

6

(-108m+ 1281 m +12)

simplify( %)

2]3

. ((—108m3 +12/81md +12 )

—12):

1

1]3
12 (1083 + 12810 +12)

1
113 5 |©

6(-108n +1281m°+12)

2(3
)

+03) (“108n + 1281 + 12 +12€2ﬁ—12C3)

),
)113

T (s /sidr12)

COS
12 (<108 + 12 /81 m® + 12

1]3
(108 + 1281 +12)

((czﬁ

(©))



2(3
) ((—108m3+12‘/81m6+12) —12);
1]3
. 12(—108m3+12\/81m6+12>

+% ((-c3y7 +c2) (“108

2(3
+12 81m6+12) —1203JT—12€2)

|
“in ﬁ((-108m3+12 81m6+12)2 3+12)t

1]3
12 (-108m® + 1281 m° +12 )
((—108m3—|—12‘/81m6+12 )213—12)z
L Cle 6(—108m3+12\/81m6+12 )1 E

|
((—108m3+12 81m6+12)2 3—12)

#Solo hay que buscar autovalores para el caso n-k impar porque u'"'+u'=-Mu y M >0, es decir los
autovalores son negativos

#Estamos en el caso n=3y k=2

#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=u'(0)=0=u(1)
solve({u(0,m, a, b, c, Cl, C2, C3) =0, simplify(subs(t=0,ul)) =0}, {CI, C2})

3 (108 + 12 81 6+12)ZI3—12)E
Cl=-C3,C2=- = - K

+12

(-108m* + 1281 m +12)
#Substituimos las constantes

2(3
b= (hm) | bma b1~ ((—108m3—|-12 81 m° 112 ) —12)-5

2]3 1
(108 m+ 1281 +12)  +12
v(1, m)
113
(—108m3+12\/81m6+12)l B 2
6 1/3
e (“108m3 + 12 /31m0 + 12 ) !
23
+ I AE ((—108m3—|—12 81m° +12 )
(-108m+12Y81m+12) +12

—12)

(C))

(©))



13
(—108m3+12‘/81m6+12) 1
- 12 *

1]3
J3 e (—108m3+12‘/81m6+12)l sin[%[

13
ﬁ[l/é—IOSnf—l—lZ\/ SIme+12) +

2
13
(<108 +12/81m +12 )

13
(—108m3+12\/81m6+12) 1
B 12 +

1]3
~108 m3 6
Te ( 108 m3 412/ 81 m +12) cos[i[\/?

2

1]3
[1/6—108m3+12\/81m6+12) +

simplify( %)

2
13
(<108 +12/81m° +12 )

1

2(3
)

((-108 0 + 12 /81 mF 1 12 6)

2(3
(108 + 1281 M +12)  +12

—12)

) (—108m3 +1281md +12
1]3
J3 e 12 (—108m3 +1281mb +12 )

)213_12

1

)1[3(

Sll’l[
12 (-108m+ 1281 m° + 12

| |
ﬁ((—108m3+12 81m6+12>2 3+12))]+((—108m3+12 81 m® + 12 )2 ’

+12)

)2/3

(—108m3+12‘/81m6+12
1]3
12 (—108m3 +12/81m0 +12 )

— 12

1 1l3<

COS[
12 (-108m + 1281 m° +12)



2(3

(—108m3+12\/81m6+12) —12
13
ﬁ((—108m3+12 81m6+12)2l3+12>) —e 6(-108m3 +12 /51,0 +12)

#Representacion de u(l) y busqueda del menor M tal que u(1)=0
plot(v(1,m), m=0.6)

30+

201

101

fsolve(v(1l,m) =0,m=4.5)
4.172914962 @)

restart
#Caso M <0

#Calculamos las raices del polinomio caracteristico X +x-m
eq ‘= X x-m
solve(eq, x) assuming m > 0

13
(108w + 1281 m° +12 ) 2
6 - 1]3’ (8)
(108 n*+12 /81 m° +12 )




13
(108n+12/81m° +12 )
- 12 +

1

1]3
(108 n+12 /81 m° +12 )

>1l3 ,

3 6
1J3 (108m +12 81m +12 i

6 13
)

(108 03 + 12 /81 m° + 12

+

1]3
(108n*+12/81m° +12 )
) 12 +

1

1]3
(108 +12 /81 m° +12 )
13

3 6
13 (108m +12 681m —|—12) i 2

1]3
(108 + 1281 m° + 12 )

#Escribimos la solucion general y su cIZerivada
1/3
_ (st + 2 81w +12) 2
6

13 -
I (108 + 1281 m° +12 )
113

(108 n>+12 /81 m +12 ) 1
b= - = +

TR
1/3(108m3+12 81m° +12 )
/T (108w + 1281 m° +12 ) 2

3
5 +

1]3
(108n* +12/81m° +12 )

ci= 2

u:= (t,mya,b,c,Cl,C2,C3)—Cl-exp(a-t) +C2-exp(b-t)-sin(c-t) + C3-exp(b-t)-cos(c-t) :
ul = diff (u(t,m,a, b,c,Cl,C2,C3),t)

1]3

(1087 + 1281 +12)

| = CI
" 6

®

2

1/3
(108 +12 /81 m +12 )

13
(108m3+12\/81m6+12) 3 2

6

t

1]3
(108m3+12‘/81m6+12) ! L2

)113 |

(108w’ + 1281 +12

12 *

1]3
(108 n+12 /81 m°+12 )



1]3
{ (1083 + 12310 + 12 ) : N 1 Jt
12 13
(1083 + 12 /310 + 12 ) ! sin[i[\/?

¢ 2

[1/6108m3+12\/81m6+12)ll3+ - )113]’]]

(1083 + 12/ 81 m° + 12

1/3
_(108m3+12\/81m6+12)l N 1 ]t
12 13
3 / 6
+% C2e (108m + 12\ 81m +12) \/?[l/
13
6(108m+12 81 m+12) + 2 1,3]
(1087 + 1281 +12 )
(108 w® + 12 81m6+12)ll3 2
J3 < + 73 | !
. (108 + 1281 M +12)
2
1/3

Cog| 08w’ +12 81 mf +12)

12

1/3
(108 m® +12V81m° +12 )

113

_(108m3+12\/81m6+12>l N 1 Jr
12 1]3

. (1083 + 1281 m0 112 ) cos[%[\/?

[1/6108m3+12\/81m6+12)ll3+ ; )113]tU

(108 w® + 1281 m° + 12

13
_(108m3+12\/81m6+12)l N 1 ]t
1[3
(1083 + 1281 m0 112 ) | \/?[1/

! 12
—7 C3e




1]3
6(108m+1281me+12) + 2 1,3]
(108 nP+12 /81 m° +12 )

13
)

T (108 0 + 12 /81 m° + 12 2

) )
(108w + 1281 m° +12 )

sin
simplify(%o)

| >213

(203 —¢3) (108w + 12 /81 mF 7 12

(10)

1
13| 2
6 (108 +12/81m°+12)

+12 c2ﬁ+1zcs)

2(3
((108m3+12\/81m6+12) —12)1?
13
12(108m3+12\/81m6+12)

! T WE

COS[
12 (108 + 1281 m° +12 )

(e3¢5 +c2) (108

(1080 + 12 /S + 12 )zl3+1z)t)J _%

23
+12 81m6+12) +1203\/T—12c2)

2(3
((108m3+12\/81m6+12) —12);
1]3
12(108m3+12\/81m6+12>

! =T

Sln[
12 (108 +12Y81m+12 )




((108m3+12 81 m® + 12 )2I3+12)z>

2] 3
((108m3+12w/81m6+12) ! —12);
1[3
L Cle 6(108m3+12\/81m6+12)l

|
((108m3—|-12 81m°+ 12 )2 3—12)

#Solo hay que buscar autovalores para el caso n-k par porque u"'+u'=-Mu y M <0, es decir los

autovalores son positivos
#Estamos en el caso n=3 y k=1

#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=0=u(1)=u'(1)
solve({u(0,m, a, b, c, Cl, C2,C3) =0, simplify(subs(t=1,ul)) =0}, {CI, C2})

2]
CI

~c3c2=|c3| (108 +12 81 m +12 )

2(3
3ﬁsm FGosm+1208imr12) | +12)

1]3

12 (108 +12/81m+12)
23

) (108m3+12\/81m6+12) —12
E 2|
. 12(108m3+12w/81m6+12) n (108m3—|-12 31 m6_+_12>

23
) (108md + 2816 +12) -1

|
cos ﬁ((108m3+12 81 m° + 12 )2 3+12)

13
12 (108 + 1281 m° +12 )

13
12 (108m3 +12/81m0 +12 )

2(3
(108m3+12‘/81m6+12) ! —12

1]3

2 (1080 + 1281 m° + 12 )213e 6 (osnd + 12 [if e !

|
1247 sin ﬁ((108m3+12 81 m° + 12 )2 3+12)

1]3

12 (108 +12Y81m+12 )

n



23

(osm3 + 2810 112) —12
1]3
12 (1083 + 1281w +12)

23
) (108m3+121/ 81m6+12) —12
(oswt s 2 7]

_12e 120108m7 +1281m0 +12

1 1[3(

COS[
12 (108w + 1281 +12)
23

(108m3+12\/81m6+12) —12

23 13
\/T(<108m3+12 81m6+12) _,_12))}_246 6 (10803 + 12510 +12 )

)2[3

(108m3+12\/81m6—|—12
12(108m3+12\/81m6+12)

—12
13

2|
[ﬁ(lognfﬂz 8Lm +12 )

2(3
)

3 ﬁ((108m3+12 81 m° + 12
COS 1[3

+12) J—(msm3
12 (108 + 1281 +12)

2(3
) +12>

1]3
)

2I3 3 6
+12J81m+12) Sin[ﬁ((losm +12J81m’+12

12 (108 2 + 12 /81 m® + 12

2I3+12)

)

+12ﬁcos[ﬁ((108m3+12 SLm +12)

12 (108 0 + 12 /81 m® + 12
23
Ty
>113

stm[ 73 (08w + 12810 1 12

12 (108 + 12 /81 m® + 12

simplify(%o)

Cl=-C3,C2

23
=2C3

+12) (1082

1
2 3

[ﬁsin[ 3 (Goswd 1231w +12)

U
12 (108 +12/81m° +12)

(12)



23

+12/81m+12) +12) +

1
2

23
—12
1]3

(108m3+12\/81m6+12)
_ 12) 2e 4(108m3+12\/81m6+12)

((108m3+12 S m° +12 )

2]3

23
N ﬁ((108m3+12 81 m° + 12 ) +12)
COS 1,3
12 (108 + 1281 m° +12 )
2(3
[ﬁ((108m3+12 81 m°+12 )
ﬁ((los 112481 6+12)213+12)
+12) cos L i TE (108w
12 (108 + 1281 m +12)
2|3 5 (g nd+12 451 6+12)2I3+12)
+12Y8imt12) —12)sin m m E
12 (108 + 1281 m° +12 )

#Substituimos las constantes

vi= (t,m)—u|t,ma,b, c-1,

(108w + 1231 F 7 12)

2(3
+12) (108 n#

1
2

{\/? sin[ \/T

1
12 (108 + 1281 m°+12 )

3



23 23

+12J81m+12) +12) + ((108m3+12 81 +12 )

1
2

2]3

(108m3 +1281mb +12 ) —12
(ot 12 fori )
_12> 7 4l108n7 +1281m0 +12

2(3
) 1;12)] [ﬁ((mgma

ﬁ((108m3+12 81 m° + 12

—+ cos

12 (108 + 1281 m° +12 )

\/T((losm3+12 81m°+ 12 )2/3

11—; 12)
)

23
+12Y8im112) +12)cos[

12 (108 0 + 12 S 81 m® + 12

— ((108m3+12 81m°+ 12 )Zl3

_lz)sin[ﬁ((108m3+12 81m6—|-12>2l3—|-12) ]]1J

1]3
12 (108 +12/81m +12)

v(1, m)

13
(10803 + 12516 + 12 ) 3 2

6

13
(108m3+121/81m6+12)

2(3
)

+12>
3

. ﬁsm[ﬁ((losnﬁﬂz 81 + 12

1
12 (108 + 1281 m° +12 )

2(3
(108m3 +12/81m +12 ) —12
ot 2 )|
_12> 2o 4l108nd + 12810 +12

((108m3—|-12 81 m°+12

2(3
)

+12)-



2(3
+ cos ﬁ((108m3+12 81 m°+12 ) +12)]

1]3
12 (108 + 1281 m° +12 )
13

(108m3+12\/81m6+12) 1

_ +
12 113
. (108m3+12\/81m6+12)l sin[%[ﬁ[l/
; 1,3 2
6(108m+1281m+12) + 1,3]]]
(108 +12 /81 m° +12 )

23

[ﬁ((108m3+12 81m° +12 )
2(3
)

Hz)ws[ﬁ((lognfﬂz S r12)  +12) ]((108m3

12 (108 m® + 12 81m6+12)1l3
23
+12)
1]3

)

+12y 81 + 12 )21312)sin[\/?((108m3+12 8L’ +12)

12 (108 m® +12 /81 m® + 12

1]3
) (108m3+12,/81m6+12) N 1
12 1]3

e (108n3 + 12810 + 12 ) cos[i[\/?

|

2

1/3
1/6108m3+12\/81m6—|-12) + 2 )113]]]

(108 + 1281 m° + 12
simplify( %)

2(3
)

((1osmP+ 12 BI b 12 (14)

+12>



)213

(108m3+12\/81m6+12
1]3
. 6(108m3+12‘/81m6+12) ! Cos[ﬁ((108m3+12 81 m’+ 12

12 (108 +12/81m+12)

— 12

2(3
) +12)
13

23
(108m3+12w/81m6+12) —12
1]3
12(108m3+12w/81m6+12) J3

—¢€

2(3

(108m3+12,/81m6+12) —12
( 5 . )1]3
13 6L108m +12/81m0 +12

1 T WE

Sln[
12 (108 P+ 1281 m° +12 )

((108m3+12 81m6+12)2l3+12))]((108m3+12 81m6+12)2l3—12)

23

[ﬁ((108m3+12 $1m° +12 )
2(3
)

Hz)co{ﬁ((losnfﬂz 81 m® +12 +12) ]((108m3

|
12 (108 m® + 12 81m6+12)1 ’
23
+12)
13
)

+12 81m6+12)2I312)sin[ﬁ((108m3+12 8L +12)

12 (1080 + 12 /81 m + 12
#Representacion de u(1) y busqueda del menor M tal que u(1)=0

|

23
ioi] - (10822 +12 VI f 7 12)

23
(108m3+12\/81m6+12) —12

2]3
+12) 6(108m3+121/81m6+12)ll3 [ﬁ((108m3+12 81 +12 ) +12)
(] COS 1I3
12 (108 + 1281 m +12)
2
(108m3+12,/81m6+12) 13—12

1]3
12(108m3+12\/81m6+12) J3



)213_12

(108m3 +12/81ml +12

2(3
\/?(<108m3+12 81m6+12) I+12) . 6(108m3+12\/81m6+12)ll3
>1 3

+ 3 sin
12 (1083 + 1281 m° + 12

|
(108w + 12 V3L f 12 )2 3—12),m=0..6

-2. %101
~4. % 10°
~6. % 10° -
~8.%x 10°
~1. % 10°-
~1.2 % 10°-
-1.4 x 10°1

~1.6 x 10° 1

fsolve(v(1,m) =0,m=4.5)
4.172914962 (15)



restart

#Vamos a estudiar la disconjugacion de la ecuacion u""+Mu=0
#Caso M >0

#Calculamos las raices del polinomio caracteristico X mt=0
eq = X mt

solve(eq, x) assuming m > 0

(EE () (T F ) (ET)e

#Escribimos la solucion general, su primera derivada y su segunda derivada
m .
sqrt(2)
m .
sqrt(2)
—_ m .
sqrt(2)
= m .
sqrt(2)
u:= (t,ma,b,c,d Cl,C2,C3,C4)—Cl-exp(a-t)-cos(b-t) +C2-exp(a-t)-sin(b-t) + C3-exp(c-t)
-cos(d-t) + C4-exp(c-t)-sin(d-t) :
ul = diff (u(t,m,a, b,c,d,Cl,C2,C3,C4),t)
mJ2¢ mJ2t
Clmﬁe 2 cos(mT\/%) Cle * mﬁsin(m\/z?tJ
ul ==- 2 — 7 ?2)
B m\/Tt _ m\/Tt
C2m\/76 2 sin(mT\/TtJ C2e 2 mﬁcos( m\é?t)
B 2 * 2
m\/Tt m\/Tt
C3m\/76 2 cos(mT\/TtJ C3e 2 m\/?sin(m\/z?tj
i 2 B 2
m2 t my2 t
C4m\/7e: 2 sin(mT\/th Cde * m\/?cos(mﬁt]

2
* 2 i 2

a:=-

b=

simplify(%o)
mJ21t my2 t
(Cl—C2)e % —e ? (C3+C4))cos(mT\/7tJ A3)

NETenl| e j
+sin| = (CI+C2)e +e (C3—C4)) |2

( _m\/Tt m\/Tt )
u2 = diff %[mﬁ[ (CI—C2)e % —e ? (C3+C4) cos(mﬁt)

2



_m\/Tt m\/Tt
+sin(’”ﬁt)((cz+02)e 2 4. 2 (cs—C4))]J,t]

2
/T
uZ:Z—% e (CJ—Cz)mzﬁe g @
myT i
_mJ2e 22 (C3 + C4) COS(mJZ?zj
((C] —C2) e_mgt _eszTt (C3+C4)J mﬁsm( ’"gt)
2
mﬁcos( ’"?t} ((C] +C2) e_m?t +em¢27t (c3—c4))
* 2
m2¢ my2 t
+Sin(mJ27z) _(c1+cz)m2ﬁe P m%e 22(C3—C4) /T
simplify(%)
() [ 6 ) T 0

my2 ¢
—e CZ)cos[me)]

#Solo hay que buscar autovalores para el caso n-k impar porque u""=-Mu y M >0, es decir los
autovalores son negativos, es decir tenemos los casos n=4y k=3, y el caso n=4y k=1

#Primero resolveremos el caso n=4y k=3

#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=u'(0)=u"(0)=0=u(l)

solve({u(0,m, a, b, c,d, Cl, C2, C3,C4) =0, simplify(subs(t=0,ul)) =0, simplify(subs(t=0,u2))
=0}, {C1,C2,C3})

{C1=C4,C2=C4,C3=-C4} 6)

#Substituimos las constantes
vi=(t,m)—u(t,ma,b,cd1,1,-1,1):

v(1, m)
T T T
e cos(Mj-i-e 2 sin(m\/?)—e 2 cos(mﬁ] @)
2 2 2
my2
+e ? sin(@)

#Representacion de u(l) y busqueda del menor M tal que u(1)=0
plot(v(1,m),m=0.6)



20+

10

_10_

_20_

_30_
fsolve(v(1,m) =0,m=5..6)
5.553054244 ®

#Segundo resolveremos el caso n=4y k=1

clear(CI, C2,C3,C4, m) :
#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=0=u(1)=u'(1)=u"(1)

solve({u(0,m, a, b, c,d, Cl, C2, C3,C4) =0, simplify(subs(t=1,ul)) =0, simplify(subs(t=1,u2))
=0}, {C1, C2,(C3})

2 my2 2 my2 2 my2
)C4e 2 ]/[sm[mﬁj e —l—sin[mﬁ] e ? 9

m

B 2
Cl= [2 cos( )




+e
simplify( %)

Cl=- ,C2= (10)

(
2 C4emﬁcos( mf J
NPT



- 2 ,C3
2 sin( ) [ mﬁ J 1
2
my2
24"V co ( . j
2Sil’l( m\z/? J emﬁcos( m\z/? ) _emVZ
#Substituimos las constantes
2
2™ cos my2 )
2

w:= (t,m)—>ul|t,ma,b,cd,-

oo
o[ 22

2
2
2emﬁcos( )
, 1
ZSln[m\z/?)em‘/?cos( 5 J ¢V
w(l, m)
3 my2
Zemﬁcos(mﬁ) e_ 2
i 2 .
ZSin(m 2 )em 2cos[ mﬁ]—emﬁ 1
2 2
m2
emﬁ(2sin[mfjcos(mfj+emﬁ+l)e 2 sin[mfj
ZSIH(mﬁ)em 2COS(MJ m2 4
2 2
3o md2
2emﬁcos( mf) e 2 my2 \/7
+ +e sm(m2 )
2Sm(%jem T o mf)_emﬁ_l

simplify( %)



re ? (<emﬁ_1>cos(m : )_sm(mﬁj<emﬁ+1>j

2 2 12)
2 sin(@] emﬁcos(%) —emVT
#Representacion de u(1) y busqueda del menor M tal que u(1)=0
my2
plot| 2 ((emﬁ— 1) cos( m;{? ) —sin[ m22 J (emﬁ+ 1)] e 2 ,m=0.6
250000 1
200000 1
150000 A
100000 A
50000+
O I I 1
] | 2 6
fsolve(w(1,m) =0,m=5.6)
5.553054244 13)
restart
#Caso M <0
#Calculamos las raices del polinomio caracteristico -mt=0
eq == emt
solve(eq, x) assuming m > 0
m, -m,Im, —Im a4

#Escribimos la solucion general y su derivada
a=-m:



i
IS

T a0 >

(t,'m, a,b,c,d,Cl,C2,C3,C4)—Cl-exp(a-t) +C2-exp(b-t) + C3-exp(c-t)-cos(d-t) + C4
-exp(c-t)-sin(d-t) :
ul = diff (u(t,m,a, b,c,d,Cl1,C2,C3,C4),t)
ul =-Clme ™ +C2me™" —C3msin(mt) + C4d mcos(mt)
#Solo hay que buscar autovalores para el caso n-k par porque u""=-Mu y M <0, es decir los

autovalores son positivos

#Estamos en el caso n=4y k=2
#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=u'(0)=0=u(1)=u'(1)

solve({u(0,m,a, b,c,d, Cl, C2,C3,C4) =0, simplify(subs(t=0,ul)) =0, simplify(subs(t=1,ul))
=0}, {CI,C2,C3})

15)

[Cl _ (4 (s_in(m) — cos(m) +¢") Co—- C4 (e:m—sin(m) — cos(m)) 3 (16)
e " —e" —2sin(m) e " —e" —2sin(m)

4 (e +e" —2cos(m)) ]
- -m m 3
e —e¢ —2sin(m)

#Substituimos las constantes
(sin(m) —cos(m) +¢") (e —sin(m) —cos(m))

v i= (t,m)—w(t, m,a,b,c,d,- - -
e " —e" —2sin(m) e " —¢&" —2sin(m)
(e™+e"—2cos(m)) 1] _
e —e"—2sin(m) )
v(l, m)
_ (sin(m) —cos(m) +€") e (e —sin(m) —cos(m)) €" amn
e " —¢&" —2sin(m) e " —¢&" —2sin(m)
n (e -I:e —ZCos(m)) cos(m) + sin(m)
e " —¢&" —2sin(m)
simplify( %)
_ 2m m
2¢ 7 cos(m) +4¢e 2 cos(m) (18)

2m . m
¢ +2sin(m) e —1
#Representacion de u(1) y busqueda del menor M tal que u(1)=0
plot(v(1,m), m=0.6)



1_
0 T T T T
1 2 3 4
m
_1-

fsolve(v(1,m) =0,m=4.5)
4.730040745 19



restart
#Vamos a estudiar la disconjugacion de la ecuacion u""-8u" +Mu=0
#Caso M >0

#Calculamos las raices del polinomio caracteristico X —8x +m'=0
_ 4 2 4

eq i =x —8x +m :

solve(eq, x) assuming 0 < m <2

JirTmre. JadmrodaAdmes. JaAd s @
a=+ 4+ -m"+16 :

JorT e
b /wm;

c—\/4 - m +l6

\/4 -mt+ 16
u:= (t,ma,b,cd Cl, CZ, C3,C4)—Cl-exp(a-t) + C2-exp(b-t) + C3-exp(c-t) + C4-exp(d-t) :
ul == diff (u(t,m,a,b,c,d, Cl,C2,C3,C4),t)

ul = I 4+ 16 o 16 o 4y [T rte oA it g
vosdaTmite o e g [ e et

2 :Zdiﬁf(C]\/4+\/T_|_l6 EENE T t_C2\/4+\/T+l6 oV At 16
+C3\/4—\/ Tt 16 ol 4T s ’—C4\/4—\/T-|-16 eV 4= it 16 t,t)

w2i= 1 (a4t v 16) & 4V 16 oy (a4 [T 116 ) A I g

+C3 (4—\/ —m4+16>ev4_v_m4+16 'L 4 (4_ /—m4—|—16>e_ 4—J-mt+16 ¢

#Solo hay que buscar autovalores para el caso n-k impar porque u""+8u'"'=-Mu y M >0, es decir los
autovalores son negativos, es decir tenemos los casos n=4y k=3, y el caso n=4y k=1

#Primero resolveremos el caso n=4y k=3

#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=u'(0)=u"(0)=0=u(l)

solve({u(0,m,a, b,c,d, Cl,C2,C3,C4) =0, simplify(subs(t=0,ul)) =0, simplify(subs(t=0, u2) )
=0}, {C1,C2,C3})

cz——/‘““/ 116 Ja—J b 116 -4+ w"+16) 4 o @

1 s
m
JarS 16 Ja—Jwti16 (44 mt16) Cs C3=-C4
' ,
m

simplify( %)

(4 —m4+16)312\/4+ 16 C4 .
Cl = / (2=
m

©))




|
(4= 4 16) 24/4+ w16 C4 s,

m

#Substituimos las constantes

I
(4= -w"+16 )3 2/4+\/ -m' +16

4 s

vi= (t,m)—u|t,mab,c,d,

m
3]2
ey r1e) a6 » 1]_
- 11
m
v(1, m)
3/2 /—
(4= r16) JatrS mbrie ol tdntris ©)
4
m
32 [T e
B (4—y-m*+16) /4+\/ ait 16 eV 4t it rle PN ST
4
m
fe a—J-nt+16
simplify( %)
L(e"/“_m A=t 4 )
4

m

e Teis Jaad e (o L) (L
+ —m4+16))

#Representacion de u(1) y busqueda del menor M tal que u(1) = 0
plot(v(1,m),m=0..10)



3 -

2-

1_

O T T T T 1

0 2 4 6 8 10
m
fsolve(v(1,m) =0,m=0.2)
2.000000000 8

clear(Cl1,C2,C3,C4,m) :

#Segundo resolveremos el caso n=4y k=1
#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=0=u(1)=u'(1)=u"(1)

solve({u(1,m,a, b, c,d, Cl, C2, C3, C4) =0, simplify(subs(t=1,ul)) =0, simplify(subs(t=1,u2))
=0}, {C1, C2,(C3})

_ Y
CI:C4\/4—\/ -m 16 VATV e o ©)

e\/4+J-m4+16 \/4+\/T+16
_C4\/4—\/ a4 16 oV AV 6 Cqe 4=V -nt+16

,C3=-
e At [ e EENEET

#Substituimos las constantes




Ja— [t ris o la e
AN P Py
/4 \/—m—|-16e\’__m+16 N Eaaas
\/4+\/—m+16 e trie JamSai e

w(0, m)

Ja—J w16 4=l 016 [y [Tt e 4o
R S RGECIN PU e JasSatt16 ol 4rdntrs
i

— +1
4— -m*+16
e
simplify(%
1 (6—2\/4—\/—m4+16 ((6/4—\/—m4+16 —\/4+‘/—m4+16 an
Jard i+ 10

_e\/4+w/—m4+16 e s )\/4 116

pel ot s fy F 16 —J 4+ nt + 16 ))

#Representacion de u(0) y busqueda del menor M tal que u(0)=0
plot(w(0,m), m=0..10)

w:= (t,m)—u|t,ma,b,c,d,

(10)




O T T T T T 1
2 4 6 8 10
m

-0.2 1

-0.4-

-0.6

-0.8

-1.0

-1.2-
fsolve(w(0,m) =0,m=1.3)

2.000000000 (12)

restart
#Caso M <0
#Calculamos las raices del polinomio caracteristico X —=8x-m*=0

_ 4 2 4
eq i =x —8x -m :

solve(eq, x) assuming m > 0

/4+1/m4+16 ,—\/4+\/m4+16 ,I\/\/m4+16 —4,—1/ m'+16 —4 (13)

#Escribimos la solucion general y su derivada

a=y4+ym 116 :

bi=-y4+ym+16 :

c=0:

d=J T+ 16 —4 :

u:= (t,ma,b,c,d, Cl,C2,C3,C4)—>Cl-exp(a-t) +C2-exp(b-t) + C3-exp(c-t)-cos(d-t) + C4

-exp(c-t)-sin(d-t) :
ul = diff (u(t,m,a,b,c,d,Cl,C2,C3,C4),1t)



J N _/ [ 4
ul = CI 4+ 16 o 4V H16 1 oo [ 4y [uf 16 e 4t nt 16 (14)

—C3\/ m+16 —4 sin(\/ m+16 —4 z)

+C4\/ m+16 —4 cos(\/ m+16 —4 t)

#Solo hay que buscar autovalores para el caso n-k par porque u'""-8u'"'=-Mu y M <0, es decir los
autovalores son positivos

#Estamos en el caso n=4y k=2

#Calculamos el valor de las constantes para las condiciones de frontera u(0)=u'(0)=0=u(1)=u'(1)

solve({u(0,m,a, b,c,d, Cl,C2,C3,C4) =0, simplify(subs(t=0,ul)) =0, simplify(subs(t=1, ul))
=0}, {C1,C2,C3})

CI=(C4\/\/m4+16 —4 (e‘“”’”‘”“ \/4+x/m4+16 (15)

—sin(\/\/ m o+ 1 —4)\/ m+16 —4

—\/4+\/m4+16 cos(\/\/m4+1 —4)))/((6“4+/”’4+16 \/4+\/m4+16

_Varmtrs /4+\/ m +16 —I—ZSin(\/\/ m +16 —4)/\/ m +16 —4)

\/4+\/m4+16 ),C2=(C4\/\/m4+16 —4 (e"4+‘/m4+16 \/4+\/m4+16

+sin(\/\/m4+1 —4)/ m+16 —4

—\/4+\/m4+16 cos(\/\/m4+1 —4)))/((ev4+/m4+16 \/4+\/m4+16

_ VAt s /4+\/ m*+16 —I—ZSin(\/\/ m*+16 —4)/\/ m' 416 —4)

\/4+\/m4+16 ),C3=—(C4\/\/m4+1 —4 (e 4+ nit +16



4oV At mtE6 —ZCOS(\/\/m4+16 —4)))/(&4*/’"4“" \/4—|-\/m4—l—16
VAt e \/4+\/m4+16 +2sin(\/\/m4+l —4)\/\/m4+1 —4)}

simplify( %)

CI:—(C4\/\/m4+1 4 (sin(\/\/m4+1 4 ) [Tt 16 —a ol e (16)

+\/4+\/m4+16 cos(\/\/m4+16 —4)&4”’”4+16 —\/4+\/m4+16 ))/

((GZw/4+\/m4+16 \/4+ Ff + 16

+2sin<\/\/ m + 16 —4>\/\/m4+16 _g ol Ardnts —\/4+\/m4+16 )

\/4+\/m4+16 ),C2=(C4\/\/m4+16 —4 (e"4+‘/m4+16 \/4+\/m4+16

+sin(\/\/m4+1 —4)J m+16 —4

it T a)) e )/

((62‘/4+\/m4+16 \/4_|_ [ + 16

+25in<\/\/m4+1 —4)/ m 16 —4 ol AT mtEs —\/4+\/m4+16)

Ja+Jw+16 ),C3=(C4\/\/m_4 (_ez\/4+m
erdf e () )




(CZ\/4+/m4+16 \/4+ [ + 16
+2sin(\/\/m4+1 —4)/ i 16 —4 ol 4t s —\/4+\/m4+16 )}

#Substituimos las constantes

vi= (t,m)—u|t,mab,c,d,

'(/Vm4+1 —4 (Sin(/m—4)/ w16 —4 ol 4+t ris

+\/4+\/m cos(\/\/m—4)e“4+Jm4+l6 —\/4+\/ m' + 16 ))/

((62\/4+\/m4+16 J4+ FF 16

+2sin(\/\/m4+1 —4)\/\/m4+16 _g At —\/4+\/m4+16 )

/4+ Jm' +16 ) (\/\/m +16 (“”’”4“6 \/4+\/m4+16

+sin(\/m—4)\/ m+16 —4 —\/4+\/m4+16 cos(\/\/m4+1 _4))

S ) ((@fodme forTooe

v2in(( T sts —a) T rts —a el 0t _ oy fwirte )

Jordmias ) (S Tmite s (cofonve
crd i ([T =) 1))/ (efidme i T

+2sin(\/\/m4+1 —4)/ m 416 —4 ol AH s —\/4+\/m4+16 ),1):

v(1, m)




—(/m—4 (sin(\/m—4)\/ W16 —4 ot ntEIe a7
wadmets el Tarwts —a) ol om0 oy v )
e/ﬁ)/((eﬂm/zwm
cosinl V16 —4 ) S Soi 16 —4 ol 4+ TS —/4+m)
Jorlrie )+ T = (o [ e
rsin Vo164 ) o+ 16 —4
T ol Taeie 2)) ol w0 b )/
(ofoie [T
c2snl Vo t6 —a ) Vrrte —a e oy faiiie )
JarToiwe )+ ([rrte —a (oloeiane
+2ev4+mcos(/m—4)—l)cos(/m—4))/
(eforime [ Toets
cosinl St 16 —a ) S w16 —a o 416 —/4+JW)
vsinl S+ 16 —4 )

simplify( %)

((2/ w416 —4 cos(\/m—4)\/4+m 18)
+8sin(/JW—4>)e2V4+m
ST+ 16 —4 cos S S+ 16 —4 ) Ja+dw+ 16
pael e Juy N 16 J w16 —4 —85in(\/m—4))/
(2ev4+m sin(/JW—4)/4+Jm4+16 S +16 —4
+e2/ﬁ(4+JW)—4— m4—|-16)

#Representacion de u(l) y busqueda del menor M tal que u(1)=0
plot(v(1,m),m=0.8)




1.5

0.5-

-0.51
i

—1.5'_

fsolve(v(1,m) =0,m=4.5)
4.946180870 19
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