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Traballo proposto

Area de Conecemento: Matematica Aplicada

Titulo: Resolucion de ecuacions non lineares. Estratexias de

globalizacién do método de Newton-Raphson.

Breve descricién do contido

Na materia de Calculo Numérico nunha Variable estidanse os méto-
dos clésicos de dicotomia e o método de Newton-Raphson para apro-
ximar as rafces dunha ecuacién numérica non linear. Neste traballo
tratase de estudar, ademais, os métodos da secante, regula falsi e o
método de Miiller. Na practica, ningin destes métodos clasicos se
usa de forma illada debido as stias debilidades, senén que se acompa-
na doutros métodos ou técnicas que lles aportan robustez e eficacia.
En particular, estudaranse estratexias de globalizacién do método de

Newton-Raphson.

Recomendacions

Ter cursado a materia de Calculo Numérico nunha Variable e ter

dominio na linguaxe de programaciéon de Matlab.
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Resumo

No primeiro capitulo deste traballo introducimos os métodos clasicos de dicotomia, re-
gula falsi, Newton-Raphson, secante e Miiller para a resolucién de ecuacions non lineares
nunha variable. Na préctica, ningtn destes métodos se presenta de forma illada debido as
stas problematicas, senén que se acompanan doutros métodos ou técnicas que lles aportan
robustez. Asi pois, no segundo capitulo analizaremos diferentes estratexias de globaliza-
cién que serdn tutiles para construir métodos globalmente converxentes, é dicir, métodos
que converxen, baixo certas condicions, a partir de calquera punto inicial. Estudaremos, en
particular, o método hibrido de dicotomia e Newton-Raphson, o método hibrido de dicoto-
mia e regula falsi e, finalmente, falaremos dun método moi robusto que emprega dicotomia,

secante e interpolacion cadratica inversa: o método de Dekker-Brent.

Abstract

In the first chapter of this dissertation, we introduce the classical bisection, regula
falsi, Newton-Raphson, secant and Miiller methods for solving non-linear equations in one
variable. In practice, none of these methods are presented in isolation because of their
problems but are accompanied by other methods or techniques that make robust. We will
analyze different globalization strategies that will be useful to construct globally convergent
methods, that is, methods that converge, under certain conditions, from any initial point.
We will analyze, in particular, the hybrid bisection and Newton-Raphson methods, the
hybrid bisection and regula falsi method and finally, we will discuss a very robust method

that uses bisection, secant and inverse quadratic interpolation: the Dekker-Brent method.
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Introducién

Un dos problemas méis importantes nos diferentes campos da ciencia é o de achar as

raices de ecuaciéns da forma
f(z)=0 (1)

onde f : R — R é unha funcién real conecida. Unha raiz ou soluciéon da ecuacién é un valor

a que verifica

f(a) =0.

Nos problemas onde non é posible atopar a solucién analitica, optamos por obter unha
aproximacién de dita solucién mediante métodos numéricos que aproximan de maneira efi-

ciente e con suficiente precisiéon, as soluciéns de problemas expresados matematicamente.

No primeiro capitulo deste traballo, introduciremos os métodos clasicos de dicotomia,
regula falsi, Newton-Raphson, secante e Miiller para resolver (1). Estes métodos presén-
tanse de maneira illada mentres que na practica computacional nunca é asi xa que non
son métodos robustos. Unha vez estudadas as vantaxes e desvantaxes de ditos métodos,
en particular, as carencias de converxencia global que presenta, entre outros, o método de
Newton-Raphson, centrarémonos no segundo capitulo nalgunhas estratexias de globaliza-

cion para obter métodos con boas propiedades de converxencia (rapidos e globais).

Denotaremos como método global ou algoritmo globalmente converzente para denotar
a un método que estd deseniado para converxer a alguna solucién de (1) a partir de cal-
quera punto inicial. Presentaremos neste segundo capitulo o método hibrido de dicotomia
e Newton-Raphson, o hibrido de dicotomia e regula falsi e finalmente un método hibrido
cofiecido como o método de Dekker-Brent que emprega secante, interpolacién cadratica

inversa e dicotomia.

XI
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Por ultimo, implementaremos en Matlab, ver anexo A e B, as rutinas dos diferentes mé-
todos numéricos e chegaremos a certas conclusiéns que nos permitiran validar as vantaxes

computacionais que nos aportan os métodos hibridos con respecto aos métodos clésicos.



Capitulo 1

Métodos clasicos

Para entender no capitulo 2 as diferentes estratexias de globalizacién empregadas para
a resolucién de ecuaciéons non lineares nunha variable, introduciremos a continuaciéon os

distintos métodos clasicos para resolver a ecuacion (1).

1.1. Meétodo de dicotomia

O primeiro método que se presenta, basado no teorema do valor intermedio, recibe o
nome de dicotomia. Suponse que f é unha funcién continua definida dentro do intervalo
I = [a,b] con f(a) e f(b) de signos opostos. O teorema do valor intermedio garante que
existe unha raiz a en (a,b) con f(a) = 0. A pesar de que o procedemento operarard can-
do haxa mais dunha raiz no intervalo (a,b), por simplicidade, asumimos que a raiz neste

intervalo é tinica.

Tratase dun algoritmo de encaizado porque constriie unha sucesiéon de intervalos en-
caixados I = Ip D 1 DI, D Is D ... D I, D I, de tal modo que a raiz o que se
aproxima pertence a todos eles (a € I,, ¥Yn > 0) e a sucesion {z,},>0 construida po-
lo algoritmo ¢ tal que x,, € I,, ¥n > 0. Dado que a lonxitude dos intervalos |I,| tende a

cero, a converxencia dedicese inmediatamente sen mais que ter en conta que |z, —a| < [I,].

O método realiza repetidamente unha reducion 4 metade dos subintervalos de [a,b] e
en cada paso localiza a metade que contén a .

Para comezar, sexa ag = a, by = b e g o punto medio de [a, ], ie,

ap + bo
Trog = B .

» Se f(zg) = 0 entén a = xy e rematamos.
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» Se f(xg) # 0, enton f(xp) ten o mesmo signo que f(ag) ou que f(by)-

e Se f(zp) e f(ap) tenien o mesmo signo entéon a € (g, by) e consideramos a1 = xg
[§] b1 = bo.
e Se f(xo) e f(ap) tefien signos opostos entéon a € (ag, zp) € tomamos a; = ag €

b1:$0.

Chegamos 6 seguinte:

1 . .
[a1,b1] C lao, bo, b1 — a1 = (bo — ao), sign(f(a1)) # sign(f(b1)), o € (a1, by).
En xeral, suponendo que se constrie [,, = [an, by] tense que sign(f(ay)) # sign(f(b,))
con « € (ap,,by). Sexa agora
_aptby
Ipn = 9 )

necesariamente ocorre algunha das seguintes posibilidades:

» Se f(xn) =0 entén a = x,, e rematamos.
» Se f(xz,) #0, entén f(x,) ten o mesmo signo que f(an) ou f(by).
e Se f(z,) e f(a,) tefien 0 mesmo signo enton o € (z,, by) € tomamos a,+1 = oy,
[§] bn+1 = bn

e Se f(xy) e f(ay) tenen signos opostos entéon « € (ay, T,) € tomamos a,1 = an

[§] bn+1 = Tp.

En calquera caso, cimprese que:

1
[an+17 bn—i—l] - [an7 an bn+1 — Qn+1 = §<bn - an)y

sign(f(an+1)) # sign(f(bnt1)), @ € [an+1, bpta].

Observacion 1.1. O implementar o método nunha computadora necesitamos considerar os
efectos do erro de redondeo. Por exemplo, o calculo do punto medio no intervalo [ay, by]

deberiase atopar a partir da ecuacién

bn, — an an + by,
en lugar de =z, = 5

Ty = Qn +

cumprindose asi unha norma xeral de anélise numérico que indica que é mellor calcular

unha cantidade engadindo unha pequena correccién a unha aproximacién previa.
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A continuacion, detallamos na figura 1.1 a interpretacion xeométrica do método de
dicotomia. Consideramos unha funcioén f e o intervalo Iy = [ag, bp] que contén 4 raiz .
Repetimos o proceso iterativo un nimero finito de veces ata chegar a unha aproximacién

suficientemente boa da raiz. Dita raiz, «, estara contida no intervalo I, = [ay, by,].

(ao, f(ao)

b——————1o

Figura 1.1: Método de dicotomfia: interpretacién xeométrica

1.1.1. Converxencia e estimaciéon do erro

Teorema 1.2. Seza f : [a,b] C R — R unha funcion continua tal que f(a)f(b) < 0 (o
que garante a existencia de polo menos unha raiz « no intervalo (a,b)). Enton, a sucesion

{zn}n>0 zerada polo algoritmo de dicotomia converze a o e ademais cimprese que:

b—a

len| = 20 —af < prER

Demostracion. En efecto, por construcién tense que para calquera n > 0:
ap <ar <ax < ... <ap <Tp <bp <byo1 << by <o

Desta cadea de desigualdades, dedicese que a sucesion dos {ay,}n>0 € monoétona cre-

cente pois cada termo é menor ou igual que o termo posterior. Ademais, dita sucesién
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estd acotada inferiormente (xa que existe un valor ag menor ou igual que todos os ter-
mos da sucesion) e acotada superiormente (por un valor z, maior que todos os termos de
{an}n>0). E dicir, a sucesion esta acotada. Agora, como {a,},>0 é unha sucesiéon moné-
tona e acotada de ntmeros reais entén é converxente. Seguindo un razoamento analago,
deducimos que {by,}n>0 ¢ unha sucesi6on monotona decrecente e acotada. Polo tanto, po-

demos deducir que {b,, }n>0 ¢ converxente. En definitiva, ambas sucesiéns son converxentes.

Sexan agora r € S 0s seus respectivos limites

r= lim a,, s= lim b,.
n—oo n—oo

Como
bn—1 — an—1 o bo — ap

2 oon

bn_an:

aplicando limites

bo—aozbo—aozo

g o m ) = i T =T

e séguese que

r= lim a, = lim b, = s.
n—o0 n—oo

Asi mesmo, sabemos que a, < z, < b, polo que

r= lim a, = lim x, = lim b,.
n—oo n—oo n—oo

Ademais, como f(ay)f(by,) < 0 para todo n > 0, a continuidade de f asegura que:

0> lim [f(an)f(ba)] = lim_f(an) lim f(ba) = f(r)f(r) = [F(r)]*

n—oo n—o0

Polo tanto, necesariamente cimprese que f(r) = 0, pois se f(r) < 0 enton f(r)f(r) > 0,
ou o que é o mesmo, f(ay)f(by,) > 0 e non estariamos nas hipoteses do enunciado. Final-
mente, como r pertence ao intervalo [a, b] e f(r) = 0 entén r é unha raiz (que denotaremos

a partir de agora como «) da ecuacién f(x) = 0 nese intervalo.

Probaremos por tultimo que se verifica a cota do erro sinalada no enunciado. En efecto,

para todo n > 0, camprese

by, —a, =
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an + b .
Como z,, = % para todo n > 0, tense por construciéon que:

by, — an

|y —af < 9

Ademais, como b, > a, para todo n > 0, entén

by, — an

2

[zn —af <

En xeral, comezando para n = 0 no intervalo de partida, e mediante un proceso de inducioén,

tras n iteracidns, o valor absoluto do erro cometido satisface a desigualdade

b—a

by, — an
9 T on+l”

2

20— <

O

Observacion 1.3. Se ao teorema (1.2) lle engadimos a hipotese de que a raiz « é separada

no intervalo (a,b) entén a demostracion é mais sinxela. En efecto, por construcion sabemos

que
b—a

Ademais, por paso ao limite camprese que

lim 0 =0

n—oo
e

b—a
lim —— =0,

n—oo 2N+l
entén, polo teorema de comparacién ou tamén chamado teorema do sandwich, podemos
concluir que lim |z, — a| = 0. Con isto, deducimos que a sucesion xerada polo algoritmo
n—oo

de dicotomia converxe & raiz « en (a,b).

Observacion 1.4. A cota do erro enunciada no teorema 1.2 permite determinar de anteman
cantos elementos da sucesién son necesarios construir para garantir unha aproximacion a

« cun erro menor que €. Deste modo, sera suficiente que o namero n de iteraciéons cumpra

b—a
n>ln<1n(2€)>1. (1.1)

que:
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Demostracion. Basta ter en conta que para n, nesas condiciéns, cimprese que

b—a
2n+1

|zy, —a| < <e

Oou 0 que € 0 mesmo:

b—a
|2n —a < —— < 27T
€

Aplicando logaritmos neperianos a ambos lados da tltima desigualdade, tense que

In <b_ a> <1n(2")

€

e agora, por propiedades de logaritmos, resulta que:

1n(b_“> <(n+1)-10(2).

€

Finalmente, operando chegamos a que

1n<b—a>
>_N ¢ /g

—  In(2)

n

1.1.2. As vantaxes e inconvenientes

Este método ten a propiedade importante de que baixo as hipdteses establecidas, con-
verxe sempre a unha soluciéon. Por esta razéon, emprégase frecuentemente para por en
marcha métodos mais eficientes. Ademais, é un dos escasos algoritmos onde se pode ase-
gurar que non vai entrar nun bucle infinito debido a que en cada iteracién dividese por 2
o tamano do intervalo [a,b]. Polo tanto, ao traballar cunha aritmética de precision finita
nun ntmero finito de iteraciéns vaise cumprir que a = b e, en consecuencia, o algoritmo

pararé.

A maior desvantaxe deste método é a siia extremada lentitude. O algoritmo proporciona
s6 unha raiz da ecuacién e ningunha informacién adicional sobre a posible existencia de mais
rafces no mesmo intervalo. Ademais, como non se emprega informaciéon no referente a forma
da curva que representa a propia funcién f, o algoritmo pode proporcionar aproximacions

xa boas sen ter que avanzar ata o final.
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1.2. Meétodo de regula falsi

Sexa f : [a,b] C R — R continua en [a, b] tal que f(a)f(b) < 0. Constriese {zy}n>0 da

forma:

T f(zn) — T f(2m) T — T (1.2)

T = ey ) R T

sendo m = m(n) o maior enteiro menor que n tal que f(z,)f(xm,) < 0.

O método de regula falsi consiste en achar a iteraciéon x,, 1 a partir da abscisa do punto

de corte co eixe das x da recta que une os puntos (,, f(x,)) € (Tm, f(zm)).

A continuacién, amosamos na figura 1.2 a interpretacion xeométrica do método de
regula falsi. Consideramos unha funcién f e tomamos zop = a e x1 = b, seguidamente

achamos os sucesivos iterantes empregando a férmula iterativa descrita en (1.2).

(w0, f(20))

Figura 1.2: Método de regula falsi: interpretaciéon xeométrica
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Teorema 1.5 (Converxencia global do método de regula falsi). Seza f : [a,b] C R — R
continua con f(a)f(b) < 0 e o € (a,b) unha raiz de f separada en [a,b]. A sucesion

{n}n>0 construida co método de falsa posicion converze a o

Ver a demostracion en [9)].

1.2.1. As vantaxes e inconvenientes

A converxencia global do método de regula falsi proba que dito método vai converxer
sempre baixo certas condiciéns favorables. Porén, en ocasiéns, pode presentar situaciéns
de converxencia moi lenta. O seguinte exemplo amosa unha importante desvantaxe do mé-
todo da falsa posicién: a sta unilateralidade. E dicir, conforme se avanza nas iteracions,
un dos puntos limitantes do intervalo tende a permanecer fixo. Isto pode levar a unha
mala converxencia, especialmente en funciéns cunha curvatura importante. Para entender
a problematica da que estamos a falar analicemos o seguinte exemplo descrito en [9] e

representado na figura 1.3.

o1 (1 6) (xea?)1

Figura 1.3: Converxencia lenta

Consideremos a funcién definida por

o
IN
IN

—_ DN

d, se

4(1+0)(z —2%) — 1, se

X

fz) =

IN

x

N[ —
IN

onde 0 < ¢ < 1. Claramente, f(z) e f/'(x) son continuas no intervalo [0, 1]. Tomamos
g =a =0ex; =b=1, deste modo, f(a) = § e f(b) = —1. Agora, substituindo na
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férmula do método da falsa posicién, temos que

To=1+1-

1
En xeral, mentres que z,_1 < > tense que

1

n=1=
! (14 0)n2

Supoiiendo que § € moi pequeno, o numero de iteraciéns para que x, > %, vird dado por

1

= 1 _—_—
o (1+0)m2

1
>77
-2

agora aplicando logaritmos neperianos a ambos lados da desigualdade chegamos a que:

() = ()

In(2)
" Z a1 0)

Logo,
+ 2.

Se § & moi pequeno, o numero de iteraciéns é moi elevado. Por exemplo, se tomamos
§ = 107° necesitanse arredor de 639.000 iteraciéns para chegar ao punto 0.5 (que ainda
non é a raiz). Pola contra, o método de dicotomia converxe cun erro menor a 2-49 en 49
iteracions.

A orixe desta converxencia tan lenta é debido a que as sucesivas iteracidons estin sempre
no mesmo lado da raiz.

Polo xeral, este exemplo ilustra que non é posible realizar xeneralizaciéns cos métodos
de obtencion de raices. Ainda que o método de regula falsi é case sempre superior ao de

dicotomia, hai exemplos, coma este, que refutan esta conclusién.
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1.3. Meétodo de Newton-Raphson

Supofiamos que f € C%([a,b]). Se z¢ € [a,b] é unha aproximacién da soluciéon «, de tal
forma que f'(zg) # 0 e |a — o] é pequeno, entéon o polinomio de Taylor de primeiro grao

centrado en xg avaliado en «, exprésase do seguinte xeito:

F(@) = F(zo) + (o — zo)f'(z0) + 5.5"(€) @ — a0’

onde ¢ esté entre a e xyg. Como f(«) = 0, resulta que

1
0= f(a0) + (@ = 20)f (@) + 31"(€) @~ w0)?
e truncando o erro, a ecuacién queda reducida a
0~ f(@0) + (o — @0) f'(20)-

Despexando agora o valor de «, chegamos a que

f (o)
f'(wo)

o Trg—

Isto motiva a construcion de sucesiéns de aproximaciéns da forma seguinte:

f(zn) (1.3)

A introducion do método de Newton mediante o desenvolvemento de Taylor resalta a
importancia dunha boa aproximaioén inicial. A suposicién crucial é que o termo que contén
(a — ,)? pode ser eliminado. Esta sera unha suposicion falsa a menos que x,, sexa unha
boa aproximacién a «. En particular, se zg non estd suficientemente preto da raiz, o mé-

todo de Newton pode non converxer nela.

A continuacién, presentamos na figura 1.4 a interpretacién xeométrica do método de

Newton-Raphson.
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Pendeente f'(z1)

f(x1)

Raiz « Pendente f(z0)

Figura 1.4: Método de Newton-Raphson: interpretaciéon xeométrica

1.3.1. Converxencia e erro

Teorema 1.6 (Teorema de converxencia local). Sexa f : [a,b] C R — R cunha raiz
a € (a,b). Suponemos [ derivable nun entorno (o — 01, + 01) C [a,b], ' continua en «

e f'(a) #0. Enton:

@)
fi(a)

2. Existe un entorno (o — 3, + d3) tal que para todo xo € (v — O3, + 03) a sucesion

1. A aplicacion g(z) = x estd definida nun entorno (a — da, ¢ 4 d2), 02 < d7.

{Zn}n>0 con xpy1 = f(xy) converze a a e ademais x, € (v — 03, + d3) para todo

n > 0.

3. Para todo xg € (o — 03, + 93) a converzencia de {xy}n>0 € superlineal:

lim |':E7l+1 - a|

n—00 |xn — a|

=0.
A demostracion completa pode verse en [9].

De acordo con suposiciéns razoables, o teorema establece que sempre que se seleccione

unha aproximacién inicial suficientemente préxima & raiz, o método de Newton converxe.
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Teorema 1.7 (Converxencia global do método de Newton-Raphson para raices simples).
Sera f: I =la,b) CR — R, f € C?([a,b]) cumprindo:

1. f(a)f(b) <O.
2. f#0 en [a,b].
3. f"<0ouf">0ena,b].

4. Se c € (a,b) denota o extremo de [a,b] no que |f'| é mdis pequeno, tense que:

‘ (©)

/
f'(c)
Entén a ecuacion f(x) =0 ten unha tnica raiz « € (a,b) e calquera que sexa xo € [a,b], o

<b-—a.

método de Newton-Raphson converze a «.

A demostracion completa pode verse en [9].

Definiciéon 1.8. (Orde de converxencia) Sexa x, unha sucesiéon de nameros reais tal que

lim z, = a e sexa p > 0. Dise que a sucesion ten orde de converxencia p se existe
n—oo

i Er = g (000,

n—oo ‘;[;n — a‘p

En calquera caso, a constante C' denominase constante asintotica do erro.

Teorema 1.9 (Orde de converxencia do método de Newton-Raphson). Suporiamos que o
¢ unha raiz de f : [a,b] C R — R con f'(a) # 0 e consideremos ademais que existe un
entorno (o — 6, + 0) onde f é duas veces continuamente derivable. Enton, se xog # « e
Tn # a para todo n > ngy sendo ng € N, cimprese que:

l/m 6%—0—1 — f//<Oé)
%~ 2f(a)

En consecuencia, o método € polo menos de orde 2.

Demostracion. Da férmula

SR
n

dedicese que

f(wn) i Enf/(xn) - f(mn) )

T T ) T (@)
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Aplicando agora o teorema de Taylor tense que:

(a—z)?

2l (e)

0= f(a) = f(zn) + f'(zn)(a — 20n) +

sendo &, un punto comprendido entre x, e . Dedticese entén que:

62
Flan) = enf'(an) = =5 £ (60)

e polo tanto

f”(gn) 2

T )

13

Tendo en conta que nas hipoteses dadas a sucesiéon converxe a o, a continuidade de f’

e f” garante que se €, # 0, (n > ng) enton :

lim Ctt — S7(@)
nooeh 2f/(a)

1.3.2. As vantaxes e inconvenientes

Unhas das maiores vantaxes que presenta o método de Newton é a stia velocidade de

converxencia con respecto aos outros métodos clasicos. Pola contra, existen situaciéns onde

este método se comporta de maneira deficiente. A continuacién, veremos varios exemplos

claros.

Como podemos apreciar na figura 1.5, pode ocorrer que escollamos un punto inicial

xo tal que f’(z¢) = 0 ou simplemente que tras aplicar o método de Newton varias veces,

cheguemos a obter un punto x,, que tena pendente cero. Isto implica unha divisién entre

cero na formula de Newton, o cal significa que a solucion disparase horizontalmente e nunca

toca o eixe x.
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Pendente f'(z) =0
AN
\/ ’

Figura 1.5: Método de Newton-Raphson: problemética 1

A continuacién, na figura 1.6 podemos observar que un valor inicial preto da raiz salta

a unha posicién moito méis afastada que a estimacién inicial.

f(x)

X

Figura 1.6: Método de Newton-Raphson: problemética 2

Agora, observemos na figura 1.7 outra problemética que pode presentarse en Newton: a
tendencia a oscilar arredor dun minimo ou maximo local. Tales oscilaciéns poden persistir

ou alcanzar unha pendente préxima a cero afastandose polo tanto da raiz.
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f(=)

y = €* + 3cos(x)

Figura 1.7: Método de Newton-Raphson: problemética 3

Finalmente, na figura 1.8 amosamos o caso onde unha raiz se atopa preto dun punto
de inflexion (ie, f”(x) = 0). As iteracions que empezan con xq diverxen progresivamente

da raiz.

T2 _
f(x) T o ¢

f(z1)

Figura 1.8: Método de Newton-Raphson: problematica 4

Destes exemplos problematicos deducimos que non hai un criterio xeral de converxencia
para o método de Newton-Raphson. A stia converxencia depende da natureza da funcién e
do punto inicial no que se comece. A tinica solucién, nestes casos, € ter un valor inicial que
sexa suficientemente proximo 4 raiz e, porén, para algunhas funciéns ningtin valor inicial
seré axeitado. Os bos valores iniciais, xeralmente, predicense cun cofiecemento do problema

mediante graficas que proporcionan maior claridade ao comportamento da solucion.
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Con todo, dito método tamén ten unha debilidade importante que é a necesidade de
cofiecer o valor da derivada de f en cada aproximacién. Para funciéns simples e dadas
explicitamente, isto non ofrece dificultades serias. Non obstante, se f’(z) é dificil de avaliar
ou f(x) é conecida s6 implicitamente, resulta impracticable achar f/(z). Polo tanto, pode

ser mais conveniente empregar métodos alternativos.

Finalmente, cabe sinalar que poden presentarse situacions de converxencia lenta, espe-
cialmente se a eleccién inicial estd lonxe da rafz. En tal caso, o algoritmo comeza cunha
fase de busca ata que obtén un valor suficientemente achegado & raiz como para asegurar

unha orde cadratica.

1.4. Meétodo da secante

Sexa f : [a,b] C R — R continua con « raiz de f(z) = 0 separada en [a, b]. O método
da secante estd basado na férmula de Newton-Raphson, pero evita o calculo da derivada
empregando a seguinte aproximacion:

f/(l') ~ f(.fl,'n) B f(.’,En,l).

Tp — Tn—1

Substituindo na férmula de Newton-Raphson, obtemos que

Tl = Tn — f(@n) ~ oz, — f(@n) _
f'(@n) f(@n) = flzn1)
Tp — Tp—1
Isto induce a construcién do seguinte algoritmo:
g, x1 dado
(T — Tp—1) (1.4)

Tpt1 = Tn — f(Tn)
" " " f('rn) — f(wn-1)
Xeometricamente o valor x,41 € a abscisa do punto de corte co eixe das x da recta que

une os puntos (zo, f(x0)) e (21, f(x1))-

A continuacién, detallamos na figura 1.9 a interpretacién xeométrica do método da
secante. Consideramos unha funcién f, dous puntos iniciais zg e x1 e aplicamos a férmula

1terativa.
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Figura 1.9: Método da secante: interpretacion xeométrica

Teorema 1.10 (Orde de converxencia do método da secante). Suporiamos que « € unha
raiz de f(x) = 0 que pode obterse como limite da sucesion zerada polo método da secante.

Se f ¢ de clase C? e f'(x) # 0, entén a sucesion de iteracions ten orde de converzencia

1
_1EV5 s e

p—1

f" ()
2f'(x)
Demostracion. Da formula iterativa do método da secante

f(ivn)(mn - $n71)

I I T e ) — F(an)

lfm 10 a1l _ ‘

n—o0 ‘a — xn‘l’

Vn >1 (1.5)

e suponendo novamente que T,4+1 — @ = €,41, dedilcese que

il =€, — (en — en—1)f(a+en)
m " f(a+€n)_f(a+€n—l)'

(1.6)

Agora, empregando a expansion da serie de Taylor para f(a + €,41) tense que:

fla+ens) = f(a) |e y ol
n+1 n+1 2f’<0¢)

Calculando de maneira analoga f(a + €,) e f(a + €,—1) e substituindo na ecuacion

(1.6), camprese que
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G?L "«
(en —€n—1)f' () {en + EJJC”((a)) + ]

f(@)(en — €n—1) [1 + %(en + En—l)?,/((ooj)) + }

€Enyl N €p —

ou 0 que € 0 mesmo:

2 ¢ " -1
enil N €y — |:€n 4 &n (@) + ] [1 + 1(en + en,l)f (@) + } =

2 f() 2 f(a)
2 1" 1
e /(@) 1 f" ()
— = e [1T== _ | =
ot Sy o [ gt o +
2 1 1
€ « 1 «
€n — [en + 5]}/((@) - ien(en + en_l)é’ga; + O(en€2 1) + O(en_lei)] .
Asi,
1 " o 1 a
En particular, obtense a seguinte relacion:
" a 1 a
Ent1 Gnenléff/((a)) sendo M = ;f’((a))'
Agora, calculemos o valor de p:
Suponamos que dado p > 0 e C > 0, existe o
Hm |€TL+1’ — C
n—00 ‘en|P
Por outro lado, como
lim L —
n—=00 €n€n—1
camprese que
lim |epy1| = lim |epen—1M].
—00 n—oo
En particular,
i 1l gy femena MLy e M| =C
n—oo |€’I’L‘p n—0o0 |€n‘p n—oo |6’I’L—1’_1

e ademais verificase que

, |€n|1_p , |€n+1|1_p C
lm —— =1 = .
n—00 |6n71|71 n—o00 |en|*1 ‘M|
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Polo tanto, temos dous limites que relacionan a €,11 € €,:

A e el C
nh—golo ’en|P ¢ © nh—>oo |e”’_1 - ‘M‘

Entén, a dnica maneira de que o cociente destes termos converxa a un valor finito
distinto de cero é que as relaciéns dos termos dos cocientes dos expofientes sexan iguais.

Isto significa que:

Oou 0 que € 0 mesmo:

pP—p—1=0.
Resolvendo a ecuacion de segundo grao, chegamos a que:

145
p= +2\[z1.618.

Finalmente, como xa conecemos o valor de p, é sinxelo achar o valor de C'. Sabemos que

i 1ol o (1.7)
n—00 ’en|P
¢ 1
lfm |ETL+1‘ P — C
n—=oo  [en| ™! |M|

Agora, se elevamos a (1 — p) o limite (1.7), temos que

1\ 1=p 1-
Hm (|6TL+1‘ > :Cl—p: h/m ‘67L+1| P C

n=oo \en? oo Jen[ T M’
Logo,
C
ol-pr — =
M|’
é dicir,

[ F@
O =M= lapa)

1.4.1. As vantaxes e inconvenientes

A vantaxe principal deste método respecto ao método de Newton é que non necesita
cotiecer o valor da derivada. Ademais, presenta unha converxencia rapida (non tanto como

o método de Newton) que supera aos métodos de dicotomia e regula falsi.
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E un erro moi comun pensar que se se comeza con diias aproximaciéns iniciais que
encerran a raiz, o método da secante producira iteraciéns de forma que a raiz esti no in-

tervalo de extremos x,, € ,,—1. Isto non é asi necesariamente. De feito, basta ver a figura 1.9.

Agora ben, cando as aproximacions estdn moi preto da raiz, poden aparecer problemas
de tipo computacional. Son situaciéns de inestabilidade numérica que hai que evitar na
medida do posible. Ténense dado moitas alternativas para o cdlculo da seguinte iteracion
mediante o método da secante. Todas tefien a stias vantaxes e inconvenientes.

A formula

vy = Enf@no1) = ano1 f(zn)
n+ f(xn) — f(zn)

é moi insatisfactoria dende o punto de vista computacional. A razén é a perda de dixitos

(1.8)

significativos que se produce cando as iteracions x, € x,—1 estdn moi preto da solucion.

Un algoritmo para o método da secante basado na forma usual

_ B Tp — Tn—1
Al P ey Py )
ou na forma Fn)
Ty,
R (i vy (1.10)
Tn — Tn—1

ten a dificultade dunha moi posible aparicién de overflow.
As posibilidades de perda de dixitos significativos e overflow rediicense no posible escri-
bindo

(xn—l - xn)(%)
Tptl = Ty — . o) : (1.11)
f(@n-1)

Supotiendo que

‘f(xn)| < ‘f(xn—l)’

esta férmula evita as posibles dificultades e ofrece unha forma exacta de computar z,1.

A sta vez, o método da secante pode non ser axeitado por alguna das seguintes razéns:

» Pode ocorrer que f(x,) = f(x,—1) de modo que non estaria definido o punto x, .

Isto apréciase na figura 1.10.

= Tamén pode darse o caso de que algun iterante x, non pertenza ao dominio de

definicion de f. Sexa f = 22 — 4 cuxo Dom f = [0, 3]. Tomemos como puntos iniciais
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£

f(zo)

Figura 1.10: Problematica 1: f(xo) = f(z1)

xo = 0,24 e 1 = 0,59. Como pode apreciarse na figura 1.11 obtense que o iterante

seguinte xs = 5,65 non pertence ao dominio de definicién de f.

Figura 1.11: Problematica 2: iterante non pertence ao dominio de f.

1.5. Método de Miiller

O método de Miiller emprega tres aproximacions iniciais dadas: xg, 1, 2 e determina

a seguinte aproximacién xz considerando a interseccién do eixe x coa parabola que pasa
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polos puntos (2o, f(20)), (z1, f(21)), (22, f(2))-

O procedemento de Miiller comeza, considerando o polinomio cadratico
p(x) = a(x — x2)* + b(x — x3) + ¢ (1.12)

que pasa por (xo, f(x0)), (x1, f(x1)), (x2, f(x2)). Trataremos de atopar valores de a, b, ¢ pa-

ra que a parabola pase polos puntos indicados, para iso resolvemos o sistema de ecuaciéns:

p(x0) = a(xo — 952)2 + b(zg — z2) + ¢ = f(xo) (1.13)
p(z1) = a(zy — 9:2)2 +b(z1 — z2) + ¢ = f(x1) (1.14)
p(x2) = c = f(x2) (1.15)
Deducimos da ultima ecuacién que:
c= f(z2).

Polo tanto, substituindo este valor nas ddas primeiras ecuaciéns chegamos a que:

a(xg — x2)? + b(xo — z2) = f(x0) — f(z2) (1.16)
a(x; — x2)2 +b(x1 — x2) = f(x1) — f(x2) (1.17)

Para resolver este sistema imos definir as diferenzas que nel aparecen. Nomearemos:

ho =1 — X (1.18)

hl = T2 — T (1.19)

5, — 1@ = f(zo) (1.20)
Tr1 — X0

5, = 1(#2) = fz1) (121)
ro — I

Desta forma, se manipulamos as ecuaciéns anteriores temos:

h h1)b— (h hi)2a = hyd h1d
(ho + h1) (ho + h1)%a 000 + 11} (1.22)

h1b — h%a = h1(51
Se resolvemos o sistema anterior chegamos a:

_ 01—
4= n=ho

b= ahy + 6 (1.23)
c= f(x2)
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Unha vez achados os coeficientes do polinomio de segundo grao, temos definida a parabola
y=a(r —x2)? +b(x —xz2) + c.

A continuacién, para atopar a aproximacién da raiz temos que facer y = 0 na expresion

anterior. Das duas soluciéns posibles, tomamos aquela que minimice a expresion:
|xs — xa].
A nova aproximacién da raiz, x3, vird dada pola solucion de p(x3) = 0. Polo tanto:
a(rz —x2)? +b(x3 — x2) + ¢ = 0.

De aqui, temos que
b+ Vb —4
T3 — T2 = > ac (1.24)
ac

Nas ecuacions de segundo grao onde b? >> 4ac a diferenza no numerador pode ser moi

pequena. Neste caso, podemos escribir a diferenza x3 — xo do seguinte xeito:

—2c
e o — 2 1.25
’ 2 b+ Vb2 —4ac ( )
Se despexamosxs, tense que:
-2
w3 = T + < (1.26)

b+ Vb% — 4dac

Tomaremos agora o signo de forma que a diferenza x3 — z2 sexa o menor posible en
valor absoluto. Para iso, consideraremos o signo de modo que coincida co signo de b, desta

forma o denominador serd mais grande e polo tanto a raiz serd mais proxima a xs.

Asi:
2c

S signo(b)Vb? — dac

Onde a,b, c estan dadas polas expresiéons anteriores. Unha vez se determina x3, o pro-

T3 =2 (1.27)

cedemento reiniciase usando z1,x9,x3 en lugar de zg,x1,x2 para determinar a seguinte
aproximacién z4. O método contintia ata que se obtén unha conclusion satisfactoria. Xa
que o método involucra en cada paso 6 radical vb? — 4ac, o método aproximara raices

complexas cando sexa apropiado. En xeral,
2¢cy,

Tl = Ty —
i " b, signo(bn)\/b2 — dancy,

A continuacion, vexamos na seguinte figura 1.12 a interpretacion xeométrica do método
de Miiller.

(1.28)
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ro y=az?+br+c

- :u:f(l‘)x

Figura 1.12: Método de Miiller: interpretacién xeométrica

1.5.1. As vantaxes e inconvenientes

A vantaxe principal que presenta este método é que permite obter tanto raices comple-
xas como raices reais. O método de Miiller esta basado no método da secante pero emprega
unha aproximacién cadratica en vez dunha aproximacién lineal. Isto implica unha conver-

xencia mais rapida que o método da secante.

Figura 1.13: Método da secante
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ro y=az?+br+c
! y=f(x)
X

Figura 1.14: Método de Miiller

Asi mesmo, unha deficiencia a sinalar neste método € a seguinte: suponiamos que para
algtin n > 0 camprese que f(z,) = f(zn+1) = f(zny2) # 0, dese xeito a ecuacion cadrética
redicese a unha funcién constante distinta de cero e nunca interseca 6 eixe x. Vexamolo

na figura 1.15.

f(z)

/0 P /{2 p(z) =c

Figura 1.15: Método de Miiller: problematica
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Capitulo 2

Estratexias de globalizacion do

método de Newton-Raphson

No capitulo 1 introducimos os métodos clésicos para resolver ecuaciéns non lineares
nunha variable e ademais presentamos ditos métodos de maneira illada coas stias vantaxes
e os seus inconvenientes. Tal como vimos, o método de Newton preséntase rapido, mais
carente de converxencia global. En consecuencia, na practica computacional os métodos cla-
sicos nunca se empregan de forma illada, senén acompanados doutros métodos ou técnicas
que lles agregan robustez. Neste capitulo, presentaremos métodos hibridos elementais pero
robustos. En particular, estudaremos o método hibrido de dicotomia e Newton-Raphson
e o método hibrido de dicotomia e regula falsi. Para rematar, presentaremos o método

hibrido de Dekker-Brent que emprega secante, interpolacién cadrética inversa e dicotomia.

2.1. Meétodo hibrido de Dicotomia e Newton-Raphson

O obxectivo desta seccién consiste en crear un método robusto e eficiente que se ca-
racterice por aproveitar as boas propiedades do método de dicotomia e Newton-Rahpson.
Un primeiro algoritmo que podemos establecer consiste en aplicar o método de dicotomia
ata achar un intervalo suficientemente pequeno. A finalidade ¢ acadar a rexién onde o
método de Newton ten converxencia local e a partir de ai empregar dito algoritmo. Con
todo, a rexién onde converxe localmente é desconecida e, en consecuencia, non podemos
predicir cantas iteracions do método de dicotomia seran suficientes. Por unha banda, pou-
cas iteraciéns poden provocar que o algoritmo de Newton non converxa. Por outra banda,
demasiadas iteraciéns iniciais poden causar que a converxencia sexa moi lenta e non se
aproveite a converxencia cadrética do método de Newton. Polo tanto, ainda que se trata

dunha forma interesante de proceder, vexamos que existe outra mais acertada.

27
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Un segundo algoritmo a establecer é o seguinte:
1. Calcular o punto medio do intervalo inicial [a, b].

2. Empregar Newton sempre que sexa posible, noutras palabras, sempre que a derivada
da funcién inicial avaliada no punto sexa distinta de cero e que o punto que se ache

esté dentro do intervalo (a,b). Noutro caso, retrocedemos e aplicamos dicotomia.

A continuacion, presentamos o pseudocodigo do método hibrido e seguidamente, na figura

2.1, o diagrama de fluxo:

Entrada: f, a, b, tol, imazx, delta.
Saida: Raiz x, n (n° iteracions), a, b, f(a), f(b), f(x).
x=(a+0b)/2
mentres abs(f(z)) > tol e i < imax facer
se df (z) > delta entén
x =z — f(z)/df (z) (Newton-Raphson)
se non
se f(a)f(z) <0 entén
b==x
se non
a=2x
fin se
x = (a+ b)/2 (dicotomia)
fin se
sexz <aex>bentdén
actualizar o intervalo
x = (a+ b)/2 (dicotomia)
fin se
1=14+1

fin mentres
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Actualizar [a, b] en

base 6 signo de f(z4)

Non

Non

Si

f(zq)
f'(za)

8
3
I
8
ISH
|

Si

Non

x4 = Ty € actualizar [a, b

en base 6 signo de f(xq)

Si

xq € a raiz

H

/

Figura 2.1: Diagrama de fluxo do método hibrido.
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2.1.1. Resultados

Exporemos agora unha serie de resultados obtidos na préctica computacional que nos
permitiran contrastar a informacion que estamos a dar. Facendo uso dos programas imple-

mentados en Matlab no Anexo A e B, consideremos a ecuacion
flz)=2*4+32% - 1522 =224+ 9=0

e tomemos como tol= 1079 imax= 100 (o ntimero m4ximo de iteraciéns) e a, b os extremos
do intervalo de estudo. Nas seguintes tdboas moéstranse os resultados obtidos ao aplicar o
método de Newton-Raphson, o método de dicotomia e o método hibrido de dicotomia e

Newton-Raphson.

Observamos que os primeiros elementos das sucesions do método de Newton coinciden
cos primeiros elementos das sucesiéns construidas con dicotomia e tamén das sucesiéns
construidas co hibrido. Destacar que todos estes métodos converxen e ademais, o maéis
rapido na stua converxencia é método de Newton. Pola contra, como podemos apreciar,
as diferenzas no ntimero de iteracidns para chegar a unha boa aproximaciéon por parte do

método hibrido e de Newton son minimas.

Método de Newton-Raphson
[6,-4],20 = —5 [-2,0],z0 = —1 0,20 = 1 [2,4],20 = 3

n x f(x) X f(x) X f(x) x f(x)

1 | -5.834646 | -73.066818 | -0.818182 | 0.599959 | 0.789474 | -4.0000000 | 2.690722 | 5.878503
2 | -5.602754 | 7.102661 | -0.795438 | -0.022743 | 0.785975 | -0.0633513 | 2.593333 | 0.486799
3 | -5.574890 | 0.095019 | -0.795067 | -0.000372 | 0.785972 -0.00004 2.583692 | 0.004514
4 | -5.574507 | 0.000018 | -0.795067 | 0.000000 | 0.785972 | 0.0000000 | 2.583601 | 0.000000
5 | -5.574506 | 0.000000
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Meétodo de dicotomia
[-6,4] 2] 10.2] 24]

n b'e f(x) X f(x) X f(x) X f(x)

1 | -5.000000 | -106.000000 | -1.000000 | -6.000000 | 1.000000 | -4.000000 | 3.000000 | 30.000000
2 | -5.500000 | -17.812500 | -0.500000 | 5.937500 | 0.500000 | 4.687500 | 2.500000 | -3.812500
3 | -5.750000 | 47.363281 | -0.750000 | 1.113281 | 0.750000 | 0.644531 | 2.750000 | 9.644531
4 | -5.625000 | 12.834229 | -0.875000 | -2.157959 | 0.875000 | -1.638428 | 2.625000 | 2.135010
5 | -5.562500 | -2.960190 | -0.812500 | -0.450668 | 0.812500 | -0.482407 | 2.562500 | -1.024155
6 | -5.593750 4.817491 -0.781250 | 0.349244 | 0.781250 | 0.085267 | 2.593750 | 0.507859
7 | -5.578125 0.898990 -0.796875 | -0.046229 | 0.796875 | -0.197589 | 2.578125 | -0.269887
8 | -5.570313 | -1.037988 | -0.789063 | 0.152628 | 0.789063 | -0.055907 | 2.585938 | 0.116032
9 | -5.574219 | -0.071349 | -0.792969 | 0.053480 | 0.785156 | 0.014745 | 2.582031 | -0.077663
10 | -5.576172 0.413357 | -0.794922 | 0.003695 | 0.787109 | -0.020565 | 2.583984 | 0.019000
11 | -5.575195 0.170888 -0.795898 | -0.021250 | 0.786133 | -0.002906 | 2.583008 | -0.029378
12 | -5.574707 0.049741 -0.795410 | -0.008773 | 0.785645 | 0.005920 | 2.583496 | -0.005200
13 | -5.574463 | -0.010812 | -0.795166 | -0.002538 | 0.785889 | 0.001507 | 2.583740 | 0.006897
14 | -5.574585 0.019463 -0.795044 | 0.000579 | 0.786011 | -0.000699 | 2.583618 | 0.000848
15 | -5.574524 0.004325 -0.795105 | -0.000979 | 0.785950 | 0.000404 | 2.583557 | -0.002176
16 | -5.574493 | -0.003243 | -0.795074 | -0.000200 | 0.785980 | -0.000148 | 2.583588 | -0.000664
17 | -5.574509 0.000541 -0.795059 | 0.000190 | 0.785965 | 0.000128 | 2.583603 | 0.000092
18 | -5.574501 | -0.001351 | -0.795067 | -0.000005 | 0.785973 | -0.000010 | 2.583595 | -0.000286
19 | -5.574505 | -0.000405 | -0.795063 | 0.000092 | 0.785969 | 0.000059 | 2.583599 | -0.000097
20 | -5.574507 0.000068 -0.795065 | 0.000043 | 0.785971 | 0.000025 | 2.583601 | -0.000003
21 | -5.574506 | -0.000169 | -0.795066 | 0.000019 | 0.785972 | 0.000008 | 2.583602 | 0.000044

Meétodo hibrido de dicotomia e Newton-Raphson
[-6,-4] 2,0] 0,2] 2,4]

n b'e f(x) b'e f(x) b'e f(x) X f(x)

1 | -5.000000 | -106.000000 | -0.8181818 | -6.0000000 | 1.000000 | -4.0000000 | 3.000000 | 30.000000
2 | -5.834646 | 73.066818 | -0.7954384 | -0.5999590 | 0.789474 | -0.0633513 | 2.690722 | 5.878503
3| -5.602754 | 7.102661 -0.7950667 | -0.0094933 | 0.785975 | -0.0000511 | 2.593333 | 0.486799
4 | -5.574890 0.095019 | -0.7950666 | -0.0000025 2.583692 | 0.004514
5| -5.574507 | 0.000018 | -0.7950666 | 0.0000000

Agora ben, suponamos que a eleccion do punto inicial para o método de Newton-

Raphson non é tan acertada. Consideremos o intervalo [1.06,2.7] e o punto de arranque

xg = 1.88. Na seguinte taboa mdstrase que o método de dicotomia necesita realizar 21

iteraciéns para achar unha boa aproximacién da raiz.
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Método de dicotomia

n X f(X)

1 | 1.880000 | -15.350001
2 | 2.290000 | -10.713948
3 | 2.495000 | -4.020127
4 | 2.597500 | 0.698046

5 | 2.546250 | -1.784014
6 | 2.571875 | -0.574394
7 | 2.584688 | 0.053889

8 | 2.578281 | -0.262226
9 | 2.581484 | -0.104663
10 | 2.583086 | -0.025511

11 | 2.583887 | 0.014158

12 | 2.583486 | -0.005684
13 | 2.583687 | 0.004235

14 | 2.583586 | -0.000725
15 | 2.583636 | 0.001755

16 | 2.583611 | 0.000515

17| 2.583599 | -0.000105
18 | 2.583605 | 0.000205

19 | 2.583602 | 0.000050

20 | 2.583601 | -0.000027
21 | 2583601 | 0.000011

Pola contra, cando empregamos o método de Newton, deducimos que non hai
converxencia xa que claramente f’(xg) &~ 0. Agora ben, empregando o método hibrido,
amosado na seguinte tdboa, deducimos que fan falta unicamente 5 iteraciéns para atopar

unha boa aproximaciéon da raiz.

Método hibrido de dicotomia e Newton-Raphson
n X f(x)

1 | 1.880000 -15.350001

2 | 2.290000 -10.713948

3 | 2.508359 -3.460353

4 | 2.589770 0.307484

5 | 2.583638 0.001822
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2.1.2. Conclusions

O algoritmo hibrido de dicotomia e Newton-Raphson é unha estratexia de globalizacion
que permite achar a raiz da ecuaciéon f(z) = 0 nun curto nimero de iteracions. Ademais de
competir en velocidade con respecto aos métodos clasicos de dicotomia e Newton-Raphson,
é capaz de solventar (como se observa na derradeira tdboa) as probleméticas que atopaba-
mos no método de Newton. Polo tanto, concluimos que estamos ante un algoritmo robusto

e eficaz.

2.2. Meétodo hibrido: dicotomia e regula falsi

A continuacién, a seguinte estratexia de globalizacion que podemos establecer consiste

en empregar daas caracteristicas:
» A reducion sucesiva & metade do intervalo [a, b] grazas ao método de dicotomia.

= A converxencia global, baixo condicién razoables, tanto do método de regula falsi

como do método de dicotomia.

Estas dias propiedades permiten construir un método robusto que asegura, baixo cer-
tas condiciéns, que o algoritmo sempre converxe. Como veremos, dita converxencia é veloz.
Ironicamente, o método de dicotomia é o encargado de evitar a posibilidade de que o al-

goritmo hibrido quede varado nunha converxencia lenta.

O procedemento a seguir consiste en empregar selectivamente o algoritmo que mellor
se adecne entre dicotomia e falsa posicién para redefinir sucesivamente tanto a raiz apro-

ximada como o intervalo que a contén.
O primeiro paso neste método serd achar dous puntos:

1. O punto medio, m, entre [a, b].

2. O punto s que é a abscisa de interseccion co eixe x da recta que une os puntos

(a, f(a)) e (b, f(b)) tal que f(a)f(b) <O.

A continuacion, o segundo paso é calcular o valor absoluto da funcién aplicada ao punto
medio, m, e contrastar se dito valor é menor ou maior que o valor absoluto da funcién
aplicada ao punto secante s. No caso de que o valor absoluto sexa menor, ie, que m esté

mais preto da raiz, o método a seguir é dicotomfa. Noutro caso, empregamos o método de
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regula falsi. O proceso repitese as veces precisas ata chegar a cumprir un criterio de parada

axeitado ou un nimero maximo de iteraciéns.

Seguidamente, presentamos o pseudocodigo do método hibrido de dicotomia e regula

falsi:

Entrada: f, a, b, tol, imax.
Saida: Rafz x e o intervalo que a contén.

mentres ¢ < imax facer

=
Errm = |f(m)|
_ f(a)(b—a)
S () = )
Errs=|f(s)]

se Errm < Errs entén
r=m
Erra = Errm
se f(a)f(z) <0 entén
b==x
se non
a=2x
fin se
se non
rT=Ss
FErra= Errs
se f(a)f(x) <0 entén
b==x
se non
a=x
fin se
1=1+1
fin se

fin mentres
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2.2.1. Resultados

Unha vez explicado o procedemento teérico desta estratexia de globalizacién, imos
presentar un exemplo practico programado en Matlab que permite corroborar a informacién

4 _ 23 —1 =0 e supoflamos que

que estamos a dar. Para elo, consideremos a ecuaciéon f = x
tol = 1075, imax = 100, @ = —0,7 e b = 1,5. Presentamos os resultados correspondentes

nas seguintes taboas:

Método de dicotomia Método de regula falsi
-0.7,1.5] [0.7,1.5]
n X f(x) n X f(x)
1 | 0400000 -1.038400 1 | 0.130478 | -1.001931
2 | 0.950000 -1.042869 2 | 0.942685 | -1.048014
3 | 1225000 0586390 3 | 1.279227 | -0.415478
4 | 1.362500 -0.083109
4 | 1.362390 | -0.083612

5 | 1.431250 0.264374
s | 1306875 0081710 5 | 1.377311 | -0.014186
~ 1379688 0.002832 6 | 1.379791 | -0.002335
s | 1388081 0.038912 7 | 1.380198 | -0.000382
9 | 1333984 0.017905 8 | 1.380265 | -0.000063
10 | 1.381836 0.007503 9 | 1.380275 | -0.000010
11 | 1.380762 0.002327 10 | 1.380277 | -0.000002
12 | 1.380225 -0.000254 11 | 1.380278 | 0.00000
13 | 1.380493 0.001036
14 | 1.380359 0.000391
15 | 1.380292 0.000068
16 | 1.380258 -0.000093
17 | 1.380275 -0.000013
18 | 1.380283 | 0.000028 0.000062
19 | 1.380279 0.000008
20 | 1.380277 -0.000002
21 | 1.380278 0.000003
22 | 1.380278 0.000000
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Meétodo hibrido de dicotomia e regula falsi
[-0.7,1.5]

a X b f(a) f(x) f(b)
-0.700000 | 0.130478 | 1.500000 | -0.416900 | -1.001931 | 0.687500
0.130478 | 0.942685 | 1.500000 | -1.001931 | -1.048014 | 0.687500
0.942685 | 1.279227 | 1.500000 | -1.048014 | -0.415478 | 0.687500
1.279227 | 1.378722 | 1.389614 | -0.415478 | -0.007453 | 0.045481
1.378722 | 1.380256 | 1.389614 | -0.007453 | -0.000105 | 0.045481
1.380256 | 1.380277 | 1.389614 | -0.000105 | -0.000001 | 0.045481
1.380277 | 1.380278 | 1.389614 | -0.000001 | -0.000000 | 0.045481

~N|o|u |k |w N~ B

Figura 2.2: Método hibrido: dicotomia e regula falsi
A continuacion, especificamos a construcion dos dous primeiros iterantes do método
hibrido para facilitar o seu entendemento. Realizando os célculos pertinentes, temos que
mo = 0.4, s =0.130478
e ademais, satisficese que
1.001931 = | f(s0)| < |f(mo)| = 1.038400

polo que deducimos que a mellor aproximaciéon & raiz é xg = sg. A continuacion, actuali-

zamos o intervalo [a, b].

fla)f(xo) = F(—0.7)£(0.130478) = —0.4169 - (—1.001931) = 0.417705 > 0
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entén, necesariamente

ay =xp € b():bl.

En particular,
a] = 0.130478 e b1 =1.5

Na segunda iteracion, calculamos o iterante z; a partir de m; = 0.815239 e 57 = 0.9427.
Como 1.1 = | = 1.1] = |f(m)| > |f(s)] = | — 1.048| = 1,0480 tomamos como raiz o punto
s1 = x1 = 0.9427. Ademais, ao cumprirse que f(ay1)f(x1) > 0, temos necesariamente que
as = 81 = x1 € by = b1. Repetimos o proceso un nimero finito de veces ata achar unha

boa aproximacién da raiz da ecuacién.

2.2.2. Conclusions

O método hibrido de dicotomia e regula falsi consegue solventar a problemdtica da
unilateralidade que, en ocasiéns, presenta o método illado da falsa posicién. Deste modo,
evitase que o método quede fixado nun punto do intervalo e ademais, mellora o namero de

iteraciéons con respecto aos métodos clésicos de dicotomia e regula falsi.

2.3. Meétodo de Dekker-Brent

O método de Dekker-Brent é un método hibrido que combina dicotomia, secante e in-
terpolacién cadratica inversa con algunhas caracteristicas adicionais que o fan moi robusto
e xeralmente moi eficiente. Os métodos de dicotomia e secante foron analizados xa no
capitulo 1. Nesta seccién examinaremos brevemente o método de interpolacién cadrética

mversa.

2.3.1. Interpolacién cadratica inversa

O método de interpolacion cadratica inversa é unha técnica que se emprega para re-
solver a ecuaciéon f(x) = 0, porén, este algoritmo rara vez se emprega por si s6. Neste
caso, mostrarémolo formando parte do método de Dekker-Brent. Dita técnica consiste en
aproximar a funcion f por unha parabola que pasa por 3 puntos consecutivos (x;, f(x;))

sendo i = {n,n — 1,n — 2}.

A continuacion, consideramos o seguinte exemplo para xeneralizar dito método.

Sexa unha aplicacion y = f(z), en particular, sexa f(z) = 23 — 22 — 2 — 1 e tomemos os

puntos zg =0, x1 = 1 e x93 = 2. Empregando o polinomio de interpolacién de Lagrange:
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r — T2 Xr — X3 r — I T — I3 r — I r — I9

p(x) = f(z1)-

+ fla2) - + f(xs) -

r1 — Ty I1 — T3 Tro —T1 X2 — I3 r3 —T1 X3 — T2

e substituindo os valores de xg, 1, z2 en p(x), resulta que

p(x) = 22% — 3z — 1.

A sua vez, podemos calcular mediante f as imaxes dos puntos zg, x1 e x3. Logo, yo =
f(xo) = =1, y1 = f(x1) = =2 e y2 = f(x2) = 1. Agora, asumindo que f ten unha funcion
cadrética inversa g, deducese que xg = g(—1), 1 = g(—2) e 2 = g(—3).

O obxectivo é achar a pardbola que pasa por eses tres puntos dados e tomar a interseccion

da parabola co eixe x como a nova estimacién da raiz. Asi,

Yy—Y2 —Ys — N — Y3 — Y1 — Y2
g(y):xl- Y-y +x2_y noy—y +a;3-y noy 3/_
Yr—Y2 Y1 —Ys Y2 — Y1 Y2 — Y3 Ys —Yyir Y3 — Y2

Subsituindo agora os valores g, y1,y2 en g(y), chegamos a que:

21/ 1
9(y) = 7+y+§.

Finalmente, considerando y = 0, dediicese que

Este valor induce a estimacién da nova rafz: x3 = 3

Agora, xeralizando para n > 2, temos que:

_ Y —Yn—1 Y—1UYn Y —Yn—2 Y—Yn Y—=Yn-2 Y —Yn-1
9(y) = Tn—2° : +p_1- : +In- :
Yn—2 — Yn—1 Yn—2 — Yn Yn—1 — Yn—2 Yn—1 — Yn Yn — Yn—-2 Yn — Yn—1

e considerando y = 0, resulta que:

_ 0—yn 0—yn O—yn—2 O—y, 0—yn—2 0—yn
Tn+1l = Tp-2° : +Tpn—1- : +Tn- : .
Yn—2 — Yn—1 Yn—-2 — Yn Yn—1 — Yn—-2 Yn-1 — Yn Yn — Yn—2 Yn — Yn—1




2.3. METODO DE DEKKER-BRENT 39

En definitiva, chegamos 6 seguinte método iterativo:

Tn,Tn_1,Tn_o dados para todo n > 2.

Yn—1Yn oz, Yn—2Yn
Yn—2 — Yn—1)(Yn—2 — Yn) (Yn—1 = Yn—2)(Yn—1 — Yn)
Yn—2Yn—1
(yn - yn72)(yn - ynfl)

Tn4+l1 = Tp—2 - (

+xn :

2.3.2. Algoritmo de Dekker-Brent

O método de Dekker-Brent é a base da rutina fzero en Matlab. A idea xeral para a
procura da raiz é, sempre que sexa posible, empregar secante ou interpolacién cadratica
inversa. No caso de que isto xere un resultado inaceptable, é dicir, unha estimacién da
raiz que esté demasiado preto dun punto final do intervalo ou demasiado preto a un punto
inicial do intervalo, o algoritmo volve ao método de dicotomfa. Ainda que o método de
dicotomia pode ser mais lento, xera unha estimacién da raiz con garantia de estar dentro

da rexion de converxencia debido & stia converxencia global.

Comezamos considerando unha funcién f, o extremo inferior a do intervalo [a,b], o
extremo superior do intervalo [a,b], unha tolerancia tol = 107% e § = 4e|b| + tol sendo €
o épsilon da méaquina. Ao inicio, elixese un terceiro punto ¢ coincidente con a. Cando o

algoritmo progresa, en cada paso calctilase un conxunto de tres novos puntos a, b, ¢, onde:
= ) é a nova aproximaciéon da raiz.
= @ é o valor previo de b.
= ¢ é 0 punto mais recente para o cal f(b)f(c) < 0.

De forma que b e ¢ sempre encerran & raiz.

Mais precisamente, en cada paso estudamos se |f(b)| < |f(a)| e en caso contrario
intercambiamos a por b e b por a. A continuacion, se f(a) # f(c) e f(b) # f(c) enton

calculamos s mediante a técnica de interpolacién cadratica inversa.

R (0)1C

(f(a) = fB)(f(a) = f(c)) " (f(b = f(a)(f(b) = f(c))  (f(e) = f(a))(f(c) = f(b))
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En caso contrario, optamos por empregar o método da secante

Agora ben, Brent fai adicions moi precisas para evitar que o algoritmo converxa de forma

lenta. Se se cumpre algunha das seguintes condicidns, ie,

b
1. Ses¢[3a+ ,b] ou
2. |s—b|2b;C|ou
—d
3. [s—0b] > C2 |ou

4. |b—c| < |d] ou

ot

e —d| < |9]
entén empregamos o método de dicotomia e polo tanto recalculamos s como segue:
a+b

5

Finalmente, consideramos d = ¢, ¢ = b e actualizamos o intervalo [a,b]. Se f(a)f(s) <0

entén b = s e senén a = s. Repetimos o proceso de busca da raiz ata que se cumpra un
dos seguintes criterios de parada abs(f(b)) < tol ou |b— a| < tol ou f(s) < tol.
Devolvemos o valor de b que é a nova raiz.

Exponemos un exemplo practico para facilitar o seu entendemento.

4
Supoiiamos que f = x5+ 2% — 51 +3 e sexa o intervalo [ag, by] = [—4, g] = [4,1.333333],
e 6 = 2¢b, tol = 1079, Se avaliamos en f os extremos ag e by, resulta que f(ag) = —25 e
f(bg) = 0.481481. Ademais, como se cumpre que f(ag)f(by) < 0, entén podemos afirmar

a existencia de polo menos unha raiz no intervalo [ag, bo].

A continuacién, comprobamos que se satisface a condicion |f(bg)| < |f(ap)|. En efecto,
0.481481 < 25. Agora (soamente na primeira iteracion) tomamos ¢y = ay, € dicir, ¢g = —4
(nas restantes iteracions, suponse que ¢, = b, para todo n > 1). Como f(cy) = f(ao)

debemos empregar o método da secante:

4

~+4
b() — ap 4 4 3 +
=by— flbg)oo 0 = () —3 1239558
s0="bo = flbo) 7 =) T3 7 <3> 0.481481 + 25



2.3. METODO DE DEKKER-BRENT 41

Pola contra, este valor sg ainda non é decisivo. Como ben vimos, no caso de cumprirse
unha ou mais condiciéns establecidas no algoritmo, calculariamos sg empregando dicoto-

mia e rexeitariamos o valor de sy anteriormente achado.

O seguinte paso é realizar as comprobaciéns pertinentes.

3ag + b
S¢ I:0407b0:| .

E claro que isto non & certo xa que 1.232558 = s € [—2.666666, 1.33333]. A segunda

comprobacion serd ver se se cumpre a seguinte desigualdade:

a primeira é ver se

|bo — col

|so — bo| > 5

Dita condicién non se cumpre pois
0.100775 # 2.666666.

Pola contra, como d, s6 estd definido para n > 1, non estudamos a terceira e quin-
ta condicién expresada no algoritmo xa que estas relacionan o valor de dg. Finalmente,
vexamos se satisface a cuarta:

|bo — co| < |0].
E claro que non se cumpre xa que:

4
1333333+ 4] = 5.333333 £ |4 ¢ 5 + toll.

En conclusién, como ningunha condicién se satisface, concluimos que o mellor método

para achar sg é utilizar secante.

A continuacién, suponiamos di = ¢y en particular, di = —4 e ¢1 = by, ie, ¢ = 1.333333.
Como f(ag)f(sg) = —5,722766 < 0, entén necesariamente by = s e, polo tanto, o novo
intervalo de estudo sera [a1,b;] = [—4,1.232558]. Finalmente, como |by — ag| £ tol ou

abs(f(s0)) £ tol ou abs(f(by)) £ tol entén necesariamente temos que seguir iterando.

Vexamos agora dunha forma mais breve o procedemento a seguir na segunda iteracion.
Neste caso, a1 = —4, f(a1) = —25, by = 1.232558 e f(b1) = 0.228910. Logo, f(a1)f(b1) <O
e podemos asegurar que existe polo menos unha raiz nese intervalo. Ademais, comprébase
que se cumpre a condicion |f(b1)| < |f(a1)|. Agora, como ¢; = 1.333333 e f(c1) = 0.481481

enton deducimos que f(c1) # f(a1) e f(b1) # f(c1) e estamos en condicions de empregar
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o método de interpolacién cadratica inversa. Operando, resulta que s; = 1.142052.

Comprobemos se o calculo do valor s mediante este método é o acertado, ou se pola contra,
deberiamos empregar dicotomfa. Pois ben, con unhas sinxelas operaciéns, prébase que non
se cumpre ningunha das 5 condiciéns impostas no algoritmo,daquela, a técnica a seguir

serd interpolacién cadratica inversa.

Sexa do = ¢ = 1.333333 e o = by = 1.232558. Como f(a1)f(s1) < 0 entéon ay = —4 e
by = 1.142052. Debemos seguir iterando posto que nin |by — a1| £ tol nin abs(f(s1)) £ tol
nin abs(f(b)) £ tol.

Para concluir, realicemos unha terceira iteracion no intervalo [ag, ba] = [—4, 1.142052]. E
claro que f(az2)f(b2) < 0, polo que podemos asegurar a existencia de polo menos unha raiz
nese intervalo. Ademais, camprese que | f(b2)| < |f(a2)|, c2 = 1.232558 e f(c1) = 0.228910.
Como f(c2) # f(az) e f(b2) # f(c2), deste xeito empregamos o método de interpolacion
cadratica inversa e s = 1.090317. Porén, nesta ocasién vemos que non é o mellor método

para proceder xa que se satisface a seguinte condicién:

b2 — c2
=< — bs|.
5 =52 by
Pois, 0.045253 < 0.0517, asi que debemos retroceder na nosa busca e aplicar o método de
dicotomia .
5y = 2 ;“2 = —1.428974.
Agora, como f(s2)f(a2) < 0, entén necesariamente a3 = —4 e by = 1.428974. Por ser

f(s2) £ tol ou f(be) £ tol, |by — az| £ tol seguimos iterando un nimero finito de veces ata
que se cumpra un dos tres criterios de parada establecidos. Despois de 7 iteraciéns mais,
chegamos a que a raiz aproximada é¢ —3.000000. A continuacién, amosamos o pseudocodigo
do método de Dekker-Brent.
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Entrada: f, a, b, tol.
Saida: raiz b.
mentres abs(f(b)) > 0 ou abs(f(s)) > 0 ou |b— a| > tol facer
se |£(a)] < |f(b)] enton

intercambiamos (a, b)

fin se
c=a
se f(a) # (¢) e f(b)# f(c) enton
_ f(6)f(c) fla)f(e)
T — SO @) 6 (o) - @)
+C(f(c) — széa;{;lgz) — ) (interpolacion cadratica inversa)
se non
s=b— f(b)f(b;) : ;(a) (método da secante)
fin se
se s ¢ [3(12—(7’4 ou [s—b| > ‘b;d ou |s—b| > |C;d‘
enton
s=2 —21_ b ( método de dicotomia)
fin se
d=c
c=
se f(a)f(s) <0 enton
b=s
se non
a=s
fin se

fin mentres

ou [b—c| < |0] ou |c—d| < |4]
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2.3.3. Conclusions

O método de Dekker-Brent tratase dun dos algoritmos para a resolucién de ecuacions
non lineares nunha variable madis robustos e eficientes ata agora conecidos. O emprego
do método de dicotomf{a consegue resolver a problemética da mala converxencia que, en
ocasions, pode presentar o método da secante e interpolacién cadratica inversa. Pola con-
tra, estes dous tltimos métodos conseguen evitar que o algoritmo de Dekker-Brent poida

converxer dunha forma moi lenta.
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Apéndice A

Codigo Matlab para os métodos

clasicos

A.1. Meétodo de dicotomia

clear

cle

syms X

Fun=x"4+3%x"3—15xx"2—2xx+9; a=0;b=2;t01=10"—6;imax=100;

f=inline (Fun) ;

i=1;
A=—4; B=4;
fprintf (' i a b'e b f(a)
f(x) f(b) Err\n’);
while i<imax
x=a+(b—a) /2;
X(i)=x;
Err=(b—a) /2;

fprintf (" %4d %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f\n’
Ji,a,x,b,f(a),f(x),f(b),Err)
if abs(f(x))<tol || Err<tol
fprintf(’\nA solucion aproximada e x=%11.8f\n’ x);
break ;
end
if f(a)xf(x)>0
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a—x;
else
b=x;
end
i=1-+1;
end

% Elaboracion da grafica
z=A:0.01:B;

figure (gcf)

plot(z,f(z), r")

hold on

plot (X, f(X), +b")

text (X(end) ,f(X(end)), <——raiz )
grid on

hold off
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A.2. METODO DE REGULA FALSI

A.2. Meétodo de regula falsi

49

clear
cle
syms X
Fun=x"4—x"3—1; a=—0.7; b=1.5;
f=inline (Fun) ;
i=1;
fprintf(’ i a X b
£(x) £(b)\n");
while i<imax
xaf(a)#(b-a) /(£(b)—f(a));
X(1)=x;

Err=abs(x—a);

tol=10"—6; imax=100;

(
fprintf(*%d %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f\n’,i,a,x

b, f(a), f(x),f(b));

if Err<tol || abs(f(x))<tol
fprintf(’\nA solucion aproximada e x=%11.8f\n:’
break ;
else
if f(x)*f(a)<0
b=x ;
else
a=x;
end
i=i+1;
end
end

Y laboracion da grafica
z—x—2:0.01:x+2;

plot(z,f(z), r")

hold on

plot (X, f(X), +:b")

text (X(end) ,f(X(end)), <—raiz’)
grid on

hold off

X)) ;
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A.3. Meétodo de Newton-Raphson

clear
cle
format long
syms X
Fun=x"4+43%x"3—15%x"2—2xx+9;x0=1.88; a=0;b=2;t0l=10"—6;imax=100;
f=inline (Fun) ;
Df=diff (Fun);
df=inline (Df);
i=1;
fprintf(’ i p Eabs Erel [f(x)|\n");
while i<imax
x=x0—f (x0)/df(x0);
X(i)=x;
Eabs=abs (x—x0) ;
Erel=abs(Eabs/x) ;
En=abs (f(x));
fprintf (" %4d %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f\n’,i,x,Eabs,Erel, abs
(1))
if or (Erel<tol ,Eabs<tol)

fprintf (’'La aproximacion a la raiz es: %12.9f\n’ x’)

break ;
else
x0=x;
end
i=1+1;
end

Y laboracion da grafica
z=—4:0.01:4;

plot(z,f(z), r")

hold on

plot (X, f(X), +:b")

text (X(end) ,f(X(end)), <—raiz’)
grid on

hold off
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A.4. Meétodo da secante

syms X
format long
Fun=exp(—x)+cos(x); x0=-2; x1=2; tol=10"-5; imax=100;
f=inline (Fun);
i=1;
yO0=£(x0);
yl=f(x1);
fprintf(’ n x0 X x1 f(x0)
| f(x)| f(x1) Errabs\n’);
while i<imax
x=x1—ylx(x1—=x0) /(yl—y0);
X(1i)=x;
Errabs=abs(p—pl);
fprintf (" %d %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f\n
"oi,x0,x,x1,f(x0),f(x1),Errabs,abs(f(x)));
if Errabs<tol || abs(f(x))<tol
fprintf(’ O valor da aproximacio e: % 12.9f\n ' x)

break ;
else
x0=x1;
yO0=yl;
x1=x;
yl=f(x);
end
i=1+1;
end

Y laboracion da grafica
z—x—2:0.01:x+2;

plot(z,f(z), r")

hold on

plot (X, f(X), +:b")

text (X(end) ,f(X(end)), <—raiz’)
grid on

hold off
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A.5. Meétodo de Miiller

cle

clear

syms X

x0=—1;x1=0;x2=1;t01=10"—5; imax=100; Fun=exp(—x)+cos(x);

f=inline (Fun) ;

i=1;

hl=x1—x0;

h2=x2-x1;
deltal=(f(x1)—f(x0))/hl;
delta2=(f(x2)—-f(x1))/h2;

d=(delta2—deltal) /(h2+hl);

i=3;

fprintf (’ i x0 x1 x2 b'e
F(x)\n");

while i<imax
b=delta2+h2xd;
D=sqrt ((b 2—4xf (x2)*d)) ;
if abs(b-D)<abs(b+D)
E=b+4D;
else
E=b-D;
end
h=-2«f(x2) /E;
x=x2+h ;
if abs(h)<tol

fprintf(’\nA solucion aproximada e x=%11.8f\n:’ x);
break;
end
fprintf (7%l %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f 0 ,i,x0,x1,x2,x,f
(x));
x0=x1;
x1=x2;

X2=x;
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hl=x1—x0;

h2=x2—x1;
deltal=(f(x1)—f(x0))/hl;
delta2=(f(x2)-f(x1))/h2;
d=(delta2—deltal) /(h2+hl);
i=i-+1;

end
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Apéndice B

Codigo Matlab para os métodos

hibridos

B.1. Meétodo hibrido de dicotomia e Newton-Raphson

function HDN

syms x

Fun=exp(—x)+cos(x); a=—2; b=2; tol=10"-5; imax=100; delta=10"-5

A=a;B=b;
f=inline (Fun) ;
Df=diff (Fun) ;
df=inline (Df);
if f(a)*f(b)<0

x=(atb) /2;
i=1;
fprintf(’ i a X
f(x) f(b)\n’);
while fx >=tol && i<imax
X(1)=x;

b f(a)

fprintf(’%d %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f\n’,i,a,x,b

f(a), f(x), f(b));
if df(x)< delta
x=x—f(x)/df(x);
else

[a,b]=biseccion(a,b,x,Fun);

95




19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

56 APENDICE B. CODIGO MATLAB PARA OS METODOS HIBRIDOS

x=(a+b) /2;
end
if a<—=x && x>—h
|a,b]=biseccion (a,b,x,Fun);
x=(a+b) /2;
end
i=1+1;
end
end
function |a,b]=biseccion(a,b,x,Fun)
f=inline (Fun);
if f(a)xf(x)>0
a=X;
else
b=x;
end
Y laboracion da grafica
z=A:0.01:B;

figure (gcf)
plot(z,f(z), r")

hold on

plot (X, f(X), +b")

grid on

text (X(end) ,f(X(end)), "
hold off

end

raiz’)
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B.2. Meétodo hibrido de dicotomia e regula falsi

o7

cle
clear
Syms X
format long;
Fun=x"4-—x"3—-1; a=—0.7; b=1.5; tol=10"—6; imax=100;
f=inline (Fun) ;
fprintf(’ n a b'e b f(a)
£(x) £(b)\n");
while i<imax
m=(a+b) /2;
Errm=abs (f (m) ) ;
s=af(a)+(b-a)/(f(b)f(a));
Errs=abs(f(s));
if Errm< Errs %o metodo de dicotomia determina o novo
intervalo e a raiz
X=Mm;
if abs(f(x))<tol
fprintf(’\nA solucion aproximada e p=%I11.8f\n:
break ;

end

1,X)

Erra=Errm;
if f(a)*xf(x)>0
a=x;
else
b=x;
end
else % empregamos o metodo de falsa posicion
X=8 ;

K(i)=x;

fprintf(*%d %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f %11.6f\n’,i,a,x,

bof(a) ,(£(x)) ,(£(b)));
Erra=Errs;
if abs(f(x))<tol
fprintf (’\nA solucion aproximada e p=%11.8f\n:’ x);
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break ;
end
if f(a)xf(x)<0
b=x;
else
a=x;
end
end
i=1+1;
end
YFlaboracion da grafica
z=7p:0.01:p;
plot(z,f(z), r7)
hold on
plot (P, f(P), +:b")
text (P(end) ,f(P(end)), "
grid on
hold off

raiz )
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B.3. Meétodo de Dekker-Brent

clear

cle

syms x

f(x)=x"34+x"2-5%x+3;

a=—4;

b=4/3;

tol=10"(—6);

if f(a)xf(b)>0

%disp (’Non existe raiz no invervalo [a,b]’)
return ;

else

%disp (’Existe raiz en tal intervalo [a,b]’)

end

if abs(f(b))<=abs(f(a))
% disp (?Cumprese a condicion desexada’)
else
temp=a;
a=b;
b=temp;
end
c=a;
d=b;
N=100;
i=1;
fprintf (' i a s b f(a)
f(s) f(b) c d (3atb)/4\n’
)
while i<=N || abs(b-a)<tol || abs(f(s))<tol || abs(f(b))<tol

if f(a)=f(c) &&  f(b)=f(c)

s=double (axf(b)x*f f

#f(c) /((f(a)-f(b))(f(a)-f(c)))+tbxf(a)
)—f(a))«(f(b)-f(c)

c ) ) #f(c) /((£(b
(c)))texf(a)«f(b)/((f(c)—f(a))*(f(c)-f(b))));

?
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else

s—double (b—f (b)*(b—a) /(f(b)—f(a)));

end
if (s<(3xa+b)/4 || s>b) I abs (s—b)>abs(b—c) /2
I abs(s—b)>= abs(c—d)/2 || (abs(b—c)<tol)
||  (abs(c—d)<tol)

s=(atb) /2;

end

d=c;

c=b;

fprintf (" %3d %10.4f %10.4f %10.4f %10.4f %10.4f %10.4f %10.4f %10.4f
%1041 \n" ;i a,s, b,f(a), f(s), f(b),c,d,(3xat+th)/4)
if f(a)*f(s)<0
b=s;
else
a=s ;

end

if abs(f(a))<abs(f(b))
temp—a;
a=b;
b=temp;
end
i=1+1;

end
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