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Traballo proposto

Area de Conecemento: Xeometria e Topoloxia

Titulo: Xeometria dos fibrados tanxentes e cotanxentes

Breve descricion do contido

O principal proposito do TFG é
- a descricién da estrutura tanxente canoénica do fibrado tanxente
- a descricion da estrutura simpléctica canénica do fibrado cotanxente

- unha introducién as variedades simplécticas

Recomendacions

Ter cursado ou estar cursando a materia de Variedades Diferenciables.

Outras observaciéns
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Resumo

Os obxectivos principais deste traballo son:

En primeiro lugar, describir os fibrados tanxentes e cotanxentes dunha variedade dife-
renciable como variedades diferenciables, e introducir os elementos xeométricos candnicos
destas variedades, como son, a 1-forma de Liouville e a estrutura simpléctica canénica no
fibrado cotanxente; a estrutura tanxente canénica e o campo de vectores de Liouville no
fibrado tanxente. Para isto faise, en ambos casos, unha pequena introducién dos conceptos
alxébricos correspondentes a tales estruturas.

En segundo lugar, con ditos elementos xeométricos, desenvolvemos a formulacién xeo-
métrica das ecuaciéons de Hamilton e de Euler-Lagrange, establecendo que as soluciéns
destas ecuaciéns son as curvas integrais de certos campos de vectores nos fibrados cotan-
xentes e tanxentes, respectivamente.

Para unha mellor comprensién de dita formulacién presentamos varios exemplos fisicos,

tanto da formulacién hamiltoniana como da lagrangiana.

Abstract

This work has two parts

Firstly, we describe the tangent and cotangent bundles of a manifold as smooth mani-
folds, and we introduce the geometric canonical structures on these manifolds, which are
the Liouville 1-form and the canonical symplectic structure on the cotangent bundle; the
canonical almost tangent structure and the Liouville vector field on the tangent bundle. In
both cases we make a brief introduction to the algebraic concepts corresponding to these
geometric structures.

Secondly, we develop the geometric formulation of Euler-Lagrange and Hamilton equa-
tions using these geometric tools, we show that the solutions of these equations are integral

curves of certain vector fields on the cotangent and tangent manifolds, respectively.

IX
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We develop some physical examples of the Lagrangian and Hamiltonian formulation,

in order to improve its understanding.



Introducién

A Mecénica Analitica é o estudo da Mecénica Clasica (Newtoniana) no seu formalismo
matematico. Foi desenvolto durante os séculos XVIII e XIX por fisicos e mateméticos
como Leonhard Paul Euler (1707-1783), Jean le Rond D’Alembert (1717-1783), Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813) e William Rowan Hamilton (1805-1865).

Euler Lagrange Hamilton

A Mecanica Analitica supon un capitulo moi importante na historia da Fisica, pois o
que fai é dotar 4 Mecanica de Galileo e Newton dun formalismo matematico, dando asi unha
base mais rigorosa & Mecanica Newtoniana. Ademais, algins dos fundamentos matemaéticos
da Mecanica Analitica resultaron ser imprescindibles para os avances da Fisica moderna,
tal e como a conecemos hoxe en dia. Por exemplo, o formalismo lagrangiano resulta ttil
para a teorfa de campos e o formalismo hamiltoniano para a Mecénica Cudantica.

As ecuacions de Euler-Lagrange e as ecuacions de Hamilton, que son sistemas de ecua-
cions diferenciais ordinarias, xogan un papel elemental na Mecanica Clésica.

O propésito fundamental deste traballo é a descricién matemética destes dous tipos
de ecuaciéns, coas ferramentas da Xeometria Diferencial que son principalmente: a estru-
tura tanxente canénica do fibrado tanxente e a estrutura simpléctica candnica do fibrado

cotanxente.
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XII INTRODUCION

No capitulo 1 faise unha breve introducion a esas ecuaciéns no caso de sistemas con-
servativos, comparandoas coas ecuaciéns de Newton e chegando a unha clara equivalencia
entre as tres & hora de describir as ecuaciéns do movemento dun sistema de particulas.
Todo isto realizase sen empregar os principios variacionais. As referencias bibliogréaficas
deste capitulo son [4] e [6].

Despois dividese o traballo en dias partes, cuxa estrutura é a seguinte:
Parte I : Fibrados cotanxentes e ecuaciéns de Hamilton.

O proposito desta primeira parte é describir as estruturas xeométricas do fibrado co-
tanxente dunha variedade diferenciable para desenvolver unha formulacién xeométrica das

ecuaciéns de Hamilton.

= Capitulo 2. Formas bilineais simplécticas.

Neste capitulo faise unha pequena introducién 4s formas bilineais antisimétricas e
non dexeneradas (formas simplécticas) definidas en espazos vectoriais, que se poderia

profundizar vendo as referencias [3] e |7] da bibliografia.

= Capitulo 3. Xeometria do fibrado cotanxente.

Describese o fibrado cotanxente T*M como variedade diferenciable e introdicense os
elementos xeométricos de T* M necesarios para desenvolver a formulacién hamilto-

niana: a 1-forma de Liouville e a estrutura simpléctica candnica en T*M.

Dado un hamiltoniano H : T*M — R, e utilizando a forma simpléctica canéni-
ca w, asociamoslle o tnico campo de vectores Xy en T*M que satisfai a ecuacién

w(Xpg.—) = dH, e cuxas curvas integrais son solucions das ecuacions de Hamilton.

Este capitulo apdiase nas citas [5] e [7] para desenvolver os contidos presentes.

= Capitulo 4. Exemplos da formulacién hamiltoniana.

Facendo uso da formulacién xeométrica das ecuacions de Hamilton desenvolta no
capitulo anterior, obtemos as ecuacions do movemento da maquina de Atwood, dunha
particula obrigada a moverse sobre a superficie dun cilindro e dunha particula con

carga eléctrica que se move baixo a accién dun campo magnético.

Podense ver as referencias dos exemplos deste capitulo en [4], [6], e [8].

Parte II : Fibrados tanxentes e ecuacions de Euler-Lagrange.

O proposito desta segunda parte é describir as estruturas xeométricas do fibrado tan-
xente dunha variedade diferenciable para desenvolver unha formulacién xeométrica das

ecuaciéns de Euler-Lagrange.
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= Capitulo 5 : Endomorfismos tanxentes.

Neste capitulo introdiicese o concepto de endomorfismo tanxente, isto é, unha apli-
cacion dun espazo vectorial de dimensién par en si mesmo J : V — V cuxo rango é a

metade da dimensién do espazo e a composicion con el mesmo é identicamente nula.

= Capitulo 6: Xeometria do fibrado tanxente.

Describese o fibrado tanxente T'M como variedade diferenciable e introdiicense os
elementos xeométricos de T'M necesarios para desenvolver a formulaciéon lagrangiana:

a estrutura tanxente canoénica e o campo de vectores de Liouville en TM.

Con cada lagrangiano regular L : TM — R, constriese a funcién enerxia Ej e
unha estrutura simpléctica wy, en T'M que nos permita asociarlle o tinico campo de
vectores X, que satisfai a ecuacion wp (X, —) = dEp, e tal que as proxeccions en

M das curvas integrais de X, son soluciéns das ecuaciéns de Euler-Lagrange.

Os capitulos 5 e 6 apdianse en [5| para desenvolver os seus contidos.

= Capitulo 7. Exemplos da formulacién lagrangiana.

Facendo uso da formulacién xeométrica das ecuaciéns de Fuler-Lagrange desenvolta
no capitulo anterior obtemos as ecuaciéns do movemento do péndulo simple e dunha

particula obrigada a moverse sobre a superficie dun cono.

Poédense ver as referencias dos exemplos deste capitulo en [4] e [6].
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Capitulo 1

Ecuacions de Euler-Lagrange e de

Hamailton

Consideremos un sistema dinamico de N masas puntuais. Enténdese por masa puntual
un obxecto ideal de dimensién cero, descrito pola stia masa, que consideraremos constante,
e pola stia posicién no espazo R3.

Nun sistema de N masas puntuais, diremos que unha configuracién do sistema é
(zb, ..., 2*N) e R?Y,

onde (232 2%~1 239) € R & a posicion da masa puntual i-ésima, con i = 1,..., N.
Chamaremos espazo de configuracion ao conxunto de todas as posibles configuraciéns,
e denotarémolo por M.

De maneira analoga, dise que
(zt, .., 2N ol L ) e ROV

é un estado do sistema, onde (v372 931 13!) € R3 ¢ a velocidade da masa puntual
i-ésima, con i = 1,..., N. O conxunto de todos os posibles estados é o espazo de estados, e

denotarémolo por S.

Exemplos

1. Consideremos unha masa puntual movéndose libremente no interior dunha esfera de

radio 1. Os espazos de configuracién e estados son

M ={(z',2%,2%) e R® / (a1)? + (2*)* + (z*)* < 1}, S =M xR
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2. Consideremos agora unha masa puntual unida por unha corda rixida, de lonxitude
unidade, 4 orixe de coordenadas. Neste caso o espazo de configuracion ¢ M = S?, a

esfera en R3, e o espazo de estados
3
S = {(z', 22,23, 0, 0%,0%) € S2 x R?/ Zx’v’ =0} =T8?,
i=1

isto é, o espazo tanxente & esfera.

3. Se consideramos N masas puntuais movéndose libremente polo espazo con vector de

posicion x; = (372, 2371 23, 0 espazo de configuracion é

M ={(x1,...,zN) € ]R3N/Cl?z‘ # x5, Vi#j},

e 0 espazo de estados S = M x R3N,

Notese que M é un aberto en R3V, e a condicion z; # xj, Vi # j & para evitar

colisiéns que nds non consideraremos.

4. (Solido rixido) Neste caso, temos que N > 2 masas puntuais estan sometidas a

restriciéns fixas do tipo
|zi — || = aij, i,7=1,...,N,

¢ dicir, desprazanse como se estiveran acopladas, como un sé6lido rixido. O espazo de

configuracion é
M = {($1,...,CL‘N) S R3N/H:L’l —l'jH = Qjj , i,j = 1,...,N}

e o espazo de estados S = T'M, isto é, o fibrado tanxente a M (como veremos mais

adiante).

En xeral, o espazo de configuracién vai ser unha variedade diferenciable e o espazo de

estados vail ser o seu fibrado tanxente.

Nesta breve introducién imos suponer que non hai restriciéns no movemento, o que se

traduce en que o espazo de configuracion sera RV, ou no seu defecto un aberto M de R3V,

RSN

e o de estados M x , como no caso dos exemplos 1 e 3.

Consideremos N particulas movéndose en R? e denotemos o vector de masas por
(m1,ma, m3, ..., M3i—2, M3i—1, M3, .., MIN—2, MIN—1, M3N ),

onde mg;_o = mg;_1 = ms; = M; é a masa da particula i-ésima.
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A Segqunda Lei de Newton establece que o movemento dun sistema de particulas se rixe

polo seguinte sistema de ecuaciéons diferenciais de segunda orde

, da? d?at .
E <x](t)?dt t> :mZW t, %] :17"'13N7 (11)
onde
F:S=MxR»N SR, i=1..,3N,
sendo (Fs;_9, F3;_1, F3;) a forza que acttia sobre a particula i-ésima, e (Fi, ..., F3y) a forza

total do sistema.

Polo tanto, unha solucién de (1.1) sera unha curva

a: ICR — M
t — a(t) = (21(t), ..., 23N (t))

sobre o espazo de configuracion, que representa o movemento das N particulas.

De agora en adiante centrarémonos s6 nos chamados sistemas conservativos, que son

aqueles nos que existe unha funcién potencial

V. M—R
tal que
ov
i:—@oT, i=1,...,3N

sendo 7 : M x R3*N — M a proxeccién canénica, é dicir, as forzas que acttian sobre cada

particula son funciéns que s6 dependen das posicions e non das velocidades.

1.1. Formulacién lagrangiana

A diferenza da Mecanica, Newtoniana, a Lagrangiana vaise desenvolver no espazo de
estados.
Definicion 1.1. A enerzia cinética do sistema é

T: S=MxR¥»N — R

. . 1 .
(', v") — T(z'0") = o M (v)?,

e nun sistema conservativo, con enerxia potencial V, o lagrangiano do sistema é
L: S=MxR¥» — R
(2t %) —  L(2%,v") = T(2%,0v") — (Vor)(2?,v") = T(x%,0") — V(z'),
que son funciéns do espazo de estados. Asi, o lagrangiano é a enerxia cinética menos a

enerxia potencial.
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Definicion 1.2. As ecuacions de Fuler-Lagrange son o seguinte sistema de ecuacions

diferenciais de segunda orde sobre o espazo de estados

%(t <gfi Od(t)> - <ng. od(t)) =0, i=1,..,3N, (1.2)

cuxa solucién é unha curva

a: ICR — M
t o at) = ()., 23N (1))
sobre o espazo de configuracién, e & denota a curva levantamento tanxente de «, cuxa
expresion é
&: ICR — MxR¥WN

dr'!
T odt

t o d(t)z(:z:l(t),...,x?’]v(t) t,...,dZiND.

E facil ver que &(t) é curva integral do seguinte campo de vectores X7, sobre o espazo

de estados S, dado por
o -0 10V 0
X)) =v'"— — ———.
@t vf) = v oxt  m; Oxt Ovt

Teorema 1.3. Nun sistema conservativo, as ecuacions de Newton (1.1) son equivalentes

ds ecuacions de Euler-Lagrange (1.2).

Demostracion. Da definicion 1.1, obtemos as seguintes derivadas parciais

8L_mmi 8L__8VOT
ovt oxt Ozt
Sexa «(t) unha solucién de (1.2), enton
oL , dx’ oL . ov

507 ° a(t) = miv'(a(t))

polo tanto «a(t) ¢ solucion de

d oL . oL . d*z’
0= &L <8vi ° a(t)> B <8xi oa(t)> M

co que chegamos a que

BT ozt a(t) = "o a(t),

ov
t Ozt

=0,

A2zt

. A%
b de?

¢ oxt’

é dicir, a(t) é solucion de (1.1).

O reciproco realizase de forma analoga. O
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Observacion 1.4. A funcién lagrangiana contén toda a informacion dindmica do sistema.
Unha das propiedades mais interesantes das ecuaciéns de Euler-Lagrange é que non de-

penden das coordenadas escollidas.

1.2. Formulacién hamiltoniana
Definese o espazo de fases ou espazo de momentos como
S* = M x (R3N)*,
onde (R3M)* é 0 espazo dual de R3V.
As coordenadas dun punto (z,a) € S* = M x (R3")*, onde a = a;dz?, son

(xla 7:B3N7p1> 7p3N)7

con p;i(x,a) = aj.
Seguindo no caso dun sistema conservativo introducimos agora a funcién hamiltoniana,

que a diferenza da lagrangiana, esta definida no espazo de fases.
Definicion 1.5. Denominase hamiltoniano do sistema & seguinte aplicaciéon
H: S*=Mx (R¥N) — R

1 p?

(=', p;) — 2E+V($)»

isto é, a enerxia total do sistema (enerxia cinética + enerxia potencial).

Definicion 1.6. As ecuacions de Hamilton son o seguinte sistema de ecuaciéons diferenciais

de primeira orde

dx’ 0H dp; OH
dt It Op; °B(t), dt It oz

cuxa solucién é unha curva

Bt), (1.3)

B: ITCR — M x (R3¥)*
t o B = (2'(t), pi(t))
sobre o espazo de fases.

E facil ver que S(t) é curva integral do seguinte campo de vectores X sobre o espazo

de fases S*, dado por

- 0H 0 0H 0
Xp(al,p) =22 2 92 9
u(@'pi) Op; 0zt Ox' Op;
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Vexamos agora que as ecuacions de Hamilton son equivalentes s de Euler-Lagrange.

Da ecuacion (1.3), deducimos que

dzxt

OH pi pi(B(t)) _ pi(t)
at e = gy 0P = 0Bl == =
(1.4)
dp: OH oV oL
datle — " ox °Blt) = - Oxi °alt) = ozt °lt)
onde a(t) = (2(t)) e &(t) = (wi(t), % t>'

Asi, de (1.4) obtemos

i‘ aLo'(t) — @
dtlt \ Ovt @ =M dt?

& dicir, B(t) = (z(t), pi(t)) é solucién das ecuaciéons de Hamilton se e s6 se a(t) = (z'(t))

=V oalt) = TEoalt),
s

t ox*

é solucion das ecuacions de Euler-Lagrange, feito que recollemos no seguinte teorema.

Teorema 1.7. Nun sistema conservativo, as ecuacions de Hamilton (1.3) son equivalentes

ds ecuacions de Euler-Lagrange (1.2), e polo tanto ds ecuacions de Newton (1.1).

As solucions das ecuaciéns de Euler-Lagrange e as soluciéns das ecuaciéons de Hamilton

estan relacionadas mediante a aplicacién de Legendre, que introducimos a continuacion.

Definicion 1.8. Dado un lagrangiano L, definese a aplicacion de Legendre como

FL:S= MxR¥»N — §*=Mx (R3¥N)*
o . OL . .
(' v")  — (2, %) = (z',m;v")
que é unha aplicacién bixectiva e con inversa
L p0) = (o', )
b ) mz 1)

e se tamén é diferenciable, isto é, un difeomorfismo, denominase transformacion de Legen-

dre.

Se T' é a enerxia cinética do sistema, entén

1pz2 —1y. i
8 p(FLV ),
> m, ( (z*,pi))

e polo tanto
H(a',p;) = T(FL™' (', pi)) + V (2").



Capitulo 2
Formas bilineais simplécticas

O termo simpléctico vén do grego symplektikos, que significa “que entrelaza” ou “que
une”, o que resulta apropiado para as ecuacions de Hamilton (1.3), onde se ve que as z;
estan relacionadas cas derivadas con respecto as p;, e as p; o fan da mesma forma cas
derivadas negativas con respecto as x;. Este termo foi introducido por primeira vez en

1939 por Hermann Weyl no seu libro The Classical Groups (ver [9]).

Sexa V' un espazo vectorial real e w : V x V — R unha aplicacién bilineal. Sexa
{e1,...,em} unha base de V e {e!,...,e™} a base (dual) de V*.

Se w(e;, ej) = wjj, podemos escribir
m
w = E wije' ® e,
ij=1

onde ® representa o produto tensorial.

Definimos a aplicacion
b: V. — V*
vo— b(v) =dyw =w(v,—),

onde i,w denota o produto interior, e asf
m
b(eL) = E wijej,
=1

e (wjj) é a matriz asociada a b.
Por outro lado, sabemos que o rango de b é a dimension da sia imaxe, que & sta vez é

o rango da sta matriz asociada, é dicir,
rango b = dimImb = rango w,

7
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€ como

dimkerb +dimImb=dimV =m

temos que

rango w = m <= kerb = {0} <= b é inxectiva.

Como estamos entre espazos da mesma dimension, tense que b é un isomorfismo se e
s6 se o rango de w é maximo.

Agora ben,
rangow =m = dim V <= kerb = {0} < [b(v) = 0= v = 0]
— [w,w) =0, Vw € V = v = 0] <= w é non dexenerada.
Polo tanto,

Proposicion 2.1. Son equivalentes:
i) w € de rango mdzimo.
i) b: V. — V* é un isomorfismo lineal.

i11) w € non dexenerada.

O seguinte resultado proporciona a forma estandar para as aplicacions bilineais e anti-

simétricas.

Teorema 2.2. Sexa w unha aplicacion bilineal e antisimétrica en V. Enton existe unha

base {e1 ..., es,U1, ..., Us, f1,..., [k} de V tal que:

w(es,ej) =0=w(u;,uj), paratodo i,j€{1,..,s}

w(es,uj) = 65, para todo i, € {1,...,s}

w(fi,v) =0, para todo i € {1,...,k} ,e para todov € V.
Observacion 2.3.

1. A base do Teorema 2.2 non ¢ tunica, ainda que tradicionalmente denominase base

“canoénica’.

2. Na notacién matricial con respecto a tal base, tense

0 I, O
w(v,v’):< v > —I, 0 O o |, Yo, eV
0 0 0

e onde I, denota a matriz identidade de dimensién s.



Demostracion. Esta demostraciéon por inducién é unha versién antisimétrica do proceso de
ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt.
Sexa U: = {u € V/ w(u,v) =0, para todo v € V'}.
Eliximos unha base {fi,..., fr} de U e un espazo W complementario de U en V| asi
V=UeW.
Sexa e; € W calquera vector non nulo. Enton existe u; € W tal que w(ey,uq) # 0.
Suponamos que w(ej,u;) = 1. Sexa
W, = < e1,uy >
Wy = {we W/ w(w,v) =0, para todo v € Wi}

Verificase:

= Wi N WY = {0}

En efecto, suponamos que v = ae; +bu; € Wi N WY, entén

—b

0=w(v,u1)=a

0=w(v,e
(v,e1) } =v=0
s Wi WP =W.

En efecto, supofiamos que v € W verifica w(v,e1) =c¢ e w(v,u;) = d, entén

cWwWq ewy

v =(—cuy +dey) + (v+ cu; —dey) .

Polo tanto, podemos escribir
V=UasW, oWy

e repetimos de novo o proceso anterior.
Sexa e € Wi, ea # 0. Existe ug € Wi tal que w(ez,u2) # 0. Suponamos que
w(eg,uz) = 1.

Sexa Wy =< e, u2 >. Razoando de modo similar ao anterior chegamos a que
V=UsW, Wy Wy.

Este proceso finaliza nun ndmero finito de pasos por ser dimV < oo. Polo tanto,
obtemos
V=UseWreWyoW,

onde todos os sumandos son ortogonais respecto a w, e cada W; =< e;,u; > con

w(es, ui) = 1.
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A dimensién do subespazo U non depende da eleccion da base, polo tanto k = dim U
é un invariante de (V,w).
Posto que k + 2s = m = dim V', temos que n é un invariante de (V,w).

A 2n chamaselle rango de w. O
Como consecuencia do teorema anterior dedicese o seguinte resultado.

Corolario 2.4. Sexa V un espazo vectorial de dimension m e w unha forma bilineal an-

tisimétrica e non dexenerada (rango mdximo). Enton a dimension de V é par, m = 2n, e

existe unha base {e1,...,en,u1,...,up} de V tal que
n
w = E e Nut,
=1

onde {e',u'} ¢ a base dual, e a siia matriz asociada é
0 I,
(wij) = :
-1, 0

que se denoming matriz estindar.

Definicion 2.5. Unha forma simpléctica nun espazo vectorial real V', de dimensién finita,

¢ unha forma bilineal w : V' x V — R tal que:
» w ¢ antisimétrica: w(z,y) = —w(y,z), Ve,y € V
= w é non dexenerada, é dicir,
w(x,y)=0,VyeV =2a=0,
ou equivalentemente, a aplicacién
h: V %
b(z) = w(x,—)

!

l

X

é un isomorfismo.

Denotamos por

a0 isomorfismo inverso de b.
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Observacion 2.6. Os isomorfismos b (bemol) e § (sostenido) denominanse isomorfismos
musicais porque suben e baixan os indices dos vectores. Por exemplo, un vector no espazo
tanxente escribese como ai—i e un covector como «; dz’, polo que o indice i baixa e sube
en « da mesma forma que o bemol b e o sostenido £ baixan e elevan o son nun semitono.
Unha das primeiras persoas en utilizar esta terminoloxia foi o matematico Marcel Berger
en 1971 no seu libro Le spectre d’une variété Riemannienne (ver |2]), onde facia uso dos

isomorfismos musicais particularmente para métricas de Riemann.

Definicion 2.7. Chamase espazo vectorial simpléctico a un espazo vectorial V' provisto
dunha forma simpléctica w.
Do corolario anterior sabemos que todo espazo vectorial simpléctico é de dimensién

par.

Lema 2.8. Sexa V' un espazo vectorial simpléctico, {e;, u;} unha base de' V' (como a descrita

no corolario 2.4) tal que

enton verificase
(2.1)
fle') = —u;  f(u') = e
Demostracion. A matriz asociada a w é da forma

w(ei,ej) w(ei,uj) 0 (51']‘

w(ui,ej) w(ui,uj) —62‘j 0

onde 0;; ¢ a delta de Kronecker.
Probaremos o resultado para b, xa que f realizariase de maneira analoga.

Escribimos b(e;) como combinacién lineal dos vectores da base dual
b(ei) = w(e;,—) = aijej + bijuj,
e aplicAmosllo aos vectores da base
b(ei)(ex) = wles, ex) =0=a; =0
b(eq)(ur) = w(es, uk) = dik = bi, = dik

tendo asi b(e;) = u'.
Por outro lado, escribimos tameén b(u;) como combinacién lineal dos vectores da base
dual

b(u;) = w(ui, —) = aijej + bijuj,
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e repetindo 0 mesmo proceso
b(ui)(ex) = wlui, ex) = =ik = ai = —dik
p(ui)(ug) = w(ui,ug) =0= by =0
temos que b(u;) = —e'. O
Vexamos agora un par de exemplos de espazos vectoriais simplécticos.

Exemplo 2.9. Espazo posicién-momento (z, ).

Sexa W un espazo vectorial, W* o seu dual e V = W x W*. Definimos a forma

w: (WxW*)x (WxW* — R
((x1,010), (22, 02)) ¥ az(z1) — aa(a2)

onde z1,20 € W, a;: W —R ,i=1,2.

Resulta facil probar que w é bilineal, antisimétrica e non dexenerada e, polo tanto,
(V,w) un espazo vectorial simpléctico.

Supofiamos que W ten dimensién n e tomamos {ey, ..., e, } como base de W e {e!, ..., "}
como a stia base dual, isto &, e'(e;) = ;.

Entén {(e1,0), ..., (en,0),(0,el),...,(0,e")} & base de V e a matriz de w respecto desta

base é
<w<<e@-,o>,<ej,o>> w((ei,ox(o,eﬂ'))) _ ( 0 ef'(e») _ ( 0 In>
w((0,¢"),(¢5,0)) w((0,¢),(0,¢7)) A ~I, 0)°
onde I,, é a matriz identidade n x n.

Exemplo 2.10. Espazo posicion-velocidade (z, &).

Sexa W un espazo vectorial cun produto interior, V =W x W e
w: WxW)x(WxW) — R

De novo, é facil ver que w € bilineal, antisimétrica e non dexenerada, e polo tanto, unha

forma simpléctica.



Capitulo 3

Xeometria do fibrado cotanxente

3.1. Preliminares

Comezaremos recordando a definicién de variedade diferenciable e a construcién do seu
fibrado tanxente e cotanxente, para asi poder dar un sistema de coordenadas que nos axude
a estudar as stuas estruturas diferenciables. En particular, neste capitulo centrarémonos na

do fibrado cotanxente.

Definicion 3.1. Sexa M un espazo topoloéxico, que consideraremos Hausdorff e segun-
do numerable. Unha estrutura diferenciable sobre M é unha familia D = {(U;, ¢;) }ier

verificando:
» {U;}ier € un recubrimento por abertos de M.
= Para todo i € I, U; é homeomorfo a un aberto de R", sendo n un enteiro n > 1.
» Sei,j € I son tales que U; N U; # ), entén a aplicacion
0w @il NU;) — 9;(U;NUj)
¢ un difeomorfismo entre abertos de R™.

» A familia D é maximal, no sentido de que D contén a todos os pares (U, ¢) cumplindo:
1. U é un aberto de M e ¢ un homeomorfismo sobre un aberto de R".
2. Para todo i € I tal que UNU; # 0, g o p; ' é un difeomorfismo.

Diremos que M = (M, D) é unha variedade diferenciable de dimension n. A cada par

(U, ) € D chamaselle entorno coordenado ou carta da variedade, e a cada recubrimento
{(Ui, vi) Yier de M por cartas de D, atlas de M.

13
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Consideremos ent6n unha variedade diferenciable M de dimensiéon n, e (U, ) unha

carta en M. A aplicacion ¢ : U C M — p(U) C R™ é un difeomorfismo.

Representando por m;, ¢ = 1,...,n, as proxecciéons de R” en R, temos un sistema de
coordenadas (z!,...,2") en U definido por
=mop,Vi=1,...,n.

L

Denotaremos por T),M ao espazo tanzente a M no punto p, e por T7M ao espazo dual,

é dicir, o espazo cotanzente de M en p.

0| 0

@‘p’ T Qam

Coa notacion anterior, temos que { } e {d:vl(p), ,d:z:"(p)} son bases
P

de T),M e T; M, respectivamente.
Definicion 3.2. Definese o fibrado tanzente a M como o conxunto

T™ = | ) T,M = {(p,v,)/p € M,v, € T,M}
peM

e o fibrado cotanzente como

T°M = | J TyM = {(p,ap)/p € M, 0, € Ty M}
peEM

Representaremos por 7 : TM — M e por w: T*M — M &s proxeccidéns candnicas,

isto &, 7(vp) =p,se vy € M e w(ap) =p, se ap € Ty M.



3.2. ESTRUTURA DIFERENCIABLE DO FIBRADO COTANXENTE 15

3.2. Estrutura diferenciable do fibrado cotanxente

A partir dunha estrutura diferenciable en M constriese unha estrutura diferenciable
en T% M, como veremos a continuacion.
Cada carta (U, ¢) en M induce unha carta (7~1(U), @) en T*M, onde n~(U) = T*U

e ¢ é o difeomorfismo dado por

$: T'U — oU)xR"CR" x R"

ay — ((tpo ) (ay) , a <aa;cl’p> ey Ot ((ﬁn p)) .

Ent6n temos un sistema de coordenadas candnicas (z,p;) en T*U C T*M de forma

que
xr=mop, Vi=1,..,n

Pi=Tinop, Vi=1 ..,n

e polo tanto

sendo

R?l X ]Pg?l

'—J@(T*U)

Da mesma forma, podemos considerar o espazo tanxente & variedade T*M en cada

5

punto e o seu espazo dual, construindo asi

AR
ozt

ap, ceey Oz

9
O‘p’ op1

0
ap’ o apn
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unha base para Tq, (T M) e

{d:nl(ozp), s dx(ap), dpi(ap), .. dpn(ap)}

unha base para T;; (T"M).

Un dos obxectos xeométricos mais importantes do fibrado cotanxente é a forma sim-

pléctica canénica, que introducimos a continuacion.

3.3. Forma simpléctica canénica en 17" M

Dada a variedade diferenciable T* M, definese a 1-forma de Liouville € Q'(T*M), no

punto o, € T*M, como

0(ap): Ta(T*M) — R

Xa, — () (Xap) = oy (W* (o) (Xap))

(3.1)

onde X, € T, (T*M) e m.(ap): Ty

do fibrado cotanxente no punto a,.

(T*M) — T,M é a diferencial da proxeccion m

p
Temos entén, o seguinte diagrama conmutativo

0(ap)

Ty, (T*M)

P
7 (ap) ap

T,M

Se escribimos agora 6 localmente como combinacién lineal dos elementos da base de
QYT*M) (isto denota as 1-formas diferenciables en T* M), temos

0 = a'da’ + b dp;
e tendo en conta que
0

0 0
T () <8m1 %) = 95, e Ty () <(9pz ap) =0,

da expresion (3.1) obtemos que a’ = §;; e b* = 0, e polo tanto a expresion local de 6§ en

coordenadas canonicas é

0 = p;dz’.
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A partir da 1-forma de Liouville § definese a 2-forma canénica w = —df € Q*(T*M),

onde d denota o operador diferencial exterior, e cuxa expresiéon local é
w = —df = dz' A dp;. (3.2)

Asi, w é unha 2-forma diferencial exacta, xa que w = d(—#0), e polo tanto pechada,
dw = d(—df) = 0.
Sexan X,Y € X(T*M), vexamos agora como é o produto w(X,Y") destes dous campos

de vectores en T* M. Suponamos que as stas expresions locais son

a+bia e Y:cia+dia

X =a' — :
oz Opi ox? Opi

onde a’, b', ¢* e d* son funciéns diferenciables dun aberto de 7*M en R.

Enton, aplicando a expresion (3.2) a estes dous campos, obtemos

A . 9 . oN . ./ 0o S
X. V) = a* dt A i dp; — b dp; i 7.0 B R 3 L
w(X,Y)=a"dx (63:’) d" dp <api> b dp <(9pi> cdx <Bx’> a'd b c

Se consideramos agora como campos de vectores os elementos da base local, é dicir,

as derivadas parciais con respecto as coordenadas x’ e as derivadas parciais con respecto

4s coordenadas p;, desta expresion anterior dediicese que a matriz asociada a w en cada

0o I,
~I, 0 )’

que é non singular, e polo tanto w é non dexenerada.

punto é

Esta 2-forma diferencial w conécese co nome de forma simpléctica candnica do fibrado

cotanxente.

Observacion 3.3. Unha forma simpléctica nunha variedade diferenciable é unha 2-forma
verificando unha condicién alxébrica (non dexenerada) e unha condiciéon analitica (pecha-
da). O exemplo canénico témolo no capitulo 2 (no caso do espazo vectorial R?") e na forma
simpléctica canénica do fibrado cotanxente.

Unha variedade diferenciable N provista dunha forma simpléctica w denominase varie-
dade simpléctica e dendtase por (N,w).

Toda variedade simpléctica é de dimensién par e localmente a sta forma simpléctica
asociada vén dada como a forma simpléctica canénica de R?", tal como establece o teorema

de Darboux.
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Teorema 3.4 (de Darboux). Seza (N,w) unha variedade simpléctica, entén para todo punto

p € N existe unha carta local
(Ua (.%'Z,pl)), izla"'an

onde U € un entorno aberto de p en N e tal que

wly = id:z:i A dp; .

=1
3.4. Isomorfismos musicais

Consideremos a variedade simpléctica (T*M,w), posto que w é unha forma non dexe-

nerada, temos que a aplicacién

ba,

p *

To, (T*M) — T3 (T*M)

Uap — bOép (Uap) = w(ap)(/va;ﬂ _) = ivapw(ap)

é un isomorfismo de espazos vectoriais, que induce o isomorfismo de mo6dulos
b: X(T*M) — QYT*M)
X — (X)) =w(X,—-) =ixw

que leva campos de vectores en T*M en 1-formas en T*M.

Denotaremos o isomorfismo de médulos inverso por
b QUT*M) — X(T*M).

Lema 3.5. Os isomorfismos musicais venen determinados polas sequintes identidades:

0 0 i
b(@xi ap) = dpi(ap) b(api ap) = —dz'(ap)
(3.4)
. 0 0
dai(oy) = —5-| fntoy) = o
Demostracion. Directa do lema 2.1. O

3.5. Ecuacions de Hamilton

Denominase funcién hamiltoniana a calquera funcién H : T*M — R diferenciable
definida en T*M. Tendo en conta o isomorfismo de modulos definido en (3.3), existe un

unico campo de vectores Xy € X(T*M) que é solucion da ecuacion

(X)) = w(Xp, —) = dH (3.5)
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é dicir
Xy =b"1(dH) = 4(dH).
O campo de vectores Xy chamase campo de vectores hamiltoniano correspondente &
funcion H, e a terna (T*M,w, H) chamase sistema hamiltoniano.

Considerando o sistema de coordenadas candnicas (xz, pi) en T* M, pédese escribir X

da forma

.0 .0
Xg=d" — +bV
H=% 55 + op;’

e asi, aplicandolle b e tendo en conta (3.4) tense
b(Xpy) = a'dp; — b da’ .

Utilizando agora que

oxt Op;

e igualando ao anterior na ecuacion (3.5) chégase a que

dH = dp;

Xpg = o e = e (3.6)

Consideremos agora unha curva integral v : I C R — T*M do campo de vectores
Xy dada localmente por y(t) = (x%(t),pi(t)), da ecuacién (3.6) obtéfiense as ecuacions
diferenciais ordinarias

dxt OH dp; OH
= °%Ys 5 T T35°7s
dt Op; dt oz’

i=1,..,n (3.7)

que son as ecuacions de Hamilton da Mecdnica Cldsica, cando H é a funcién hamiltoniana
dun sistema dinamico.

Estas ecuaciéns pddense escribir en forma matricial como

df=\ [ 0 4 e
dt B OH
pi —0i; 0 Fp;

Asi, a ecuacion (3.5) podese interpretar como a versién xeométrica das ecuacions de

Hamilton sobre unha variedade simpléctica.
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Capitulo 4

Exemplos da formulacién

hamiltoniana

O noso obxectivo é utilizar a formulaciéon xeométrica descrita no capitulo anterior para
obter as ecuaciéons do movemento da maquina de Atwood e dunha particula obrigada
a moverse sobre a superficie dun cilindro. Poderia facerse dunha maneira mais directa
utilizando as ecuaciéns de Hamilton na fisica, pero usaremos o formalismo matemaético

para unha mellor comprensién da teorfa vista nos dous capitulos anteriores.

Finalizaremos o capitulo obtendo as ecuaciéns do movemento dunha particula nun
campo magnético. Neste exemplo emprégase a forma simpléctica magnética, que é unha
pequena modificacion da forma simpléctica canénica debido & presenza do campo magné-

tico.

4.1. Maquina de Atwood

Consideremos unha polea de radio a que ten o seu centro na orixe de coordenadas,
e pola cal pasa unha corda de lonxitude [ en cuxos extremos colgan dous obxectos con

diferentes masas mi e msy, con m; < meo. Desprézase o rozamento na polea.

21
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M1

X
J l— (x+ ma)

Se x denota o desprazamento da masa mq, o desprazamento da masa mo vén dado
por | — (z + ma). Polo tanto, neste caso o espazo de configuracion é o intervalo aberto
M = (0,1 —ma) con coordenada x, as coordenadas en T*M son (z,p) e a 2-forma candnica
é w=dx Adp.

O hamiltoniano do sistema H : T*M — R neste exemplo vén dado por
1 p?

H(l‘,p) =35

2m+(m2—m1)gx—mgg(l—7ra),

onde g denota a aceleracion da gravidade.

Sexa Xy o tnico campo de vectores en T*M solucién da ecuacion
b(XH) = w(XH, —) = dH,

e suponamos que a stia expresion local é

0 0
XH—G%‘i‘bafp,

onde a e b son funcions das coordenadas (x,p).

Do Lema 3.4 temos

0 0 0 0
W(Xm) = bdlag + b%) =ab(s-) + bb(ap) =adp + b(—dzx)

= —bdx + adp

e oH 0H
_oH oH ., P
dH = o dx + ap dp = (ma —mq) gdx + m1 +m2dp
chegamos a que
0 0 0
Xn = L oo —(m2—mi)g - = P — +(m1—ma)g (4.1)
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Sexa a: I C R — T*M con a(t) = (x(t),p(t)) unha curva integral de Xy, enton

X)) =a) =29 @I

— 4.2
a(t) + dt 8p’a(t)’ (42)

e de (4.1) e (4.2) deducimos

& plalt) bl dp
dt m1 + ms mi+me  dt

= (ml - m2)g7

e polo tanto, temos que o movemento da particula z(¢) queda determinado pola seguinte

ecuacion diferencial de segunda orde

dr  d ( p(t) > _ (m1—my)g

a2 T dt mi + ms (m1+m2)‘

4.2. Movemento dunha particula nun cilindro

Consideremos unha particula de masa m obrigada a moverse sobre a superficie dun

cilindro recto de radio R
M ={(z,y,2) € R3 /x2 + 9% = RQ}.

A particula estd suxeita a unha forza dirixida cara & orixe e proporcional a distancia

da particula & orixe: F' = —k(z,y, z) (non existe friccion).

Consideremos unha parametrizaciéon do cilindro dada por

X : (0,2r) xR — M

(0,2z) — X(6,2) = (Rcosl,Rsenb, z),

que se corresponde coa parametrizacién da superficie de revolucion xerada polarectax = R

a0 xirar en torno ao eixo z.

Esta parametrizaciéon cobre todo o cilindro menos a recta x = R, correspondente ao

caso 0 =0 = 27.
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Se agora consideramos outra parametrizacion

X : (-mm)xR — M
0,2) — X(@,z) = (Rcos0,Rsenb, z),
xa teriamos cuberto o caso 8 = 0.

As coordenadas en M e en T*M son

(xlan) = ((9,21) ($1>x27p17p2) = (9727p97pz)

e a 2-forma canonica é

w=dO0 Ndpyg +dzNdp,.
O hamiltoniano do sistema neste exemplo vén dado por

_ % P
2mR2  2m

1
H<97Z7p97pz) +§]€(R2+22)

Sexa Xy o tnico campo de vectores en T*M solucién da ecuacién
0(Xpg) =w(Xy,—) =dH,

e suponamos que a sua expresion local é

0 0 0 0
XH—CL%“‘[?&"‘ C%+dapz,

onde a, b, ¢ e d son funcions das coordenadas (6, z, pg, p.).
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Do Lema 3.4, sabemos

e polo tanto

0 0 0 0

)=uadpyg + bdp, — cdf — ddz. (4.3)

Por outro lado, temos que a diferencial da aplicacion H é

OH OH OH OH
dH = —df0+ —dz+ —d dp, = kzd d —dz, 4.4
a6 Wt 5, 4t g, dpe+ 5 - dp. = kzdz + R2p9+ p (4.4)
co que das ecuacions (4.3) e (4.4) chegamos a que
bo 0 Pz 0 0
_ TR A A 4.5
A= mR? 00 * m 0z op, (45)

Sexa agora a: [ C R — T*M con a(t) = (6(t), z(t), pe(t), p-(t)) unha curva integral
de Xy, enton

do o dz 0 dpg 0 dp, O

X =&t) = ——=— . 4.
u(a(t)) = at) dt 00 la(t) tu dt 0z a(t) dt 8p9 a(t) dt Ip, la(t) (4.6)
Agora ben, de (4.5) e (4.6) obtemos
dpg OH dp. O0H
W= =" @G =5 =r0
do OH  py(t) dz  O0H  p.(t)

G i~ mrz > YV a~ o m

Das ecuacions (1) e (3) obtemos que

@_ cte
dt  m R?

e polo tanto py = m R? a

constante do movemento.

= cte expresa que o momento angular en torno ao eixo z é unha

Por outro lado, das ecuaciéns (2) e (4) obtemos que

d?z k
=0
dae? + ’

que expresa que o movemento na direccién z é harmoénico simple.
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4.3. Movemento dunha particula nun campo magnético

Consideremos unha particula cargada que se move nun campo magnético. Sexa B un
campo de vectores (o campo magnético) en R3 cuxa expresion local vén dada por
. 0 0 0
B(z!, 2%, 2%) =By — + By —— + By —
( ) L 9t 2 922 ? 923
sendo By, B, B3 funciéns nas variables (z', 22, 23). En electromagnetismo é costume su-
potier div B = 0.

A Lei da forza de Lorentz para a particula con carga e e masa m é

onde

é a posicién da particula,

1 2 3 i da’
o(t) = (0,070, 0%0), i) = |
a stia velocidade, e ¢ a velocidade da luz.
Dado que
i j k
vxX B = Ul 1)2 U3
By By Bs
a ecuacion (4.7) é equivalente as ecuacions
dv? e
-~ - Z(B 2 B 3
" c (Bsv 207,
dv? e
. = Z(Byv® = Byt 4.8
" c (Brv 30, (48)
dv’ e
—— = —(Byv' — Byv?).
m dt c (B2 v 1)

O espazo de configuracién é agora M = R3 e o espazo de fases T*M = T*R3 con
1,2 .3
coordenadas (z*,x°, x°, p1, p2, P3)-
Para a formulacién hamiltoniana desta ecuacién consideramos a forma simpléctica ca-
nonica de T*R3

w = dzt Adpy + dz? A dps + da® A dps
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pero modificindoa da seguinte maneira.

O campo vectorial B define unha tnica 2-forma pechada B € Q2(R3):
B = ig(dz! A da? A de®) = Byda® A dx® + Bada® A dxt + Bada' A da?,

onde a matriz asociada a B é da forma

Definese a forma simpléctica magnética como

e
wp=w——-n"B
c

que é simpléctica por ser pechada e non dexenerada, xa que a sda matriz é

-B 1
-1 0 )
Sexa H: T*R3? — R o hamiltoniano do sistema dado por

1
H(x17x27x37p17p27p3) = %(p% +p§ +p§)7

entoén

dH:1

%(Pl dp1 + p2 dp2 + p3 dps). (4.9)

Consideramos a ecuacion simpléctica
(/.)B(XH,—) =dH (4.10)

e escribimos Xy localmente como segue

0 0 0 0 0
Xpg=a' — 2 3 by — +by— +b3—.
H=a 8x1+a 8x2+a (%34— 18p1+ 28p2+ 38p3

2 1

3 31 32 13 ‘s 2 .3
,a’, b ,b%,b° son funcions das coordenadas (z', 2%, z°, p1, p2, P3)-

onde al, a

Das ecuacions (4.9) e (4.10) obtemos que

at = p;/m (4.11)
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e que

by = S(Bgaz — Bzag) by = S(Bla?’ — B:%al) b3 = S(B2a1 - Bla2)' (4.12)

Enton, se at) = (2%(t),p;(t)) é curva integral de Xy, de (4.11) e (4.12) obtéfiense
as ecuacions (4.8), e polo tanto vemos que a Lei de Lorentz podese escribir de forma

xeomeétrica como a ecuacion simpléctica (4.10).



Capitulo 5

Endomorfismos tanxentes en espazos

vectoriails

Comezaremos o capitulo introducindo o concepto de estrutura tanxente nun espazo

vectorial.

Definicion 5.1. Sexa V un espazo vectorial de dimension 2n. Un endomorfismo
J:V—V

con rangoJ = n e tal que
JE=JoJ=0

denominase estrutura tanzente en V.

Polo tanto temos que Im J C Ker J, e como
2n =dimV =dim Ker J +dimIm J = dim Ker J +n

dedtcese que Im J = Ker J.
Exemplo 5.2. Sexa V = R?", definimos
Je - R?" — R
(T1y ooy Ty YLy ooy Yn) > Je(T1y ey Ty Y1y ey Yn) = (0,0, 0,21, v, 20)

onde temos que

Jez(xl, s Ty YLy ooy Yn) = Je 0 Je(XT1yeee s Ty YLy vy Yn) =
= Je(0,...,0,21, ..., 2,) = (0,...,0)

29
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Ker Je ={(0,...,0,y1,...,yn) / yi € R}
ImdJ. ={(0,...,0,21,...,zy) / x; € R}

é dicir, Ker J. = Im J,, e asi rango J. = n. Polo tanto .J. é unha estrutura tanxente en
R?" que denominamos a estrutura tanxente candnica de R?™,

Vexamos agora como podemos construir outra base do espazo vectorial utilizando esta

estrutura J.. Consideremos a base canénica de R?" {ey,...,en, €ni1,...,€2,}, enton
7 n n i+n
~ = — — ~ =~ .
Je(ei) = Jo(0,...,71 ,...,0,0,...,0) = (0,...,0,0,...,7 1 ,....0) = €jsn, i=1,...n
n i+n
— =~
Je(€isn) = Jo(0,...,0,0,..,71 .. ,0) = (0,...,0), i=1,....n

polo tanto, temos que {e;, Je(e;)} é tamén unha base de R?".

Como Je(e;)) =0e; + 1eirn € Je(€itn) = 0e; + 064y, temos que a matriz asociada

0 0
I, 0 )’

e se x,y son dous vectores (calquera) en R?", a expresion matricial de .J, respecto desta

o= (50 (0)=(0)

De forma xeral, nun espazo vectorial V' de dimensién par, cunha estrutura tanxente

aJ, é

base &

asociada J, sempre se poden considerar bases deste tipo.

Sexa H un subespazo complementario de Im J = Ker J en V, é dicir,
V=H&ImJ=H®KerJ,
enton tense que a restricion do endomorfismo J a H,
Jlg:H—ImJ=KerlJ,
é un isomorfismo.

Polo tanto, se {e;} é unha base de H, entén {e;, Je;} é unha base de V' que denomina-
remos base adaptada de V.

Considerando unha base adaptada, temos que

J(ai e; + b Je;) = al Je;
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e polo tanto, a matriz de J respecto desta base é

(o0
0= In 0 )

J=Je;®eé (5.1)

e podemos escribir

onde {e'} é a base dual de {e;} en H.
Sexa H' outro subespazo complementario de Ker J en V e {e/} unha base de H'. Entén
{€l, Je.} é outra base de V' e podemos escribir os seus elementos como combinacion lineal

dos elementos da base {e;, Je;}
e, = AZ ej + Bg Je;
Jei = Al Je;

onde A, B € Gl(n,R), sendo A non singular. Asi, dias bases adaptadas estan relacionadas

A 0
B A )
O conxunto destas matrices

G = {( 2 El ) /A € Gl(n,R)), B Egl(n,R))}

é un subgrupo pechado G de GI(2n,R).

Este grupo pédese describir como o grupo de invarianza da matriz Jy, isto é,

por unha matriz

aeG<<aJjal=1.

O concepto de estrutura tanxente pode extenderse a variedades diferenciables. Este
grupo G aparece na descricién das estruturas case tanxentes en variedades como certo tipo

de G-estruturas (véxase [5]).
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Capitulo 6

Xeometria do fibrado tanxente

O fibrado tanxente dunha variedade diferenciable ten unha estrutura, conecida co nome
de estrutura case tanxente canénica, que xoga un papel importante na descricién lagran-

giana da Mecéanica Analitica.

6.1. Estrutura diferenciable do fibrado tanxente

Nesta seccién recordaremos as definiciéns e as principais propiedades dos obxectos
xeométricos do fibrado tanxente dunha variedade diferenciable, que serdan de utilidade na

descricion xeométrica das ecuaciéns de Fuler-Lagrange.

Sexa M unha variedade diferenciable de dimensién n e sexa T'M o seu fibrado tanxente.
Vexamos que a estrutura diferenciable en M, descrita ao principio do capitulo 3, induce
unha estrutura diferenciable en T'M.

Sexa (U, ) unha carta en M, onde U é un abertoen M e ¢ : U C M — p(U) CR"”
un difeomorfismo.

Como
7: TM — M

Up — D

é a proxecciéon canonica, consideremos o aberto 7= 1(U) = TU en TM e definimos a carta

inducida (7=1(U), $), onde ¢ ¢ o difeomorfismo dado por

o: TU — oU)xR*CR" xR"”

vy ((gp o7)(vp), dzt(p)(vp), ... ,da;”(p)(vp)) .

33



34 CAPITULO 6. XEOMETRIA DO FIBRADO TANXENTE

Enton, temos un sistema de coordenadas candnicas (x*,v*) en TU C TM de forma que

r=mop, Vi=1,..,n

vi=Tyno®, Vi=1,..,n

e polo tanto

z' (vp) = 2" (p), ' (v,) = dz"(p) (vp) = vp(z'), i=1,..,n,

0
oz?

sendo v, € TM, wv,=a’

p

RTI X [RTI

/
L

B0

Da mesma forma, podemos considerar o espazo tanxente & variedade T'M en cada punto

8

{dxl(vp), ey dx™(vp), dvl(vp), s dv”(vp)}

e o seu espazo dual, construindo asi

9
ozl

unha base para Ty, (T'M) e

0

Up, ey Oz

0

vp’ 81}1

0

Up, ceey Jon

unha base para T (T'M).
Observemos que

0 0
T*(”p) (81:’

. T*(Up) <81ﬂ

0
Up N oxt

)-o.
Up
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sendo
T (vp) : Ty, (TM) — T, M

a diferencial de 7 no punto v,. Denominanse vectores verticais aos vectores cuxas tnicas
componentes son as derivadas parciais con respecto as coordenadas v’ e, polo tanto, se

proxectan por T, no vector cero.

A continuacion introducimos un dos obxectos xeométricos importantes do fibrado tan-

xente dunha variedade diferenciable, que é o campo de vectores de Liouville.

6.2. Campo de vectores de Liouville

Consideremos un punto v, na variedade TM e a curva

oy, ICR — TM

p
t

t — ,(t) = €' vy
que pasa por v, en tempo 0, é dicir, ay,(0) = vp.
Definiciéon 6.1. Definese o campo de vectores de Liouville N € X(T'M) da seguinte forma

A(vy) = év, (0) € T, (TM).

Suponamos que v, se escribe como

enton localmente temos

a,: ICR — TM
t = o (t) = (@'( vp), v (e vp)) = (2(p), €' a'),

e polo tanto

) dz*(p) 0 d(et a’) 0
Avy) = 6, (0) = ‘ A |
(vp) G0, (0) dt lt=0 0x*lv, dt  1t=0 Ov* lu,
0 .0 » 0
— 0 T ¢ T = —_—
oz Vp ta ov' Vp v (Up) ovt vp’
é dicir, a expresion local do campo de vectores de Liouville en coordenadas canénicas é
-0
AN =0 —. 6.1
v g (6.1)

Observacion 6.2. O campo de vectores de Liouville A sobre TM é o xerador infinitesimal

do grupo 1-paramétrico de transformacions dado por

a: RxTM — TM

6.2
(t,vp)  — a(t,vy) =€ v,. (6.2)
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6.3. Levantamento vertical de campos de vectores

Tendo en conta a estrutura de espazo vectorial que posee cada fibra T, M do fibrado
tanxente T'M, definense os levantamentos verticais de campos de vectores en M a campos

de vectores en T'M.

Sexa x;, € T, M un vector tanxente (fixo) a M no punto p € M. Para cada v, € T,M

consideramos a curva

g, ICR — TM
t g, (1) =vp + Ly

que verifica, evidentemente, que oy, (0) = v, .

Definiciéon 6.3. Chamase levantamento vertical de x, a T'M no punto v, € T'M ao vector
tanxente
d(vp +txp)

[l (0p) = 6, (0) = =F——F2| €T, (TM).

Pédese probar que [z,]" (vp) é vertical considerando a seguinte identidade

7 (vp) ([p] ¥ (vp)) = 7 (0p) (6, (0) = (7 0 61, ) (0) = 0,

Xa que
Uz -
ICR — T™ — M
t — g, (t) =vp+ta, — p

Calculemos agora a sta expresion local. Se x;, e v), son elementos tales que se escriben

da forma

0

833i p7

Y
, v, =1b
como a expresion local da curva ay, ¢

0py 0 ICR — TM
t — axp(t):vp+txp:(xi(p),bi+tai),

dedtcese que

) 0| dbietd) D

v _ _ v e

[2p]" (vp) = €, (0) = dt )t:(] ot v, * dt t=0 OV lu,
= 0 0 + a' 0 =d 0
o 6901 Up an Vp N 8vi Up .

Observemos que localmente
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6.4. Estrutura tanxente candnica en T M

O levantamento vertical de campos de vectores a T'M permitenos construir o seguinte
campo de tensores de tipo (1,1) sobre T'M.

Consideremos o vector Z,, € Ty, (T'M), entén como

T: TM — M
vp > T(vp) =p

temos
T*(Up): TUP(TM) — TpM

Loy = T(0p)(Zay) -

Polo tanto, podemos considerar o levantamento vertical

(7 (vp) (Z0,)]

v

no punto v, e definir o endomorfismo
J(vp) : Ty, (TM) — T, (TM)

da seguinte maneira
() (Zo,) = [ (09) (Z0,)]" (w), (6.3)

En coordenadas candnicas, a siia expresion local é

® dz'(vp), (6.4)

0
J(vp) = i

Up

xa que aplicando a definicién de J(v,) aos vectores da base, obtemos

- (L) o

(oY
N ozt lp P2 ot
0

1600 (g, ) = (7 (5

e asi a matriz de J con respecto s bases coordenadas é

(20)

100 (5

)
Up
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O endomorfismo
J(vp) : TUP(TM) — Ty, (TM)

ten rango J(v,) = n e verifica que
J(Up>2 = J(vp) o J(vp) =0,

polo tanto ¢ unha estrutura tanxente en T, (I'M). Por esta razon o campo de tensores
de tipo (1,1), con expresion local (6.4), recibe o nome de estrutura tanzente candnica do
fibrado tanxente T'M.

6.5. Forma simpléctica en T'M

Denominase funcién lagrangiana a calquera funcion L : TM — R diferenciable
definida en T'M. Sexa unha tal funcién L, podemos considerar a 1-forma diferencial
01, € QYT M) definida como

0 = dLoJ (6.5)

isto ¢, dado un punto v, temos a seguinte composicién de funciéns

dL(vp)

01(vy) : T, (TM) "% 1, (T01) 2% R

A partir de 67, definese a 2-forma diferencial wy, € Q?(TM) como segue
wr = —dlg, (6.6)
que resulta evidente que é pechada, posto que
dwp, =d(—dfr) =0.

En coordenadas canonicas (z*, v*), da ecuacion (6.4) obtemos que as expresions locais
) ?

de 01, e wy, son
oL

oL = ovt

da’ (6.7)

8<6L> <6L>
; L . i A i ,
wL:—dHL:d:cl/\d<8 >:da:’/\ ﬁdx]—%&dvj

ovt ozJ OvJ
(6.8)
9L : , 9L , 4
= —— da' N da? —— dz' Adv? .
OxI vt v vt ovI ov* v v

Vexamos agora cando wy, € non dexenerada, e polo tanto, unha forma simpléctica.
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Definicion 6.4. Dise que unha funcién lagrangiana L : TM — R é regular se a matriz

0’L
Ovi vt

é non singular, é dicir, o seu determinante é distinto de cero. En caso contrario, dise que o

lagrangiano é singular.

O caracter xeométrico do concepto de regularidade témolo na seguinte proposicién.
Proposicion 6.5. As sequintes afirmacions son equivalentes:

1. L:TM — R ¢ un lagrangiano reqular.

2. wr € unha forma non dexenerada.
Demostracion. A matriz de wy, é

%L %L 0*L
O0zIovt  OztOvi  Ovidvt

0L
—_ 0
Ovi ovt
e polo tanto, wy, é non dexenerada se e s6 se L é regular. O

6.6. Ecuacions de Euler-Lagrange

Outro concepto importante na formulaciéon xeométrica das ecuacions de Euler-Lagrange

é o de enerxia, que introducimos a continuacioén.

Definicion 6.6. Sexa L : TM — R un lagrangiano regular, definese a funcion enerzia
E7 da seguinte forma
E,=A(L)-L,

onde A é o campo de vectores de Liouville descrito na seccién anterior.

Vexamos de onde provén este termo enerzia. Supofiamos que estamos nun sistema
conservativo con enerxia potencial V', que sabemos que s6 depende das coordenadas 2, e

enerxia cinética T dada por

O lagrangiano do sistema ¢é
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e polo tanto, facendo

; OL 1 , .
A(L)—L=1" 5 L= 5 M (v")? + V(z')

obtemos que A(L) — L se corresponde coa enerxia total do sistema.

A continuacién describiremos a formulacion lagrangiana das ecuaciéns de Euler-Lagrange.
Sexa L : TM — R un lagrangiano regular e asf wy, non dexenerada, consideremos o iso-

morfismo de modulos
b : X(TM) — Ql(TM)
X — b(X):wL(X7—):inL

que leva campos de vectores en T'M en 1-formas en T M, e o correspondente isomorfismo
inverso

tr: QUTM) — X(TM).

Como a diferencial da funciéon enerxia dE; € QY(TM), existe un tnico campo de

vectores X1, € X(T'M) asociado & funcién L que é solucién da ecuacion
ix, wr =wr(Xp,—) = dEL. (6.9)

Considerando o sistema de coordenadas canoénicas (z*,v") en TM, podese escribir X,

da forma 5 5
X, =A"— 4+ B'—
L ox* + ot
€ wy, Como
wr, = Mij dz' A da? + Nij daz' A dv’
onde 0’L %L
Mij = OxIovt’ Nij = Oviovt’
obtemos ' ' ' .
iXLwL = iXL(Mij dz* Ndx) + Nij dz’ /\dvj)

Mij 5e (d.rZ AN dLUj) + Nij 15¢ (dSUz AN dvj)

M;; (iXL(dZL'i) dx) —dz'ix, (d:):j))

+ Ny (iXL (dzt) dv’ — dxtiy, (dvj)) (6.10)
= M;; (Ai dx? — dx’ Aj) + N;j (Ai dvl — dxt Bj)

= (M A" — My AV — Ny BY) da* + (Nip, A”) do*

= (M — My;) A" — Ny BY) da® + (Njp A") do* .
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Por outro lado, como a expresion local de Ef, vén dada por

;OL
11
S0 (6.11)
a sda diferencial é
0B OBy 4 (i 0L oL &
B = G 0 Gor =V g ~ g ) O
oL, 9L 0L
i 6.12
* ((%k TV ko (%k) dv* (6.12)

- 9°L oL 0*L
— i dxk i d k .
<U dzk vt 0:Uk> R

Enton, de (6.10) e (6.12) temos que X, é solucion da ecuacion (6.9) se e s6 se as fun-

cibns A*(z*, v') e B*(x', v") satisfan o sistema de ecuacions
bl )

<82L L >Ai_ ’L . i PL  IL
Oxiovt  OxtovI OvJ Qv 0x'Ovi  Oxt’
(6.13)
o’L ., 9L
Oviovt = dviovt |

Se o lagrangiano é regular, as ecuaciéns anteriores son equivalentes s seguintes ecua-

cions 0’L 0*L oL
Al =t Y — _Bi=_=
U ariow + Ovi vt Ozt

(6.14)

Enton, se o lagrangiano é regular, temos que X, é solucion da ecuacion (6.9) se e s6 se

as funcions A’ e B® satisfan o sistema de ecuacions (6.14).

Suponamos que o lagrangiano é regular, e consideremos unha curva integral
¢: I C R — TM do campo de vectores X cuxa expresion local é ¢(t) = (¢'(t), ¢i(t)) ,
é dicir,

g (o) =¢'(t), V() = ilt).

Se avaliamos X7, en ¢(t), obtemos

Xp(olt) = A(0) 5
0

Ozt

o H B0 5

) )
a0 + B(o(t)) 3ot

- (6.15)

= ¢(t)

)

(1)
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xa que A'(¢(t)) = v'((t)) = di(t).

Por outro lado, como

olt) = ddﬁ taii (1) dd(ii ta(?ﬂ' o(t)
temos que ¢(t) é unha curva integral de Xy, isto é,
Xr(o(t) = ¢(t) ,
se e s0 se 1t 4 24
w=e0,  B(o0.]) -5 (6.16)

Obseérvese que ¢(t) é o levantamento tanxente da curva

a: ICR — M
t o a(t)=(1o9)(t) = (¢'(1)
de’

o) =it = (40 % | )

entén, ¢(t) é unha curva integral de X, se e 56 se a(t) = (10 ¢)(t) = (¢'(t)) é solucién da

é dicir,

segunda ecuacion de (6.16).

Agora, tendo en conta as ecuacions (6.16), avaliamos (6.14) en

o(t) = i)
e obtemos
oL 0*L . 0*L 0L 0*°L .
0x* lg(t) Dzidvi | (6(6) + OVl Ov* (9(t)) oztovl ¢5(t) + v vt (9(1))
9L ’ dg ‘ O’L d*¢'
— 0xioud gy dt le o Ovidvtlee) dt? le

Polo tanto, se ¢(t) = &(t) é unha curva integral de X, enton

9L
OxtovI

wi| |, P
a(t) dt 1t Ovigv!

d2 (bl
a(t) dt?

0L
¢ Ot

a(t)

é dicir, a curva a(t) é soluciéon das ecuacions de Euler-Lagrange
d ’ OL 0L
dt 1t \ Ovt la(t) oxt

A modo de resumo, temos a seguinte proposicion.

=0, Vi=1,...,n.
&)
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Proposicion 6.7. Sexa L un lagrangiano regular e X1, o campo de vectores solucion da
ecuacion

ix,wr =wr(Xp,—)=dEr,

entdn as curvas integrais de Xp son levantamentos tanzentes de curvas en M que son

solucions das ecuacions de Euler-Lagrange determinadas por L.

6.7. A aplicacion de Legendre

Definicion 6.8. Se L : M — R é unha funcién lagrangiana, a aplicacién
FL: TM — T"'M
vp +— FL(vp):T,M —R
definida por
(FL(p)) () = S| Ly + tuy)

onde v, w, € T'M, denominase aplicacion de Legendre de L.

Se 5 5
i i
vy, = a' — w, = b .
P ox* P P ox’ p’
en coordenadas candnicas temos
L
IcR =% T™ — R

t — (2%, a’ +tb") — L(2%,a’ +tb') ,

enton
OL| dax! OL| d(a®+ tb%) oL :
—| L t = — | — = — !
dt lt=0 (vp + tup) 0zt lv, dt lt=0  0v'lv, dt t=0  Ov'lu,
e polo tanto
oL i
FL(vp) = vt . dz*(p),

do que se deduce que a expresién local de F'L é

iy _ (i 9L
FL (z',v") = <x,avi). (6.17)

Proposicion 6.9. As sequintes afirmacions son equivalentes:

1. L:TM — R € un lagrangiano reqular.

2. FL:TM — T*M ¢ un difeomorfismo local.
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Demostracion. A matriz xacobiana de F'L ten a seguinte forma

I, (*)
O*L v
OvI vt
1 ) . °L
e polo tanto F'L é difeomorfismo local se e s6 se a matriz

Ovi vt

se e s se L é regular. O

> é non singular, é dicir,

A aplicacién de Legendre é unha ferramenta matematica frecuentemente empregada en
Mecénica Clasica, Mecanica Estadistica e Termodinémica.
As formulacions hamiltoniana e lagrangiana da Mecénica Clasica que describimos an-

teriormente estan relacionadas a través da aplicacion de Legendre.

Proposicion 6.10. Se w € a forma simpléctica candnica do fibrado cotanzente T*M e
wr € Q2(TM) ¢ a 2-forma lagrangiana, correspondente ao lagrangiano regular L, entdn
verificase

FL'w = wp, (6.18)

sendo F'L* o pullback de FL.
Demostracion. Utilizando as expresions locais (3.2), (6.8) e (6.17), obtemos
FL*w = FL*(dx* Adp;) = (FL*daz*) A (FL*dp;)

. : L
=d(z' o FL) Nd(p; o FL) :daﬂ/\d(gvi) =wr,,

polo que queda probada a proposicién. O

Observacion 6.11. No caso en que L : TM — R sexa un lagrangiano hiperregular, é dicir,
FL :TM — T*M sexa un difeomorfismo global, p6dese probar a partir de (6.18) que
FL.X; =Xy, sendo H=EoFL™!.

Polo tanto, se & : I C R — T'M é unha curva integral de X, (soluciéon das ecuacions
de Euler-Lagrange), entén § = F Lo é unha curva integral de Xz (solucion das ecuacions
de Hamilton).



Capitulo 7
Exemplos da formulacion lagrangiana

O noso obxectivo é utilizar a formulacién xeométrica descrita no capitulo anterior para
obter as ecuaciéns do movemento do péndulo simple e dunha particula obrigada a moverse
sobre a superficie dun cono. Poderia facerse dunha maneira mais directa utilizando as
ecuacions de Euler-Lagrange na fisica, pero usaremos o formalismo matematico para unha

mellor comprension da teoria vista nos dous capitulos anteriores.

7.1. Péndulo simple

nsideremos un rticu m m qu un rte mediante un T

Consideremos unha particula de masa e colga dun soporte mediante unha corda,
de masa despreciable e lonxitude [, nun campo gravitacional. Suponamos que o eixo Z é
perpendicular ao “papel” e que a masa, que se move no plano XY, se atopa desviada un

angulo 0 da posicién de equilibrio.

>

Neste caso, M ¢é a semicircunferencia
M ={(z,y,2) eR®}/2? +y* =1?, 2 <0, z=0},

45
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que se a expresamos en funcién do dngulo € temos
M = {(lcosO,lsen,0) /0 € (—7/2,7/2)}.
Polo tanto, as posibles posiciéns da particula quedan determinadas por 6 e as coorde-
nadas en T M son (6, vg).

O lagrangiano do sistema neste exemplo é
L: TM — R
(0,v9) — L(O,vg) =T -V = %mlzvg +mgcosb,
que é a enerxia cinética menos a enerxia potencial.

Facendo as derivadas parciais de L obtemos

oL oL

- = _ _— = 2
20 mglsenf, 0p ml© vy,

enton a 1-forma de Liouville 67, (véxase (6.7)) vén dada por

0; = 8—Ld6:ml2v9d9

Vo

e polo tanto, a 2-forma lagrangiana wy, é
wr, = —df;, = —d(m1?vgdf) = m1%dh A duy.

A funcién enerxia Ef, = A(L) — L (véxase (6.11)) neste caso é

oL 1 1
Er :vga—ve—L:UngQ—(§ml2vg—mglcosﬁ) = imZQUg—mglcasO

e a sta diferencial
dEp = mglsenfdf +mi* vy dvg . (7.1)

Sexa X, o tinico campo de vectores en T'M solucién da ecuacién
ix,wr =wr(Xg,—) =dEr,,

cuxa expresion local se pode escribir como

onde a e b son funcions das coordenadas (6, vy). Enton
X WL = 1X, (m 12d6 A dv,g) =mi? (dQ(XL)dUQ — dvg(XL)de)

=mi?(advg —bdf) = mi*>advg —mi>bdh.
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De (7.1) e (7.2) obtemos que

a=vy |, b-—%sen@
e asi
g 0
X, =vg——2= 0 —.
L= Y%~ 15" By

Sexa ¢: I C R — TM con ¢(t) = (6(t),ve(t)) unha curva integral de Xy, enton

0 g 0

Xu(6()) = volt) g1, = Toen () 5| (73)
e por outro lado
I R )

De (7.3) e (7.4) deducimos que

¢ dicir, o movemento da particula 6(¢) queda determinado pola ecuacion diferencial

@ = —gsenﬁ
a2 1 '

7.2. Movemento dunha particula nun cono

Consideremos unha particula de masa m obrigada a moverse sobre a superficie dun cono
recto con angulo de amplitude «. A particula estd sometida a unha forza gravitacional.

Consideremos unha parametrizaciéon do cono dada por

X : (0,27) x (0,400) — M

0,7) — X (0,r) = (rcosf,rsenf, rcotga),

a cal cobre todo o cono menos o caso 8 =0 = 2.
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Se facemos como no exemplo do cilindro do capitulo 4 e consideramos outra parame-
trizacion
X : (—m7)x (0,400) — M
0,7) — X (0,7) = (rcos,rsenb, rcotga),

xa terfamos cuberto o caso 8 = 0.

. ) T ) . - 7r
Como a amplitude « é constante, para simplificar os célculos imos suponer que a = —

e asi, cotg Z = 1. Agora ben, as coordenadas en M e en T'M son
(zt,2%) = (0,7) (z, 22 v v?) = (0,7, v9,vr) .
O lagrangiano do sistema neste exemplo é
1 2,.2,2
L(0,r,v9,v,) = im(er +r7vy) —mgr.

Facendo as derivadas parciais de L obtemos

%:O aT:mrvg—mg
8—L—mv r? oL =2muv
ovg 0 ov, "

entéon a 1-forma de Liouville 0y, (véxase(6.7)) vén dada por

OL OL
0, = — db
L Ovg + Ovy

dr = mugr®df + 2mu, dr,
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e polo tanto, a 2-forma lagrangiana wy, é
wr = —dfp, = —d(muwgr?df) —d(2mv, dr) = 2mrvg ddNdr+ mr? dd Adve+ 2m dr Adv, .

A funcién enerxia Ef, = A(L) — L (véxase (6.11)) neste caso é

oL OL
Er=v9— + v, — — L =m7r?
L U9809+U B, mr

2

1
vg + 2mu? — im(Qvf + r%v3) + mgr

= mvz + %mrzvg + mgr
e a sua diferencial
dEp = (mvir + g)dr + mr?vgdvg + 2mu, dv, . (7.5)
Sexa X, o tinico campo de vectores en T'M solucién da ecuacién

ix,wr =wr(Xp,—)=dEr,

cuxa expresion local pode escribirse da forma

9 8 9 9
X, =aZlip 2 .9
L=ty thg teg, g

onde a, b, ¢ e d son funcions das coordenadas (6,7, vy, v,). Enton, procedendo da mesma

forma que no exemplo anterior, obtemos
ix,wr, = (—2bmrvg —cmr?)df + (2amrvg — 2dm) dr + amr? dvg +2bmdv, . (7.6)
Agora ben, de (7.5) e (7.6) chegamos a que

—2v, vy _
r 2

e asi

0 0 2vrvg O rvg—g 0
Xp = an r o - .
L="1 o7} v or r  Ovg 2 ovy

Sexa ¢: I C R — TM con ¢(t) = (6(t),r(t),ve(t),vr(t)) unha curva integral de Xy,

enton

o1 2u()ve(t) O r(t) (vp(t)* —g 0

d
Xr = vo(t) 55| For(t) 5 oty r(0) duplew 2 Oy lo®)

(7.7)
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e por outro lado

. df o dr 0 dvg O dv,. 0O
X = = — — _ —_ .
L(@(®) = ¢(t) dt 0014t + dt Orle(t) + dt Ovg lg(t) + dt Ovy lg(t)

De (7.7) e (7.8) deducimos que

(7.8)

do 2v,v9  duy
Vg = — J— —_
NPT r dt
dr T ’Ug —g dv,

VUV, = — _=
Toodt 2 dt

e chegamos as seguintes ecuaciéns
d*0 do dr

df
+ 2 0=— mr°— = cte

dt dt dt

dro 1 (doNt o1
a2 2"\ 297

onde a primeira expresa a conservaciéon do momento angular ao redor do eixo z e a segunda

a2

é a ecuacién do movemento para a coordenada 7.
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