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PRESENTACION

Esta segunda unidade didactica constitie unha magnifica introducién para
comprender a precision dun argumento matematico e para iniciarse na
construcién de demostracioéns, pois combina de xeito moi satisfactorio dous
dos elementos da matematica: abstraccion e aplicacion.

A unidade anterior de Matrices e sistemas lineais tifia, entre outros
obxetivos, observar unha serie de propiedades e cuestions comuns
0s diferentes contidos presentados que agora, nesta unidade didactica,
pretendemos abstraer e xeneralizar.

O término espazo vectorial provén do estudo dos vectores libres do
espazo euclideo. Ainda que a primeira definicion aparece no século XIX cun
caracter xeométrico, enseguida viuse que outros moitos conxuntos podian
dotarse da estrutura de espazo vectorial. Con todo, a definicién axiomatica
non aparece ata o século XX dada por Peano.

E por esta motivacion histérica que presentamos a definicién axiomatica
de espazo vectorial, apoiandonos no modelo de espazo vectorial mais intuitivo
que cofiecemos: o que deriva das nocions fisicas de forza e velocidade, para
posteriormente introducir axiomaticamente os espazos vectoriales sobre R.

Trala introducién clara e suficientemente exemplificada do concepto
de subespazo vectorial, continuamos coas definicions de dependencia e
independencia linear dun sistema de vectores, que caracterizara o subespazo
xenerado por un conxunto de vectores.

Posteriormente presentamos os espazos vectoriales de tipo finito como
aqueles que posuen un conxunto finito de xeneradores. A partir desta
idea, xunto coa de independenza linear, aparece o concepto de base, cuxa
existencia esta garantida neste marco. Introdicense as coordenadas dun
vector respecto dunha base asociandolle, de xeito unico, unha n-upla de
elementos de R; para chegar, a definicion de dimension dun espazo vectorial
de tipo finito.

A partires de aqui, pretendemos centrarnos nos espazos vectoriais
R? e R? coas operacions habituais, pero pofiendo de manifesto sempre a
xeneralidade dos conceptos presentados. Asi comezamos polo concepto
abstracto de produto escalar que da lugar 6 de espazo vectorial euclideo
enorma dun vector. Das propiedades da definicién abstracta de norma
xustificamos a idea de angulo.

Por altimo, en R3, presentamos o concepto de produto vectorial, para
rematar a unidade co recordatorio dos diferentes tipos de ecuacions de rectas
en R? e rectas e planos en R3.
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OS OBXECTIVOS

Os obxectivos a conseguir nesta unidade son:

Entender os conceptos basicos: espazo vectorial e subespazos.
Comprender e manexar os conceptos de dependencia e independencia
linear.

Comprender e manexar a definicion alxebraica de base e dimensién dun
espazo ou subespazo vectorial.

Calcular o rango de sistemas vectoriais.

Relacionar estas xeneralizacions e abstraccions co estudiado no tema
anterior de matrices e sistemas lineares.

Confecer as propiedades basicas dun produto escalar en xeral.
Entender a estructura alxebraica de espazo vectorial euclideo.
Comprender e manexar os conceptos de ortogonalidade, norma dun
vector, angulos e distancia.

Manexar as propiedades do produto vectorial en R3.

Manexar os diferentes tipos de ecuacions tanto de rectas en R?, como
de rectas e planos en R3.

Manexar o calculo vectorial para o estudio das posicidns relativas tanto
de rectas en R2, como de rectas e planos en R3.

Resolver problemas xeométricos utilizando métodos alxebraicos.
Introducir o uso de ecuacions paramétricas, co fin de comprender de
forma mais dinamica o estudio de curvas e superficies no espacio.
Facer razoamentos matematicos sinxelos.

OS PRINCIPIOS METODOLOXICOS

Seguiranse as indicacions metodoloxicas xerais establecidas na Memoria dos
Titulos de Grao en Enxefieria Agricola e do Medio Rural. Desde xeito, a
docencia dividirase en:

docencia expositiva:(6 h) clases nas que o profesor presentara coa
axuda da pizarra e dos medios audovisuais, os contidos detallados da
unidade. O obxectivo destas clases & proporcionar 6 alumnado os
conecementos basicos que lle permitan abordar o estudo da materia de
xeito autbnomo, con axuda da bibliografia e dos exercicios que realice 6
longo do curso. Ademais, nestas clases introducirase ao alumnado no
manexo de software matematico axeitado, en coordinaciéon coa materia
de informatica que se atopa cursando simultaneamente, para que poida
profundizar no seu manexo de xeito autbnomo. De todolos xeitos,
evitaranse as demostracions non constructivas dos resultados en favor
da obtencion da maior informacién no tempo dispofible. Hai definicions
formais e outras xurdiran. Demostraciés precisas e outras non tanto.
Pero tentaremos que a teoria fundamental sexa motivada e reforzada
mediante exemplos;

seminarios: (3 h) clases para grupos de 20 persoas como moito,
nas que co didlogo co alumnado resolveranse alguns dos exercicios
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do boletin proposto (ver anexo), para unha mellor comprensién dos
contidos da unidade didactica. Estas clases serviran tamén para mostrar
o emprego do software matematico na resolucion de problemas;

— titorias: sesidns persoais ou en grupos reducidos e duracion
variable, nas que se atendera ao alumnado que desexe asistir para
discutir, comentar, clarexar ou resolver calquera dubida relacionada
co desenvolvemento da materia. O horario destas sesions (6 horas
semanais) sera fixado polo profesor ao comenzo do curso académico.

O alumnado dispora do complemento docente que supén o curso asociado
a materia na USC-Virtual, donde atoparan o material utilizado na aula
relacionado cos contidos tedricos desenvoltos nas clases expositivas, o
boletin de exercicios propostos que seran resoltos, en parte, nos seminarios,
e teran ademais acceso a outro material complementario (videos, textos,
enlaces ...) que amplie e motive os contidos da unidade didactica.

OS CONTIDOS BASICOS

1 Espazos vectoriais

Para definir esta estrutura alxebraica traballaremos con dous conxuntos:
— O ben cofiecido conxunto dos numeros reais: R, cuios elementos
denotaremos por letras do alfabeto grego: o, 3, A. ..
— Un conxunto xenérico V' cuios elementos denotaremos por letras do

alfabeto latino as que poremos unha frecha por riba: @, Z, i . . .

E innegable que esta notacién para os elementos de V é herdeira da que
utilizan os fisicos e enxefieiros, principalmente, cando se refiren os vectores
libres cos que representan forzas, velocidades . ... E esto é asi porque como
veremos nos exemplos e no boletin (ver anexo), o conxunto dos vectores libres
do plano ou do espazo tridimensional, costitien os primeiros exemplos de
esta estrutura. Pero isto non debe facernos esquecer que V' é un conxunto
xenérico de obxetos (matrices, polinomios, funcions .. .) e, polo tanto, os seus
elementos tamén.

O primeiro que faremos sera defnir unha relaciéon entre os elementos
de V, chamada operacidn interna. Esta operacion non é outra cousa que a
cada parella de elementos de V, (Z, ) asociamoslle de xeito Unico un novo
elemento tamén de V, @ que denotaremos por @ = ¥+ ¢. Utilizamos, como no
caso anterior, a notacion (+) para a operacion interna porque se denota asi a
operacion interna no caso do conxunto de vectores libres.

En segundo lugar, definimos unha relacion entre os elementos de R e os
elementos de V, chamada operacion externa. Neste caso, relacionaremos
de xeito Unico, un elemento de R e un de V (A, ), asociandolles un unico
elemento de V, @ que, 6 igual que nas notacidns usadas anteriormente,
denotaremos por @ = A\Z.
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Definicion 1. Dise que o conxunto V ten estrutura de espazo vectorial (e.v.)
sobre R (que V' é un R-espazo vectorial ou que V é un espazo vectorial real)
se as operacions anteriormente definidas satisfan as seguintes propiedades:
1. Para a op. interna sobre V, + chamada suma vectorial:
(a) Prop. asociativa: (T +9) +Z=2+ (§+ 2), VZ,y,Z€V
(b) Ten elemento neutro (que denotamos por 0): 30 € V verificando
queZ+0=0+2=2, VeV
(c) Cada elemento de V' ten un elemento oposto tamén de V: Dado
feV,3i-feVtalquei+ (—%)=—-T+7=0
(d) Prop. conmutativa: ¥ + =g+ Z, VZ, €V
2. Para a op. externa de V sobre R, (-), chamada produto por escalares:
@ X (Z+y)=X-T+X7, VAER, VE, 7€V,
b) A+p)-Z=X-Z+p- 2, YA\ pueR, VEeV,
€ A-p)-Z=X(u-2), Y\ pueR, VT eV,
(d) 1-2=2, vZ eV,
Ao espazo vectorial, denotarémolo de xeito abreviado como (V,+,-R), e 0s
elementos de V denominanse vectores.

Exemplo 1. Consideremos o conxunto de numeros reais, pero pensados na
sta expresion mediante potencias do numero e: V. = {e* / a € R} coa
operacion interna: e® - e® = e**?. Cal é o elemento neutro de esta operacion?
Cal é o elemento oposto?.

Teorema 1. (propiedades dos espazos vectoriais) Sexa V un e.v. sobre R.
Para calquera i, v € V e X\, u € R verificase que:

1.1-0=0, 2.0-7=0,

3N d=0= A:Oouﬁ:ﬁ], 4 AN—p)-d=X\id—p-

5N (@—-v)=X-d—\-7.
Demostracion 1. Demostramos algunha das propiedades enunciadas no
teorema, deixando o resto como exercicio para o alumnado.
1. Envirtude das propiedades que verifica a operacion externa e da existencia
de elemento neutro para a operacion interna, podemos escribir:

AMO=X-(0+0)=X-0+X-0=X-0=0

3. Se fose \ # 0 existiria \~! e podremos escribir: A\™'(\ - @) = A0 = 0; é

’

é
decir, 0= (A\"'\) -4 =1-7=1. O
Definicion 2. Dado un e.v. V sobre R, chamamos combinacién linear (c.l.)
dos vectores vy, vs,...,U, € V a calquer vector obtido mediante a expresion
n
S T e D L
k=1

sendo A\, Ao, ..., A\, €ER
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2 Subespazo vectorial

Definiciéon 3. Sexa (V,+,-R) un e.v. real. Sexa
F C V,F # 0 un subconxunto de V. Diremos que
(F,+,-R) é un subespazo vectorial (s.v.) de V se:

VipueReVEye F = \N-Z+pu-yeF D
15 4 R
Observacion 1. F, coas operaciéons heredadas de
V, é el mesmo un e.v. real.

E sinxelo, segun nos indica o teorema seguinte,
crear subespazos vectoriais a partir de calquera
espazo vectorial real:

Teorema 2. Dado (V,+,-R) e.v, e dados
U1,...,0, € V; o conxunto de todas as
combinaciéns lineares de v, . . . , U,, € un subespazo

vectorial de V. Figura 1: Subespazo
vectorial

Demostracion 2. Para probar este teorema consideremos o conxunto de
tédalas combinaciéns lineares posibles da familia dada:

(FeV;/;o=> MNitiparaX €R, Vi=1,...,n}
i=1

Atendendo & definicion de subespazo vectorial, elixamos dous vectores
calquera de ese conxunto

7= At;con) €R, Vi=1,...n}
=1

n
i=Y &#;cond; €R, Vi=1,...,n}
i=1

e comprobemos que calquera combinacion linear deles, esta no conxunto.
En efecto: Ya, S € R,

i=1 i=1

n

— (ia )\1-61) + (i@ 5@-) = ia Aill; + B 8t = Y _(a A + B 6;)7;
=1 =1 =1

=1
que é o que queriamos obter, unha combinacion linear da familia de vectores
Uy e e v Une O
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Definicion 4. Sexa S = {v4,...,0,} C V; V e.v. sobre R. Ao subespazo de
todas as posibles combinacions lineares dos vectores de S denotarémolo por
< A{v1,...,U,} > e diremos que:
— S é un sistema de xeradores de < {vy,...,0,} >,
— < {#1,...,9,} > é o subespazo xerado por S,
— ese < {#,...,U,} >=V, enton dise que S é un sistema de xeradores
de V ou que V estd xerado por S. E dicir, calquera vector de V se pode
pofier como combinacion linear dos vectores de S.

Definicion 5. Un e.v. V sobre R dise de tipo finito se esta xerado por un
numero finito de vectores, é dicir, se V posue algtn sistema de xeradores finito.

Exemplo2. — R coas operaciéns habituais de suma e produto de
numeros reais, é un espazo vectorial de tipo finito, xa que por exemplo

R=< {1} >

— RR? coas operaciéns habituais de suma e produto de vectores, é un
espazo vectorial de tipo finito, xa que por exemplo

R? =< {(170)7 (Oa 1)} >

A idea que imos a presentar a continuacion, entre outras cousas,
xeraliza a familias de mais de dous vectores a idea intuitiva que temos en
R? e R? de vectores non multiplo un do outro,

Definicion 6. Sexa (V,+,-R) e.v. Dados #y,...,9v, € V diremos que
v1,...,Un, SON linearmente independentes se a Unica combinacion linear
deles igualada a cero é aquela na que todos os escalares son cero, é decir

M-+t Ay T=0=A=Xd=...=), =0

Se esta implicacién non é certa diremos que os vectores son linearmente
dependentes.’

A anterior clasificacion dos conxuntos de vectores en linearmente
dependentes ou independentes, utilizarémola para asociar, a cada familia, un
numero

Definiciéon 7. Sexa V unev. e F = {¥,...,0,} C V un conxunto de
vectores. Chamamos rango de F' ao maior numero de vectores linearmente
independentes de F'.

Propiedades 1. (propiedades da dependencia e da independencia linear)
Sexa (V,+, R) e.v.

a) O conxunto de vectores S = {vy,...,0,} € un conxunto de vectores

linearmente dependente se e s6 se algun dos vectores se pode escribir

"Propofiémoslle ¢ alumnado que demostre que se dous vectores son linearmente
dependentes, entén son multiplo un do outro.
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b)

como combinacion linear dos restantes.

En efecto, si S é unha familia de vectores linearmente dependentes
entoén, dacordo coa definicion, calquera combinacion linear dos seus
elementos igualada 6 vector 0 ten algun escalar non nulo

M4+ Tn=0=X\#0

para algun indice i € {1,2,...,n}. Xa que \; € R e \; # 0, entén existe
A 1 ¢ R. Se multiplicamos a combinacién linear anterior por este factor
MNP T4 AN T A T,) =0

obtemos

—1 . ..
donde oj =\ "XNjparaj#i, j=1,...,n

E xa podemos escribir o vector v; como unha combinacion linear dos
restantes,

—

U =(—a1) U1+ ...+ (—ap) - Uy

A demostracion en sentido inverso queda como exercicio do alumnado.

O

Se w € V se pode escribir como combinacién linear de vy, . . . ,v,, e estes
a stia vez se poden escribir como combinacion linear doutro conxunto de
vectores iy, ..., U,, enton w pode expresarse como combinacion linear
do conxunto de vectores iy, . . ., ip.
Neste caso sabemos que

n

w = Q5 UZ'

=1
eque,paracadai=1,...,n

p

U= Bij -
j=1
entén temos
n p P n
= i | Y By | =D | D iy |
i=1 j=1 j=1 \i=1
polo que
p n
W= Zu] Uj con pj = Zazﬁu
j=1 i=1
O

UNIDADE DIDACTICA Il. Vectores e xeometria no espazo - 13



¢) Se S é un conxunto de vectores linearmente iindependentes e ¥ non se
pode escribir como combinacion linear dos vectores de S, entén S U {v}
é un conxunto de vectores linearmente independentes.? O

Agora que xa sabemos que un espacio vectorial real de tipo finito esta
xerado por un conxunto finito de vectores e estamos familiarizados coas ideas
de dependencia e independencia linear, veremos que € moi util minimizar o
numero de vectores de ese conxunto xerador. Esta minimizacion do numero
de vectores necesarios para xerar 0 espazo (ou subespazo) vectorial ten moito
que ver coa idea de independencia linear dos vectores e co concepto de base
dun espazo (ou subespazo) vectorial.

Definicion 8. Sexa V un e.v. real de tipo finito, diremos que B = {¥,...,V,}
é unha base de V se e sé se

— B é un conxunto de vectores linearmente independentes

— B é un sistema de xeradores de V

Observacién 2. 3

— As bases dun espazo vectorial real de tipo finito son un conxunto minimal
de sistema de xeradores.

— As bases dun espazo vectorial real de tipo finito son un conxunto
maximal de vectores linearmente independentes.

— Todo espazo vectorial real non nulo de tipo finito posue algunha base.

— Todas as bases dun espazo vectorial rea V # {0} de tipo finito tefien
igual numero de vectores. A ese numero chamase dimension do espazo
vectorial V. Por convenio, dise que o espazo vectorial V = {0} ten

dimension 0. B

— Sexa V un espazo vectorial de dimV = n, e sexa B = {¥y, ¥a,...,Un} C
V' un conxunto de vectores linearmente independentes, enton B é unha
base de V. B

— Sexa V un espazo vectorial de dimV = n, e sexa B = {01, 0a,...,0,} C
V' un conxunto de vectores sistema xerador de V enton, B é unha base
deV.

— Sexa V' un espazo vectorial de dimV = n. Sexa F' C V un subespazo
vectorial de V. Entdn, dimF < n e no caso de que dimF = n, entdn
F=V.

A primeira consecuencia: si temos unha base dun espazo vectorial real
de tipo finito, temos un sistema de vectores 6 que referenciar todos os vectores
do espazo vectorial de xeito unico.

Teorema 3. Se B = {#1,...,U,} C V é unha base deV, calquera vector pode
expresarse de xeito inico como combinacion linear dos vectores de B, isto é;
para cada v € V existen A1, ..., \, € R Unicos, tales que

n
U= E YR
i=1

2 proba de esta propiedade queda como exercicio para o alumnado
3As demostracions destes resultados poden verse en (POOLE, D. 2005), por exemplo.
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Demostracion 3. Suporemos que esa unicidade dos escalares non é certa;
isto é:

n n
6:2)\1--171-96:2:%%1- con algun \, # «,
i=1 i=1

Pois ben, sumandolle 6 primeiro o oposto do segundo

6:i)\i'ﬁi_iai'ﬁi:io‘i_ai)'ﬁi
i=1 i=1

i=1

e temos unha combinacion linear dos vectores da base B igualada 6 vector 0
con algun escalar non nulo, pois \,. # «,. Isto implica que B é un conxunto
de vectores linearmente dependentes, o cal entra en contradicion coa nosa
hipdtese de que B é unha base do espazo vectorial. Polo tanto,

)\i:aiVizl,...,n
O

Unha vez elexida unha base, ista unicidade dos escalares que permiten
escribir calquer vector do espazo vectorial como combinacién lineal dos

vectores de dita base, da lugar 6 concepto de coordenadas dun vector
respecto dunha base.

n

Definicion 9. Se B = {#,...,7,} é unhabase de Ve cVéi =Y \ -7,
=1

0s escalares \1,..., )\, reciben o nome de coordenadas de v na base B, e

soe escribirse v = (\1,...,\n)B-

3 Xeometria Euclidiana

Nesta seccion, continuamos co noso proceso de abstraccién de conceptos
que son ben cofiecidos no caso dos vectores xeométricos, para poder
aplicarllos 6s espazos vectoriais en xeral. A abstracion de espazo vectorial
tan so partiu das propiedades da suma de vectores e de produto por un
escalar. Agora queremos poder medir os vectores e mirar o angulo que
forman. Dotaremos a estructura abstracta de espazo vectorial destes dous
conceptos utilizando o concepto de produto escalar ou produto interior definido
no espazo vectorial real V.

3.1 Produto escalar. Espazo euclidiano

Definicién 10. Dado un espazo vectorial real V, chamaremos produto
escalar sobre el a calquera aplicacion

() VxV = R
(@,5) ~ (a,7)
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que lle asocie un nimero real a calquer parella de vectores de V, satisfacendo
0s seguintes axiomas:

(if, B) = (¥, i) Vi, i€V
(i, 0 + @) = (4,7) + (@,@) Va,7,7 €V

(A, ¥) = N, V) Vi, 0 eV, YAeR
(it i) > 0 Vi eV

(i) =0 d=0

Propiedades 2. Da axiomatica anterior deducense, entre outras, as seguintes
propiedades: *

3. (7,0)=0 VYaeV
Trivialmente:

-, -, —, —, -,

e polo tanto (i, 0) = 0. O
4. SeVo eV, (i,7) =0=1u=0.

Como a hipotese é certa para todo v € V, tomemos v = 4. Neste caso

teremos (i, i) = 0, que polo ultimo axioma da definicién de produto

escalar implica u = 0. O

Definicion 11. O espazo vectorial V dotado dun produto escalar recibe o
nome de espazo vectorial euclideo.

Consideremos alguns exemplos nos que deberemos comprobar que
realmente se verifican os axiomas da definicién de produto escalar.

Exemplo 3. No espazo vectorial R™ coas operaciéons suma e produto por un
escalar habituais, podemos definir o produto escalar usual:

(U,0) =U-V=a1y1 + T2Y2 + ... + TnYn
sendo @ = (x1,22,...,Zn) € 0= (Y1,Y2,---,Yn)

Exemplo 4. No espazo vectorial M3x2(R) coas operacions suma e produto
por un escalar habituais, podemos definir o produto escalar:

(A, B) = a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22bae

A(au a12) B<b11 b12)
as1 Aa92 b21 b22

4Proponse como exercicio a demostracién das propiedades 1 e 2.

sendo

16- UNIDADE DIDACTICA Il. Vectores e xeometria no espazo



3.2 Norma dun vector

Agora xa estamos en condiciéns de definir os conceptos de lonxitude dun
vector e, a partires deste, o concepto de distancia.

Definicion 12. Chamamos norma asociada a un produto escalar en V a
aplicacion:
-1V — RtuU{o}
i~ ] = ++/(d, @)

Debemos notar que a definicion de norma estd intrinsecamente
relacionada coa de produto escalar. Cada produto escalar definido en V ten
unha norma asociada.

Propiedades 3. ° Dados i,7 €¢ V ea € R

1. JJu]| >0 VaeV 4. ||d|]? = (i, @)
2. |i|=0=d=0 5. |(u,v)| < ||@]|| ||7]| (desigualdade de Schwartz)
3. ||| = ||| 6. 4. ||[u+ V|| < ||@]| + ||7] (desigualdade triangular)

Observacion 3. Se consideramos R"™ coas operacions e produto escalar
habituais e consideramos i = (uq,...,u,) € R, a expresion analitica da

norma é, neste caso:
]| = +y/uf+...+u2.

Que tamén é cofiecida como médulo do vector i e denotado |i| en moitas
ocasions.

3.3 Angulo entre dous vectores. Ortogonalidade.

Definicion 13. Dados os vectores i, v € V non nulos, chamamos angulo
determinado por u e v ao tnico numero real ., 0 < o < w tal que:
(1, V)
COSx = w5
(12|

onde o angulo o non é un angulo orientado, xa que cos o = cos(—a).

Observacion 4. En R™ coas operaciéns e produto escalar habituais,
cofiecidos os vectores i = (uy,...,u,) € ¥ = (v1,...,v,) 0 @ngulo entre os
dous vectores ven dado por

(a,v) U1V + ...+ Uupv,
[alll7]  u? 4 e+ 02

Definicion 14. Sexa V' un espazo vectorial no que temos definido un produto
escalar e a stia horma asociada.
1. Dise que dous vectores ¥ e i son ortogonais (£ L §) se (Z,y) = 0.

Cosx =

5As demostracions das propiedades 1, 2, 3 e 4, o alumnado debe tentar facelas. As de 5 e 6
poden consultarse, por exemplo, no libro de Poole (2005).
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2. Un vector & é ortogonal a un subespazoU de V (Z L U) se & é ortogonal
a todos os vectores de U.

3. Un conxunto de vectores S = {¥,0s,...,70;} de V é ortogonal se
<17i717j> = 07 Vi 7é ]
4. Un conxunto de vectores S = {¥},¥s,...,0;} de V é ortonormal se é

ortogonal e ||v;|| =1, Vi =1,2,... k.

Observacion 5. Os vectores de norma 1 chamanse vectores unitarios. De
cada vector v # 0 pode obterese un vector unitario 1 coa sua mesma direccion
e sentido sen mais que multiplicar v polo escalar inverso da sta norma

1

e
17

W= 0]
Non é complicado probar que para que un vector sexa ortogonal a un

subespazo de dimensién finita, € necesario e suficiente que sexa ortogonal a
calquera das suas bases; tal e como se enuncia na seguinte proposicion:

Propiedades 4. 8 Sexa U/ un subespazo dun espazo vectorial V e sexa B =
{tl1,Us, ..., Uy} unha base de U. Un vector ¥ € V é ortogonal a U se e so se
<f,ﬁi> ZO, Vi = 1,2,...,p

3.4 Produto vectorial

Restrinxindonos ao espazo tridimensional R?, definimos agora unha
ferramenta moi utilizada na fisica: o produto vectorial.

Definicion 15. No espazo vectorial R3, definimos produto vectorial como a
aplicacion x:
x:R*xR¥® — R?
(#,0) ~ UxT
onde o vector i x v é tal que:
1. |d x 9] = ||d|| ||V]] sen(i v), donde ( ¥) denota o angulo que forman
os vecfores i e v

2. ||i x U|| é ortogonal a i e ¥
3. A orientacion de (i, U, 4 x ¥) seque a «regra da man dereita»

A
LY
i\\[i,:;; /,,.a-""’/’
A
\ 3/

b
4
4

Figura 2: Regra da man dereita

60 alumnado debe demostrar esta proposicién como exercicio
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Proposicién 1. Se en R® consideramos a base canénica B = {é, 5,3}
respecto & que i = (u1,us,us) € v = (v, v, vs), €nton:

Uz U3
V2 U3

Uy us
v U3

Uy U2
U1 V2

—

€1 —

—

€9 +

—

UX VT = €3

Co dito ata agora, non é dificultoso probar as seguintes

Propiedades 5. Para calquera vector i, v,w € R3 e o € R temos:

— UXU=—-Ux1d
— (atl) x ¥ =14 x (a?) = i X 7)
— UX (U+ W) =uxT+uUxW

— Se i e ¥ son l.i. entén {ii, 7, @ x ¥} son unha base de R3

— i@ x 92 = ||a@l?|5])® - (@)

— O valor ||i x U|| representa a area do paralelogramo de lados non
paralelos i e v

4 R?e R? como espazos afins

En todo o que resta de unidade, consideraremos en R? e R3 os vectores
referidos a base canodnica correspondente.

Definicion 16. Dados dous puntos P e () definese o vector PQ := OQ — OP.

A 27— %: — —
U=0P=P=(a,}) 3=0P=P—(a,b,c)
b P
R
0 a >
Definicion 17. — Recta en R2. A recta r que pasa por P = (p1,p2) e ten

como vector director v = (vy,vy) é:

r = {QeR*/OQ=0P+\-7/\eR}
= {(x,y) €R* / (x,9) = (p1,p2) + A~ (v1,02)}

— Recta en R®. A recta r que pasa por P = (p1,p2,p3) € ten como vector
director v = (v1, ve,v3) é:

r = {QeR’/OQ=0P+\-7/)eR}
= {(Ivyvz) € R? / (x,y,z) = (p17p27p3) +A- (1)1,1)2,’03)}
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— PlanoenR3. O plano w que pasa por P = (p1, p2, p3) € ten como vectores
directores v = (v, va,v3) € W = (w1, wa, w3) €:
T = {QeER*/OQ=0P+A\ -T+X @/, s €R}
= {(z,y,2) €R® [ (,y,2) = (p1,p2,P3) + A1 - (v1,v2,03) + Az - (w1, w2, w3)}
Observacion 6. A contunuacion resumimos os diferentes tipos de ecuacions

as que dan lugar as definiciéns vectoriais anteriores.
— Ecuaciéns da recta en R?:

Paramétricas Continua Reducida
T = p1+ A T—p1 _ Y—p2
= = axr + b
Yy = p2+ vy U1 Vg Y

Neste ultimo caso, a ecuacion reducida dunha recta en R? o parametro
a recibe o nome de pendente da recta pois correspondese co valor da
tanxente do angulo que forma o vector director da recta coa direccion
positiva do eixo horizontal. Asi falase da ecuacion punto-pendente
da recta: a ecuacion da recta que pasa polo punto (zg,y0) € ten por
pendente a é

y—yo = a(z —x0) =y = ax + (yo — axg)

escrita en forma reducida.
— Ecuaciéns da recta en R3:

Paramétricas Continua Reducidas
= A
v P14 av T—p1  Y—p2  Z—D3 T = az+b
y = p2tive v v v y = cz+d
z = Dp3+Avg 1 2 3

— Ecuaciéns do plano en R3:

Paramétricas Reducida
T = p1+Av+ dwr
Y = P2+ Avs + Aawe ar +by+cz=d
z = ps+ Avs+ Aws

4.1 Distancia entre dous puntos

Definicion 18. Sexan A e B dous puntos do espazo afin R? ou R3. Definese
a distancia entre A e B como

d(4,B) = | AB||

Observacion 7. — Se A € R? e B € R? tefien coordenadas, A = (a1, az)
e B = (b, b2) entén

d(A,B) = +/(b1 — a1)? + (bs — as)?
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— Se A € R® e B € R? tefien coordenadas, A = (a1,as,a3) € B =
(b1, b2, b3) entén

d(A, B) = /(b1 — a1)? + (b — a)? + (bs — a3)?

Partindo das nocions de norma e produto escalar vistas con
anterioridade, prébanse facilmente as seguintes

Propiedades 6. Dados A, B,C € R? ou R?
1. d(A,B) >0 4. d(A,B) < d(A,C) +d(C,B) (desig. triangular)
2.d(A,B)=0& A=B
3. d(A, B) = d(B, A)

ANEXOS

Boletin de exercicios

1. No conxunto R? = R x R definense as seguintes operacions:

Suma +: (z,y)+ (2',y) = (x+2,y+y)
Produto -R:a(z,y) = (az,ay)

Estudar se a terna (R?, +, -R) é un espazo vectorial.
2. Idem coas operacions:

Suma +: (z,9)+ (¢',y) = (z+2",y+vy)
Produto -R:a(z,y) = (az,0)

3. Sexa Ry[x] = {a + bx + cx?/a,b,c € R}. Demostrar que coas seguintes
operacions € un espazo vectorial sobre R.

Suma :(a+bx+cx?)+ (d/ +Vr+2?) = (a+d)+ O+ 4 (c+)x?
Produto :a-(a+bx+cr?) = aa+abr+acz? a€R

4. Estudar se os seguintes conxuntos son subespazos de R?:

a) W ={(a,b,0)/a,b € R} b) W = {(a,b,2)/a,b € R}

)W ={(a,b,c)Ja+b+c=0;a,b,ce R}y d)W ={(a,b,c)/a+b+c=4;a,bceR}
e) W = {(a,0,0)/a € R} )W ={(a,3,3)/a € R}

g) W ={(a,b,¢)/a=b+c;a,b,c € R} h)y W = {(a,b,¢)/a® + b* + ¢* > La,bc e R}

VW = {(a,b,¢)/Ja+b+c>0;a,b,ccR} KW ={(a,b,c)/a+b=0 sc=2b a,bc€ R}

5. Pon un exemplo dun subespazo (W) vectorial de R* de dimensién 2
cumplindo alomenos a seguinte restricién: a segunda coordenada € o
triplo da terceira. Da unha base dese subespazo

6. Estudar se o seguinte conxunto é subespazo de Ry |x]:

Ri[z] = {a+bx/a,b e R}

UNIDADE DIDACTICA Il. Vectores e xeometria no espazo - 21



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Estudar a dependencia ou independencia linear dos vectores de R?:

a) U= (1a 17_1);6: (2,2,0);117 = (_17_1’ _1)
b) @=(2,1,-3);7=(4,20);7 = (2,-1,2)

. Estudar a independencia linear dos vectores de Rj[x]:

a) {l,z,2% 2%
by {L,1+z,1+x+2%1+x+2%+2%)
¢) {1+z1—z+2%4+227%)

. No espazo vectorial R* considérase o conxunto

M = {(x1, 22,23, 74) /71 + 22 + 23 + 24 = 0}

a) Demostrar que M € un subespazo vectorial de R* .
b) Achar en M tres vectores i, ©, @ que sexan linearmente
independentes, e demostrar que todo vector de M se pode escribir como
combinacion linear de i, ¥, w.
Se Z, i, 7 € V son vectores linearmente dependentes:
a) Pddese asegurar que & depende linearmente dos outros dous?
b) Pddese asegurar que un dos tres vectores é combinacion linear dos
outros dous?
Obter unha base e determinar a dimension dos subespazos do exercicio
4,
Demostrar que o subespazo W = {(a,b,0)/a,b € R} de R? esta xerado
polos vectores @ = (1,1,0) e ¥ = (1,0,0). Construir unha base de R?
que contena a base de W formada por @ e .
Sexa V' un espazo vectorial sobre R. Sexa 1, s, ..., 4, un conxunto
de vectores linearmente independentes. Demostrar:
a) {a1ts, iy, ..., iy /a1, o, ..., a, # 0} € un conxunto de vectores
linearmente independentes.
b) {@,u, +us, ..., 41 + ...+ 1, } € un conxunto de vectores linearmente
independentes.
Da un conxunto de 3 vectores non nulos de R3 (A) linearmente
dependentes e un exemplo dun conxunto de 3 vectores de R? (B) que
non sexan sistema de xeradores:
Nunha certa base B = {é&,¢é»,€5,€4} do espazo vectorial real E, un
vector « tén por coordenadas (3,1,2,6)5. Calculense as coordenadas

de « noutra base B = {3, u2, U3, @4} NA que 0s vectores verifican:

— — —

Uy = €1 + €, Uy =2 — €1, Us=~€y—€3, 1Us=2¢ —¢e
Sexa V un e.v. sobre R no que se verifica que ai + b7 + ¢ = 0, sendo
u, U, W eV,ea,b, ceR/a,b+#0. Demostrar que ({u,w}) = ({¥,w}).
Sexan U e W os seguintes subespazos de R*:

U={(a,b,c,d); b+c+d=0}, W =A{(a,b,c,d); a+b=0, c=2d}.
Achar unha base e a dimension de U e .
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18.

19.

20.
21.

22.

23.

24,

25.

26.

Dados os vectores @ = (—1,2), ¥ = (4,6), ¥ = (3,—-1,-5) e & =
(6, —2, 3), calcula as seguintes cantidades:

) 17| e [|7]].

Determina se o seguinte conxunto de vectores é un conxunto ortogonal
{(33 L, 1) (717 2, 1) (71/2a 2, 7/2)}
Determina o angulo que forman os vectores @ = (2,-1,1) e ¥ = (1,1, 2).
Determina o valor de m para que:

a) os vectores (1,4) e (—1,m) sexan perpendiculares,

b) os vectores (m, —2) e (3,2) sexan paralelos.
Dados os vectores @ = (2,—1,2), ¥ = (0,1,7) e & = (1,4, 5) calcula as
seguintes cantidades:

a) U x W,

b) (¥ x ¥) x (¥ x o),

c) (4 x ) — 2,

d) @ x (7 — 2w).
A area dun triangulo de vértices A(a1,as,as), B(b1,ba,bs3) € C(cy,ca,c3)
vén dada por

Area(T) = %HA? x AC|.

Calcula a area do triangulo que ten como vértices
P(2,0,-3), Q(1,4,5), R(7,2,9).
Dados P = (1,0), Q@ = (-1,2), @ = (1,—1) e ¥ = (3,—2), atopar as
ecuacions paramétricas e cartesianas das seguintes rectas e debuxalas:
i) recta que pasa por P e ten como vector directo 24,
ii) recta que pasa por P e ten como vector directo @ + ¥,
ii) recta que pasa por @) e ten como vector directo @ — 27.
Sol: i) Param z = 1+ 2t, y = —2t, Cartes x +y — 1 = 0. ij) Param
x =1+ 4t, y = —3t, Cartes 3x + 4y — 3 = 0. iii) Param ¢z = —1 — 5t,
y =2+ 3t, Cartes 3x + 5y — 7 = 0.
Determinar a posicion relativa dos seguintes pares de rectas e atopar o
punto de interseccion se € que se cortan
a) (z,y) =(2,1) +t(1,1) e (z,y) = (1,0) + s(=5, =5),
b) r+y=1e2x—y =2,
c) 2z —y=4e (z,y) =(2,0) +t(—2,—4),
d) (z,9) = t(~1,2) & (z,y) = (1,0) + 5(2,3).
Sol a) coinciden, b) cortanse en (1,0), c) coinciden, d) cértanse en
7 )
Atopa7r as ecuacions paramétricas e cartesianas das seguintes rectas,
comprobando o resultado se se cree posible
a) paralelaa (z,y) = (3,3) +t(2,1) que pasa por (1,0),
b) paralela a 2o — y = 5 que pasa por (1, —2),
c) pasa polo punto (-2, —3), e é paralela a recta que cruza és puntos
(1,0) e (0,1).

UNIDADE DIDACTICA Il. Vectores e xeometria no espazo - 23



Sol: a) Paramx = 1+2t, y = t, Cartesx—2y—1 = 0. b) Param x = 2++t,
y = 2t, Cartes2x —y —4=0. ¢c) Paramx = -2 +t,y = —3 — t, Cartes
z4+y+5=0.

27. Dados P = (1,1,-1), @ = (0,1,2), w = (—-1,2,0) e ¥ = (1,—1,-1),
achar as ecuaciéns paramétricas e cartesianas das seguintes rectas en
R3, e debuxalas:

a) recta que pasa por P con vector director @ — 7,

b) recta que pasa por P e Q,

C) recta que pasa por @ é vector director 3v.
Sol:a)x=1-2t,y=1+3t, z=—-1+t, b)x=1+t,y=1,2=—1-3t,
Cx=t,y=1—t, z2=2—1.

28. Dadas as seguintes rectas de R?, determinar a stia posicion relativa e,
se se cortan, o punto de interseccion:

a) (z,y,2) =(-1,2,1) +t(4,3,2) e (z,y,2) = (0,1,0) + s(1, 3, 2),

b) (z,y,2z) = (0,1,5) +t(1,3,-2) e (z,y,2) = (5,5,3) + s(4,1,0),

C)2r4+3y—z=3,x—3z=4ex+y=2,y—2z=—1.

Sol: a) crizanse, b) cértanse en (1,4,3), c) cortanse en (13/4,-5/4,-1/4).
29. Achar a ecuacién da recta paralela a de ecuaciéns 3z —y + z = 1,
x + y — 3z = 0 que pasa polo punto (1,1,1).
Sol:x=1+%5y=1+3% 2z=1+t
30. Dados P = (1,2,3), Q@ = (-1,-2,-3), R = (0,1,-1), @ = (0,1,-1)
e ¥ = (5,1,2), achar as ecuacidons paramétricas e cartesianas dos
seguintes planos:
a) plano que pasa por P, Q e R,
b) plano que pasa por P e R e é paralelo a recta que pasa por @ e ten
a u — ¥ como vector director,
c) plano que contén a R na direccion de « + 2 e 24 + .

r = t—s
Sol: a) y = 1+t—3s ,
z = —=1+4t—2s
r = 1—t+5s
5 —y—2z =20. b) y = 2—t , 3x 4+ 17y — 5z — 22 = 0.
z = 3—4t+3s
r = 10t+ 5s
) y = 143t+3s ,3z—5y—52=0.
z = —14+3t
31. Determinar, se é posible, a seguinte interseccion de pares de planos en

R3:
a)x—y+z=1e2x+2y—3z=4,
b) (z,y,2) =t(1,1,-1)+s(0,1,-2) e (z,y,2) = (0,1,0)+1(0,1, —1) +
m(2,3,5),
c) (z,y,2) =(2,3,1) +t(0,1,2) + s(3,1,-5) ex — 6y + 32+ 1 = 0.
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32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

r o= 343 x =t
Sol: a) y = —s+3, b y = 1-3t , ¢
z =t z = 24Tt
z = 0
y = t .
z o= —3+2t

Consideremos os puntos de R*: A = (a1, as,a3), B = (b1, by, b3) € C =
(c1,c2,c3). Demostrar que, se A, B, e C non estan alineados,
a) a ecuacion do plano cos contén é:

xr —ax Yy —as Z — asg
bl—al bQ—ClQ b3—a3 =0

Ci1 —a1 Cyp—az C3 —as

b) a ecuacion do plano cos contén pode escribirse:

1 =z vy =z
1 ay az as -0
1 by by b3
1 C1 C2 C3

Demostrar que a condicion de que catro puntos de R? dados por P, =
(w1,91,21), Po = (22,92, 22),P3 = (23,93,23) € Py = (24,4, 24) S€XAN

1 oy oz 1
. . To Y2 22 1
coplanarios é que =0
P q x3 ys 23 1
Ty ys 24 1
Dado o triangulo de vértices P, = (z1,11), P» = (z2,42), P53 = (x3,y3)
1 X1 Y1
demostrar que a sua area vén dada pola formula A = % 1 29 1y
1 x5 ys3

Pon un exemplo de tres rectas perpendiculares entre si en R?

En R?, dados os puntos A = (1,3,5) e B = (-2,4,1), Achar as
coordenadas dun punto C, pertenecente 6 plano OX — QY de tal xeito
que os tres puntos estean alineados.

Sol: C:(—14—1, %,0).

Estudar as posicions relativas dos seguintes planos en R3:

ar+y+z = 1
r+ay+z = 1
r+y+az = 1

Sol: Se a =1 os tres planos son coincidentes, se a = —2 Os planos non
se cortan nunca (os tres & vez) e non son paralelos, se a = 1 e # —2
cortanse nun sé punto.
Considéranse as rectas %1 = yT“ =244 %2 =% =2+3
(a) Discutir segundo os valores de « cando as rectas son paralelas,
cando se cruzan ou cortan.

(b) No caso de que se corten dar a ecuacion do plano que determinan.
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Sol: Se a = —23 cortanse no punto P = (£2,2,—18) se o # —23 as
rectas cruzanse.
39. En R3 considéranse os catro planos seguintes:
r+3y+z2z+4=0 rT+6y+224+8=0
r+4y+6=0 z+8y+22+10=0
Achar os vértices do tetraedro no que as caras son os planos dados.
Sol: A = (-2,-1,0), B = (0,-3,4), C = (-3,-35',2) e D =
(0,—1,—1) .

AVALIACION

Ainda que non se fara unha avaliacion diferenciada de esta unidade
didactica, o alumnado conta, no curso virtual asociado, con cuestionarios
especificos xerados aleatoriamente a partir de unha base de preguntas tipo
test que abarcan todos os contidos da unidade didactica. Con isto buscamos
que o alumnado obtefa informacion sobre o seu nivel de cofiecementos
adquiridos da unidade e localice os contidos sobre os que necesita seguir
traballando.

O alumnado sera evaluado polo profesor dun xeito global pero
continuado, mediante un calendario de probas escritas detallado na
programacion da materia completa, nas que as cuestidons/problemas
relacionados cos contidos desta unidade procuraran avaliar os obxetivos
sinalados na seccion correspondente desta unidade.
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