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analisis matemaético.

En este trabajo se revisaran los resultados sobre la convergencia puntual y uniforme de
sucesiones funcionales (estudiados en la materia de Series funcionales e integracion de
Riemann en varias variables reales) para, después, probar el teorema de aproximacion
de Weierstrass. Dicho resultado establece que cualquier funcién continua definida en un
intervalo compacto se puede aproximar uniformemente por una sucesién de polinomios.
Ademas, se estudiaran algunas generalizaciones de dicho teorema, como por ejemplo, el

teorema de Stone-Welerstrass.
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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es demostrar el teorema de aproximacion de Weierstrass
de maltiples alternativas, en las que se usaran los polinomios de Bernstein y el teorema de
Fejér. A continuacion, se demostraré el teorema de Stone-Weierstrass, una de las generalizaciones
méas importantes del teorema de Weierstrass. Finalmente, se aplicara el teorema mencionado

anteriormente para probar el teorema de Cauchy-Peano.

Abstract

The main objective of this paper is to prove the Weierstrass approximation theorem of mul-
tiple alternatives, in which Bernstein polynomials and Fejér’s theorem will be used. Next, the
Stone-Weierstrass theorem, one of the most important generalizations of the Weierstrass theorem,

will be proved. Finally, the above theorem will be applied to prove the Cauchy-Peano theorem.
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Introduccion

El teorema de aproximacion de Weierstrass, desarrollado por el notable matematico aleman
Karl Weierstrass en la segunda mitad del siglo XIX, es un hito en el campo del anélisis mate-
mético que ha dejado una marca significativa en la historia de las matemaéticas. Este teorema
marcé un antes y un después en el desarrollo del anélisis matematico y sent6 las bases para
numerosas investigaciones y aplicaciones posteriores. También revolucioné nuestra comprensiéon

de las funciones continuas y su aproximacién mediante polinomios.

El matematico aleman Karl Weierstrass (1815-1897) fue reconocido por su rigor y precision en
el analisis matemético. Sus trabajos y contribuciones reflejaban su enfoque detallado y riguroso, y
fue en este contexto donde desarrolld y demostro el teorema de aproximacion que lleva su nombre.
El teorema de Weierstrass tuvo muchas aplicaciones préacticas y fue un logro teérico notable ya
que sus efectos se extendieron a una amplia gama de disciplinas cientificas e ingenieriles. El
teorema de Weierstrass, por ejemplo, sirvié como base sblida para el desarrollo de métodos de
aproximacion de funciones en la computacién y el procesamiento de senales por lo que este
teorema ha sido fundamental para el estudio y la modelizaciéon de fenémenos fisicos complejos
en la fisica matemaética, ya que permite aproximaciones precisas de las funciones que describen

estos fendémenos.

Al examinar la evolucién del teorema de aproximacién de Weierstrass, es crucial resaltar
los factores que contribuyeron a su creaciéon. Antes de Weierstrass, otros mateméaticos como
Cauchy, Fourier y Dirichlet habian hecho contribuciones significativas a la investigacion de las
series de Fourier y las expansiones en polinomios. Estos progresos pusieron las bases del trabajo
de Weierstrass y ayudaron a comprender las funciones continuas y su aproximacién mediante
polinomios. Sin embargo, Weierstrass construyd una sucesiéon de polinomios convergentes a una
funcién continua dada utilizando herramientas del analisis matemético, como la teoria de series
y el concepto de continuidad uniforme, para demostrar el teorema. Su demostraciéon, basada en
técnicas de aproximacion rigurosas y métodos constructivos, fue un logro en si misma y consolido

su reputacién como uno de los mateméticos mas destacados de su época.

En el presente trabajo se realizard un estudio exhaustivo sobre el teorema de aproximaciéon
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X Introduccion

de Weierstrass, el cual sera estructurado en cuatro capitulos distintos.

El primer capitulo de este trabajo se dedicara a la exposiciéon de los conceptos fundamentales
que serdn necesarios para comprender los capitulos subsiguientes. En particular, se prestara
especial atencién a las sucesiones funcionales, dado que la nocién de convergencia uniforme
desempena un papel crucial en el desarrollo del tema. Asimismo, se abordara de manera concisa

el estudio de las series funcionales.

El segundo capitulo, el mas extenso del trabajo, se enfoca en los polinomios de Bernstein, los
cuales desempefnian un papel fundamental en la demostraciéon del teorema de aproximacién de
Weierstrass. Este teorema establece que toda funcién continua definida en un intervalo compacto
puede ser aproximada de manera uniforme por polinomios en el mismo intervalo. A continua-
cion, se presenta una demostracion alternativa del teorema de Weierstrass utilizando el teorema
de Fejér. Previamente, se introducen conceptos béasicos sobre series de Fourier. Finalmente, se

demuestra el teorema de aproximacion de Weierstrass mediante un enfoque mas elemental.

En el tercer capitulo, se presenta la generalizacién mas significativa del teorema de apro-
ximacion de Weierstrass, conocido como el teorema de Stone-Weierstrass. En este capitulo, se
sustituye el intervalo [0, 1] por un espacio topologico compacto denotado como X. Se enunciara
y se demostrara dicho teorema, el cual establece que si una subalgebra A de C(X) (el espacio
de funciones continuas en X) contiene funciones constantes y separa los puntos de X, entonces
la clausura de A (denotada como A) es igual a C(X), es decir, A es un subconjunto denso de

C(X). Ademaés, se exploran las consecuencias y aplicaciones de este teorema.

En el ultimo capitulo, se abordara una aplicaciéon del teorema de Stone-Weierstrass en el
ambito de las ecuaciones diferenciales para demostrar el teorema de Cauchy-Peano a partir del

teorema del teorema de Picard-Lipschitz.



Capitulo 1
Conceptos previos

En este primer capitulo vamos a introducir conceptos de series funcionales que seran necesa-

rios posteriormente y que podemos encontrar en [1].

1.1. Sucesiones funcionales

Definicién 1.1. Sean £ C R y F el conjunto de todas las funciones reales definidas en E. Una
aplicacién
neN— f,eF

se denomina sucesion de funciones definidas en E y se denota por { f,}nen.

Para cada n € N, la funcion f,, : E — R se denomina término n-ésimo o (término general)

de la sucesion funcional {f, }nen.

Ademés, es evidente que para cada x € F, la sucesion anterior da lugar a una sucesion de

nameros reales.

Definicién 1.2. Sean F C Ry f, : E — R con n € N. Diremos que la sucesion {f,}nen
converge puntualmente a f en E si, para cada x € E, la sucesion numérica { f,,(x)}nen converge
a f(z), es decir, si para cada z € E, 3 lim,_,oo{fn(z)} = f(), lo que se denotara por f, 2 f
en F.

En otras palabras, la sucesion {f,}nen converge puntualmente a f en E si se cumple la

siguiente condicién:
VreE VYe>0 IN(g,z) eN|n>N(g,z),ne N=|f,(z) — f(z)| <e.

En ese caso diremos que f es el limite puntual de {f,}nen en E.

1



2 1. Conceptos previos

Definiciéon 1.3. El conjunto C' = {z € E : 3 lim f,(zr) € R} se denomina campo de conver-
n—oo
gencia de la sucesion funcional {f,,(z)}nen y ademas es el mayor subconjunto de E en el cual la

sucesion es puntualmente convergente.

Si C # 0, la funcion limite puntual de la sucesion funcional { f,, }nen es la siguiente funcion:
fixeC— f(x):= lim fn(z) .

Ejemplo 1.4. Para cada x € R, tenemos que f,(xz) = 2" solo converge puntualmente en el
conjunto C' = (—1,1], siendo f(x) =0six € (—=1,1) y f(1) =1 el limite puntual de la sucesion
{fn}nen definida en C.

Vamos a plantearnos diferentes cuestiones sobre la trasferencia de las propiedades de los
términos de la sucesién, f,, a la funcion limite, f, nos centraremos en la continuidad y en la

integrabilidad en el sentido de Riemann:

= ;Podemos realizar el siguiente intercambio de limites?

lim lim f,(x) = lim lim f,(z).
T—T) N—00 n—00 T—T(

= Silas funciones f,, son Riemann-integrables en [a,b] v f, = f en [a, b] entonces, ;la funcién

f es una funcién Riemann-integrable en [a,b]? En caso afirmativo, jse cumplira que

b b b
/ f= / lim f, = lim fn?
a a n—oo n—oo a
La respuesta a todas las preguntas anteriores es negativa, para ello veamos algtn ejemplo.

Ejemplo 1.5. Considerando de nuevo la sucesion funcional del ejemplo 1.4, se tiene que aunque

las funciones f,, sean continuas en (—1, 1], su limite puntual no es una funcion continua en (—1, 1].

Ejemplo 1.6. Sea {r,},en una enumeracion de los numeros racionales en el intervalo [0, 1].
Para cada n € N, definimos el conjunto A,, = {r1,...,m,} vy consideramos la sucesion funcional

{fn}nen definida en el intervalo [0, 1] dada por:

1, si z€A,,

0, si x¢&A,.

Todos los términos de la sucesion son funciones Riemann-integrables en [0, 1] por tener un
namero finito de discontinuidades, y tienen integral nula en [0,1]. La sucesion converge a la

funcion de Dirichlet definida en el intervalo [0, 1] dada por:
1, si z€Q,
fz) =

0, si zel,



1.1. Sucesiones funcionales 3

que no es Riemann-integrable en [0, 1].

Como vimos en los anteriores ejemplos la convergencia puntual no es ttil para intercambiar
los procesos de paso al limite ni de trasmitir las propiedades de los términos de una sucesién
puntualmente convergente a su funcién limite y es por ello que introduciremos nuevos conceptos

de convergencia.

Definiciéon 1.7. Sean E C Ry {f,}nen una sucesion de funciones definidasen E'y f : E — R.

Diremos que {fn}nen converge uniformemente a la funcion f en E si:
Ve>0 IN.eN|neNn>N, = |fulx) — f(z)|<e Vx € E.

Utilizaremos la siguiente notacion para indicar que la sucesion { fy, }nen converge uniformemente
afenFE: f, > fenFEof,= fenFE.

Veamos la interpretacion geométrica a través de la definicién anterior, lo que significa que
dado ¢ > 0, existe un ntmero natural N. de manera que las graficas de las funciones f,, estan

situadas en la banda determinada por las funciones f — e y f + € para cualquier n > N..

Observacion 1.8. Si una sucesion es uniformemente convergente, también es puntualmente con-
vergente a la misma funciéon. Por lo tanto, si una sucesion {f, }n,en converge uniformemente en

un conjunto F, entonces su limite uniforme en E coincide con su limite puntual.

Proposicion 1.9. Sean E C R, {f, }nen una sucesion de funciones definidasen E y f : E — R.
Si { fn}nen es uniformemente convergente a f en E, entonces existe una constante M > 0 y

N € N de manera que
|fn(z) — f(x)| <M, Yxe E, ¥n>N.



4 1. Conceptos previos

Definiciéon 1.10. Dadas las funciones h,, : E — R, n € N, diremos que la sucesion {hy, },en €s

uniformemente limitada en E si existe una constante M > 0 tal que

|hn(z)] < M, Yz € E, VneN.

Estamos eliminando un ntmero finito de términos de la sucesiéon y esto no modifica el ca-
racter con respecto a la convergencia, por lo vamos a suponer que si {f,},en €s una sucesion

uniformemente convergente a una funcion f, entonces {f, — f}nen es uniformemente limitada.

Teorema 1.11. Sean E C R, {f,}nen una sucesion de funciones definidas en E y f : E — R.

Equivalen:

1. La sucesion { fn}nen converge uniformemente a f en E.

2. lim sup |fn(x) — f(x)] = 0.

n—oo zcE

Demostracion. Por la definicion de convergencia uniforme sabemos que dada { f;, }nen una suce-

sion de funciones definidas en E convergente a f : ' — R se tiene que

Ve>0 AN, eN|neNn>N, = |fo(x) — f(z)|<e Vx € E,

es decir,
sup | fu(z) — f(2)] <e,
el
lo que es lo mismo que h;m sup | fn(z) — f(z)| = 0. O

zel

Veamos un par de ejemplos donde utilizamos el teorema 1.11 para estudiar la convergencia

uniforme de una sucesion funcional.

Ejemplo 1.12. La sucesion { f, }nen dada por

1
nr+ 1

fa(z) =

conn € Ny z € [0,1] converge puntualmente en [0, 1] a la funcion f : [0,1] — R definida como

0, si x#0,

Vamos a ver que la convergencia no es uniforme en (0,1) C R. Para cada n € N se tiene que,

1
nr+ 1

[fu(z) = f(2)] =
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asi que,

L,

1 ’:1 n—o00,

sup |fn(z) — f(z)| = S%I,)l) nz+ 1

z€(0,1) ze(
por ser cada funcion f,, decreciente en el intervalo (0, 1) y por lo tanto tenemos que la convergencia

no es uniforme en (0, 1).

Ejemplo 1.13. La sucesion { f, }nen dada por

nx

A P

conn € Ny x € [0,1], converge puntualmente a la funcion f(z) = z en [0,1]. Veamos que la

convergencia también es uniforme. Para cada n € N se tiene que,

2
@) = @) = T

asi que

2 n—00
sup |fn(x) — f(z)] < —— —— 0,
1) S0l

obtenemos dicha cota al maximizar el numerador y minimizar el denominador lo cual se obtiene

sustituyendo la x por 1 y 0 respectivamente.

A continuacién vamos a enunciar dos teoremas que muestran que la convergencia uniforme
es suficiente para transmitir la continuidad y la integrabilidad de Riemann de los términos de

una sucesion funcional a su funcién limite.

Teorema 1.14. Sean E C R, {fn}nen una sucesion de funciones definidas en E y f : E — R.
Si la sucesion {fn}nen converge uniformemente a f en E y cada funcion f, es continua en

xg € E, entonces f es continua en xg.

Teorema 1.15. Sea {f,}nen una sucesion de funciones integrables seqin Riemann en un inter-
valo [a,b]. Si la sucesion { fn}nen converge uniformemente a f en [a,b], entonces f es Riemann-

integrable en [a,b]. Ademds

b b
f(z)dz = lim fn(z)de.
a n—oo a
Por ultimo, vamos a enunciar y demostrar el teorema de Dini que seréd necesario en el capitulo

3 para probar un resultado previo al teorema de Stone-Weierstrass.

Teorema 1.16 (Dini). Sea [a,b] C R un intervalo compacto y sea {fn}nen una sucesion de
funciones continuas en [a,b]. Si la sucesion converge puntualmente a una funcion f continua

en [a,b], y ademds, la sucesion {fn}nen €s mondtona, entonces la convergencia es uniforme en

[a,b].



6 1. Conceptos previos

Demostracion. Supongamos en primer lugar que la sucesion {f,}nen es creciente, por lo que

f(z) > fu(x) para todo x € [a,b] y n € N. Fijemos un € > 0 arbitrario.

De la definicion de convergencia puntual se tiene que para cada x € [a,b] existe un natural

n, tal que
¥n 2 n, = |fal2) - f@)] < 5.
Ademés, por la continuidad de f y f,, se tiene que para todo x € [a, b] existe un entorno V, de
x tal que
€ €
YEVe = fa(v) — Fun @) < 5 ¥ () — F@) < 5.

Utilizando la desigualdad triangular se obtiene que para todo y € V, se cumple:

@) = Fue ) < 1) = F@)| +1£(@) = fu, @)+ @) = fu @) < S+ S+ 5 =2 (L)

3 3
Como [a,b] = U Vz, vy como [a, b] es compacto, existen x1,- -,z € [a,b] tales que:
z€[a,b]
m
[a,0] = | Vi, (1.2)
i=1
Tomamos ng = méx{ny, : ¢ = 1,---,m}. Aplicando la igualdad obtenida en (1.2), dado y €
[a,b] debe existir 7 € {1,---,m} tal que y pertenece a V.. Juntando este hecho con (1.1) y la

monotonia se tiene que para n > ng:

W) = fa@)l = F(y) = fu(y) < F(y) = fro () < F(y) = fra, (y) <&,

y asi hemos comprobado que la sucesion converge uniformemente en |[a, b]. O

1.2. Un poco de series funcionales

Sean E C R, {f,}nen una sucesion de funciones definidas en E'y f: E — R. A partir de la

sucesion { f, }nen construimos una nueva sucesion funcional {Sy, }nen, donde
Sp=fi+fo+--+ fnconneN

Definiciéon 1.17. El par de sucesiones ({fn}nen, {Sn}nen) se denomina serie funcional y se
oo

denota por Z fn siendo {S), bnen la sucesion de sumas parciales de la serie.

n=1

o0

Definicién 1.18. Diremos que la serie g fn converge uniformemente a f en E si la sucesion
n=1

de sumas parciales { Sy, }nen es uniformemente convergente a f en E.
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Vistas estas definiciones, vamos a centrarnos en las series de potencias.

Definicion 1.19. Una serie de potencias de centro xg € R es una serie funcional de la forma

fo+ Z fn, donde foy fn: R — R son funciones definidas como

n=1
fo(z) = eo, fulr) = en(r —x0)",

para ciertos ntimeros reales ey y e, con n € N. Vamos a denotar a la serie anterior como
o

Z en(x — z0)".

n=0

o0

Definicién 1.20. Sea Z en(z — z0)" una serie de potencias, a cada una de ellas le asociaremos
n=0

un valor R € [0, +00) U {+00} denominado radio de convergencia que se define como

1 , N -1
R= 3= <n11_>rrolosup \/|en|) .

El intervalo abierto (xg — R, z¢ + R) se denomina intervalo de convergencia de la serie.

(0.9}
Teorema 1.21. Sea Z en(z—x0)" una serie de potencias de centro xg € R y sea R € [0, +00)U

n=0
{+0o0} su radio de convergencia. Entonces,

1. S5t R =0, la serie converge unicamente en el punto xg.

2. 510 < R < +00, la serie converge absolutamente en el intervalo (xg — R, xo + R) y diverge

en el conjunto {x € R: |z — xo| > R}.
3. Si R =400, la serie converge absolutamente en R.
Ademds, la serie converge uniformemente en cada subconjunto compacto del intervalo de conver-
gencia.

Observacion 1.22. Las series de Taylor centradas en g = 0 para el seno y coseno son series de

potencias de la siguiente forma:

x2 334 (_1)nx2n — (_1)kx2k
Cosle‘mﬂu—“*(gw*“‘:kz_omwV””ER’
563 1:5 (_1)nm2n+1 0 (—1)k$2k+1
A N Sl A ~— - VzxeR.
e T T o) D k1) "






Capitulo 2

Teorema de aproximacion de

Welerstrass

En el presente capitulo, se abordaré el teorema clésico de Weierstrass, para posteriormente

explorar en el capitulo 3 la generalizacion propuesta por Stone.

El teorema de Weierstrass establece que toda funcién continua definida en un intervalo com-
pacto puede ser aproximada de manera uniforme mediante polinomios. La demostraciéon de este
teorema sera realizada utilizando los polinomios de Bernstein, y posteriormente se presentaran

dos demostraciones alternativas, una de ellas basada en el teorema de Fejér.

La demostracion utilizando los polinomios de Bernstein se encuentra en la referencia [4],
mientras que toda la informacion abarcada en la secciéon 2.2 puede ser consultada en [5]. Final-
mente, el contenido expuesto en el ultimo apartado de este capitulo se encuentra detallado en la

referencia [7].

2.1. Los polinomios de Bernstein

Definiciéon 2.1. Dada una funcién f : [0, 1] — R, definimos el polinomio n-ésimo de Bernstein

de la funcién f como

Bu(f;z) = crhp(x), w € [0,1],
r=0

donde los h,(x) son elementos de la distribucion binomial respecto de la variable z y los ¢, son

los elementos que queremos aproximar, siendo ¢, = f (%) y he(z) = (f)x"(l — 2)"" donde

9



10 2. Teorema de aproximacion de Weierstrass

(") = #lr), y asi la formula desarrollada es la siguiente:

Bo(f;z) = ;Of (%) <Z>xr(1 — )", 2 €0,1].

Para la demostracion del teorema de Weierstrass es fundamental conocer los polinomios de
Bernstein de las funciones fi(z) = 1, fo(z) = 2 v f3(z) = 2. Con el fin de llevar a cabo dicha

tarea, procederemos a calcularlos en lo que sigue.

Como hemos mencionado anteriormente, denotamos por h.(z) = (7)a"(1 — z)"", y para

simplificar la notacién vamos a reescribir la féormula del n-ésimo polinomio de Bernstein dada en

Bn(f;x) = if (%) hr(2).
r=0

Calculemos los polinomios de las funciones que hemos mencionado anteriormente, siendo el de

la definicion 2.1 como

la funcién f; el siguiente:

Bu(Liz) =) he(x) =) (")x’”(l o) = (et (1-2) = 1. (2.1)
r=0

r
r=0

Para la funcién fs tenemos que su polinomio de Bernstein viene dado por la siguiente expresion:

=0 " =0 " \"

_l,i n—1 :L,r—l(l_l,)n—r
N r—1

r=1

n—1
= :L‘Z n-1 x%(1 :1:)"_1_S

s=0 s
=z (2.2)

Por dltimo, para la funcién f3 tenemos que su polinomio de Bernstein viene dado por:

n

Bate?w) = 32 (2) hota)
r=0

T — n—1
= — g r( )xr_l(l —z)""
n r—1
r=1

= 22(1 +1) (” i 1) (1 — )1

n s —1 j n 4 J
7=0 7=0
n—1, 1

= —z. 2.3
nx—i-nx (2.3)
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Una vez que se han calculado los polinomios de Bernstein de las funciones mencionadas ante-

riormente, estamos en condiciones de demostrar el teorema de Weierstrass.

Teorema 2.2 (Weierstrass). Dada una funcion f : [0,1] — R tal que f € C|0,1] y cualquier

e > 0, existe un numero natural N tal que
|f(z) — Bn(f;x)| <e, para todo x € [0,1] y todo n > N

o, dicho de otra manera, los polinomios de Bernstein para una funcion f que es continua en el

intervalo [0, 1] convergen uniformemente a f en [0, 1].

Demostracion. Sabemos que como f es continua, también es uniformemente continua en [0, 1].

Fijado € > 0, existe un nimero § > 0 que depende de € y f, tal que

2 — 2| < 6 = |f(z) — f(2)] < % para todo z, 2’ € [0,1].

Por otro lado, tenemos la siguiente identidad

)= G -2

y multiplicamos cada término por (:f) 2" (1 — )" " y sumamos desde r = 0 hasta n para obtener
n 2
> () (1)romar-
n r
r=
- <T>2 n r(l )n—r 92 En: (T) n 7"(1 )n—r_|_ 22 n r(l )n—r
= r(l—x — 2z — r(l—= x z(l—2x
n r n/ \r r

r=0
= B, (2% z) — 2B, (z;z) + 2°B,(1; z).

Del calculo de los polinomios By, (x2;2), By(x;x) v B,(1;2), obtenido en (2.1),(2.2) y (2.3) se

sigue que

- 2 —1 1 1 11
Z (f — x) <n>xr(1 —z)"" = D -2t at= -4 = —z(l—x). (2.4)
—\n r n n n n n

Sea cualquier x € [0, 1], vamos a estimar la suma de los polinomios h,.(x) sobre todos los valores
de r para los que 7/n no es proximo a x. Para el valor de § fijado anteriormente definimos como

S5 el conjunto de todos los valores de r que satisfacen ‘% — x‘ > ¢ lo que implica que

(712 (% - x>2 > 1. (2.5)

Consideremos la suma de los polinomios h,(x) con r € Ss.

De (2.5), se tiene que
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Esta altima suma no es mayor que la suma de la misma expresion de todas las r, y usando (2.4)

rT=
Como 0 <z(l—1x) < i en [O, 1], tenemos que

3 <Z> "1 —z)" " < 471152 (2.6)

reSs

se tiene que

Estimemos la diferencia entre f(z) y los polinomios de Bernstein, usando (2.1) se sigue que

fa) = Bulfiz) = 3 (F@)-£(%)) (’;) (1)
n=0

Por lo tanto,
t@)-Balfio) = ¥ (70 - 1 (2)) (1) e 3 (1) - £ (5)) (1) oo,
r€Ss r¢Ss
Obtenemos la siguiente desigualdad
@) -Balrl < ¥ [ - £ ()] (0)era-arre X - £ (5)] (1)ara-ar
reSs T¢Ss

Como f € C]0,1] esta acotada en [0, 1], asi que existe M > 0 tal que |f(z)| < M para todo

z € [0,1]. Por lo tanto podemos escribir

- (2) <o
para cualquier r € {1,--- ,n} y = € [0,1]. Entonces
3 ’f(:c)—f(%)‘ <Z> (=) <My < > (1—2)".
r€Ss €8s

Usando (2.6) obtenemos

> [ste -1 ()] (M)ora - < 20 o)

reSs

Con respeto a la otra suma en la que r ¢ Ss, por la continuidad uniforme de f deducimos que

Z\f<x>—f(;))< ) "1 -y < € Z < ) (1—apr < Z( ) 1o,
T¢Ss
y por lo tanto, utilizando (2.1), tenemos que

> [ (D) (M) <5 29

ré¢Ss
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Combinando (2.7) y (2.8), se obtiene que

e

F@) = Balfio)| < 505 + 5. 29)

2n62

Finalmente de (2.9) deducimos que si elegimos N > %, entonces
|f(z) — Bn(f;x)|] <e, paratodo n > N y todo x € [0,1],
y asi hemos llegamos al resultado deseado. O
Habiendo presentado la demostracion correspondiente al intervalo [0, 1], procederemos a ex-

plicar de manera concisa como es posible extender el teorema de Weierstrass a cualquier intervalo

compacto [a, b]. Esta extension se encuentra detallada en la pagina 172 de la referencia [1].
Teorema 2.3. Sea [ una funcion continua en un intervalo compacto [a,b] C R y con valores en

R. Entonces f puede aproximarse uniformemente mediante polinomios.

Demostracion. Si f esta definida en [a, b], entonces la funciéon g : [0,1] — R definida como
g(t) = f((b - CL)t + (I),t € [Oa 1]7

es continua debido a que es una composicién de la funcién continua f y una funcién lineal
((b—a)t+a).

Por el Teorema de Aproximacion de Weierstrass, sabemos que g puede ser aproximada unifor-
memente en [0, 1] mediante polinomios de Bernstein. Por lo tanto, existen polinomios de Bernstein

By, (g;t) que convergen uniformemente a g en [0, 1].

Ahora, vamos a hacer un cambio de variable en los polinomios de Bernstein para obtener
una aproximacion polinémica a f en el intervalo [a,b]. Consideremos la transformacion lineal
T :[0,1] — [a, b] definida como

T(t) = (b—a)t +a,t € [0,1].

Aplicando esta transformacion a los polinomios de Bernstein B,,(g;t), obtenemos los polinomios
P,(x) =B, (g; %) definidos en [a, b].

Dado que ¢g(t) = f((b — a)t + a), podemos reescribir P, (z) como:
r—a _
Pp(z) = By, <g; b—a) = Bu(T™'(2)).

Por lo tanto, P,(z) es una aproximaciéon polinomica de f en [a,b] y asi hemos concluido la

demostracion. O
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A continuacién, presentaremos dos ejemplos précticos para ilustrar el cdlculo de los polinomios
de Bernstein y su capacidad para aproximar funciones continuas en intervalos especificos. En el
primer ejemplo, calcularemos los polinomios de la funcién exponencial de grado 1, 2 y 3 en el
intervalo [0, 1]. Mostraremos graficamente como estos polinomios de Bernstein se acercan a la
funcion exponencial en dicho intervalo. En el segundo ejemplo, calcularemos los polinomios de
la funcion valor absoluto de grado 1, 2, 3, 4 y 5 en el intervalo [—1,1]. También ilustraremos
graficamente como estos polinomios se aproximan a la funcion valor absoluto en dicho intervalo.
Este ejemplo es interesante porque la funcion valor absoluto no es de clase 1, pero veremos como
ambos ejemplos nos permiten visualizar de manera intuitiva el comportamiento de los polinomios

de Bernstein y su capacidad para aproximar funciones continuas en un intervalo dado.

Ejemplo 2.4. Para calcular dichos polinomios vamos a seguir la definiciéon 2.1. Primero calcu-

lemos el polinomio de Bernstein de grado 1 que es el siguiente

Bu(e": z) = zlja <i)xr(1 )T = (1— ) + ex.

r=0

Ademas, tenemos que el polinomio de Bernstein de grado 2 viene dado por:

= e3 (g 201 —2)370 + e3 (?)x(l —z)? + e3 <2>:c2(1 —x)+ €3 + (g) 3

=(1—-x)+ BG%I(l —x)2 4 3€§$2(1 — ) +ex.

La representaciéon grafica de los polinomios anteriores es la siguiente:
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3
2 [ |
>
1 |
O | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x
— @) =
— Bi(e*;x)
By (e”; x)
—— Bs(e"; )

En conclusion, los polinomios de Bernstein de grado 1, 2 y 3 ofrecen una aproximacion
significativa de la funcién exponencial. A medida que aumenta el grado de los polinomios de
Bernstein, la aproximaciéon se vuelve més precisa, lo que ilustra el teorema de aproximacion de

Weierstrass en el caso especifico de la funcion exponencial.

Ejemplo 2.5. Realizando calculos analogos al ejemplo anterior, tenemos que los polinomios de

Bernstein de f(z) = |z| vienen dados por:

Bi(lz|;z) = =,
Bs(|z|; ) = 22 — 22,
1
Bs(|z[;z) = 51‘(1 —a)? +20%(1 — z) + 2%,
1
By(|z];z) = Zx(l —2)? +322(1 —2)? + 4231 — z) + 24,

1 4
Bs(|z|;z) = gx(l —z)t+ 5x2(1 —x)? +62°(1 — x)? + da*(1 — z) + 2°.

La representacion grafica de los polinomios calculados es la siguiente:
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Como se menciond en el ejemplo anterior, a medida que incrementamos el grado de los
polinomios de Bernstein, la aproximacién se ajusta cada vez mas a la funcién objetivo. En
nuestro caso, consideramos la funcién valor absoluto, la cual es continua pero no es derivable. A
pesar de esta caracteristica, los polinomios de Bernstein logran una buena aproximacién de la

funcion, en consonancia con el teorema de aproximaciéon de Weierstrass.

Realizaremos una observacién acerca de las condiciones necesarias en cuanto al dominio de
las funciones continuas, analizando qué ocurrirfa si no exigimos que el intervalo dado sea cerrado

y, posteriormente, si el mismo no esta acotado.

Observacion 2.6. El teorema de aproximacion de Weierstrass deja de ser cierto si intercambiamos

el intervalo compacto [a, b] por un intervalo de la forma (a,b], (a,b), [a, 00)....

Véamoslo por ejemplo para el primer caso, definamos la funcion ¢ : (a,b] — R con ¢(z) =
(x — a)~!. De esta manera ¢ es continua en el intervalo (a, b], y
lim ¢(x) = oc.
z—at
Por lo tanto, considerando que todo polinomio (en este caso de Bernstein pero no tendria por

qué serlo) es continuo en a, tendremos que

sup [$(x) — Bn(d;x)| = oo.

z€(a,b]
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Por lo tanto el conjunto A = {|¢(x) — B (¢; )|,z € (a,b]} no esta acotado superiormente para

ningtin n € N, lo que implica que la sucesion B, (¢;z) no converge uniformemente a ¢ en (a, bl.

Ahora supongamos que el dominio no es un intervalo acotado. Por ejemplo, un intervalo de
la forma [a,00) y definimos la funciéon ¢ : [0, +00) — R con ¢(x) = e~ *. Por un lado tenemos
que,

lim e =0
T—00

y por otro lado tenemos que todo polinomio de grado m definido de la siguiente manera
p(z) = apx™ + a1z™ - ap_1x + an, a1, - ,an € R,

se tiene que
400, si ag >0,
lim p(z) =
T—r00
—o00, si ag<O0.

Por lo tanto,

lim |e™* — p(z)| = +o0,

T—+00
lo que implica que

—T

sup |e ¥ — p(z)| = +o0.

z€[0,+00)

Entonces el conjunto B = {|p(z) — p(z)|,z € [0,400)} no esta acotado superiormente.

Podemos extender el teorema de aproximacion de Weierstrass a un intervalo acotado (no
tiene que ser necesariamente cerrado) pidiendo que la funcién sea uniformemente continua en

lugar de continua, para verlo vamos a introducir el siguiente resultado.

Corolario 2.7. Sea I C R un intervalo acotado y f : I — R una funcién uniformemente

continua en I. Entonces f puede aproximarse uniformemente por una sucesion de polinomios en

1.

Demostracion. Por ser f uniformemente continua en I, admite una extensiéon continua a I, es

decir, existe f : I —s R continua y tal que f(z) = f(z) para todo = € I.

Entonces I = [a,b] para ciertos a,b € R con a < b. Por el teorema 2.3, f puede aproximarse
uniformemente por polinomios. Como I C Iy f(a:) = f(z) para x € I, se tiene que esos

polinomios aproximan uniformemente a la funcién f en I. O

Finalmente, vamos a introducir una observaciéon en la que explicaremos que ocurre en el

teorema de Weierstrass si relajamos la hipotesis de continuidad.
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Observacion 2.8 (Hipotesis de continuidad). La hipotesis de continuidad sobre la funcion f en el
teorema de Weierstrass no se puede relajar, pues si f es una funcién tal que existe una sucesiéon
de polinomios que converge uniformemente a f en cierto conjunto E, al ser dichos polinomios
funciones continuas, necesariamente f también serd una funcién continua en FE. Es decir, no

somos capaces de aproximar uniformemente funciones discontinuas por polinomios.

2.2. Demostracion alternativa mediante series de Fourier

Como se menciond previamente, la demostracion de nuestro resultado principal se llevara a
cabo utilizando el teorema de Fejér. Para ello, es necesario introducir conceptos relacionados con

las series de Fourier.

Las series de Fourier se presentan de forma maés simple en el intervalo [—, 7], y su definicién
para intervalos compactos arbitrarios se puede obtener mediante un cambio de variable de manera

sencilla.

Un conjunto de funciones en el cual la definicién de las series de Fourier tiene sentido es el
conjunto de funciones integrables en el sentido de Lebesgue. Este conjunto abarca una amplia

gama de funciones. Consideremos dicho espacio

™

LY (—m,7) = {f : (=7, m) — R | f medible y / |f(x)|dz < —1—00}.

—T

Definicién 2.9. La serie de Fourier de una funcion f € £!(—n,7) se define formalmente como

Sf(z) = ?0 + Z (ay cos(kx) + b sen(kx)) para todo = € R,
k=1

donde

= a9 == ["f(x)dz;
» ap == |7 f(z)cos(kz)dz para todo k € N;

= b, =1 [ f(z)sen(kx)dx para todo k € N.

Los ntimeros ag, ax, bx con k € N se llaman coeficientes de Fourier de la funciéon f.

Definicion 2.10. Consideremos las sumas parciales de la serie de Fourier de la funciéon f en su
n

forma compleja como S, f(z) = Z cre™ donde ¢, = % ffﬂ f(t)e~*tdt son los coeficientes

k=—n
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de Fourier. Escribimos

donde a D, (t) = Z et se le llama niicleo de Dirichlet.
k=—n

Definicién 2.11. Sean f y g dos funciones integrables en todo R, definimos su convolucién h

siempre que tenga sentido de la siguiente forma

h@%zﬁ*muaz/}@mm—ymg

Lema 2.12. La convolucion de funciones f y g, ambas 2mw-periddicas, es conmutativa.

Demostracion. Notemos que para una funciéon integrable 27-periodica, se cumple la igualdad
T b+m
/ Ft)dt / F(t)dt
—T b—m
para cualquier valor de b. La conmutatividad se sigue de la definicion de convolucién con el

cambio de variables t = z — y (donde dt = —dy), obteniendo

(Fa)@) = [ fwatz -~ y)dy

— [t ng -

+m

T+
:/° fle — t)g(t)dt

—T

-—/“mwﬂx—wﬁ

—T

= (g% f)(x),

donde en el dltimo paso hemos utilizado el hecho de que las funciones son 2mw-periddicas. O

De aqui en adelante, supondremos que f es una funcién continua y 2mw-periddica, entonces
gracias al lema 2.12, podemos afirmar que S, f(z) = f * D, (x) = D, * f(x). Resolviendo la serie

para D,,, obtenemos
sen ((n + %) t)

Pl = @)
2

para t € R\27Z y n € N.

Verifiquemos dicha igualdad.

Lema 2.13. Se cumple que el nicleo de Dirichlet de orden n se puede expresar como
sen ((n + %) t)

Pl = ®)
2

para t € R\27Z y n € N.
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no ei(nJrl)t -1
Demostracion. Considerando que Z et = —w 1 % tiene que
e p—
k=0
—1 n —i(n+1)t
. . e —1
Zezktzze ikt _ - —1,
e”t —1
k=—n k=1
donde la segunda suma se puede simplificar a
—1 —int
3 ekt e”™ -1
o 1—eit
k=—n
Entonces se tiene que
i(n+1)t _ —int
e e
D,(t) = pT—
Si multiplicamos numerador y denominador por €?*/2 tenemos

ciln+1/2)t _ —i(n—1/2)t

Dn(t) = oit/2 _ g—it/2

Por un lado tenemos que el denominador es:

. . t t t t
/2 —it)2 _ v . ) v . i
e e Ccos (2) +Zsen<2> (cos( 2) —i—zsen( 2>>
= ! + i sen Ly _ ! + isen E
= COos 5 se 5 CcoSs 5 se 5
= 2sen <t) 1.
2

Por otro lado, realizando cuentas analogas se tiene que el numerador es:

Qi t1/2)t _ =it 1/2)t _ o oo ((n n ;) t) i

Entonces, combinando el numerador y denominador obtenemos el resultado deseado. O

Lema 2.14. = [T D, (t)dt = 1.

Demostracion. Para esta demostracion tenemos que usar la identidad que se establece en el lema

2.13 para observar que las funciones D,, son pares y 2w-periddicas. Notese que

n
Z eikt — int + ei(n—l)t 4.+ et +1+4 et +.. 4 ei(n—l)t + eint

k=—n

=14+ (" +e ™) + (e +e ) 4.+ (M 4 ™)

=1+2 Z cos(kt),

k=1

donde en el tltimo paso hemos utilizado que por la identidad de Euler se tiene e? +e~% = 2 cos(t).
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Entonces, si integramos lo anterior se tiene que

/7; D, (t)dt = /7; (1 + Qicos(kt)> dt

k=1

:/ 1dt+2Z/ cos(kt)d

n
(kt
:27r+22M
n
k=1

—T

= 2m,

y despejando obtenemos asi el resultado deseado. O

2.2.1. El teorema de Fejér

Nuestro objetivo es demostrar la aproximacién uniforme de toda funcién continua en el in-
tervalo [—m, 7] mediante polinomios trigonométricos. Para lograr esto, introducimos el concepto
de sumabilidad de Cesaro, que implica tomar el limite de la media aritmética de ciertas funcio-
nes. Con la sumabilidad de Cesaro, podemos obtener una aproximacién precisa de una funcion

continua en el intervalo dado. Para ello, definimos

o I) = 57y 500,

Si usamos la convolucion, se sigue que
1 7 1 7

onf(@) = Kn+ f@) = o | Kn(o=y)fdy= 5 [ Kn()f@ b

donde Ky (denominado nicleo de Fejér) es

1

v =57
n=

Da(t).

A continuacion, enunciaremos algunas propiedades de K que serén utilizadas més adelante en

la demostracion del teorema de Fejér.

Lema 2.15. FEl nicleo de Fejér cumple las siguientes propiedades:

1. Para x € [—m, 7|, se tiene que

1 TI—-cos(N+1z 1 sin (&) z) ?
KN(J:)_N—Fl 1 — cos(x) _N+1< a( )

six #0. Ademds, Kn(0) = N + 1.
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2. Kn(z) > 0 para todo x € R\ {27Z}.

3. o+ [T Kn(t)dt = 1.

4. KN(x)§ﬁ<#W> para 0 < 6 <z <.
Demostracion. Demostraremos la primera propiedad, ya que las propiedades 2 y 4 se siguen de
las formulas relacionadas con la propiedad 1, y la propiedad 3 se sigue del lema 2.14.

Volvemos a escribir el niicleo de Dirichlet como

Dy () = sin((n+ %) :E) _sin (%) sin((n+ %) :n)

sin (3) i (3)

Observamos que 2sin(a) sin(b) = cos(a — b) — cos(a + b), y aplicando esto con a = (n+3)z y

b= %, tenemos
cos(nz) — cos((n + 1)x)

Da(z) =
(@) 2sin? (%)
Por lo tanto,
N
K@) = 57 2 Dn
Z —cos((n+1)z)
- N +1 = 28111 %)
1 — cos( N + 1)x
N +1 2 sin?
Usando el hecho de que cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 1 — 2sin?(a), podemos deducir que

2sin?(a) = 1 — cos(2a). Si aplicamos esto a a = %, obtenemos la primera formula para Ky (z),
y si lo aplicamos a a = (N + 1)3, obtenemos la segunda féormula. Asi hemos demostrado la

propiedad 1. O

Teorema 2.16 (Fejér). Sea f una funcion continua 2w-periddica. Entonces la media de Cesaro

onf converge uniformemente a f, es decir,

méﬁ%da]vf(x) — f(z)| =0, cuando N — oo.
S

Demostracion. Dado € > 0, queremos demostrar que existe M = Ny tal que para N > M se

cumple
lonf(z) — f(z)| <e VzeR.
Utilizando la propiedad 3 de K del lema anterior, tenemos
1 (" 1 (7

onfla) = fl@)= o5 | En@®)f(@—t)dt— fl2) =5 | Kn®)lf(z—1t) - f(2)ldt. (2.10)
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Debido a que f es continua en [—m, 7], también es uniformemente continua en ese intervalo.
Ademas, como f es 2m-periodica, es uniformemente continua en R. Esto significa que existe
6 > 0 tal que

|f(z—1t) — f(2)] <g para [t|<d y VzeR.

Vamos a dividir la integral en dos partes:
1 ™
o | Kn(Ol -0 - f@)ldt = An(o) + By (o),
donde

0
(@) = 5= [ Kn(Olf@=1) = fa)li
1

Bu@) =g [ K0l =0~ )

Vamos a hacer una estimacion para Ay que sea valida para cualquier N. Se tiene que

1
Ax@l < [

0

1 )
NIl (@ 1) = f(@)lde < 5 / Kl 5 <

e
_27

| M

utilizando las propiedades de K. Como este resultado es valido para cualquier N, podemos

elegir N lo suficientemente grande para estimar la segunda parte de la integral, es decir, By(x).

Ahora, utilizamos la ultima propiedad de Ky para poder estimar la integral cuando = €

[—7, —0] U [d, 7]. Utilizaremos la siguiente cota:

[flz=t) = f@)| < |flz =0+ |f(z)] < 2M,
donde

M = max |f(z)].

z€[—m,7]

Entonces, tenemos

1 1 2 1 4M
< 2M — < :
|BN($)| = 2M27T /[—7r77r}\[—5,5] N + 1 <1 _ COS((S)) dt - N =+ 1 <1 — COS((S))

Dado que ﬁ — 0 cuando N — o0, podemos elegir Ny de manera que para N > Ny, la cantidad

1 4M <
N+1\1-cos(d)/) —
g

Esto nos dice que para N > Ny, tanto [Ax(z)| como |By(z)| son menores que § para todo z.

DN ™

En resumen,

meééc\aNf(x) — f(z)| <e para N > Ny,

es decir, oy f converge uniformemente a f. O



24 2. Teorema de aproximacion de Weierstrass

A continuacién, procederemos a demostrar el teorema de Weierstrass utilizando los resultados

anteriores, veamoslo:

Teorema 2.17 (Weierstrass). Sea f una funcion continua en un intervalo [a,b]. Entonces, f

puede ser aprorimada uniformemente por polinomios en |a, b.

Demostracion. Dado € > 0, demostraremos que existe un polinomio P (que solo depende de ¢)

tal que
méx |f(x) — P(z)| <e.
z€[a,b]
Consideremos el caso en el que [a, b] = [0, 1]. Extendemos la funciéon f a una funciéon continua F'

en [—m, 7] de la siguiente manera: definimos F'(z) = f(z) para x € [0,1] y F(—n) = F(w) = 0.

Luego, extendemos F' a una funcién continua 27-peridédica en todo R.

Dado € > 0, segiin el teorema de Fejér, podemos encontrar un polinomio trigonométrico

N
T(x) = ao+ Z[ak cos(kx) + by sin(kx)]
k=1
tal que

€
ix|F(x) =T -
méx |F(z) - T(2)] < 5

Ademas, la serie de Taylor para el seno y el coseno converge uniformemente en todo intervalo
compacto. Por lo tanto, podemos encontrar un polinomio P tal que

. €
xrél[c&)i |T(x) — P(x)] < 7

Combinando las dos ultimas ideas utilizando la desigualdad triangular, y considerando que f = F
en [0, 1], obtenemos

Jél[%,’i] |f(z) = P(x)] = J?[%,}i] |F(z) — P(z)| <e,

lo cual completa la prueba. O

2.3. Otra demostracion elemental

Finalmente, procederemos a demostrar de manera alternativa el teorema de Weierstrass,
aunque antes presentaremos el enunciado y la demostracién de un lema que resultara fundamental

en la verificacion de dicho teorema.

Lema 2.18. S5i0 <a <b<cydados 0 <e <, existe un polinomio Q(x) que es creciente en
el intervalo [—c, 0] y es decreciente en [0, c|, tal que Q(x) estd entre m—e y m cuando x € [—a, al

y tal que Q(z) estd entre 0 y € cuando x € [—c¢, —b] U [b, c].
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que m = 2. Observemos que

1
/0 (n+ 1)(1— )" 2ydy = (1 — )"0 = 1,

como y < 1 en el intervalo [0, 1], entonces

/1 2(n +1)(1 — y?)"dy > 1.
0

Sea k, <n+ 1 tal que
1
/ 2k, (1 — y*)"dy = 1.
0

Vamos a considerar la funcion

1
P,(z) = / 2k, (1 — ) "dy.

Se tiene que P, es un polinomio de z tal que P,(1) =0, P,(0) =1y P,(—1) = 2 debido a la

n

simetria de (1 — y?)" en el eje y. Ademas, P,(z) es decreciente en (—1,1) por ser la derivada

negativa en dicho intervalo.

Por un lado, fijado A tal que A € (0,1), observemos que

Ifm (n + 1)A" = 0.

n—o0

Por otro lado, si e € (0,1) y si 6 € (0,1), existe un n tal que para todo y € [4, 1],

(n+1)(1-y*)" <

i

Do ™

se tiene que para ese n resulta que P,(d) < € y de forma anéloga se obtiene P,(—9) > 2 — ¢.
Por lo tanto, si € € (0,1) y si 6 € (0,1), entonces existe n tal que si z € [—1, —d] tenemos
P.(z) €[2—¢,2] ysize[d1] ocurre que P,(z) € [0,¢].

Siee(0,1)y0<a<b<c¢,seaac (O,ﬁ),seaﬁe (a?, ab?) y sea
5:min{ﬂ—aa2,abz—ﬁ}.

Entonces, el polinomio Q(z) = P,(ax? — 3) satisface las condiciones del teorema. O

Una vez que hemos establecido el lema en cuestion, procederemos a reiterar el resultado
principal de nuestro anélisis con el fin de demostrarlo de manera alternativa. En este caso, en

lugar de definir la funcién en el intervalo [0, 1], se definird en un intervalo arbitrario [a, b].

Teorema 2.19 (Weierstrass). Dada una funcion f : [a,b] — R continua en un intervalo [a, b]

y e >0, existe un polinomio P(x) tal que, para todo x € [a,b]

|[f(z) = P(z)| <e.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f([a,b]) C [0, M], para algiun
M > 0. Si f es continua en [a,b], entonces es uniformemente continua en el mismo intervalo y

existe k tal que

b—a
o~y < * 2% = (@) - f) < Tp-

Sea a = xg, 1, ,Tx = b, una particion del intervalo [a,b] de norma b_Ta. Vamos a considerar

los subintervalos de esta particién contenidos en f~! ([%M , M ]) y sea A su union.

Entonces, A se puede escribir como una unién disjunta de r intervalos cerrados I1,--- , I,

cada I; flanqueado por intervalos H; y J; de longitud 1’2_7“ y tales que

F(H; U J;) C [0.4M,0.6M].

M

Aplicando el lema 2.18 con m = y e = 1—]\047,, para cada ¢ existe un polinomio @; tal que

2
Qi(x) € [% — g, %] sixz € I; y Qi(z) € [0,¢] en el complementario de H; U I; U J;.
Sea Pi(z) = Q1(z) + -+ Qr(z) — ¥ con z € [a,b] y veamos que (f — Py)([a,b]) C [0,0.8M],

para ello distingamos dos casos:

1. Si x € I; se tiene lo siguiente:

= f(z) €[5, M],
. Ql(x) € [% - & %}v

= Qj(z) € [0,¢],j # 1.

Por un lado, debemos tener en cuenta que:

Fl@) = Pile) = f() ~ Qi(a) -~ Qula) + 3
gﬂ@@m+ng<¥g+f
M oMM M _8M
B TS T T

Por otro lado, es importante considerar que:

>%—%—(r—l)€+%

-2 2 5
M (r-1)M _ M

:g_ r TOZE>O.

Por lo tanto, concluimos que (f — P1)(x) € [0,0.8M] si x € I; para algtn .
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2. Siz ¢ A se tiene que f(z) < 0.6M = % Entonces restando como en el caso anterior las

dos funciones obtenemos lo siguiente

=

f(x) — Pi(z) = f(x) — Q1(x) _"'_Qr(x)+€
M 3M %: AM

< — < — = 0.8M.
_f(x)+5_5+5 5 0.8

Ahora dentro de este caso, distinguiremos otros dos subcasos:

T

a) Si x enté en el complementario de U H; U J;, entonces
=1

Qj(x) € [0,¢] para todo j =1,--- 7,

y, €n consecuencia,

M
(@) = Pi(z) = f(z) = Qu(z) = = Qr(@) + =
M M
> Qi) — - Q) 2 5 e
M M M 0
-3 "o 10
b) Six € H; U J; para algtn ¢, entonces:
= f(z) >04M = 2,
- QZ(:U) S %7
- Qj(x) € [075]7j 7& i
Asi que,
2M M M
f(x)*Pl(ﬂf)_? 3*7*(7“*1)5
M M
=10 (r — 1)1707“ >0

En conclusion, f(z) — Pi(z) € [0,0.8M] para todo x € [a,b] \ A.

Entonces se cumple que:
(f = P1)([a,0]) C [0,0.8M].
Inductivamente, para cada j € N existen polinomios P,--- , P; tales

(f =P — - — Pj)([a,b]) C [0,0.8 M].

Si 0.8/ < ¢, entonces P =P +--- + P; es el polinomio buscado. O






Capitulo 3

Teorema de Stone-Weilerstrass

El teorema de Stone-Weierstrass es una generalizaciéon importante del teorema de Weiers-
trass. Este teorema caracteriza, de manera sencilla, las 4lgebras de funciones continuas que son
uniformemente densas en C'(X), para X compacto. En lo que sigue, X denotara un espacio topo-
logico compacto, en sustitucion del intervalo [0, 1], que era el espacio marco del capitulo anterior.
Para establecer el teorema de Stone-Weierstrass, necesitaremos algunas definiciones y resultados
previos, los cuales se pueden encontrar en [3]. Posteriormente vamos a demostrar el teorema de
Stone que podemos ver también en [3], asi como dos corolarios que son consecuencia directa de

dicho teorema.
Definicion 3.1. Sea A una familia de funciones reales definidas en un conjunto X. Diremos que

A es un dlgebra si satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo par de funciones f,g € A, la suma f 4 g también pertenece a A.
2. Para todo par de funciones f,g € A, el producto fg también pertenece a A.

3. Para toda funcién f € A y toda constante real ¢, el producto por un escalar c¢f también

pertenece a A.

Definicion 3.2. Sea X un conjunto no vacio y sea A un algebra de funciones sobre X. Diremos
que A separa los puntos de X si, siempre que = # y en X, existe alguna funcion f € A tal que
f(z) # f(y). Diremos que A no se anula en ningin punto de X si para cada z € X existe alguna
funcion f € A tal que f(x) # 0.

Una vez introducidos dichos conceptos, vamos a demostrar un lema que serd empleado para

probar el teorema de Stone-Weierstrass.

Lema 3.3. Eziste {pn}nen una sucesion de polinomios py,(t) que converge uniformemente a la
funcion v/t en el intervalo [0,1].

29
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Demostracion. Fijemos po(t) = 0, y definamos

t —pn(t)?

P (t) = pult) + 2

Vamos a demostrar por induccién que p,(t) < v/t para todo t € [0,1]. La desigualdad es cierta

si n = 0. Supongamos que es cierto para n y veamos que es cierto para n + 1.

Entonces:

Vt = pnia(t) = Vi —pa(t) - t—p;(t)2 = (Vt —pa(t)) (1 — W) 7

y siendo 1 (vt + pn(t)) < v/t < 1, concluimos que py41(t) < v/t para todo ¢ € [0, 1],

Tenemos que p,(t) < pp4+1(t) para todo t € [0,1], de modo que la sucesion {py}nen e€s
creciente y acotada en [0, 1]. Por lo tanto, la sucesién converge puntualmente, es decir, que existe
el limite lim p,(t) = v(t) para t € [0, 1]. Pasando al limite en la igualdad que define {py }nen

n—oo

observamos que:
t—v(t)?
2 )
y como v(t) > 0 para todo t € [0, 1], concluimos que v(t) = V/t.

v(t) =wv(t) +

Por el teorema de Dini, se tiene que la sucesion {py}n,en converge uniformemente a v en

[0, 1]. O
Ahora enunciaremos y demostraremos el teorema de Stone-Weierstrass diviendo la prueba en

cinco pasos.

Teorema 3.4 (Stone-Weierstrass). Si una subdlgebra A de C(X) contiene funciones constantes

y separa los puntos de X, entonces A= C(X).

Demostracion. Primer paso Si f € A, entonces |f| € A.

En efecto, si {pn }nen es la sucesion de funciones polindmicas encontradas en el lema anterior,

consideramos las funciones g, : X — R, definidas como

f(w)?
Hﬂ&)’

y observamos que |f| = lim g, converge uniformemente en X. Ademaés, las operaciones polino-
n— o0

9 () = |1f]locn (

micas mantienen las funciones en la subalgebra, de modo que g, € A para todo n € N.
Segundo paso Si f,g € A, entonces inf{f, g} € Ay sup{f,g} € A. De hecho, podemos escribir

f+g—1|f—4d
2 b

f+g+|f—4d

inf{f, g} = sup{f,g} = 2 )
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y concluimos utilizando el primer paso.

Tercer paso Dados dos puntos distintos = e y de X, y dados dos ntumeros «, 8 € R, existe
una funcion f € A tal que f(z) =ay f(y) = 5.

Por supuesto, existe una funcion g € A tal que g(z) # g(y). Como A contiene las funciones

constantes, podemos tomar f € A definida como

Flu) = at (8 — )2 Z 9]

Cuarto paso Dado ¢ >0, z € X y f € C(X), existe una funciéon g € A tal que g(z) = f(z),
y g(u) < f(u) + € para todo u € X.

Utilizando el tercer paso, para cada z € X fijo, existe una funcion h, € A tal que h,(x) = f(x)
y h:(z) = f(2). Por continuidad, debe existir un intervalo abierto V(z) de z tal que para cada
u € V(z) se tenga que h,(u) < f(u) +e. Como z € X, estos intervalos abiertos V(z) recubren
X, y como X es compacto, podemos encontrar un subrecubrimiento finito V' (z1), -,V (zm).
Definimos g = inf{h,,,--- ,h,,, }. Por el segundo paso, tenemos que g € A. Ademas, g verifica

las condiciones requeridas.

Quinto paso Dado ¢ > 0y f € C(X), existe una funcion ¢ € A tal que f(u) — ¢ < p(u) <
f(u) + € para todo u € X.

Utilizando el cuarto paso, para cada x € X fijo, existe una funcién g, € A tal que g,(x) =
f(z)y gz(u) < f(u)+e. Por continuidad, debe existir un intervalo abierto U(x) de x tal que para

cadau € V(z) se tenga que g, (u) > f(u)—e. Como x € X, estos intervalos abiertos U (x) recubren

X, y como X es compacto, podemos encontrar un subrecubrimiento finito U(z1),--- ,U(zp).
Definimos ¢ = sup{gz,,- - , gz, }- Por el segundo paso, tenemos que ¢ € A. Ademas, ¢ verifica
las condiciones requeridas. O

Como consecuencia inmediata del teorema de Stone-Weierstrass, podemos establecer lo si-

guiente:

Corolario 3.5. Si K es un subconjunto compacto de RY, entonces toda funcion continua f :

K — R puede ser aprorimada uniformemente por una sucesion de funciones polinomiales.

Demostracion. Es evidente que el algebra de polinomios contiene a las constantes. Ademas,
dicha algebra tiene la propiedad de separar los puntos de K. Tomemos dos puntos distintos
x = (x1,--,zN) yy = (y1, - ,yn) en K. Existe al menos un indice i tal que z; # y;. Sea
p(u1, -+ ,un) = u; el polinomio correspondiente. Notemos que p(z) # p(y), lo cual demuestra
que el algebra de polinomios separa los puntos de K. Por lo tanto, toda funcién continua en K

puede ser aproximada uniformemente por una sucesién de funciones polinomiales. O
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Corolario 3.6. Toda funcion continua y periddica f : R — R es el limite uniforme de una

secuencia de funciones polindmicas trigonométricas.

Demostracion. Sea T > 0 el periodo de la funcién f, y consideremos el conjunto A de funciones

polinémicas trigonométricas de la forma:

N
2kt 2kt
ag + kzl (ak cos (T> + by sen <T)> .

Se puede observar que A forma un algebra y, cuando se restringe al intervalo compacto [0, 7],
se convierte en una subéalgebra de C([0,7]) que contiene las funciones constantes y separa los

puntos de [0,T]. Entonces A es denso en C[0,T], concluyendo asi la prueba. O

Existen otras familias de funciones que también son densas en el conjunto de las funciones

continuas y para ello veamos el siguiente resultado.

Corolario 3.7. Sea V el espacio vectorial de C0,1] generado por las funciones {e"* : n € Z},

entonces V es uniformemente denso en C[0,1].

Demostracion. Para demostrar que el espacio vectorial generado por las funciones {e"* : n € Z}

es uniformemente denso en C[0, 1], utilizaremos el teorema 3.4.

Primero, verifiquemos que el espacio generado denotado como V cumple las condiciones de

la definicion 3.2.

1. Contiene funciones constantes: La funciéon constante f(z) = 1 esta en el espacio ge-
nerado, ya que puede ser expresada como f(x) = ¢”®. Por lo tanto, V contiene funciones

constantes.

2. Separa los puntos: Tomemos dos puntos distintos z1, 2 € [0,1]. Si tomamos n =1, la
funcion f(z) = e® cumple f(x1) = ™' # €™ = f(x2) por ser la funcién exponencial una

funcién estrictamente creciente. Por lo tanto, V separa los puntos.

Ahora, debemos demostrar que la clausura del espacio generado es igual a C]0,1], es decir,
V=C|0, 1]. Para probar esto vamos a demostrar que V es una subalgebra y para ello debemos

comprobar las 3 condiciones de la definicion 3.1. Vedmoslo:

1. f4 g € V: Dadas dos funciones f y g del espacio vectorial V se tiene que la suma de ambas

estd en V por ser V un espacio vectorial.
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2. fg € V: Tomemos dos funciones f(z) = e™ y g(x) = ™ tal que f,g € V. Definimos la

funcion producto como h(z) = f(x) - g(x). Tenemos:
W) = [(2) - gla) = e eme = elrbm,
Dado que n y m son enteros, n + m también es un entero. Por lo tanto, h(z) € V.

3. c¢f € V: Dada una funcién f y una constante real c se tiene que la multiplicacion por escalar

estd en V por ser un espacio vectorial.

Entonces, hemos demostrado que V es una subédlgebra que contiene a la funcién constante 1
y separa los puntos de [0,1], por lo tanto por el teorema de Stone-Weierstrass se tiene que
V = C[0,1]. Esto significa que el espacio vectorial generado por las funciones {€"* : n € Z} es

uniformemente denso en C0, 1] y asi concluimos la demostracion. O

Como hemos dicho al principio del capitulo el teorema de Stone-Weierstrass es una generaliza-
cion del teorema de aproximacion de Weierstrass y esto lo podemos ver en una breve demostracion

del teorema de Weierstrass que podemos encontrar en [8§].

Teorema 3.8 (Weierstrass). Sea [a,b] C R un intervalo compacto y f : [a,b] — R una funcion

continua. Dado un € > 0, entonces existe un polinomio

n
P(z) =) apz*,neN ya€R, (3.1)
k=0
tal que

|f(x) — P(z)| < € para todo x € [a,].

Demostracion. Sea A el conjunto de todos los polinomios P(z) de la forma (3.1) con dominios
restringidos a [a, b]. Dado que [a,b] es compacto y A es una subélgebra de C([a,b]) que separa
puntos [P(x) = x| y contiene a las funciones constantes [P(x) = 1], se sigue del teorema 3.4 que

existe algin P € A tal que |f(z) — P(z)| < € para todo z € [a, b]. O

En el Teorema de Stone-Weierstrass, surgié una pregunta interesante sobre si la hipotesis
de que el algebra contenga constantes puede ser reemplazada por una suposiciéon més general.
Queremos demostrar que, dado un algebra A y un conjunto no vacio X, para cualquier z € X
existe una funcion f € A tal que f(x) # 0. En la demostracion del teorema de Stone-Weierstrass,
podemos observar que en los pasos 1, 2, 4 y 5 no se utiliza la hipétesis de que el algebra contenga
funciones constantes. Por lo tanto, vamos a demostrar el paso 3 con esta nueva hipodtesis. Para

ello, enunciaremos y demostraremos el siguiente teorema que se puede ver en |[§].
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Teorema 3.9. Sea X un conjunto mo vacio y sea A un dlgebra de funciones reales en X que
separa los puntos de X y no se anula en ningun punto de X. Six #y € X ya y b son nimeros

reales, entonces existe una funcion h € A tal que h(z) = a y h(y) = b.

Demostracion. Sean x # y, a y b dados. Sean fi, fo, f3 € A tales que fi(x) # fi(y), fao(x) # 0,
y fs(y) # 0.

Supongamos que f(z) = 0. Entonces fi(y) # 0, y podemos tomar h = a.f; 4+ S f2, donde a y

[ son las soluciones del sistema

afi(z) + Bfa(x) = a,
afi(y) + Bfz(y) = b.

Estas soluciones existen porque el determinante de los coeficientes es fi(x) fa(y) — fi(y) fo(x) =
—f1(y) f2(x) # 0. De manera similar, si fi(y) = 0, podemos tomar h = «af; + B f3 para ciertos
a, € R. Finalmente, supongamos que fi(x) # 0y fi(y) # 0. Entonces, podemos tomar

h = af; + Bf? donde a y 3 son soluciones del sistema
afi(z)+ Bfi(x)’ = a,
afily) + Bfi(y)* =b.

Estas soluciones existen porque el determinante de los coeficientes es fi(x)f1(y)[f1(y) — f1(z)] #
0.



Capitulo 4
Aplicaciones

En el presente capitulo, abordaremos una aplicacién del teorema de Stone-Weierstrass en
el 4&mbito de las ecuaciones diferenciales, con el objetivo de demostrar el teorema de Cauchy-
Peano. Con este proposito, realizaremos una introduccién preliminar a conceptos necesarios para
la demostracion, tales como las condiciones de equicontinuidad y lipschitzianidad de una funcion,
los iterantes de Picard y el teorema de Ascoli-Arzela y el teorema fundamental del calculo integral,

lo que podemos ver en [2].

Definicién 4.1. Sean I C R un intervalo compacto y .S un conjunto de funciones definidas en

I con valores en R™. Diremos que S es equicontinuo si
Ve>030>0|z,yel,lx—yl<d=|lg(x) —g(y)|| <eVgeSs.

Definicién 4.2. Sea f : Q C R" — R™ diremos que la funcion f es (globalmente) Lipschitziana

en el subconjunto G cuando existe una constante L > 0 tal que
1f(x) = f(W)I| < L[|z — yl| para todo z,y € €.

Definicién 4.3. Para un problema de valor inicial

% :.’L'I:f(t,.fU),

x(to) = X0

en el que se puede asegurar la existencia y unicidad de la solucién en un dominio
R={(t,x) €R?| |t —to| <a,|z — x| < b,a,b> 0}

es posible construir una solucién de forma iterativa de acuerdo a la expresion

t
om(t) =zo+ | f(s,om-1(8))ds, para todo t € [tg — a,to+a] y m € N,
to

donde () = xg. A estas iteraciones se les conoce como iterantes de Picard.

35
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Teorema 4.4 (Ascoli-Arzela). Sean I C R un intervalo compacto y S un conjunto de funciones

definidas en I con valores en R™.

Si S es equicontinuo y uniformemente limitado, entonces toda sucesion de elementos de S

tiene alguna subsucesion que converge uniformemente en I.

Teorema 4.5 (Fundamental del célculo integral). Sea f : [a,b] C R — R una funcion Riemann-

integrable en [a,b] y F : [a,b] — R su funcion integral:

F) = [ o(o)is

Si f es continua en t € [a,b], entonces F es derivable en t y, ademds F'(t) = f(t).

Como ya hemos definido los conceptos mencionados anteriormente, ahora vamos a enunciar y
demostrar el teorema de Cauchy-Peano que garantiza la existencia de soluciones para ciertos pro-
blemas de valor inicial usando para ello los iterantes de Picard de ciertos problemas modificados

y el teorema de Stone-Weierstrass. Dicha demostracion puede verse en [2].

Teorema 4.6 (Cauchy-Peano). Sea A C R x R un abierto, (to,z9) € Ay f: A — R una
funcion continua en A. Entonces existe solucidon local, ¢ : D —> R donde D es un entorno de

to tal que ' (t) = f(t,p(t)) para todo t € D, del problema de valor inicial
L —of = f(t,)
l’(to) = Zy.

Demostracion. Sustituyendo z por x — zg y t por t — ty, podemos suponer que tg = xg = 0.

Como A es un abierto, existe un rectangulo R = [—t1,t1] X [—x1,21] C A.

Como R es compacto y f continua, tenemos que supp |f| < C < oo y ademas por el teorema

de Stone-Weierstrass sabemos existe una sucesién de funciones de Lipschitz
fr R —R

que converge uniformemente a f en R. Sin pérdida de generalidad, suponemos que supp, | fx| < 2C

para todo k € N.

Definimos los iterantes de Picard para el problema de Cauchy
% = 2! = fi(t,2)
dt - - k ) )

IE(to) = Zy.
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de la siguiente manera, ¢y, : D = [~t2,l2] — R donde t; = min{t1, 3&}. Sabemos que

t
0ro(t) =0,y Yrnt1(t) = / fr(s, prn(s))ds. Veamos que estan bien definidos por induccion,
0

como

t
onsa(t)] < ' [ s onalonas
0
<lt]sup i
R

<tg-2C

lea

se tiene que (s, Yk n+1(5)) esta dentro del rectangulo compacto R. Tenemos

|0k n+1(t) — @rn(t)] < ’/0 | fi(s, k() = fr(s, Qrn_1(s))| ds

<Ly

9

t
/0 Ohn(8) = Prms (5)|ds

donde L es la constante de Lipschitz de fi. Para que la diferencia sea méxima definimos

Min(t) = sup |ppn1(s) = Prn(s)|
s€[0,t]

y tenemos la siguiente cota

M n(t) < Ly

I

t
/ Mk,nfl (s)ds
0

y ademas

t
My o(t) < /0 | fx(s,0)|ds

<[t|sup ||
R

<201t].

2C LYt 1L

)T tiende a 0 cuando n — oo para todo

Por induccion, esto implica que la cota My, ,,(t) <

teD.

Las familia de funciones ¢y, es equicontinua y ademas que para —ts <t < s < to tenemos

S
Phint1(8) = Prmia ()] < / (5" Prn(s) ]
t
<|s — t|sup |l
R

<2C|s —t|,
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por lo que segtin el teorema de Ascoli-Arzela, para cada k € N existe una subsucesion {S%,wk(n) bneN

que converge uniformemente a la funciéon continua ¢y : D — R. Si tomamos el limite cuando

n — 00 en
t
“pk,wk(n) (t> - /(; fk(sv (Pk,wk(n)(s))ds :‘Spk,wk(n) (t) - Sak,wk(n)Jrl(t)’
SMk,wk (n) (tQ)v
t
entonces tenemos que i (t) = [ fx(s, pr(s))ds. De nuevo, la familia de funciones @y, esté en las

0
hipotesis del teorema de Ascoli-Arzela. Por lo tanto, existe una subsucesion ¢y 1) que converge

uniformemente a la funcién continua ¢ : D — R. Como f4 ;) son equicontinuas por el teorema

t
de Ascoli-Arzela y tomando el limite cuando k — oo en gy (t) = / To) (5, Pgr) (8))ds se
0

t

tiene que @(t) = / f(s,¢(s))ds. Entonces, por el teorema fundamental del céalculo integral se
0

tiene que ¢'(t) = f(t,¢(t)) en D.

O
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