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Trabajo propuesto

Area del Conocimento: Matemdtica Aplicada

Titulo: Introduccién a las leyes de conservacién y a su resolucién

numérica

Breve descripcién del contenido

La primera parte de este trabajo estd dedicada al estudio de las leyes
de conservacién, incluyendo la deduccién de algunas de las propieda-
des mds importantes de sus soluciones cldsicas, débiles y entrépicas.
La segunda parte es una introduccién al método de volimenes finitos
para la resolucién numérica de las leyes de conservacién. Se utilizaran

las ecuaciones del transporte, Burgers y Saint-Venant para ilustrar los

comportamientos de los métodos implementados.
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Resumen

La modelizacion matemadtica con leyes de conservacién describe el comportamiento de un
sistema teniendo en cuenta la conservacién de alguna magnitud, como la masa, la energfa o el
momento. Estos modelos se utilizan en campos como la fisica, la ingenieria y la ciencia ambiental
para comprender y predecir el comportamiento de sistemas complejos, desde la dindmica de
fluidos y el flujo de trifico hasta las reacciones quimicas y las interacciones ecoldgicas. En este
trabajo se estudiardn en primer lugar las propiedades analiticas més importantes de los sistemas
de leyes de conservacién, viendo los conceptos de solucién cldsica, solucion débil, condiciones de
entropia y el problema de Riemann. Puesto que, en general, no es posible obtener la solucién
exacta de las leyes de conservacién, posteriormente, teniendo en cuenta las caracteristicas y
dificultades encontradas, se disenardn métodos numéricos para aproximar numéricamente las
soluciones de estos sistemas. Se hard especial énfasis en el método de Godunov, cuya deduccién
matemadtica es consecuencia directa de las propiedades fundamentales de las leyes de conservacion.

Finalmente, se aportan cédigos ¢ MATLAB que implementan los métodos descritos.

Abstract

Mathematical modeling with conservation laws describes the behavior of a system by consi-
dering the conservation of some quantity, such as mass, energy, or momentum. These models are
used in fields such as physics, engineering, and environmental science to understand and predict
the behavior of complex systems, from fluid dynamics and traffic flow to chemical reactions and
ecological interactions. In this work, we will first study the most important analytical properties
of systems of conservation laws, including the concepts of classical solutions, weak solutions,
entropy conditions, and the Riemann problem. Since it is generally not possible to obtain the
exact solution of conservation laws, numerical methods will later be designed to numerically
approximate the solutions of these systems, taking into account the characteristics and difficul-
ties encountered. Special emphasis will be placed on the Godunov method, whose mathematical
derivation is a direct consequence of the fundamental properties of conservation laws. Finally, 4
MATLAB codes implementing the described methods will be provided.

IX






Introduccion

Las leyes de conservacién son ecuaciones en derivadas parciales hiperbdlicas que modelan
procesos fisicos cuya caracteristica fundamental es que la informacién relativa a las magnitudes
consideradas se transmite a velocidad finita. Esta propiedad hace que sean ampliamente usadas en
dindmica de fluidos, por ejemplo, para resolver las ecuaciones de Fuler de dindmica de los gases
o las ecuaciones de Saint-Venant que modelan el comportamiento de aguas someras. Aunque
los métodos de volimenes finitos se desarrollaron para resolver estas ecuaciones, se comenzard
por aplicarlos a ecuaciones mds sencillas, como la ecuacién del transporte y la de Burgers, para
posteriormente emplear los volimenes finitos para resolver las ecuaciéon de Saint-Venant en el

caso unidimensional.

Este trabajo busca dar una introduccién a la resolucién numérica de estas ecuaciones y estd
dividido en dos partes claramente diferenciadas. La primera parte estd formada por los Capitulos
v [2] y estd dedicada a introducir los conceptos bdsicos de las leyes de conservacién, asi como
hacer un estudio analitico del comportamiento de sus soluciones. La segunda parte del trabajo
estd formada por los Capitulos [3| v 4] v consiste en la descripcién de los métodos numéricos
mads bdsicos empleados para resolver algunas de las leyes de conservacién unidimensionales méds

sencillas, asf como dar algunas de las propiedades méds elementales de estos métodos.

En particular, el Capitulo [l| presenta el concepto de una ley de conservacién a partir de su de-
duccién fisica para luego generalizarlas a sistemas de leyes de conservacion. También se explican
algunos conceptos bdsicos necesarios para su clasificacién y se presenta una aparentemente sen-
cilla ecuacion, la ecuacién de Burgers, que ejemplificard algunos de los comportamientos propios

de las leyes de conservacién no lineales.

En el Capitulo [2| se comienza describiendo el primer concepto de solucién que se nos puede
ocurrir, las soluciones cldsicas del problema de Cauchy, soluciones con regularidad suficiente
como para poder interpretarlas en el sentido habitual. Se verd como este concepto de solucion
cldsica es, en general, insuficiente para tratar con leyes de conservacién no lineales, lo cual
sugiere generalizarlo para tratar con soluciones débiles pasando a una forma integral de la ley

de conservacién. Sin embargo, con este paso se verd que se pierde la unicidad de la solucién.
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Por ello, se introducirdn condiciones adicionales para poder asi hablar de unicidad de solucion
entropica, que modelard a la solucién fisicamente plausible del problema subyacente. Después, se
particularizan los conceptos desarrollados para hallar las soluciones entrépicas de un problema
de Cauchy de gran importancia: el llamado problema de Riemann. Se dard de forma explicita
la solucién a este problema para dos ecuaciones que se utilizardn de modelo en este trabajo: la
ecuacion del transporte, la ecuacion de Burgers, asi como para una funcién arbitraria céncava (o

convexa) y concavo-convexa.

En el Capitulo [3] se describen métodos numéricos para la resolucién de leyes de conservacion
en un marco general y se particularizan algunos conceptos de gran importancia en su andlisis
numérico, tales como la consistencia, estabilidad, convergencia o monotonia. Se buscard, tal y
como pretendia Godunov en [9], que estos métodos repliquen el comportamiento cualitativo de

las soluciones entrépicas de las leyes de conservacién.

En el Capitulo [] se explicitan algunos métodos de especial relevancia tanto desde el punto de
vista académico como préctico; como por ejemplo el esquema de Lax-Friedrichs y el método de
Godunov. Cabe destacar que la construccién de este 1iltimo se basa en las soluciones entrépicas,
como las calculadas en el Capitulo 2] Se realizardn test numéricos para comprobar el correcto

funcionamiento de estos métodos.

Finalmente, en el Anexo [[| se presentan los cédigos que implementan los métodos numéricos

explicados en esta memoria.

Para la elaboracién de este documento, se ha hecho una revisién bibliografica de los libros
cldsicos sobre leyes de conservacién. Son especialmente relevantes los dos libros de E. Godlewski
y P-A. Raviart [7] v [8], las notas del curso MA103 del ENSTA [I, asi como los libros de R.
J. LeVeque [14], P. G. LeFloch [12], y M. E. Vazquez-Cendén [20], cuyas lecciones y consejos,
asf como los de S. Busto, también han ayudado enormemente a la redaccién de este trabajo.
En [19], de E. F. Toro, se han consultado numerosos detalles técnicos sobre la implementacién
de los métodos de voliimenes finitos, asi como sobre soluciones de problemas de Riemann. Para
el estudio del sistema de Saint-Venant, ha sido de gran utilidad [I8], del mismo autor. Por
ultimo, para ciertas generalidades sobre métodos numéricos se ha consultado el libro [16] de J.
C. Strikwerda y muchos de los detalles de andlisis funcional se han extraido de los libros clésicos
de H. Brézis [2], K. Yosida [2I] y J. B. Conway [5].



Capitulo 1

Sistemas hiperbdlicos de leyes de

conservacion

En este capitulo, se deducird la forma general de un sistema de leyes de conservacién hi-
perbdlico. Después, se pasard a concretar el tipo particular de leyes de conservacién que se va a
tratar en este trabajo, asf como incluir algunos ejemplos que se considerardn reiteradamente en

capitulos posteriores.

1.1. Deduccién de las leyes de conservacion

Para aportar mayor claridad, se comenzard por el caso escalar. Se supone que existe una
funcién regular u: R™ x R — Q C R tal que u(x,t) es la densidad (es decir, el valor por unidad
de volumen) de una cierta magnitud escalar en la posicién x € R™ y en el instante t € R, y donde
el abierto 2 C R es el conjunto de valores que puede tomar la magnitud u. Se denominard a la

funcién u como la variable conservativa.

Ahora se va a suponer que sobre la magnitud que se estd considerando rige un principio de
conservacion, es decir, se estd suponiendo la siguiente hipétesis: la tasa de variacidn por unidad
de tiempo de la magnitud en cualquier recinto coincide con el flujo saliente a través de la frontera

de dicho recinto.

Se va a suponer también que el flujo de la magnitud en el punto x € R y el instante ¢t € R
viene dado por F(x,t), con F € C?>(R" x R,R"). Adicionalmente, se va a suponer que existe
una funcién f € C%(Q,R"), denominada flujo (fisico), tal que se puede escribir el flujo como
F(x,t) = f(u(x,t)).
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Sea D C R™ una region regular arbitraria de R™, es decir, un subconjunto de R™ que es la
clausura de un abierto conexo cuya frontera es una curva regular a trozos. Entonces, se puede

escribir matematicamente el principio de conservacion relativo a u en D como

d

o Du(x,t) dx = — fé}p f(u(s,t)) - n(s)ds, vt € R,

donde n(s) es el vector unitario normal exterior a 0D en el punto s € 9D. Utilizando el teorema

de Gauss y el teorema de la convergencia dominada, se puede reescribir la ecuacién anterior como
/ O, £) + divE(u(x, )] dz = 0, W€ R,
D

o bien, denotando por fj: @ — R, con j € {1,...,n}, a cada una de las componentes de f,

/ o, t) + 3 0, filul 1) | dr =0,  vieR.
D -
J=1

Puesto que la regién regular D C R™ era arbitraria y se estd imponiendo el principio de con-
servacién en cualquier recinto, la igualdad anterior se dard si, y solo si, el integrando es nulo en
todo punto x € R™ y todo instante de tiempo ¢ € [0, +00). De este razonamiento se obtiene la
forma conservativa de una ley de conservacion escalar, que es la siguiente ecuacién en derivadas
parciales:

Opu(x,t) + Y 0 fi(u(x,t))dz =0,  ¥x€R", Vte[0,+00). (1.1)
j=1

El razonamiento obtenido para obtener las ecuaciones anteriores puede extenderse para sis-
temas de varias variables conservativas. Se va a seguir —de acuerdo con [7] y [20]- la siguiente

definicién para un sistema de este tipo:

Definicién 1.1 (Sistema de leyes de conservacién). Sean f;: @ C R™ — R™ funciones regula-
res, para todo j € {1,...,n}. El sistema de leyes de conservacién asociado al vector de variables

conservativas u: R® x R — ) viene dado por

n
oa(x,t) + Y O fi(u(x,t)) =0, VxeR", VteR (1.2)

j=1
Al abierto 2 C R™ se le denomina conjunto de estados y a cada una de las funciones f;, con
j €{1,...,n}, flujos fisicos o, simplemente flujos, si no hay ambigiiedad con las funciones que

después se denominardn flujos numéricos.

Si se denota F = (fi,...,f,)", se puede escribir (T.2) de forma mds compacta mediante la
expresion
du(x,t) + divF(u(x,t)) =0, vx e R", Vtel0,+00),
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donde se estd denotando la divergencia tensorial

(divF), = 0;Fi;,  Vie{l,...,n}.
j=1

El estudio tedrico de este tipo de sistemas es complejo y este trabajo se cefiird tinicamente
al estudio de sistemas unidimensionales. Por ello, se particularizard la definicién anterior para el

cason = 1.

Definicién 1.2 (Sistema de leyes de conservaciéon unidimensionales). Sea f: Q@ C R™ — R™
una funcién regular. El sistema de leyes de conservacién asociado al vector de variables conser-

vativas u: R x R — Q C R™ viene dado por
onu(z,t) + 0.f(u(z,t)) =0, Ve eR, VteR. (1.3)

Al abierto 2 C R™ ge le denomina conjunto de estados y a la funcién f se la denomina flujo

fisico del sistema. Se dice que la ecuacién (1.3) estd escrita en forma conservativa.

Una forma alternativa de escribir las leyes de conservacién es la siguiente: se define la matriz

jacobiana del flujo fisico f como

Ifilw) Ofilw) ... Onmfi(w)
O fo(w) Oofo(w) ... Opmfolw
M) = (ag(@)_y = @)y = | O R BT g
alfm(w) a2fm(w) ce amfm(w)
(1.4)

donde la entrada a;; de la matriz A viene dada por la derivada parcial de f;, la componente
i-6sima del flujo fisico, respecto a u;, la componente j-ésima de la variable conservativa, para

todo 4,5 € {1,...,m}.

Usando esta matriz y la regla de la cadena, se puede escribir la ecuacion (1.3 del siguiente
modo,

opu(z,t) + A(u(z,t)) Opu(z,t) = 0, VreR, VteR, (1.5)

que recibe el nombres de forma no conservativa. Tal y como se verd mdas adelante, las formas
(1.3) y (L.5) son equivalentes cuando u es suficientemente regular. Sin embargo, en general, esto
no tiene porqué ser cierto. A continuacién, se verdn algunos ejemplos de sistemas de leyes de

conservacién unidimensionales.

Ejemplo 1.3. El caso mds sencillo que se tratard serd el de la ecuacidon del transporte, donde
se supone que el flujo de una cierta magnitud conservativa es proporcional a su densidad. Para

esta ecuacion, el flujo fisico viene dado por f(w) = pw, para todo w € R, donde 1 € R es una
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constante (que se supone no nula), que se denomina velocidad de propagacién. Por lo tanto, la

ley de conservacién se escribe en este caso como
Opu(x,t) + pozu(z,y) = 0, VreR, VteR.
Ejemplo 1.4. Las ecuaciones linealizadas de dindmica de gases son, de acuerdo con [19]:

O¢p + poOzv = 0,
a2

875/1) + 7858p = 07
Po

donde las incégnitas son la densidad p y la velocidad v, y donde pg € R es una constante de
referencia de la densidad y a € R™ es la velocidad del sonido. Se puede escribir el sistema anterior

como un sistema de leyes de conservacién. Para ello, basta definir

v(xz,t
u(a:ay) = (pgx’?) ) f(u(:c,t)) = Zg ( ) 5 Ve eR, VteR.

1.2. Clasificacion de sistemas de leyes de conservacion

Antes de continuar, se recuerdan los siguientes conceptos bdsicos de dlgebra lineal:

Definicién 1.5 (Autovalor y autovector). Se dice que A € C es un autovalor de una matriz
cuadrada A € M,,xm(R) si existe un e € R™\{0} tal que Ae = Ae y en este caso se dice que
e es un autovector de A asociado al autovalor A\. Ademads, la matriz A tendrd m autovalores, no
necesariamente distintos. Para cada autovalor )\; se denotard a su autovector asociado por e;,

para todo ¢ € {1,...,m}.

Se van a clasificar las leyes de conservacion en base a los autovalores de su matriz jacobiana

asociada ([1.4).

Definicién 1.6 (Sistema hiperbdlico de leyes de conservacién). Un sistema de leyes de conser-
vaciéon unidimensionales de la forma (1.3) es hiperbélico en (z,t) € R x R si la matriz jacobiana

del flujo fisico f en dicho punto, que se denotaba por A(u(x,t)), tiene m autovalores reales
A(u(z,t) < Az(ufz, 1)) < -+ < Am(u(z,t))

y los autovectores asociados {e;(u(z,t)),ez(u(z,t)),...,en(u(z,t))} son linealmente indepen-
dientes. El sistema es estrictamente hiperbélico en dicho punto si ademéds los autovalores son
todos distintos entre si. El sistema es hiperbdlico (respectivamente, estrictamente hiperbélico) si

es hiperbdlico en todo (z,t) € R x R.
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Definicién 1.7 (Sistema eliptico de leyes de conservacién). Un sistema de leyes de conservacién
unidimensionales de la forma (1.3)) es eliptico en (x,t) € R x R si la matriz jacobiana del flujo
numérico f en dicho punto, que se denotaba por A(u(x,t)), no tiene autovalores reales. El sistema

es eliptico si la matriz A no tiene autovalores reales en ningin punto.

FEste trabajo se centra unicamente en el estudio de sistemas de leyes de conservacién hi-
perbdlicos. Un caso particular de sistemas hiperbélicos de leyes de conservacién son los sistemas
lineales. El interés de este caso viene de que se puedan resolver estos sistemas de forma exacta y

con ello tener problemas de prueba para los métodos numéricos.

Definicién 1.8 (Sistema lineal de leyes de conservacién). Un sistema de leyes de conservacién
unidimensionales de la forma (1.3 es lineal si existe una matriz A € M,xm(R) de coeficientes
constantes tal que el flujo fisico del sistema se pueda escribir como f(w) = Aw, para todo w € Q.

De este modo, se puede reescribir el sistema como

opu(z,t) + Adyu(x,t) =0, Ve eR, VteR. (1.6)

En este caso, la matriz jacobiana del flujo fisico coincide con la propia matriz A que define el
sistema lineal. Si el sistema sea hiperbélico, la matriz A es diagonalizable en R, es decir, admite
una descomposicion A = PDP~!, siendo P = (e1]. .. |em)" € Mumxm(R) una matriz no singular
y D = (dii); € Muxm(R) la matriz diagonal dada por d;; = A;, con \; € R autovalor con
autovector asociado e; € R™, para todo i € {1,...,m}. Esta estructura particular de la matriz

A serd lo que permita detallar explicitamente la solucién del sistema lineal.

1.3. Ejemplos de sistemas de leyes de conservacién

Se van a ver ahora mds ejemplos de sistemas de leyes de conservacién, viendo ademds si son

hiperbélicos o no.

Ejemplo 1.9. La ecuacién del transporte que se detallaba en el Ejemplo se puede escribir
como un sistema lineal de leyes de conservacién definiendo la matriz A = (u). Trivialmente, es

siempre estrictamente hiperbdlica.

Ejemplo 1.10. En el Ejemplo se vio como las ecuaciones linealizadas de dindmica de los

gases se pueden escribir como un sistema lineal de leyes de conservacién, considerando la matriz

0 po
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Se va a ver ahora que este sistema lineal es hiperbdlico. Para ello, se determinan cudles son los

autovalores de A calculando las raices del polinomio caracteristico. Se tiene que

=X po
A — M| = |42 \ =\ —d>=0,
Po
por lo tanto la matriz A tiene dos autovalores reales y distintos, dados por A\y = —a y A2 = a.

Esto prueba que el sistema es también hiperbélico.

Ejemplo 1.11. El siguiente sistema, deducido en [19], se conoce como el modelo de la pequena

perturbacién:

{ ey (1.7)

OV — Oyu = 0,

donde a? viene dado por .
2

a‘ = ———
M2 -1’

siendo M € R una constante y donde u y v modelan pequeiias perturbaciones en las velocidades

de las componentes z e y (respectivamente) de una particula. Se puede escribir este sistema de

ecuaciones diferenciales como un sistema lineal de leyes de conservacién, definiendo

u(z,y) 0 —a®
U(.’L', y) = ) A= .
v(z,y) -1 0
Con esta notacion, se puede escribir el modelo de pequenas perturbaciones como

dpu(z,y) + Adyu(z,y) =0,  V(z,y) € R%

Se van a estudiar ahora los autovalores de A, para ello se calculan las raices de su polinomio

caracteristico:

-\ —a?

1 -

2 1

_ 12 2 2 _

Si M > 1, entonces a? > 0 y la matriz A tiene dos autovalores reales y distintos entre si, dados

1 1
T v T Ve

por lo que el sistema serfa estrictamente hiperbélico. Si M < 1, los autovalores serfan imaginarios

por

puros, por lo que el sistema no serfa hiperbélico en ningtin punto, si no que serfa eliptico.

Ejemplo 1.12. Cabe notar que todos los ejemplos anteriores son sistemas de leyes de conser-
vacion lineales. Los modelos lineales tienen un interés académico indiscutible ya que se puede
calcular la solucién exacta explicitamente. Esto proporcionars una herramienta 1til para compro-

bar el buen funcionamiento de los métodos numéricos que se desarrollardn mds adelante. Desde
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el punto de vista de la modelizacién, bajo hipétesis de pequenas perturbaciones, también son de

utilidad. Sin embargo, con frecuencia los modelos lineales no son lo suficientemente precisos.

En este ejemplo se va a presentar, siguiendo a [7], una ley de conservacién no lineal, escalar
v unidimensional, que se utilizard sistemdticamente para probar los métodos numéricos que se

planteen, por su simplicidad (dentro del campo de ecuaciones no lineales).

Particularizando en el caso unidimensional y escalar, en el razonamiento inicial que se hizo
al comienzo de este capitulo, se supuso que la funcién F' € C?(R x R, R), tal que F(z,t) es el
flujo de la magnitud conservativa en la posicién x € R e instante ¢ € R, admitia una expresion
del tipo F(z,t) = f(u(x,t)), con f € C?(£2,R). Sin embargo, a la hora de modelar problemas

fisicos, es mds realista suponer
F(z,t) = f(u(z,t)) — v Opu(x,t),

donde v € R es un pardmetro positivo y, en general, pequerio. Suponiendo el flujo de esta forma
vy razonando de modo andlogo a como se hizo anteriormente, la forma general de una ley de

conservacién escalar y unidimensional serfa
Ou(x,t) + Oy f(u(x,t)) — vOypu(z, t) =0, Ve eR, VteR.

El término —vd,,u(x,t) permite tener en cuenta los efectos de disipaciéon de la energia y de

dispersién. Por analogia con la dindmica de gases, se llamard término de wiscosidad.

Se puede generalizar este razonamiento al caso de m variables conservativas, escribiendo la

forma general de una ley de conservacién con viscosidad como

opu(z,t) + 0:f(u(x,t)) — v u(x,t) =0, VzeR, VteR.

El caso particular en el que el flujo viene dado por f(w) = “’72, Yw € R, es el modelo mds
simple que permite modelar el comportamiento de un fluido viscoso. La ecuacién en derivadas

parciales correspondiente se escribe en forma no conservativa como
Opu(x, t) + udzu(x,t) — vOzzu(z,t) =0, Ve eR, VteR (1.8)

y es la denominada ecuacion de Burgers (con viscosidad). El problema de Cauchy asociado a
la ecuacién ((1.8]) tiene solucién tnica y regular, que ademds se puede calcular analiticamente
(usando la transformada de Cole-Hopf; para mds informacién, consultar [4] y [I1]). La ecuacién

en derivadas parciales que surge de tomar el limite v — 0 es, escrita en forma no conservativa,
Oru(z,t) + udzu(z,t) =0, VreR, VteR

y, en forma conservativa,

u(w,t)?
2

Opu(z,t) + Oy =0, VreR, VteR (1.9)
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y se denominada ecuacion de Burgers (sin viscosidad). Es importante senalar que es una ley de
conservacién en el sentido que se estaba tratando en este capitulo, es decir, en el sentido de la
Definicién [L11

Ejemplo 1.13. A continuacién se verd un sistema de leyes de conservacién no lineal que se
utilizard como paradigma de problema vectorial a lo largo de todo este documento. Se trata de un

caso concreto de las ecuaciones de Saint-Venant (o de aguas someras) en el caso unidimensional.

Se supone que un fluido incompresible se mueve a velocidad v por un canal con fondo plano,
de ancho 1 m y con fluido con una altura variable h y tal que v es constante a lo largo de cada

seccion del canal. El siguiente sistema de ecuaciones no lineales modela la situacién descrita

h vh
O + 0y gh? | =0, VzeR, VteR, (1.10)
hv h’U2 + 7

donde g es la aceleracién gravitatoria. Se pueden consultar mds detalles del modelo fisico, asi

como de la deduccién de las ecuaciones, en [18].

Se puede escribir el sistema ([1.10)) como una ley de conservacion definiendo el vector de

magnitudes conservativas y el flujo fisico como

(.1) h(z,t) f( ) 2 2 2 VeeR, VteR, V( ) €Q
u(z,t) = ;o flwr,we) = » VrER, v VWL W ’
h(z, )o(z, 1) B R R L o
w2 (1.11)
1.11

donde el conjunto de estados viene dado por = (0,+00) x R. Este sistema es estrictamente

hiperbdlico. En efecto, la matriz jacobiana del flujo fisico viene dada por

0 1
Alw) = w2 wo | s
—% +gwr —
1
con autovalores
w2 w2
AM(w) == —/guwr, Ao(w) = — 4+ /gw.
w1 w1

Nétese que A\ (w) # A2(w) para todo w € Q. En consecuencia, se concluye que el sistema ([1.10])

es un sistema de leyes de conservacién estrictamente hiperbdlico.



Capitulo 2
Soluciones del problema de Cauchy

A la hora de resolver sistemas de leyes de conservacién, se impone una condicién inicial
en el instante de tiempo t = 0. Este es el denominado problema de Cauchy, que en el caso

unidimensional se escribe

{ du(z,t) + 0 f(u(z, 1)) =0, VzeR, Vte]0,+00), 1)

u(z,0) = up(z), Vx € R,

donde Q C R™ es un abierto, f € C2(Q, R™) y se supone inicialmente que ug € C*(R, Q).

2.1. Soluciones clasicas

Puesto que en (2.1]) aparecen derivadas de primer orden respecto a la variable ¢ y a la variable
x, parece razonable pedirle a las soluciones de dicho problema que sean derivables en ambas

variables y estas derivadas parciales sean ademds continuas. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 2.1 (Solucién cldsica). Se dice que una funcién u: R x [0,7) — © C R™, con
tiempo maximal de definicién 0 < T" < 400, es una solucidn cldsica del problema de Cauchy
[2-1) si es una funcién C*(R x [0,7T),) y satisface (2.1)) en todo punto (x,t) € R x [0,7T). Si no

se especifica el tiempo maximal T, se supone que es una solucién clasica en R x [0, +00).

En este capitulo se verd que, en el caso escalar, existe solucién cldsica del problema de Cauchy
(2.1), al menos para T suficientemente pequeno. Para ello, se empleara el método de las curvas
caracterfsticas, que permite calcular la solucién exacta de una ley de conservacién escalar hasta

un tiempo finito en el caso no lineal y en [0, +00) en el caso lineal.

Para dar una idea intuitiva, se comienza tratando la ecuacién del transporte, con problema

11
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de Cauchy asociado, escrito en forma no conservativa como

{ Opu(z,t) + X Ozu(z,t) =0, Ve eR, Vte|0,+00), (2.2)

u(z,0) = up(z), Vz € R,

donde A € R es una constante (que se llamaba velocidad de propagacién) y ug € CH(R,R).
Considerando las parciales como operadores lineales, la ecuacion en derivadas parciales anterior

se escribe

(Or + X 0z) u(x,t) = 0.

Esto sugiere considerar un cambio de variable x = € + At, y definir una funcién w tal que
u(z, t) = u(§ + At,t) = w(S, ),
con £ € R. Entonces, se tiene que
Qw(&,t) = Nogu(§ + At t) + Opu(§ + At t) = AOpu(€ + At t) — Noyu(§ + At t) = 0.

Fijado &, w es constante en tiempo, es decir, se tiene que u es constante a lo largo de la curva
t — (£ + At, t), lo que implica que se puede calcular la solucién en (z,t) remontando al punto
de corte de la curva con el eje t = 0, pues se conoce la solucién en dicho tiempo. Es decir, se
tiene que

u(z, t) = w(&,t) = w(x — At,0) = up(z — At).

Se dice que la curva t — (z + At,t) es una curva caracteristica de la ecuacién del transporte.

En la Figura [2.1] se tiene una ilustracién de este procedimiento de resolucion.

/\t
....................................... *** t — t2
A
4 4 4
4
A
PP
" " "
......................... ;’;’;’ t = tl
PV
< > T ol ol —
+

Figura 2.1: Diagrama ilustrativo de la solucién de la ecuacién del transporte. Figura de la iz-
quierda: en rojo, condicién inicial, en azul, solucién en tiempo %1, en verde, solucién en tiempo
to; v las flechas representan el transporte de tres puntos concretos. Figura de la derecha: curvas
caracterfsticas del problema. Estdn resaltadas las caracteristicas de los puntos transportados en

la figura de la izquierda.

Se acaba de ver como calcular la solucién exacta de la ecuacién del transporte escalar. En este

apartado se verd, basdndose en [19], como a partir de esta solucién, se puede calcular también
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de forma explicita la solucién cldsica de sistemas lineales hiperbdlicos de leyes de conservacion,

en el caso unidimensional. El problema de Cauchy asociado a este sistema viene dado por

{ dpu(x,t) + Adu(z,t) =0, Ve eR, Vte][0,+00), 2.3)

u(z,0) = up(z), vz € R.

Tal y como se comenté en el capitulo anterior, si se supone que el sistema es hiperbdlico, en-

tonces la matriz A admite una descomposicién del tipo A = PDP~!, donde P = (eq]...|en)" €
Mixm(R) y D = (dis)™; € Mupxm(R), con d;i = Ai, siendo {\1,...,\,} los autovalores de A y
e, el autovector asociado al autovalor Ag, para todo k € {1,...,m}.

Teniendo en cuenta que P es no singular, se define el vector de variables caracteristicas como

w = P~'u. Como la matriz A es constante, P y P~! también lo serdn. Por lo tanto, se tiene que

8tu = Patw,
u=Pw —
o, u=P0o,w.

En consecuencia, se deduce que
ou(z,t) + Aodu(z,t) =0 = Poyw(z,t) + APO,w(z,t) = 0.
Multiplicando la tltima igualdad por P~! se llega al sistema escrito en forma caracteristica:
ow(x,t) + Doyw(z,t) =0, Ve eR, Vte|0,+00). (2.4)

Se puede escribir (2.4) matricialmente como

Oywy (z, 1) AM 0 ... 0 Oywi(x,t)
Oywa(x,t) 0 X ... O Orpwo(z,t)

. + . . . . . =1.1>
Opwp (z, 1) 0 0 ... \n OpWpy (2, 1) 0

con lo que se observa facilmente que se trata de un sistema desacoplado de m ecuaciones de la

forma
Oyw;(x,t) + N\ Opwi(x,t) =0, Ve eR, Vtel0,+o00), i€{l,...,m},

que son ecuaciones del transporte, de las cuales ya se estudié su solucién exacta. Poniendo

wo = P~ 1uy, las soluciones de las m ecuaciones desacopladas vienen dadas por
wi(x,t) = (wo)i(x — \it), Ve eR, Vte|0,4+o00), i€{l,...,m},

por lo que, revirtiendo el cambio de variable, se puede dar la solucién de (2.3) como u = Pw.
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A continuacion, se va generalizar el desarrollo de la ecuacién del transporte escalar al caso

no lineal. Se considerard ahora el problema de Cauchy escalar, escrito en general como

{ Oyu(x,t) + Oy f (u(z,t)) =0, Vr eR, Vtel0,+00), 2.5)

u(z,0) = up(z), Vo € R,

suponiendo que Q2 C R es un abierto, ug € CL(R,Q) y f € C?(,R). Siu: Rx[0,+00) — Q CR
es una solucién cldsica del problema de Cauchy (2.5)), se puede escribir la ecuacién en derivadas

parciales anterior en forma no conservativa:
Opu(x,t) + f (u(z,t)) Opu(x, t) = 0, Vz eR, Vte|0,+00). (2.6)

Por analogia con lo ocurrido con la ecuacién del transporte, se supone que existe una curva
t — (X (t),t) sobre la cual la solucién u: R x [0,4+00) —  es constante. Entonces se tiene que
a4
S odt

= Opu (X(1),1) X'(t) — f'(u (X (8), )0z (X (t),) = Opu (X (1), 1) [X'(t) — f'(u (X (t),1))] -

0 (X(t),t) = Opu (X (t),t) X' (t) + Opu (X (t),1)

Por lo tanto, sobre una curva t — (X (¢),t) del plano x/t definida por X'(t) = f'(u (X (t),t)),
para todo z € Ry t € [0, +00), la solucién de (2.5) permanece constante. Estas ideas sugieren la

siguiente definicién:

Definicién 2.2 (Curva caracteristica). Sea una ley de conservacién escalar unidimensional es-
crita en forma no conservativa como (2.6) y sea (Z,t) € R x [0,+00) un punto arbitrario. Se
define la curva caracteristica asociada a (2.6)) y que pasa por (Z,t) como la curva t — (X (¢),t)

del plano x/t definida por el problema de valor inicial

{ X'(t) = f'(u(X(1),1)),

X0 - (2.7)

De los razonamientos anteriores, se deduce el siguiente resultado:

Proposicién 2.3. Sit — (X (¢),t) es una curva caracteristica, definida en I C [0,400) por
[2.7), asociada a la ecuacion 2.6) que pasa por (z,t) y u € CH(R x I,9) es una solucion de esta

ley de conservacion, entonces u es constante a lo largo de la curva caracteristica.

Gracias a esta invariancia de la solucién a lo largo de las caracteristicas, se puede explicitar
la solucién de (2.7)) como

X(t) =7+ f'(u(z, D)t —1), Vte[0,+00). (2.8)

En particular, observamos que se trata de rectas. Para que este procedimiento funcione, por

cada punto del plano (x,t) debe pasar una wnica curva caracteristica. En caso contrario, la
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solucién podria estar multievaluada, lo cual nos llevarfa a una contradiccién. En la Figura [2.2]se
ve qué ocurre cuando no se cumple dicha condicién, considerando, por ejemplo, la ecuacién de
Burgers. A este fenémeno se le denomina choque. A partir de un cierto tiempo t*, se producird
un choque, es decir, las caracteristicas se cortan y ya no se puede hablar de solucién en el sentido

clasico.

/\t
---------------- 2 A l2
1 bé
1/
4 "
---------- - - - e e et A A
4
I' 'l'
& > T '4’4’
< 7 (— L @ '}./I/‘
L 4

Figura 2.2: Diagrama ilustrativo de la solucién de la ecuacién de Burgers por el método de las
caracterfsticas. Figura de la izquierda: en rojo, condicién inicial, en azul, solucién en tiempo 1,
en verde, solucién en tiempo to; y las flechas representan el transporte de tres puntos concretos.
Se ve como a partir de t1, ya no hay solucién, pues el objeto representado ya no es una funcién.
Figura de la derecha: curvas caracteristicas del problema. Estdn resaltadas las caracteristicas de

los puntos transportados en la figura de la izquierda.

El siguiente resultado da una condicién suficiente para que no haya solucién clédsica global-
mente en todo [0,+00) y determina cémo calcular el tiempo maximal ¢* de existencia de dicha

solucién clésica.

Teorema 2.4 ([7], pdg. 26). Si la aplicacion ug estd acotada, el problema de Cauchy (2.5) tiene

solucion cldsica definida globalmente en [0,t*), donde t* € [0, +00] viene dado por

+o0 si f"(up(x))ugp(z) >0, Vo eR,

t* = -1 trari (2.9)
- en caso contrario.
infyer {f" (uo(x))up(x)}

Ademds, t* serd el tiempo mazximal de definicion de dicha solucidn.

Demostracion. En primer lugar, se vera que existe solucién clésica dnica para todo ¢ € [0, t%).

Se tiene que, para un t € [0,t*) fijado, la aplicacién

F:R—R
§r— F() =&+ f'(uo(€))t

es una biyeccién. En efecto, se tiene que

F€) =1+ (@) 21— - >0, VEER,
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por lo que F es creciente. Pero, ademads, por estar ug acotada,

lim F(§) =—-o00, y lim F(§) = o0,

£E——00 E—o0
lo cual prueba que F' es una biyeccién. En consecuencia, para todo (z,t) € R x [0,t*) existe un

tnico &(z,t) tal que

T = 5(1:, t) + f/(UO(g(x>t)))t = u(:v,t) = UO(E(xvt))a

lo cual prueba la existencia de solucién cldsica en [0,t*). Hay que demostrar ahora que el tiempo

maximal es igual a t*. Se define
tar =sup{t € (0,t"): existe solucién cldsica en R x [0,¢)}.

De lo anterior, se deduce que t3; > t*. Hay que ver ahora que t3; < t*, lo cual probaria que
ty = t*. Sean £1,& € R con & < &, tales que f/(ug(&1)) > f/(up(&2)). Entonces las rectas

caracteristicas que surgen de los puntos (£1,¢) y (£2,1) se cortan en el punto (z,t), dado por

& —&
f(uo(&1)) — f'(uo(§2))

Si existe solucién clésica definida globalmente en el instante ¢, entonces debe ocurrir que, remon-

T =&+ f'(uo(&1))t = o+ f(uo(&2))t, t=

tando por las caracteristicas,
u(Z,t) = up(&1) = uo(&2),

lo cual no es posible, pues f'(ug(&1)) # f'(uo(&2)). Entonces ¢ > ¢)7. Sea ahora £ € R tal que
I (up(€))up(€) < 0. Para un h > 0 lo suficientemente pequeno, se tiene que f'(ug(§ + h)) <
f(ug(€)). Tomando & = £ vy & = € + h, del razonamiento anterior se deduce que, tomando el

paso al limite cuando h — 0T,

ty < lim £, E+h) = 1 h 1 < ¢
im , = lim = st
M= sor ne0t [ (uo(€)) = f(uo(€+R)) — f"(uo(€))up(€)
lo cual implica que tp; = t*, como se queria ver. O

Corolario 2.5. Si ug € C1(R,Q) es una funcion creciente en todo R y f € C2(,R) es una
funcion estrictamente convexa, entonces el método de las caracteristicas permite construir una
solucion cldsica del problema de Cauchy (2.5) en todo tiempo t € [0, +00).

Ejemplo 2.6. Se considera la ecuacién de Burgers y se supone la condicién inicial viene dada
por ug(x) = exp(—x?), para todo z € R. Se va a ver hasta qué tiempo existe solucién cldsica de

este problema de Cauchy. En este caso, se tiene que

f"(uo(8)) =1

o } = g(z) = f"(uo(2))uj(x) = —2ze™ ", Vo € R,
up(z) = —2xe™7
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v se tiene ademads que

2 2
g (x) = 20 4+ 4a2e T =0 =1 € {_\Qf’ \Qf} .

La funcién g en dichos puntos toma los valores

de donde se concluye que

D=

t*: = =

mf,erg(z)  mfper {7 (uo(z))uf(z)}

ez,

-1 -1 V2
2

2.2. Soluciones débiles

En la seccién anterior se vio como, en general, no existe una solucién cldsica del problema
de Cauchy (2.1). En esta seccidn, se va a extender el concepto de solucién cldsica para poder

trabajar con choques y con soluciones regulares a trozos que podrian presentar discontinuidades.

Antes de continuar, se van a recordar algunos conceptos de anélisis funcional imprescindibles
para poder continuar. Para ello, se han consultado los libros clédsicos de anélisis funcional 2], [5]
y [21]. Sea el espacio de medida (2, M, 1), donde €2 es un conjunto, p es la medida de Lebesgue
y M es la o-dlgebra sobre 2 de los conjuntos Lebesgue medibles. Para toda funcién f: Q — R

medible se introducen las normas

1
o= ([ 1rran)". voe posoo)
[flloo = inf {t € R: p({x € Q: |f(x)| > t}) = 0}.
Estas normas permiten definir los espacios funcionales
LP(Q) ={f: Q@ — R: fes L-medibley ||f|, < +oo}, Vp € [0, +o0],

entendiendo el conjunto anterior como un conjunto cociente con la relacién de equivalencia

g = n({xeQ: fx) # g(x)}) = 0.

Sin embargo, la pertenencia a estos espacios es, a veces, una condicién demasiado exigente, por
lo que se introducen los espacios LP locales, definidos por

Lp

loc

Q) ={f: Q2 —R: fes L-medibley fx € LP(K), VK € Q}, Vp € [0, +o0],
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donde la notacion A € B significa que A es compacto y A C B. Ademds, si A C R™ es un

conjunto abierto, se va a denotar

{ LP(Q,A) = {f € LP(Q)": f(Q) C A},
LY (Q,A4)={fe Ll ()™: f(Q) C A},

loc

Vp € [0, +oo].

loc

Por otra parte, el soporte de una funcién f: Q@ C R” — Resel conjuntosop f = {x € Q: f(x) # 0}.
Asi, si 2 C R™ es un conjunto abierto, se definen las funciones de clase k, con 0 < k < o0, y de

soporte compacto como
ck(Q) = {f e Ck(Q): sop f € Q}

Si K C R™ es un cerrado, se define
ch(K) = {fix: f e ch®M}.

Para algunos resultados de este trabajo, serd necesario trabajar con distribuciones, aunque
el estudio de éstas no sea un objetivo de este trabajo. Es por ello que las explicaciones siguientes
serdn muy esquemdticas y, por simplicidad y brevedad, se ha decidido incluir dnicamente los
contenidos que hacen posible demostrar los resultados expuestos en este documento. Para un

estudio mds exhaustivo de estos conceptos, se remite a [3] o [3].

Dado un abierto 2 C R"™, se define el conjunto D(Q) = C5°(€2). Los elementos ¢ de D(Q)
se denominan funciones de ensayo, o funciones test. Puede probarse (ver [3]) que este conjunto
es no vacio. Se dice que una sucesién (¢x)reny de elementos de D(§2) converge a ¢ € D() si
existe un compacto K C Q tal que sop ¢ C K, para todo k € N, y si para todo multiindice a,
0%pr, — 0%p uniformemente. Se dice que una forma lineal S: D(2) — R es una distribucién

sobre € si se cumple que, cuando k —> 400,
[or — ] = [S(er) — S()]-

Se denota por D'(Q) al conjunto de todas las distribuciones sobre €. La evaluacién de cada
distribucién S € D'(Q) en una funcién de ensayo ¢ € D(Q2) se denota por (S,p) = S(p).
Se dice que una sucesiéon de distribuciones (Sk)ren converge a S € D'(2) si se cumple que

(Sk, @) — (S, ¢) para toda funcién de ensayo ¢ € D(Q).

Ademids, es importante hacer notar que se puede dotar a D(€2) de una topologia tal que dicho
espacio sea limite inductivo de espacios de Fréchet, lo cual permitirfa identificar a D'(2) con el
dual topolégico de D(£2).

Proposicién 2.7. Si f € L} _(Q), entonces la forma lineal

loc

(pGD(Q)—>/Qfg0€R

es una distribucion. Se dice que es la distribucion asociada a f y se denota por T}.
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Finalmente, se dird que una sucesion de funciones (fx)ken C L. (€2) converge a f € L. .(Q)

en el sentido de las distribuciones si Ty, — Ty en D'(Q2), es decir, si
lim (Ty,, ) = (T, ), Vo € D(Q).
k—o0
En esta seccién se va a suponer que la condicién inicial ug del problema de Cauchy (2.1) ya
no es necesariamente continua, si no que pertenece al espacio L% (R, Q).

Para extender el concepto de solucién clédsica a situaciones que permitan discontinuidades,
inicialmente se va a dar una ecuacién que cumplan todas las soluciones cldsicas de (2.1)). Se
escribird una versién débil de ([2.1]) empleando integrales, en la que la funcién u no se vea afectada

por operadores diferenciales.

Proposicién 2.8. Sean up € L (R, Q) y f € C3(Q,R™). Si u € C}(R x [0,400),9) es una

solucion cldsica del problema de Cauchy (2.1)), entonces se cumple que

/OO/ [u(z,t) - Orp(x,t) + f(u(z,t)) - Opp(z, t)] dedt + / up(z) - p(x,0)dz =0, (2.10)
o JR

R

para toda funcion ¢ € C}(R x [0, +00), R™).

Demostracion. Sise cumple (2.1)) entonces, para una funcién ¢ € Cj(R x [0, +00), R™) arbitraria,

se tiene que
{Owa(z,t) + O.f(u(z, 1))} - p(x,t) =0, Ve e R, Vtel0,4+00).

Integrando sobre R x [0, +00), se llega a que

/ / [Oru(z,t) - (z,t) + O f(u(x, b)) - (z,t)] dedt = 0.

Ahora bien, integrando por partes,

/OO/ [u(z,t) - Op(x,t) + f(u(z,t)) - pp(z,t)] dedt = —/ up(z) - p(z,0)dz,
o JR R

llegando asf a la identidad del enunciado. O

Este resultado motiva la siguiente definicién:

Definicién 2.9 (Solucién débil). Sean ug € LS. (R, Q) y £ € C?(£2, R™). Se dice que una funcién
u € L2 (Rx[0,4+00), ) es una solucién débil del problema de Cauchy (2.1]) si cumple la igualdad
(2-10) para toda funcién ¢ € C§(R x [0, +00), R™).

Observacion 2.10. Si la igualdad (2.10]) se cumple para toda funcién ¢ € C5°(R x (0, +00), R™),
entonces se dird que u es una solucién de (2.1) en el sentido de las distribuciones. Nétese que,

en este caso no se tiene en cuenta la condicién inicial.



20 2. Soluciones del problema de Cauchy

Como consecuencia de la Proposicion (2.8), si u es una solucién cldsica del problema de
Cauchy, entonces también serd una solucién débil. Ahora bien, aunque el reciproco no es cierto,

existe un resultado que nos da una condicién suficiente para que esto ocurra.

Proposicién 2.11. Si u € CY(R x [0,+00),Q) es una solucién débil del problema de Cauchy

(2.1), entonces también es una solucion cldsica.

Demostracion. Si u € CHR x [0,4+00),Q) es una solucién débil de (2.1]), entonces cumple la
igualdad (2.10) para toda funcién ¢ € C}(R x [0, +00), R™). En consecuencia, también cumplird
dicha igualdad para toda funcién ¢ € C§°(R x (0, +00), R™). Por lo tanto,

/ /[u-atgo+f(u)~(‘)ch] dzdt = 0.
o JR

Esto significa que la igualdad
ou(z,t) + 0.f(u(z,t)) =0

se verifica en el sentido de las distribuciones. Pero como u es regular, entonces la igualdad anterior
también se cumplird en el sentido cldsico. Hay que ver ahora que u también cumple la condicién
inicial. Sea ¢ € Cé (R x [0, +00), R™).Entonces, integrando la igualdad (2.10]) por partes, se tiene

que

/00/ [Opu(z,t) + 0xf(u(z,t))] - p(x,t) dedt + / [up(z) —u(z,0)] - p(z,0)dz
0 R

R

= / [up(z) — u(z,0)] - p(x,0)dz = 0.
R

Como la funcién ¢ era arbitraria, se deduce que u(x,0) = ug(z) para todo = € R, como se queria

probar. O

En particular, se tiene interés en estudiar las propiedades de las soluciones débiles que sean
de clase CH(R x [0,+00),Q) a trozos. Antes de continuar, se van a aclarar algunos términos de

notacién.

Definicién 2.12 (Funcién C! a trozos). Sea O un abierto acotado de R x [0, +00). Se dice que
una funcién u: R x [0, +00) — Q C R™ es de clase C! a trozos sobre O si existe un conjunto

finito de curvas {¥1,...,%,} de la forma
EiEtr—)(O'i(t),t), te (ai,bi), Vi € {1,...,])},

donde o; € C!((a;,b;),R) y 0 < a; < b; < 400, de modo que up es la restriccién de una funcién
CL(R x [0, +00),Q) en cada componente conexa de O \ {1,...,3,}. Se dice que u es de clase

C! a trozos si es de clase C! a trozos sobre cualquier abierto acotado O de R x [0, +00).
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Definicién 2.13. Sea u: R x [0,4+00) — ©Q C R™ una funcién de clase C! a trozos y sea
Y =t+— (0(t),t),t € (a,b) una de sus curvas de discontinuidad en el plano (z,t). Se define el

vector normal orientado a la curva X como

ng(t)Z( 1@) ER:, Vi (ab).

Cabe notar que este vector apunta hacia el sentido creciente del eje x, como se puede ver en la

Figura[2.3] Se definen los valores de u a la izquierda y a la derecha de la curva de discontinuidad

Y. como
ug (t) = lim u((o(t),t) —enx(t)),
e=0" Vt € (a,b).
ul(t) = lim u((o(t),t) +enx(t)),
e—0t
E nl z\t
7 12 ny
u- »
u
¢ > T

Figura 2.3: Diagrama ilustrativo del concepto de vector normal a una curva de discontinuidad,

asi como de los valores de la funcién a la izquierda y derecha de dicha curva.

Para que una funcién de clase C! a trozos pueda ser solucién débil, no puede tener un salto
arbitrario a lo largo de sus curvas de discontinuidad; si no que debe cumplir cierta condicién que

establece el siguiente teorema.

Teorema 2.14 ([7], pag 29). Sea u: R x [0, +00) — Q C R™ una funcién de clase C a trozos.
Entonces u es una solucion débil de (2.1) si, y sdlo si, satisface la condicion inicial y cumple los

stguientes puntos:

(I) u es una solucion cldsica del problema (2.1)) alli donde sea regular.

(IT) A lo largo de toda curva de discontinuidad ¥ =t — (o(t),t), con t € (a,b), se cumple

que

o' () (u() — ug (1) = F(ug (1) — F(uz (), Ve e (a,b). (2.11)
Demostracion. Se van a probar ambas implicaciones:

(=) Seau: Rx [0, +00) —  C R™ una funcién de clase C! a trozos y sea ¥ =t — (0'(t), 1),

cont € (a,b), una curva de discontinuidad de u. El punto (1) se deduce inmediatamente de
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la Proposicién Para probar el otro punto, se fija un tg € (a,b) y se toma un € € R
lo suficientemente pequenio, de modo que K = B ((c(to),%0),€) sea una bola abierta tal
que X divida a esta bola en dos componentes conexas, K esté contenida en el semiplano
t > 0y XN K sea la dnica curva de discontinuidad que pase por K. En consecuencia,
U\ € CHK\ X, Q). Se denominard K a la componente a la que apunta el vector nx(to)

y K~ a la otra componente.

Sea ¢ € C}(K,R™). Como u es una solucién débil, entonces cumple la igualdad (2.10) v,

en consecuencia,

[ wdp )t = [ -t s tw) 0l + [ a0+ £(u) - Bup] =0,
K K- K+

(2.12)
Aplicando el teorema de Green en K~ y K y recordando que se estaba tomando el vector
normal ny, = (1, —0’) = (1, —s), se deduce que

| twae s twonel =~ [ o at@)er §[sus )] e

KnN¥

/K+ [u- Op + f(u)0pp] = —/K+ [Opa + 0, f(u)] - p — fémz [—suf +f(uf)] - ¢

Por ser u solucién cldsica alli donde es de clase C!, entonces las integrales de los miembros
derechos sobre K~ y K™ son nulas. Asf, juntando las igualdades anteriores con (2.12)), se

tiene que
/ [u-Op + f(u) - Opp] = f [—s (uf —uf) + (F(uf —ug)] - =0.
K KNy

Puesto que el ¢ € CL(K,R™) era arbitrario, de la igualdad anterior se deduce que la
condicién (2.11]) se debe cumplir a lo largo de todo K NX. Como el ¢y € (a,b) y la curva

Y también eran cualesquiera, entonces queda probado el punto (IT).

(«<=) De las igualdades vistas en la otra implicacién, se deduce que si u cumple los puntos (I)

y (IT), entonces cumple la igualdad (2.10)) para toda funcién ¢ € C}(R x [0, +00), R™).

O

Observacion 2.15. La condicién (2.11)) se denomina condicién de Rankine-Hugoniot y se escribe

de forma abreviada como

s[u] = [f(w)], (2.13)

donde s(t) = o'(t) para todo ¢ € [a,b]. Cabe notar que, en el caso escalar, se puede usar esta

igualdad para despejar la velocidad del choque:

s(t) = o'(t) = [[JE[%L])]]? Yt € [a, b]. (2.14)
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Corolario 2.16. Siu € C°(R x [0, +00),) es una funcion de clase C' a trozos y es una solucion
cldsica del problema de Cauchy (2.1) donde es regular, entonces es una solucion débil de dicho

problema.

A continuacion, se va a ver como reescribir la condicién de Rakine-Hugoniot para algunos de

los ejemplos que se estudiaron en el capitulo anterior.

Ejemplo 2.17. En la ecuacién del transporte, el flujo viene dado por f(w) = pw, para todo
weR conpueR Si¥ =t (ot)t), cont € (a,b), es una curva de discontinuidad,
suponiendo ademds que u es discontinua a lo largo de X, es decir, que ui (t) # ux(t), para todo

t € (a,b), entonces, fijado un t € (a,b), se tiene que

o' (1) (ugs (1) — ug () = flug (1)) — flug(t) = o'(t) = p,

con lo cual la condicién (2.13)) se puede reescribir como s = u. Esto significa que las posibles

curvas de discontinuidad de la ecuacion del transporte son precisamente las curvas caracteristicas.

Ejemplo 2.18. El flujo de la ecuacién de Burgers sin viscosidad viene dado por f(w) = “’72, para
todo w € R. Sea ¥ una curva de discontinuidad en las mismas condiciones que en el ejemplo

anterior. Entonces, fijado un t € (a,b), se tiene que

o () (ugs (t) — ug (1)) = f(ug (1) — f(ug(t) <= o' () (ug () — ug(t) = ! {(ug (1) = (ug ()}
_ 2

0 !
WEOP — 5O ) g
2 {ug () —uy)) 7

de modo que la condicién ([2.13) se puede reescribir como s = % (ut +u™).

— d'(t) =
(1) T

Gracias al concepto de solucién débil, se pueden extender las soluciones clésicas para el caso
discontinuo pero, a cambio, se pierde la unicidad de solucién, tal y como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.19. Considérese el problema de Cauchy asociado a la ecuacién de Burgers sin vis-

cosidad y a la siguiente condicién inicial:

() 0siax<O, Vi€ R
up(x) = x .
0 1siz>0,

Tomando un punto (&,0) del plano (z,t), entonces la curva caracteristica que pasa por el punto

(§,0) es
r=£&E81 €0,
r=E&+tsi€>0.

Por tanto, usando el método de las caracteristicas, se puede construir una solucién cldsica en

todo el plano (x,t) menos en 0 < 2 < t. En dicha regién, la funcién (x,t) — 7 es solucién
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de la ecuacion en derivadas parciales de (2.1)). Juntando estas funciones, se obtiene una funcién

continua
Osiz <O,

u(z,t)=4¢ £si0<ax<t, Vr e R, Vte|0,+00).
lsiz>t,
Puesto que esta funcién es una solucién cldsica alli donde es regular y ademds es continua,
entonces, por el Corolario [2.16] es una solucién débil del problema de Cauchy. Sin embargo, esta

solucién débil no es tdnica, si no que, de hecho, hay infinitas. Sea un o € (0,1) y la funcién

0six< gt
asi¢t<r<t

2 _t -z Vr eR, Vte|0,+00).
1—0[SI§<J,‘§(1—%)7§,

Isiz> (1-9%)t,

Ug(z,t) =

Todas estas funciones son discontinuas, verifican la ecuacién en derivadas parciales alli donde
son regulares, cumplen la condicién inicial y verifican la condicién de Rankine-Hugoniot en sus
discontinuidades. En consecuencia, son soluciones débiles del problema de Cauchy (2.1)) para la

ecuacién de Burgers.

2.3. Soluciones entrépicas

Para intentar solucionar los problemas que puede ocasionar la pérdida de unicidad, se va a
presentar un problema auxiliar que permita seleccionar de entre todas las soluciones aquella que
es fisicamente aceptable. En el Ejemplo[I.12] se vio que afiadir un término de viscosidad a una ley
de conservacién hace que se modelen los problemas fisicos subyacentes de manera mads realista.
Es por tanto, que en vez de buscar las soluciones del problema de Cauchy , se pueden buscar

las del problema

{ ou(z,t) + 0.f(u(z,t)) — vdyu(z, t) =0, Ve eR, Vte|0,+00), (2.15)

u(z,0) = up(z), Vz € R,

con v € RT, generalmente pequefio y con  C R™ un abierto, ug € L¥(R, Q) y f € C2(,R™),
con la esperanza de que este problema tenga solucién unica. Se utilizard para dar un
criterio para seleccionar de entre todas las soluciones débiles de aquella que se aproxime
mejor a la solucién fisicamente aceptable, que se llama solucidn limite con viscosidad: de entre
todas las soluciones del problema original, se seleccionard aquella que es limite de las soluciones

con viscosidad cuando v — 0.

De aqui en adelante, se supondra que el problema (2.15) tiene solucién tnica u, € L*°(R x
[0, +00), ) y que es ademds muy regular en R x (0, 4+00). Para ver la prueba de esto, en el caso

escalar, se remite a [7]. Este resultado en el caso general sigue siendo un problema abierto.
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Antes de continuar, se recuerdan los siguientes conceptos sobre convezidad, extraidos de [17]:

Definicién 2.20 (Conjunto convexo). Se dice que un conjunto Q C R™ es convexo si, para todo
X1, X9 € ),
Axy+ (1= N)xg € Q, VA € [0,1].

Definicién 2.21 (Funcién convexa). Sea 2 C R™ un conjunto convexo no vacio. Se dice que

una funcién f:  — R es convexa si, para todo x1,x2 € Q y todo A € (0,1),
FOx+ (1= N)x) <A f(x) + (1= A)f(x2).

Si la desigualdad anterior es estricta para todo x; # Xa, se dice que f es estrictamente convexa.
Finalmente, si —f es convexa (respectivamente, estrictamente convexa), se dice que f es concava

(respectivamente, estrictamente céncava).

Se van a utilizar mds adelante las siguientes caracterizaciones de la convexidad a partir de la

derivada primera o de la derivada segunda:

Teorema 2.22 ([I7], pdg 42). Sea Q@ C R™ un conjunto abierto, convero y no vacio y sea

f: Q2 — R una funcidn diferenciable. Entonces f es conveza si, y sdélo si,

fly) > f(x) + Vf(x)(y —x), Vx,y € Q.

Ademds, f es estrictamente convexa si, y sdlo si,

fy) > fx)+Vix)(y—%x), VVxyeQ x#y.

Teorema 2.23 ([17], pdg 43). Sea Q@ C R™ un conjunto abierto, convero y no vacio y sea
f € C?(,R). Se cumple que

w Lo funcidn f es convexa si, y solo si, su matriz hessiana es semidefinida positiva en todo

punto de €.

= La funcion f es estrictamente convexa st su matriz hessiana es definida positiva en todo

punto de €.

A continuacidn, se define el concepto de entropia matemadtica, que ayudard a seleccionar la
solucién limite con viscosidad de manera practica. Para ello, de aqui en adelante se va a suponer

que 2 C R™ es convexo.

Definicién 2.24 (Entropia). Sean U € C?(,R) y F € C}(Q,R), con © C R™ convexo. Se dice
que (U,F) es una entropia para el problema si U es una funcién estrictamente convexa
y se cumple que F'(w) = U'(w)A(w) para todo w € Q, donde se estd denotando U’ = VUL,
F'=VF!y A ala matriz jacobiana de f.
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Teorema 2.25 ([7], pdg. 42). Sea (U,),c(0,400) una coleccion de soluciones requlares de (2.15)

tales que

(1) Eziste C > 0, independiente de v, tal que ||uy|le < C, Vv € (0,+00),

(11) Existe una funcion u € L>®(R x [0,4+00),8) tal que u, — u casi por doquier, cuando
v— 0T,

Entonces u es una solucion del problema de Cauchy (2.1) en el sentido de las distribuciones
y ademds, para toda entropia (U,F) de dicho problema, se cumple la siguiente desigualdad,

denominada condicion de entropia,
O (u) + 0, F(u) <0 (2.16)

en el sentido de las distribuciones, es decir, que para toda funcion ¢ € C°(R x (0,+00),R), con

© > 0 se cumple que
|| wwae+ Fwo. =0
o Jr
FEsquema de la demostracién. Para todo v € (0,400), por ser u, solucién de (2.15)), se tiene que
U (uy(z,t) Oy (z,t) + U (uy (2, 1)) OxF (uy(z,t) — vU' (uy(z,t)) Oppuy (2, ) = 0,

para todo z € Ry t € [0, +00). Utilizando la regla de la cadena y las propiedades de la entropfa,

se llega a que
OrU(uy(x,t)) + 0p F(uy(z,t)) — vU' (uy(z,t)) Oppuy(x,t) = 0, VreR, Vte]l0,+o00).

Por otra parte, se tiene que, para todo x € Ry t € [0, +00),

vU (u(z,1)) Opetry (2,1) = v 0y U(w,) — v (Opu, (1) U (w, (z,1))Opu, (2, 1).
Por la convexidad estricta de U,

U (uy(2,1)) Oppuy(x,t) < O U(u, (2, 1)), Vr eR, Vte|0,+0),

por lo que se llega a que

O U(uy(x,t)) + 0x F(uy(x,t)) < vpeU(uy(z,t)), Ve e R, Vtel0,+00).

De las hipé6tesis y del teorema de la convergencia dominada, se deduce que u, — uy f(u,) — f(u)
en el sentido de las distribuciones. Ademads, por la continuidad del operador derivada en el espacio
de las distribuciones,

oma, — O, O.f(u,) — 0,f(u),
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de donde se concluye que (2.1) se cumple en el sentido de las distribuciones. Utilizando los mismos

argumentos, se llega a que
oU(uy) — O U(u), 0 F(uy) — 0, F (u), v Oped(u,) — 0,

lo cual permite concluir. O

Fl siguiente resultado relaciona los conceptos de solucién débil y condicién de entropfa:

Teorema 2.26 ([7], pdg, 44). Sea u: R x [0, +00) — Q C R™ una funcién de clase C' a trozos
que sea una solucion débil del problema de Cauchy , Entonces u cumple la condicion de
entropia si, y sélo si, para toda entropia (U, F), se tiene que, a lo largo de toda curva de
discontinuidad ¥ =t — (o (t),t), con t € (a,b),

o (UL (H) —Uug(t) > F(ug (1) = Flug®),  VEE (a,b). (2.17)
Demostracion. La prueba es andloga a la del Teorema [2.14] O

El siguiente resultado asegura que toda solucién cldsica cumple la condicién de entropia.

Proposicién 2.27. Siu € C1(R x [0,+00),9Q) es una solucién cldsica del problema de Cauchy
(2.1), entonces cumple la condicion de entropia (2.16|) para toda entropia (U,F); donde, ademds,

se alcanza la igualdad.

Demostracion. Por ser u solucién clasica, entonces cumple la ley de conservacion expresada en

forma no conservativa. Multiplicando esta expresién por la derivada de la funcién U’ se tiene que
U'(u(z,t)) opa(z,t) + U (u(x, 1)) f (u(z,t)) Opu(x,t) = 0, Ve e R, Vtel0,+00),
de donde se deduce que
orU(u(z,t)) + 0, F(u(z,t)) =0, Ve e R, Vte|0,+00).
Por tanto, se cumple en el sentido cldsico y, en consecuencia, en el de las distribuciones. [
Como se deduce del Teorema[2.26] al contrario de lo que ocurre con las soluciones cldsicas, no

se puede asegurar que las soluciones débiles del problema de Cauchy (2.1)) cumplan la condicién

de entropfa. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.28 (Solucién entrépicas). Se dice que una solucién débil u € L>®(R x [0, 4+00), Q)
del problema de Cauchy (2.1)) es una solucién entrépica si cumple la condicién de entropia ([2.16))
para toda entropia (U, F) para (2.1)).
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De aquf en adelante se considera, por simplicidad, el caso escalar y unidimensional. Por ello,

se tratard el siguiente problema de Cauchy:

{ Ou(z,t) + Oy flu(z,t)) =0, VaxeR, Vtel0,+00), 218

u(z,0) = up(z), Vo € R,
donde 2 C R es un conjunto convexo, ug € L*(R, Q) y f € C3(, R).

El siguiente resultado permitird relacionar las soluciones débiles con las entrépicas, en el caso

en el que sean funciones de clase C! a trozos.

Teorema 2.29 ([7], pag. 46). Sea u: R x [0, +00) — Q C R una funcion de clase C' a trozos,
solucion débil del problema de Cauchy (2.18) con funcién de flujo f: Q@ — R estrictamente
convera. Si la funcidn u cumple la condicion de entropia (2.16) para una entropia (Up, Fo),

entonces la funcion u cumple la condicion de entropia (2.16) para toda entropia (U,F).

Demostracion. Sea (U,F) una entropia para (2.18]) y sea ¥ =t +—— (o(t),t), con t € (a,b), una
curva de discontinuidad de u. Por simplicidad, se supone que X es la unica curva de discontinuidad

de u. Si u es continua a lo largo de X, entonces, en virtud del Teorema [2.26] es solucién entrépica.

Por tanto, se supondrd que u~ (t) # u™(t) para todo t € (a,b). Utilizando la condicién de
Rankine-Hugoniot, se puede reescribir (2.17)) a lo largo de ¥ como

Flug (b)) = flug(t))
ud () — ug(t)

(Z/l(u;(t)) —U(ug (1)) — (]-'(ug(t)) — Flug(t)) >0, Vt € (a,b).
(2.19)

Para cada t € (a,b), se define la funcién

¢:Q—R

F)=fus®) a0 — Uu=() — (Flw) — Flu=(t)) >0 si w(t
o ey = | PR )~ s 0) - (Fle) — FOg@) 20 siw £ (0)
0 sl w = uy(1).
Cabe notar que comprobar (2.19) equivale a comprobar que ((ug(t)) > 0 para todo t € (a,b).
En primer lugar, hay que ver que ¢ es una funcién estrictamente decreciente de w. Se tiene que,

para todo t € (a,b) y todo w # uy(t),

(W) (w—ug(t)) — f(w) + f(ug(t))
(w—ug(t))?

De la definicién de entropia y agrupando términos, se sigue que se puede reescribir, para todo

t € (a,b) y todo w # ux(t),

[(ug (t) —w)f'(w) = flug (1) + F(@)] [U(ug(t) —Uw) — U'(w)(ug (t) —w)]
(w —ug(t)? '

f(w) — flug ()

w — ux(t)

('(w) = (U(w) = Ulug (1)) + U'(w)=F'(w).

¢(w) =
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Como se habia supuesto que f y U eran funciones estrictamente convexas, se deduce que

flug (@) = fw) > (ug(t) —w)f'(w)

'(w) <0, VweQ\{ugs®)]}
Uug (1) —Uw) > (ug(t) —w)d' (w) }:C( )< €\ {uyp(t)}

lo cual prueba que ( es estrictamente decreciente en 2\ {uy(¢)}. En consecuencia, se deduce

que, para toda entropia (U, F),
Cur) (uss (t) > 0 <= ud (1) < ug(t), vt € (a,b).

Por hipétesis, existe una entropia (Uy, Fo) para la cual u cumple la condicién de entropia (2.16)),

de donde se deduce que

Lo 7o) (U (1) > 0 4= gy () < ug (1) <= () (ug (1) > 0,

lo que prueba que se tiene que () (ug (t)) > 0, por lo que u cumple (2.16) para la entropia
(U, F), como se queria probar. O]

Corolario 2.30. Si f es estrictamente conveza, entonces u: R x [0,+00) — Q C R es una
solucién entrépica del problema de Cauchy (2.18)) si, y solo si, a lo largo de toda curva de
discontinuidad ¥ =t — (o (t),t), con t € (a,b), se tiene que

ub(t) <ug(t), Ve (ab). (2.20)

Corolario 2.31. Siu: R x [0,+00) — Q C R es una funcién de clase C' a trozos, es continua
y es una solucion cldsica del problema de Cauchy (2.18)) alli donde es regular, entonces es una

solucion entrdopica de dicho problema.

Otro criterio mds general para comprobar si una solucién débil de clase C! a trozos es entrépica

0 no y que no demostraremos, es el siguiente:

Teorema 2.32 ([15], pdg. 166). Sea u: R x [0, +00) — Q C R una funcién de clase C' a trozos
que sea una solucidn débil del problema de Cauchy con funcion de flujo f € C*(Q,R)
arbitraria. Entonces, u es solucion entropica de dicho problema st, y sdélo si, para toda curva de
discontuidad X =t — (o(t),t), con t € (a,b), se tiene que
Flur(®) = flus(t) _ flus(t) = flug®) _ fw(t) = flug(®))
w(t) —ugs(t) T ug®) —ug() T wr(t) —ug()

para todo u*(t) entre ug(t) y uy(t), para todo t € (a,b).

)

Este resultado tiene una interpretacién geométrica interesante. Suponiendo que u tiene una
tinica curva de discontinuidad ¥ y que ug; < ug (respectivamente ui, > us). Entonces u es
entrépica, de acuerdo con el Teorema si el grafo de f entre ug Y uy, estd por debajo

(respectivamente, por encima) del segmento que une (ug:, f(us,)) con (ug, f(ug))-

Se puede ver un diagrama ilustrativo de esta condicién en la Figura [2.4]
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/ min. us,

Figura 2.4: Interpretacion geométrica del Teorema m Los puntos verdes se corresponden con

valores de f (ug) tales que u es solucién entrépica. En rojo, los valores de f (ug) para los cuales

esto no se cumple.

Como consecuencia directa del Teorema [2.32] se tiene la siguiente condicién necesaria para

que una solucién sea entrépica:

Teorema 2.33 ([6], pdg. 19). Sea u: R x [0, +00) — Q C R una funcién de clase C' a trozos
que sea una solucion débil del problema de Cauchy [R.18)) con funcién de flujo f € C*(Q,R)

arbitraria. Siu es solucidn entrépica de dicho problema, entonces, para toda curva de discontuidad

Y=t (0(t),t), cont € (a,b), se tiene que

Fus(t) <o) < Flug®),  VEe (ab).
Si f es estrictamente concava o estrictamente conveza, las desigualdades anteriores se convierten
en estrictas y, ademds, se cumple que
= S5t f es estrictamente convexa, comprobar la desigualdad anterior equivale a comprobar
ug(t) < ug(t), para todo t € (a,b).
= St f es estrictamente cdncava, comprobar la desigualdad anterior equivale a comprobar
ug () < ug(t), para todo t € (a,b).
Como tltima pieza, se incluye el siguiente resultado de existencia y unicidad de solucién

entrépica del problema de Cauchy escalar (2.18)).

Teorema 2.34 ([7], pag. 84). El problema de Cauchy (2.18]) admite una solucién entropica tinica
u € L®(R x [0,400),Q) tal que

[u(, 1) lloe < [luolloo, ctp ¢ € [0,+00).

Ademds, siu y v son las soluciones entrdépicas del problema de Cauchy relativo a las condiciones

iniciales ug € L°(R, Q) y vg € L™(R,Q), respectivamente, entonces se cumple que

[up(z) < wo(x), ctpz € R] = [u(z,t) <wv(z,t), ctpzeR, Vte]l0,+00).
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La prueba, por su extension y complejidad, no se incluye en este trabajo. Puede consultarse

su desarrollo en [7].

2.4. El problema de Riemann

Esta seccién estd dedicada a la busqueda de soluciones entrépicas para un problema unidi-
mensional con un tipo de condiciones iniciales muy concretas: es el llamado problema de Riemann.
La utilidad de dichas soluciones quedard clara en el Capitulo [4], donde se verd que son una pieza

clave del método de Godunov.

Se considera una ley de conservacién unidimensional con condicién inicial dada por

u six <0,
w(z) =4 LTS (2.21)
ur six >0,

donde up,up € R™ son constantes conocidas como estados izquierdo y derecho, respectivamente,
del problema de Riemann —. Este problema tiene gran interés a la hora de estudiar el
comportamiento tanto analitico como numérico de las leyes de conservacién. En primer lugar,
porque modelan algunas situacién fisicas de interés. Por ejemplo, para las ecuaciones de aguas
someras, modelan el problema de rotura de una presa o, para las ecuaciones de Euler, el problema

de choque en un tubo.

FEn segundo lugar, porque para esta estructura de condiciones iniciales, aparecen numerosos
fenémenos como choques o rarefacciones, de los que se hablard un poco mds adelante en este
capitulo. Finalmente, otra razén para estudiar este tipo de problemas es que se pueden calcular
las soluciones exactas para estas condiciones iniciales para muchas leyes de conservacién. En esta
seccion se detallard el procedimiento que permite obtener las soluciones entrépicas en ciertos

casos escalares y sencillos.

Todas estas caracteristicas hacen que los problemas de Riemann sean muy ttiles a la hora
de comprobar si los métodos numéricos que se disefian para las leyes de conservacién funcionan

correctamente.

En todos los problemas que se consideran en este trabajo, la solucién de los problemas de

Riemann correspondientes serd una funcién autosimilar, es decir, son soluciones de la forma
x
u(z,t) =v (;) , Ve e R, Vte (0,+00),

donde v: R — € C R™ es una funcién regular a trozos. Por esta razén, se denotard a la solucion
del problema de Cauchy ([1.3)-(2.21) por wg($;uz, ur). Pueden verse mds detalles que conducen

a que se imponga esta hipétesis en [§].
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En lo que sigue, por simplicidad, se considera inicamente el caso escalar, es decir, el problema

de Cauchy (2.5)—(2.21)). Puesto que se cumplen las hipé6tesis del Teorema tiene sentido
plantearse buscar las soluciones entrépicas de dicho problema. El siguiente resultado teérico

tendrd gran utilidad a la hora de encontrar esa solucién, ademds de garantizar en el caso escalar

la hipétesis de autosimilaridad que se estd suponiendo en este trabajo.

Proposicién 2.35. Existe una funcion v: R — Q C R tal que
u(x,t) =v (%) , Ve e R, Vte (0,+00),

donde u es la solucion del problema de Riemann (2.5)—(2.21)). Por esta razdn, se dice que u es

autosimilar. Ademds, en los puntos & € R donde v es reqular, se tiene que, o bien v'(§) =0 o

bien f'(v(¢)) =¢.

Demostracion. En primer lugar, dado un (z,t) € R x (0,+00) y un k£ > 0, entonces estd claro
que u(z,t) = u(kx, kt), lo cual implica la existencia de una funcién v que cumple la propiedad
del enunciado. Por otra parte, se toma un (x,t) € R x (0,+00) donde u sea regular, al menos

continuamente diferenciable. Entonces, se tiene que

Opu(z,t) + Oy f (u(zx,t)) = —t%v' (%) + %f’ (U (%)) v’ (%) =0.

En consecuencia,

G- () = RO 6D -3

lo cual implica que se da al menos una de las dos ecuaciones del enunciado. O

En primer lugar, si u;, = up, es evidente que la solucién es dicha constante, para todo
t € [0,400).

Considerando el resto de casos, se comienza por emplear el método de las caracteristicas. Se
considera un punto (Z, ) arbitrario del plano x/t. Denotando por £ al punto de corte de su recta
caracteristica con el eje t = 0, entonces, recordando (2.8)), se tiene que la curva caracteristica que

pasa por (Z,t) viene dada por es

E+ fllup)t  si€ <0,

E+ fl(up)t si€>0. (2:22)

X(t) =&+ fl(uo(é))t = {

Emplear este método tiene sentido cuando las rectas caracteristicas no se corten. Si f es estric-
tamente convexa, esto ocurre si up, < ur y si f es estrictamente céncava, si ugp < ur. Por tanto,

en estos casos, se tiene que

u(Z, 1) = u(X (), 1) = u(X(0),0) = u(,0) = uo(¢),
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lo que significa que, despejando € como funcién de x y t de las rectas caracteristicas, se puede

dar la solucién en algunas regiones como:
w(z,t) =urp siz < f(up)t, u(x,t) =ur siz> f(up)t. (2.23)

Sin embargo, no es posible asi de obtener la solucién alli donde x € (f'(ur)t, f'(ur)t]. Se puede

solucionar esto en el caso en el que f’ es invertible en [ur,ug]. Esto lleva a concluir dando una

solucién del problema ([2.5)—(2.21]) como:

ug, six < f'(up)t,
w(e,t) =14 ()" (%) si f'(ur)t <z < f'(up)t, (2.24)
UR six > f'(ug)t.

Observacion 2.36. La funcién f’ serd invertible si f” no se anula en ningin punto, es decir, si f

es estrictamente convexa o estrictamente céncava.

Este tipo de solucién continua se denomina onda de rarefaccion. Por la forma de construir
esta solucién, es claro que, utilizando el Corolario , se trata de una solucién débil de ([2.5)—
, sin embargo, se debe comprobar que sea la solucién entrépica. Para ello, se utilizard el
Corolario y bastard con ver que la solucién (2.24]) es continua para todo ¢ € (0,+00). Pero

esto es obvio, puesto que u es trivialmente continua en
R x (0,4+00) \ {(z,t) € R x (0,+00): z = f(ur)t Va = f'(ug)t}
v ademds

lim u(xz,t) = lim (f’)i1 (E) = (f/)il (f'(ur)) = ur = u(z, f'(ur)t),

z—(f'(ur)t)t x—f'(ur)t t
{ == ) Nt f = Nt / = = /
L =l (F) (5) = ()7 (Fwn) = u = ula, f'(ur)t).

Se concluye asi que (2.24) es la unica solucién entrépica de (2.5)—(2.21) cuando ur < ug, si f

es convexa, y cuando ur < up, si f es céncava. En el caso de la ecuacion de Burgers, (2.24) se
escribe como
ur,  sixz <urt,
x .
u(z,t) = e urt < x < ugt, (2.25)

ur Sl x> upt.

Se puede ver una representacion grafica de estas soluciones en la Figura [2.59
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A
~

A
~
A

z=0 r=05z=1 z=1 =2

Figura 2.5: Solucién exacta del problema de Riemann con estados iniciales uy, = 1 y up = 2 para

la ecuacién de Burgers.

Cuando no es posible utilizar el método de las caracteristicas, se tendrd que abordar el
problema de manera alternativa. En ¢ = 0 existe una tnica curva de discontinuidad, en z =
0. De la condicién de Rankine-Hugoniot se puede despejar la velocidad de la tdnica curva de

discontinuidad mediante la ecuacidén

S(t) _ [[f(u)ﬂ _ f(UR) — f(uL)7 Vt € (0,+OO),

[u] UR — UL

de donde se deduce que dicha curva viene dada por ¥ = ¢t —— (st, t), para todo t € (0, +00). Por

lo tanto, puesto que la funcién

(2.1) ur,  six < st, (2.26)
u(x,t) = .
urp Sl x > st,

es solucién de f alli donde es regular y, ademds cumple la condicién de Rankine-
Hugoniot, entonces es solucién débil de la ley de conservacién. Este tipo de soluciones se conoce
como onda de choque. Ademads, es inmediato ver que esta solucién es entrépica a partir del
Teorema, . En consecuencia, para este caso, es la unica solucién entrépica de (2.5)—

(2.21)) en el caso de estar tratando con una onda de choque. Si se estd considerando la ecuacién
de Burgers, ([2.26) toma la expresién

) 1
up, siz < §(uL + up)t,
u(z,t) = ) (2.27)
ug sSlx > §<UL + up)t.

De nuevo, se puede ver una ilustracién de estas soluciones en la Figura [2.6
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x=0 z = 0,75 z=15

Figura 2.6: Solucién exacta del problema de Riemann con estados iniciales uy, = 2 y ug = 1 para

la ecuacién de Burgers.

De las explicaciones anteriores se deduce el siguiente teorema:

Teorema 2.37 ([12], pag. 32). Sila funcidn de flujo f es estrictamente conveza (respectivamente,
estrictamente cdncava), entonces el problema de Riemann escalar (2.5)—(2.21) admite una tinica

solucion entropica y autosimilar, dada por

» Una onda de rarefaccion de la forma (2.24)) si ur, < ugr (respect. ug < ur).

» Una onda de choque de la forma (2.26|) si ur < up, (respect. ur, < ugr).

Un estudio pormenorizado del caso general es muy complicado y, en muchas ocaciones, impo-
sible. Por tanto, siguiendo [12], se incluye tinicamente otro estudio de las soluciones del problema
de Riemann en el caso en el que el flujo f es concavo—convexo, es decir, que cumple las siguientes
propiedades:

wf(w) >0, Vw#D0, 0)#£0 vy ‘wl‘l'inoo f'(w) = +o0. (HCC)
Dado un uwr > 0 fijo, se estudiard, aplicando el Teorema [2.32] c6mo son las soluciones del
problema de Riemann f para todo ug # ur. En primer lugar, se debe hacer notar que
existe un punto de gran relevancia: el punto u* méds alejado de uy, tal que el segmento que une
(u*, f(u*)) con (ur, f(ur)) permanece por encima del grifico de f entre u* y ur. Puede verse
que dicho punto es la tnica solucién de la ecuacién

flur) = fu®)

ur, — u*

= f'(u"). (2.28)

Necesariamente, u* < uy y también, de la definicién de concavidad y convexidad, u* < 0.

Ahora bien, atendiendo a la interpretacion geométrica del Teorema [2.32] se tienen tres opciones:

» Si ugp > wup, entonces el segmento que une (ug, f(ur)) con (ur, f(ur)) permanece por
encima de la grifica de f entre dicho puntos, y entonces, por el mismo razonamiento que
se utilizé en Teorema, se deduce que la solucién entrépica es una onda de rarefaccién
de la forma . Noétese que en [ur,ug|, la funcién f es invertible.
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» Siugp > upryu* < ug, entonces el segmento que une (ug, f(ug)) con (ur, f(ur)) permanece
por encima de la grifica de f entre dicho puntos, y entonces, por el mismo razonamiento

antes, se deduce que la solucién entrépica es una onda de rarefaccién de la forma (2.26]).

» Por ultimo, si ug < u*, entonces el segmento que une (ug, f(ug)) con (ur, f(ur)) corta a
la gréfica de f. Sin embargo, se puede observar que se pueden concatenar dos segmentos:
uno entre (ug, f(ug)) y (u*, f(u*)) que permanece por debajo de la gréfica y otro entre
(u*, f(u*)) v (ur, f(ur)), por encima de dicha gréfica. De este modo, razonando de modo
andlogo al Teorema se puede deducir que la solucién entrépica consiste en dos ondas:

un choque entre uy, y u* y una rarefaccién entre u* y ug.

Finalmente, se puede comprobar ficilmente que la solucién asi construida es entrépica: es
solucién débil por cumplir la ecuacién en derivadas parciales en todo punto donde es regular y

es ademds solucién entrépica porque se verifican globalmente las hipétesis del Teorema [2.32]

Teorema 2.38 ([12], pag. 33). Si la funcidn de flujo f es concava—conveza (i.e., cumple las
hipétesis (HCC)) y ur, > 0, si se denota por el estado u* a la tnica solucion de la ecuacion
(2.28]), entonces el problema de Riemann escalar ([2.5)—(2.21) admite una winica solucién entropica

y autosimilar, dada por

= Una onda de rarefaccion entre uy, y ur 8t ug > ur-
» Una onda de choque si ug € [u*,ur).

= Una onda de choque entre ur, y u* y una onda de rarefaccidn entre u* y ur si up < u*.

En la Figura[2.7] se puede ver una interpretacién geométrica de estas casufsticas.

g
[\
W

ou - .___,-__-..—I
rar. )
e UpR
.f;'
AR

Figura 2.7: Interpretacién geométrica de la deduccién de la solucién entrépica del problema de

Riemann para una funcién céncava-convexa.



Capitulo 3

Descripcién general de los esquemas de

volimenes finitos

En los capitulos anteriores, se ha visto que, en general, es muy complicado hallar la solucién
entrépica de una ley de conservacién. Por esta razén surge la necesidad de disenar métodos
numéricos para aproximarlas. Para ello, es fundamental discretizar el problema. Puesto que este
trabajo estd centrado en leyes de conservacién unidimensionales, en lo que sigue se considerard

el siguiente problema:

{ onu(z,t) + 0.f(u(z,t)) =0, VzeR, Vtel0,+00), 1)

u(z,0) = up(x), Vo € R,

donde 2 C R™ es un abierto, f € C2(Q,R™) y up € L=(R, Q).

3.1. Descripcién general de los métodos de voliimenes finitos

En primer lugar, se va a considerar una malla 7 = (C;);cz de R, que debe cumplir las

siguientes propiedades:

(1) Ci = (ai,b;) para todo i € Z, con a;,b; € Ry a; < b;.
(11) C; NCj # @ para todo i, j € Z tales que i # j.
(1) Uyez G = E.

(tv) C; y Ci+1 son consecutivos, esto es, para cada i € Z, b; = a;41.

37
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Se llama volumen finito a cada una de las celdas C de T y se dice que la norma de T viene dada
por el supremo de las medidas (longitudes Ax; en este caso unidimensional) de sus volimenes
finitos, es decir, por

|7 == Az = sup Az; = sup{b; — a;}.
1E€EL 1€Z

Se denota por z; al punto medio de cada volumen finito C;, es decir, x; = %(ai + b;), para todo
i € Z. Por otra parte, dado un paso de tiempo At > 0, se considerardn los instantes t,, = (n—1)At

para todo n € N.

El método de los volumenes finitos propone aproximar la solucién de (3.1)) en el nodo z; y
en el tiempo t, como una aproximacién del promedio de la solucién en el volumen finito C;, es

decir, propone tomar aproximar u(x;,t,) por

u? ~

! Awi

/ u(z,ty,) de, VieZ, VneN. (3.2)

Ci

Como se estdn tomando aproximaciones en subintervalos de R, tiene sentido aproximar también
[u(z,t,) = u"(z;) =u}, sizel], VeeR, VnelN

Asi, para cada paso de tiempo, se denotara por u” a una aproximacién de u(-,¢,) usando un
método de volimenes finitos. Puesto que el promedio de la solucién en cada volumen finito no
puede ser siempre calculado de forma exacta, dando aproximaciones de estos promedios surgen
los distintos esquemas de volimenes finitos para determinar los u}. Esta idea intuitiva se puede

ver en la Figura [3.1]

(_H‘C/CK: ° — oo —oeo—

Ti—1 (i Lit1

L 4

Figura 3.1: Tlustracién del concepto de volumen finito y de las aproximaciones u" en el caso
escalar. En rojo, solucién para un tiempo t,. En azul, promedio u] de la solucién en cada

volumen finito. La solucién numérica serd una aproximacion de estos promedios.
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La ventaja de trabajar con estos promedios en vez de con los valores puntuales de la solucién
es que asi se estd teniendo un enfoque més préximo a la formulacién débil (formulacién integral)
de la ley de conservacion, que ya se ha visto que tiene mejores propiedades, en el sentido de que

se puede hablar existencia de soluciones débiles y unicidad de solucién entrépica.

Este trabajo se centrard especialmente en los esquemas numéricos de un paso de tiempo que
para la actualizacion del promedio de cada volumen finito involucren unicamente al volumen

finito anterior y siguiente a él, es decir, esquemas de la forma

u't =4 (uf_,ul,uly,), Vi€Z, VneN, (3.3)

(2

donde H es una funcién regular y donde los u} se obtienen a partir de la condicién inicial.
Esta estructura de los esquemas tiene sentido por la propia naturaleza del problema, ya que la

velocidad de propagacién de la informacion es finita.

Ademis, aunque los contenidos que se explicardn en este trabajo pueden, en general, desarro-
llarse para mallas T arbitrarias, por simplicidad y brevedad se trabajard tinicamente en mallas

uniformes, es decir, mallas tales que |Axz;|| = Az, para todo i € Z.

3.2. Métodos conservativos

En general, los métodos numeéricos que se buscan deben replicar el comportamiento de las
leyes de conservacién. En particular, deben ser conservativos, es decir, que si {I1,I1 +1,..., 12}
son los subindices correspondientes a volimenes finitos contiguos, entonces Z{i 1, Azu} debe
variar inicamente por efecto del flujo en la frontera, esto es, en aj, y by,. Se va a ver cémo
formular matemadticamente este concepto utilizando leyes de conservacién para deducir cémo son

los esquemas de interés de entre todos los que se pueden definir siguiendo ({3.3).

Integrando la ley de conservacién (3.1)) en un volumen finito C; se obtiene que
at/ u(z,t)de = f(u(a;, t)) — f(u(b;, b)), Vt € [0, 400).
C;

Integrando la expresién anterior en el intervalo de tiempo [t,,ty+1], para un cierto n € N,

/C; u(x, tpe1)de — /c

1 ]

u(a, b)) dz = /t " flu(as, 1)) dt — /t " e (u(bs 1)) dt.

Reagrupando términos y dividiendo por Az, se tiene que

1 d 1 q 1 tn+1 ¢ b 4 tni1 ¢ 4
Ax/CiU(x,tnﬂ) x—M/CiU(x,tn) x—m{/tn (u(bs, 1)) t_/tn (u(as, b)) t}.

Formalmente, esto sugiere la siguiente definicién:



40 3. Descripcién general de los esquemas de volimenes finitos

Definicion 3.1 (Esquema conservativo). Un esquema numérico (3.3)) se escribe en forma con-

servativa si admite una escritura del tipo

At
uf =} = (g uly) —g(uilu))], VieZ, VneN, (34)

siendo g una funcién regular, llamada flujo numérico del método.
Observacion 3.2. En ocasiones, se utilizard la notacién abreviada

?_ - g(uzT'L—lv u?)? g;:_% - g('LLZL, u?—l—l)? VieZ, VYneN,

g

N

y son una aproximacion del flujo fisico de la ley de conservacién en u(a;, t,,) v u(b;, t,). Variando

la expresion de este flujo numérico se obtienen los distintos esquemas de voliumenes finitos.

Es importante hacer notar que los esquemas de este tipo son conservativos en el sentido
anterior: la magnitud conservativa sélo varfa como efecto del flujo en la frontera. De la expresion
(3.4) es facil ver que, dados I1,Is € Z con I; < I, se cumple que

Azui™h = Az — At [g(uf, ufy) —g(uluf)], L <i<D,

de donde finalmente se llega a que

Is I I
Ard uft = Az > ul — ALY [gul,ufy,) — g(ul ;,u)]

i=I i=I i=I
Ip)
— n _ n _on
= Az g u; — At <g12+% gh_%).
i=I

3.3. Consistencia

Antes de poder estudiar si el esquema numérico (3.3) aproxima correctamente una solucién
débil del problema (3.1)), se debe estudiar su consistencia, concepto relacionado con los errores

de truncamiento. Dado un esquema conservativo, para cada ¢ € Z y n € N, se define
n 1 —n+1 —n 1 =n =n
T T At (o™ —af) + Ar (81 —81), (3.5)
donde @: R x [0, +00) — 2 C R™ es una solucién regular de (3.1)) y se estd denotando

ﬁ? = ﬁ(l’i,tn), Yy g?+1 = g(ﬁ?7 ﬁ?+1)'

Definicion 3.3 (Esquema consistente). Un esquema numérico (3.3]) escrito en forma conservativa
es consistente si

i Mla=0
PO VL L



3.3. Consistencia 41

para toda solucién regular de (3.1)). Se dice que (3.3)) es de orden k; en espacio y ko en tiempo
(o simplemente de orden k si k1 = kg) si
sup |72 = O(AzF) + O(AL*).
i€Z,neN

Proposicién 3.4 ([1], pag. 137). Un esquema numérico (3.3|) conservativo es consistente si, y

solo si, existe un wg € R™ tal que
g(w,w) = f(w) + wo, Yw € Q.

El método tiene ademds orden de consistencia al menos uno.

Demostracion. Si u: R x [0,+00) — Q C R™ es una solucién regular de (3.1]), entonces de la
férmula de Taylor se deduce que, para todo i € Zy n € N,

: ' + At Ot(z4, t,) + O(AL?),
ar ,  =al — Az 0, u(zi, tn) + O(Az?), (3.6)
u; a? + Az 9, u(w;, t,) + O(Ax?).

De estos desarrollos y de aplicar la férmula de Taylor de nuevo se sigue que

+
>
8
&
iR
=
Vzl
&
o
0
\’Ob-
2
+
S
>
8
N

Sustituyendo y en , se obtiene
T = oz, ty) + [Ow, 8(0], 0] ) + Ouw,g(0l, ul)] Oz, tn) + O(Az) + O(AL).
En consecuencia, se tiene que
T = O(Azx) + O(At) <= Ou(zi, ty) + [Ow, g0, 1)) + duw,g(u, ul)] Opu(zi, tn) =0

y esta ultima igualdad sélo se da si se cumple la formulacién no conservativa (1.5)) de la ley de

conservacién, es decir, si
A(a}) = duw, (0, 07) + Ju,g (U7, uy')

para todo ¢ € Z y n € N, lo cual implica la igualdad del enunciado. O

El concepto de esquema numérico consistente permite introducir el siguiente resultado, de

importancia fundamental en este trabajo:
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Teorema 3.5 (de Lax-Wendroff. [13], pdg. 240). Sea (Tx)ren una sucesion de mallas uniformes
de R y una sucesion de pasos de tiempo Aty tales que Az, — 0 y Aty —> 0 cuando k — +o0.
Para cada k € N, se denotard por ug o la funcién constante a trozos que es solucidn aprorimada
del problema (3.1)) con un esquema numérico (3.3)) conservativo y consistente, usando la particion
Ti y el paso de tiempo Aty. Si (ug)ren es tal que existe un C' > 0 tal que ||uglle < C, para todo
k € N; y ademds (ug)ren converge en Li (R x [0,+00),9Q) a una funcion u: R — Q C R™,

entonces u es una solucion débil de la ley de conservacion.

Demostracion. Sea ¢ € C}(R x [0, +00), R™) una funcién de ensayo arbitraria. Para cada i € Z,

n € Ny k €N, se denotaré:

» Por (2y,tk ) a cada uno de los nodos inducidos por la malla 7 y el paso temporal Aty,.

= Por u}; a cada aproximacién numérica en el nodo (2, tkn).

= Por @ ala funcién ¢ evaluada en el nodo (@hsir tiom).
Multiplicando la expresién (3.4]) por (@Z7i)t, se tiene que

At
t +1 t k t
(@) = (@) !~ @) (8 8

para todo ¢ € Z, n € Ny k € N. Sumando en todos los nodos y todos los pasos de tiempo, se

tiene que

5 S (o) - T3 S ot )

neN ieZ neN i€Z

para todo k € N. Utilizando sumas por partes, es decir, reordenando los sumatorios anteriores

de manera conveniente, y el hecho de que ¢ tiene soporte compacto, se llega a que
Rivn— 27\
1 1 —1 i+ z
-l - S (s - w) w=an S (ST
i€z, n>2 iz neN i€z ki

Multiplicando por el paso espacial Ax de cada malla y reordenando términos,

i 7
—A:ckz q),“ u,“ = Aty Azy, ZZ uZ’i

€L n>2 i€Z
pn t
k z+1 i
+ Aty Axp ZZ gZ._l.
Axy, "t
neN i€Z

Ahora bien, por el evidente parecido de estos términos con sumas de Riemann, se llega a que, si

se puede aproximar ug por las funciones definidas a trozos u,{, ;» entonces
K

k—o00

lim Axy Z(Cb,l“)tu,iz = / p(x,0)up(x) dz,
ieZ R
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y también

op —pt +oo
klirgA%AmZZ( b ) u’,;”ﬂ»—/o /Ratcp(x,t) u(zx,t)dxdt.

n>2 i€Z

Finalmente, por la convergencia en Ll (R x [0, 400),8) de uy, a u, se llega a que

kz-{—l i
1 .
EEON’CA“ E g < Az > ]“_7 / /@ccp z,t)f(u(z,t))dzdt

neN i€Z

Juntando todo, se tiene que

/OO/ [u(z,t) - Opp(z,t) + f(u(z,t))0pp(x,t)] dedt + / up(z)p(z,0)dr = 0.
0 R

R

Puesto que la funcién test ¢ € C}(R,R™) era arbitraria, esto prueba que u es una solucién débil

del problema (3.1)), tal y como se querfa comprobar. O

Se debe resaltar que este resultado no afirma que un esquema consistente y conservativo
converja. Unicamente afirma que, en caso de que converja, lo hace a una solucién débil de la ley

de conservacion.

3.4. Métodos entrépicos

Aunque el Teorema ({3.5)) asegura, bajo ciertas hipétesis, que la aproximacién del método (3.4))
converge a una solucién débil, nada garantiza a priori que esta solucién sea también fisicamente
aceptable, es decir, entrépica. Se deben buscar mds condiciones que nos aseguren que la sucesion

de soluciones aproximadas converja y, en caso de hacerlo, lo hagan a una solucién entrépica.

Definicién 3.6 (Esquema entrépico). Se dice que el esquema numeérico (3.3) es entrépico si,
para toda entropia (U, F) del problema ({3.1)), existe una funcién ¥: Q x Q@ — R, llamada flujo

numeérico entrépico, tal que ¥(w,w) = F(w), para todo w €  y ademds

At
UL < Uul) — ~ (U (uf, ul ) — U(uf_,u})], VieZ, neN. (3.8)

K3 — 7

Gracias a esta definicion, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.7 ([7], pag. 144). Si el esquema numérico (3.3)), bajo las hipdtesis del Teorema (3.5)),
es entrdpico, entonces la funcion u limite de la sucesion (uy)ken €s solucion entrdpica de la ley

de conservacion.



44 3. Descripcién general de los esquemas de volimenes finitos

Esquema de la demostracion. Utilizando un razonamiento andlogo al de la demostracion del Teo-
rema ([3.5), es facil ver que para cualquier entropfa (U, F) del problema tal que existe una
funcién ¥ tal que se cumpla la condicién , entonces el limite u de la sucesion (uy)ken cumple
la condicién de entropia . Puesto que la entropia (U, F) era arbitraria, se deduce que u es
la solucién entrépica del problema . O

Sin embargo, esta condicién es muy dificil de comprobar en la préctica, por lo que se buscara

algin criterio que permita comprobar si un esquema es entrépico, al menos en el caso escalar.

3.5. Monotonia

En este apartado estard centrado unicamente en el caso escalar, donde una importante pro-
piedad de los esquemas numéricos es la monotonia. Se debe entender esta propiedad en el sentido
de que se estdn buscando soluciones que repliquen el comportamiento de las soluciones entrépicas

exactas, como se desprende del Teorema, [2.34

Definicién 3.8 (Esquema monétono). Se dice que el esquema numérico (3.3) es monétono si,

para todo n € N, se tiene que
[uf >0, Vi€l = [u?“ > vf“, Vi e Z] ,

donde w y v son soluciones débiles del problema (3.1).

Es sencillo analizar si un esquema es monétono estudiando la funcién H asociada a dicho

esquema, gracias al siguiente criterio, de prueba inmediata:

Proposicién 3.9. El esquema numérico (3.3) es mondtono si, y sélo si, H es creciente en cada

una de sus componentes.

La importancia de los esquemas mondétonos queda claro por el siguiente resultado:

Teorema 3.10 ([7], pag. 144). Si un esquema numérico (3.3) es conservativo, consistente y

mondtono, entonces es entrépico.

Otra importante propiedad de los esquemas monétonos es que su orden de convergencia
estd muy limitado. Mientras que la Proposicion aseguraba que los esquemas conservativos
y consistentes tienen orden al menos uno, el siguiente resultado garantiza que tienen orden

exactamente uno.
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Teorema 3.11 ([I], pag. 148). Si un esquema numérico (3.3) es conservativo, consistente y
mondtono, entonces es de orden exactamente uno (en tiempo y en espacio); excepto en el caso de
la ecuacion del transporte con velocidad de propagacion \ = % 0oN= —%, 0 en el caso donde

f es una constante, donde el esquema es exacto.

Demostracion. En primer lugar, se debe hacer notar que, si el esquema (3.3)) es conservativo,

entonces la funcién H que lo define se escribe

At
H(wr, wa,w3) = wo — — [g(w2, w3) — g(wr,w2)], Vwr, wa,ws € Q.
Ax

Por otra parte, de operar con desarrollos de Taylor de modo andlogo a lo que se hizo en la

Proposicién [3.4] se obtiene que, si 4 es una solucién regular de la ley de conservacion,

At
Tz'n = 78,521_6(37@,'5”) +

% O [(O29(t, 1) — D1g(1, 1)) Dpt] (w4, tn) + O(Az?) + O(AL).

Por ser u regular, se tiene que, derivando la ley de conservacién,

83@ =0 (_axf(a)) = —0; (f/(ﬂ) 875’17,) =0y (fl(a) axf(a)) =0y ((fl(a))2 aa:ﬂ) .

En consecuencia, el error de truncamiento se puede reescribir como

T = % Or (B(u) 0ru) (4,tn) + O(sz) + O(AtQ)’

para lo cual se define

_ _ Az _ -
Ba) = (f'(w)* - AL (O1g(u, u) — Oag(u,u)).
Ademds, por hipétesis, el esquema es monétono. Asi, en virtud de la Proposicién [3.9] se tiene

que, para todo w € €,

Oy Hw,w,w) = 2—; Og(w,w) >0,
Oy H(w,w,w) =1-— 2—; [O19(w,w) — dag(w,w)] >0,
O H(w,w,w) = _at Oag(w,w) > 0,
Ax
de donde se deducen las desigualdades
O1g(w,w) >0, 0ag(w,w) <0, Ohg(w,w) — dag(w,w) < %, Yw € Q. (3.9)

Por otra parte, de la Proposicion se tiene que
01g(w,w) + dag(w,w) = f'(w), Yw € Q. (3.10)
Asi, de (3.9) v (3.10)) se deducen las desigualdades

(f'(@))? < (Org(w,w) = Dag(w,w))* < %ZC (O19(w, w) = Bag(w,w)) = B(w) < 0.
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De este modo, para que el esquema sea de orden al menos dos, se debe cumplir que f(w) = 0
para todo w € €). Pero de los razonamientos anteriores, se obtiene que esto unicamente ocurre

en uno de los siguientes casos:

Ax Ax
dalo) =57 ¥ o) =0 o [dglw) =37 ¥ Aglww) =0].
lo cual, atendiendo a la igualdad (3.10]), corresponde con
Ax Ax
/ _/x . / __ =L
flw) = A © bien  f'(w) Ap’ Yw € Q.

En ambos casos se trata de la ecuacién del transporte, con velocidad de propagacion A = % y

A= —%, respectivamente. En estos dos casos, el esquema resultante produce aproximaciones
n+l _ . n n+l _ . n
Uy~ =Uip Y Uy = U,

lo cual significa que el esquema es exacto si las aproximaciones u! de la condicién inicial ug son

exactas. En el resto de casos, el esquema es de orden exactamente uno. O

FEn resumen, tener un esquema numérico conservativo, consistente y mondtono asegura que

dicho esquema sea entrépico. Sin embargo, no podrd tener orden mayor que uno.

3.6. Estabilidad y convergencia

FEn las secciones anteriores se establecieron condiciones bajo las cuales los esquemas numéricos
son consistentes y también condiciones necesarias para que, en caso de converger, lo hagan a
soluciones entrépicas de la ley de conservacién. Sin embargo, esto no garantiza en ningtin caso la
convergencia, si no que se debe hacer la comprobacién adicional de que los métodos sean estables.

Antes de dar resultados, se va a aclarar la notacién que se empleard:

Definicién 3.12 (Norma L? discreta). Sea h: R — R™ una funcién constante en cada uno de
los volimenes finitos de 7. Poniendo h; como el valor de h sobre el volumen finito C;, se define

la norma L2 discreta de h sobre 7 como

[[hlz = (sz \hz@)

€7

D=

= (A:EZ f: |(hz-)m|2> : :

1€Z k=1

Definicién 3.13 (Esquema L2-estable). Se dice que el esquema numérico (3.3]) es L2-estable si

existe una constante x > 0 independiente de At tal que

u"[l2 < klu'll2, VneN.
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Definicién 3.14 (Esquema convergente). Se dice que el esquema numérico es convergente
si, para cualquier condicién inicial ug € L°(R, ), si la inicializacién u' del esquema converge
a ug cuando ||7|| — 0, entonces u™ converge a una solucién débil del problema cuando
7] — 0y At — 0.

Si se considera un sistema lineal de leyes de conservacion, el siguiente resultado da una

condicién necesaria y suficiente para que un método sea convergente:

Teorema 3.15 (de equivalencia de Lax-Richtmyer. [16], pag. 26). Para un sistema lineal de
leyes de conservacion, si el esquema numérico (3.3) es consistente, entonces es convergente si, y

sélo si, es L?-estable.

Sin embargo, en el caso general, no existen resultados que aseguren la convergencia de los
métodos numéricos. Unicamente se tienen condiciones suficientes para el caso escalar (ver [I4],
pag. 164), para lo cual se debe definir un nuevo concepto de estabilidad, relacionada con la
variacién total de cada una de las aproximaciones en tiempo. En lineas generales, se puede probar
que, bajo ciertas hipétesis, a medida que se reducen la malla espacial y el paso temporal, las
sucesiones de soluciones aproximadas son de variacién acotada. Por un argumento de compacidad,
se puede extraer una subsucesiéon convergente a una cierta funcién, que serd solucién débil de la

ley de conservacién como consecuencia del Teorema de Lax-Wendroff.

3.7. Estabilidad lineal

En el caso lineal, se puede estudiar la L?-estabilidad directamente, empleando andlisis de Fou-
rier, tal y como se describird mds adelante. Sin embargo, en el caso no lineal, esto es especialmente

complicado, por lo que se recurre a la linealizacién.

Dado el esquema numérico conservativo (3.4]), se define el esquema linealizado respecto al
nodo (z,ts) como

n+1 __ n At
v

w [(Org(uf, u) — Dog(uf, uf)) Wi + dog(uf, ui)w, | — dhg(uf, u)wr ],
(3.11)
para todo ¢ € Z y n € N. Puesto que aplicar el andlisis de Fourier al esquema no lineal no
es posible, se estudiard la L2-estabilidad del esquema linealizado en todos los nodos, con la
esperanza de que las condiciones de estabilidad que aparezcan sean también vilidas para el caso

no lineal.

Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicion 3.16 (Esquema linealmente estable). Se dice que el esquema numérico (3.4) es
linealmente estable si (3.11)) es L?-estable para todo k € Z, s € N.
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Se va a describir cémo estudiar la estabilidad lineal mediante andlisis de Fourier. En primer
lugar, se puede reescribir la expresién (3.11)) como

1
with = 3" Myw},, Vi€Z, VneN,
r=—1
donde M, € My, xm(R) son matrices constantes que dependen de k y s. De la igualdad anterior
se deduce que
1
w'tl(z) = > Myw"(z+rAz), VeeR, VneN, (3.12)
r=—1

Por otra parte, si w" € L?(R,R™), denotando por j a la unidad imaginaria, se define la trans-

+1

formada de Fourier de cada w"™ como

W (E) = \/127? /R w'(z)e 9 dz,  VEER.

A partir de (3.12)), se tiene que, para todo £ € R,

1
1 1 .
wtl(¢) = /W"‘H z)e T dg = / E M, w"(z + rAz)e 7% dz
© V21 Jr (=) V2r Jr 22 ( )
1 1

= Mr/ W (z + rAz)e 7% dz
V2T TZ_I R )

1
1 ) .

= — M, [ w"(x+ rAx)eJETAIefﬁ(errAx) d

NGz TZ_l /R

! 1
: 1 . A
= E YA <2 /Wn($+T‘A.”L‘)e_]E(x+TAI) d$> = < E Mre95TA$> w"(§).
V4T JR

r=—1 r=—1

&(e)
En consecuencia, se tiene que, aplicando el razonamiento anterior n — 1 veces,
W) = (GE)" W),  VEER
Recordando la identidad de Paserval, se deduce que
W[l = [IW"l2 < IGEI"H %[l = IGEI" " [w'll2,  VE€R, VneN.

De todo este razonamiento, se llega a la conclusién de que, el esquema (3.4)) es linealmente estable
si, y sélo si, [|G(E)|| < 1 para todo & € R.



Capitulo 4
Ejemplos de esquemas numeéricos

En este capitulo se ejemplificardn los conceptos explicados en el capitulo anterior con miltiples
esquemas numeéricos de tipo volimenes finitos que se consideran fundamentales para la resolucién

de leyes de conservacién unidimensionales.

4.1. Esquema de Lax-Friedrichs

El primero de los métodos para resolver el problema (3.1) que se presentard es el llamado
esquema de Lax-Friedrichs. FEste método propone dar la siguiente actualizacién de un paso de

tiempo

At

w'th =2 (ul +uly) - AL (f(ul ) —f(uly)), VieZ, VneN, (4.1)

N | =

que puede escribirse en forma conservativa definiendo el flujo numérico

f(wl) + f(UJQ) _ Az
2 2At

g(wla""Q) = (wg - w1), Ywi,ws € Q.

La Proposicién asegura que el método es de orden al menos uno. A continuacién, se va a
estudiar la estabilidad empleando el andlisis de Fourier descrito en la Seccién En este caso,
el esquema linealizado (3.11)) es escribe, para k € Z y s € N fijados,

n At 1 At 1 )
Definiendo
At 1 At 1
M_| = —A(W? —I My = M; = ———A(w3 —I
1= a0 + 5T 0=0, 1= oA AW+ 5T
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.y - . . 1 . :
se puede escribir el esquema linealizado como W;LJFI => .1 M,w}. Asi, el factor de amplifica-

cidn es escribe

_At

2Ax

1
1ErAx At S 1 —1EAx
G(&) = ) Meltrar = {QAxA(Wk) + 21[] e IAT 4 {

11 .
A(w) + 2]1] eJthe
r=—1

At . ) 1 . . At
_ s —jéAx _ jEAx = (o i€AT JEAT \ T _ e _ 5Y o :
2A.§L‘A(Wk) <e e ) + 5 (e +e ) I = cos((Ax)I AmA(wk) sin(§Ax)j.

Se va a estudiar bajo qué condiciones se cumple la condicién de estabilidad lineal |G(&)| < 1,

para todo £ € R. Se tiene que, para un w € Q) con |w|2 =1,

m 2
(0l = | 3 |afeostcan) + (£1) (atwppa e
p=1

2 m
= |1 —sin?(¢Ax) + (ii) Z (A(wi)w)i sin?(EAx)

p=1

At

2
=, |1+ <M) HA(WZ)LUHZ - 1] sin?(¢Ax),

de donde se deduce que

2
IG©1 = sw  [E(Ewl =1+ | () HA(w;)W—l]sm?(em).

weQ,||wll2=1

Finalmente, se tiene que el esquema linealizado en k € Z y s € N es estable si
At s
G(©)] <1 T a@p] <1,

por lo que la condicién necesaria y suficiente para que el esquema de Lax-Friedrichs sea lineal-
mente estable es que

At
sup [[A(u})||-—— <1, VseN. 4.3
keZII ()l (4.3)

A la condicién (4.4) se la denomina condicion de Courant—Friedrichs—Lewy o condicién CFL.
En la préctica, lo que se hace es tomar un p € (0, 1] tal que el paso de tiempo At se ajusta de

=3

modo que supgez [|[A(uf)||x; = # < 1, para todo s € N. A este coeficiente y se le denomina

numero de Courant.
Observacion 4.1. En el caso escalar, esta condicién de estabilidad se escribe
At

sup | f'(u)|— < 1, Vs € N. 4.4
sup | (u)| (1.4

Aunque, tal v como se acaba de ver, estudiar la estabilidad lineal del esquema de Lax-

Friedrichs no es muy complicado, comprobar que es entrépico sf es muy complicado en el caso
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general, por lo que tdnicamente se hard dicha comprobacién para leyes de conservacion escalares.
En dicho caso, utilizando la Proposicién [3.9] el hecho de que

1 At 1 At
81%(&)17(’0270‘}3) - 5 + E /(UJ]_), aQH(W]_,WQ,W3) - 07 837'[((&)]_,&)2,&)3) - § - m /(w3)a
para todo wy,wa,w3 € 2. La condicion (4.4) es suficiente para que OpH(wi,wa,w3) > 0, k €
{1,2, 3}, por lo tanto, bajo la condicién CFL (4.4), el esquema es monétono y, por tanto, entrépico

(por la Proposicién y de orden exactamente uno (por el Teorema [3.11)).

A la hora de implementar los métodos numéricos de este capitulo se han considerado tests
relativos a las ecuaciones del transporte, de Burgers y de Saint-Venant explicadas a lo largo de
este trabajo. Se busca resolver en intervalos espaciales acotados de la forma [a, b], para tiempos
en [0,¢f] y con condiciones iniciales o bien de tipo Riemann (de dos estados), que es una expresiéon
como , o bien su extensién a un caso de tres estados, que es una condicién inicial de la

forma
u;, siz <0,

ug(z) =4 ue si0<axz <1, (4.5)
up sil<uwz,
donde uz,uc,ur € R™ son constantes denominadas estados iniciales del problema de Riemann.

Observacion 4.2. Aunque la teoria se esté desarrollando para el caso no acotado, en la préctica
se debe acotar el problema diferencial tanto en espacio como en tiempo. La acotacién en tiempo

no es problemadtica, mientras que la espacial si es mds delicada. Esto se debe a que los esquemas
n+1

numéricos que se estdn considerando son de la forma , por lo que, para poder calcular u;" ",
se necesita el valor aproximado de sus volimenes vecinos y para el primer y iltimo volumen
no se tiene a uno de estos vecinos. Una opcién para resolver este problema es definir volimenes
fantasma Cy y Cr41 donde, en cada paso de tiempo se toman uy = uj y uj,; = uf, lo cual hace
posible realizar las actualizaciones . Esta opcién se corresponde de forma razonable con la

realidad fisica que se pretende modelar. Se pueden ver més detalles en [19].

A continuacién, se presentan algunas ejecuciones del esquema de Lax-Friedrichs para distintas
ecuaciones. En la Figura[f.1]se resuelve para la ecuacién del transporte, como ejemplo de ecuacién
lineal y escalar, en la Figura [4.2] se resuelve para la ecuacién de Burgers, no lineal y escalar, y
en la se resuelve para las ecuaciones de Saint-Venant, ejemplo de sistema no lineal. Aunque
los resultados no parezcan especialmente malos, en la practica, el esquema de Lax-Friedrichs
no se emplea por su alta disipacion (ver [7] y [20] para més detalles). Se puede apreciar este
inconveniente especialmente en sistemas no lineales. Esto se debe a que cudnto més se aleje el
nimero de Courant p de 1, la disipacién aumentard y, en el caso no lineal, se toman cotas a la

baja de pu para garantizar la estabilidad.
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t=0,5s t=10s t=15s

Figura 4.1: Resolucién numérica de la ecuacién del transporte con A = 1 para una condicién
inicial de tipo Riemann con tres estados: uyp = 1, uc = —1 y ug = 2. Se estd resolviendo en el
dominio computacional [a,b] = [-0,5, 3,5], con I =100 y p = 0,95. En azul, solucién exacta y,

en rojo, aproximacién mediante el esquema de Lax-Friedrichs.

t=0,15s

t=05s t=1,0s

Figura 4.2: Resolucién numérica de la ecuacién de Burgers para una condicién inicial de tipo
Riemann con tres estados: ur, = 0,25, uo = 1 y ug = 0,5. Se estd resolviendo en el dominio
computacional [a,b] = [-0,5, 2,25], con [ = 100 y x = 1. En azul, solucién exacta y, en rojo,

aproximacién mediante el esquema de Lax-Friedrichs.

2h t=25s

2 I
< i

25 15

: A : ‘ ‘ : 3 X
15 25 25 15 5 5 15 25
Figura 4.3: Resolucién numérica de las ecuaciones de Saint Vennant para el problema de rotura

de una presa, con hy, = 1,5 m, hg = 0,5 m, vy, = vg = 0 m/s. Se estd resolviendo en el dominio
computacional [a,b] = [-0,5, 2,25], con I = 100 y At = 0,03 s. En azul, solucién exacta y, en

rojo, aproximacion mediante el esquema de Lax-Friedrichs.
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4.2. Esquema de Lax-Wendroff

El esquema de Lax-Wendroff, a diferencia del resto de esquemas tratados en este trabajo, es

de orden dos. Las actualizaciones de este esquema (de un paso de tiempo) vienen dadas por

2
= = 3 [HC) — )] o A (G ) ) (R - f)] |

B 2&%2; {A (;(U?—l + U?)) [f(u}) — f(ui,)] } ;

para todo ¢ € Z y n € N. Se trata de un esquema conservativo, con flujo numérico dado por

g(wr,ws) = % [F(w1) + F(ws)] — 2%3,& (;(wl + w)) (f(ws) — F(wr)], Vs, wi € Q.

La linealizacion de este esquema resulta en (4.2), por lo tanto (4.3) es también la condicién de
estabilidad lineal del esquema de Lax-Wendroff. En [7] vy [8] puede verse la deduccién de este
esquema, asi como los detalles de la prueba de que, en caso de converger, es de orden dos en

tiempo y en espacio.

Ademsds, cabe notar que este método no es entrépico. Para comprobarlo, basta con considerar

la ecuacién de Burgers y una aproximacién u' de una condicién inicial u° tal que

U,L':

1 ur,  six; <0,
urp sixz; >0,

donde ur, = —upr. Puede comprobarse facilmente por induccién que, para todo i € Z y n € N,

n ,n _ n ny __ n n+l _ ' n

g(ui uity) = g(uiq,uit) = f(u)) = wi'™™ = uy'.
En consecuencia, la solucién obtenida es estacionaria. Si uy, > ug, por los desarrollos de la Seccién
se puede comprobar ésta es la solucién entrépica del problema. Sin embargo, si vy, < ug, la
solucién entrépica es una onda de rarefaccion, que no es la solucién estacionaria calculada por el

esquema. Por lo tanto, el esquema de Lax-Wendroff no es entrépico.

Se muestran ejecuciones del esquema de Lax-Wendroff en la Figura para el caso lineal
y escalar, en la Figura para el caso no lineal y escalar y en la Figura para un sistema
de ecuaciones no lineales. Se puede comprobar como, comparativamente con el esquema de Lax-
Friedrichs, este método tiene un orden mayor, ya que alli donde la solucién es regular, el esquema
de Lax-Wendroff se aproxima mejor a la solucién exacta. Ademds, ya no se tiene el problema de

una gran disipacién, como ocurria en el caso del esquema de Lax-Friedrichs.
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t=0,5s t=10s t=15s
u U u
2 2 - 2 -
¢ : : : >z ¢ : : : = T ¢ : : > T
0156 5 2,5 3,5 0,5 > 2,5 3,5 0,5 1.5 5 3,5
1 \ i 1 A o 1 )Y afl
Figura 4.4: Resolucién numérica de la ecuacién del transporte con A = 1 para una condicién
inicial de tipo Riemann con tres estados: uyp = 1, uc = —1 y ug = 2. Se estd resolviendo en el

dominio computacional [a,b] = [-0,5, 3,5, con [ = 100 y x = 0,9. En azul, solucién exacta y,

en amarillo, aproximacién mediante el esquema de Lax-Wendroff.

" t=0,15s u t=0,5s u t=1,0s
1 i 1 ¢ - 1
|
0,5 / 0,5 0,5
—t sy s
l 0,5 1 1,5 2 J’ 0,5 1 16 2 l 055 1 1,5 2
Figura 4.5: Resolucién numérica de la ecuacién de Burgers para una condicién inicial de tipo

Riemann con tres estados: uy = 0,25, uc = 1 y ug = 0,5. Se estd resolviendo en el dominio

computacional [a,b] = [-0,5, 2,25], con I = 100 y p = 0,9. En azul, solucién exacta y, en

amarillo, aproximacion mediante el esquema de Lax-Wendroff.
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Tv t=05s AU t=1,0s AU t=25
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Figura 4.6:

—5 5 15 25 —25 —15 —5 > 15 25 -2

Resolucién numérica de las ecuaciones de Saint Vennant para el problema de rotura

de una presa, con hy, = 1,5 m, hg = 0,5 m, v, = vg = 0 m/s. Se estd resolviendo en el dominio

computacional [a,b] = [-0,5, 2,25], con I = 100 y At = 0,03 s. En azul, solucién exacta y, en

amarillo, aproximacién mediante el esquema de Lax-Wendroff.

Sin embargo, como contrapartida a esta mejora del orden, cerca de estas discontinuidades

oF
25
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aparecen importantes oscilaciones que aumentan considerablemente el error respecto de la solu-
cién exacta. Una posible solucién a este problema es el uso de limitadores, para obtener asi un

método de orden dos sin estas oscilaciones espurias. Puede leerse mds sobre este tema en [13].

4.3. Método de Godunov

La interpretacién de los esquemas presentados anteriormente tienen mucha similitud con los
de métodos de diferencias finitas. En cambio, el esquema de Godunov se deduce directamente de

las propiedades de las leyes de conservacién.

De la expresion (3.2) se seguia que u} era una aproximacién del valor promedio de u(-,t,)

en el volumen finito C;. Ahora bien, si a partir de la funcién u(-,t,) se pudiese calcular de forma
n+1. Se

exacta u(-,t,41), entonces integrando esta funcion en C;, se obtendrfa la aproximacién u;

puede escribir este razonamiendo como
u't x 1/ u(z, tper)de = 1/ w"(z, At) dx
1 Ax Cl y YN Ax CI ) )

donde w” es la solucién de la ley de conservacién que tiene a la funcién u(-, ¢,), como condicién
inicial. Sin embargo, en los métodos de volimenes finitos no se tienen las funciones u(-,t,), si
no que se tienen funciones constantes u”(-) a trozos sobre cada volumen. Con este contexto,

Godunov propuso el esquema numérico

7

1
uttl = Az /cl w"(x, At) dz, VieZ, neN,

donde w"™ es la solucién entrépica exacta del problema

Ow" (x,t) + 0, f(w"(x,t)) = 0, Vr eR, Vte|0,+00), (4.6)
w"(z,0) = u"(x), Vx € R. .

Aunque puede parecer que resolver este problema es tan complicado como resolver el problema

original, se probard mas adelante que, para un At > 0 lo suficientemente pequefio, la funcién w"

viene dada por

rT—a; ., n .
Wh |~ six € [ai, xi),
w"(x,t) =

(4.7)

x — b; )
WR< " Z;u?,ugﬁrl) si x € [z, b;),

donde por wpg (%;wl,wz) se denotaba a la solucién (autosimilar) del problema de Riemann
con estados iniciales wi,wa € 2. En efecto, el problema (4.6) se puede interpretar como una

concatenacién de problemas de tipo Riemann de la forma

Ow™(z,t) + 0. f(Ww"(x,t)) =0, si x € [z, xp41], VEE [0, Al),

n : P
w(z,0) = uy si x < bg, (Px)
up, . six > by
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Para que tenga sentido concatenar estos problemas, las discontinuidades de cada uno de los

problemas de Riemann no deben interaccionar entre ellas. Es suficiente que, para cada k € Z, el
problema ({P)) cumpla que

w"(zg, t) = u, W (Tp41,t) = upy g, vt € (0, At).

Observando que xp — by = —% y Tk — ap = % y utilizando que las soluciones de ([Py)) son

autosimilares, se deduce que comprobar las igualdades anteriores equivale a comprobar que

A A
WR <—2;E;1127u2+1> =uy, WR (;;uZ,uZH) = Ujy, vt € (0, At). (4.8)

A partir de los desarrollos de la Seccién se deduce que, en el caso escalar, para que se

den las dos igualdades anteriores, debe ocurrir que

A
TAxt > méx {|f'(w)|: w entre uf y uily,}.

Por lo tanto, en el caso escalar, para que tenga sentido emplear el método de Godunov, basta

con tomar At > 0 tal que

méx(|f () 22 <

1.
we Ax —

En el caso vectorial, esta condicién se puede generalizar como

2At
max S 17 4.
Sma: Az ( 9)

donde smax es la mayor velocidad de propagacién (en valor absoluto) de los sistemas (P). Se

pueden consultar més detalles de este desarrollo en [§] y [13].

n
o ' I‘ w" (-, At)
. : -
n

Coou() ;

- 1

1

1

¢ < - > - - .- - : >

Ti—2 Ti-1 a; T b; Tit1 Tito
Ci—2 Ci—1 Ci Cit1 Cit2

Figura 4.7: Ilustracion de la idea de la solucién del problema (4.6) en el caso escalar. La linea
azul continua es la condicién inicial u", la linea verde es la solucién w™ para un paso de tiempo

At. Las lineas discontinuas verticales representan los cambios de definicién de cada problema de

Riemann de (4.7]).

En la Figura se tiene un ejemplo ilustrativo de cémo son las soluciones de (4.7). Nétese

que para emplear este método, es fundamental conocer de forma exacta la solucién entrépica de
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los problemas de Riemann asociados a la ley de conservacién que se esté resolviendo. Es por esta

razoén por lo que se hicieron los desarrollos de la Seccién

Ahora bien, aunque este esquema pueda parecer mds complejo que los anteriores, estd claro
que es también conservativo. En efecto, por ser w” solucién de la ley de conservacién, se tiene

que
/ / T (Own ) + OuE (W (2, 1))) ] d = 0.
C; Jtn

Utilizando la regla de Barrow, de la igualdad anterior se deduce que

b; tnt1
/ (W (z,tpt1) — W (2, ty)] dz —l—/t [f(w"(bi,t)) — f(w"(a;,t))] dt =0,

i

de donde, finalmente, a partir de (4.7) se deduce que
Az (uf*h —u) + At [f(wr(0; 0}, ufyy)) — F(Wr(0;uf 4, uf))] =0
At
= T =uf - Ao (Fwr(03uf, uf'y)) — f(wr(0;uiy, ui))]
para todo i € Z y n € N, lo cual significa que el esquema de Godunov es conservativo, con flujo

numérico dado por

g(wy,wa) = f(Wr(0;wy,ws2)), Ywi,wso € Q.

Por ser conservativo, y de la Proposicién se sigue que el esquema de Godunov es consistente
v de orden al menos uno. Por otra parte, en el caso escalar, el esquema es también mondtono,
yva que la resolucién exacta de problemas de Cauchy es monétona y el operador f — ﬁ fCi f
es mondétono, para toda funcién integrable. En consecuencia, se concluye que el esquema de

Godunov es mondtono, entrépico y de orden exactamente uno.

Finalmente, se debe hacer notar que hay pocos resultados de estabilidad del método de
Godunov, especialmente en el caso vectorial. En la préctica, simplemente se toma un paso de
tiempo que cumpla la condicién (4.9), donde el spgx se aproxima, no necesariamente de forma

muy precisa.

Se han realizado los mismos ejemplos de prueba a los que se sometieron los esquemas de
Lax-Friedrichs y Lax-Wendroff, obteniendo las Figuras v [£.10] Se puede apreciar como,
a pesar de ser un método de orden uno, no es tan disipativo como el esquema de Lax-Friedrichs
y, ademds, no presenta las oscilaciones del esquema de Lax-Wendroff. Incluso en un sistema de

ecuaciones no lineales como el de la Figura [4.10] el resultado es satisfactorio.
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t=0,5s t=10s t=15s
AU AU AU
2t 24 24
i \ A
< ¢ T ' : —> T ¢ : ¢ ' = T
0b 0,5 1,5 2,5 3,5 0,5 1% 5 3,5
—1 4 - —1 4
h 4 h 4 h 4

Figura 4.8: Resolucién numérica de la ecuacién del transporte con A = 1 para una condicién
inicial de tipo Riemann con tres estados: urp = 1, uc = —1 y ug = 2. Se estd resolviendo en
el dominio computacional [a,b] = [-0,5, 3,5], con I = 100 y At = 0,035 s. En azul, solucién

exacta y, en verde, aproximacién mediante el esquema de Godunov.

t=20,15s t=20,5s

t=10s

Figura 4.9: Resolucién numérica de la ecuacién de Burgers para una condicién inicial de tipo
Riemann con tres estados: ur, = 0,25, uc = 1 y ug = 0,5. Se estd resolviendo en el dominio
computacional [a,b] = [-0,5, 2,25], con I = 100 y At = 0,015 s. En azul, solucién exacta y, en

verde, aproximacién mediante el método de Godunov.

Figura 4.10: Resolucién numérica de las ecuaciones de Saint Vennant para el problema de rotura
de una presa, con hy = 1,5 m, hg = 0,5 m, v, = vg = 0 m/s. Se estd resolviendo en el dominio
computacional [a,b] = [-0,5, 2,25], con I = 100 y At = 0,03 s. En azul, solucién exacta y, en

verde, aproximacién mediante el método de Godunov.

Observacion 4.3. Para resolver las ecuaciones de Saint-Venant, se ha implementado el método
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de Godunov a partir de las soluciones exactas del problema de Riemann extraidas de [I8]. Estas
soluciones exactas son también la solucion representada en las Figuras y

4.4. Resolventes aproximadas del problema Riemann

Un inconveniente del método de Godunov es que precisa calcular la solucién exacta de un
problema de Riemann. Aunque para ciertas ecuaciones, como la ecuacién del transporte o la
ecuacién de Bugers, sea posible tener una expresién sencilla de dicha solucién, esto, en general,
no es posible. Ademds, en ocasiones, como para las ecuaciones de Saint-Venant, se tienen las
soluciones exactas de los problemas de Riemann pero son muy costosas computacionalmente. Es
por ello que una idea para simplificar este método es sustituir en la expresién del flujo numérico
la solucién exacta wg(0;wi,ws) por una solucién aproximada del problema de Riemann con

estados w1 y wi.

Un ejemplo significativo de este tipo de esquemas es el llamado Q-esquema de Van Leer,
donde el flujo numérico viene dado por

1
g(wh wQ) = 5

flon) + Fw)] — 5[4 (5 (01 +00))| @2 - w1), Worwa e (@)

donde por el valor absoluto de una matriz M diagonalizable se entiende
M| = P diag(| A )iz P~

siendo Ag, con k € {1,...,m}, los autovalores de la matriz M y P la matriz de paso de la
diagonalizacién. La matriz A es diagonalizable en todo €2 por estar suponiendo que el sistema de
leyes de conservacién es estrictamente hiperbdlico. No se entrard en los detalles de c6mo se
deduce este esquema, ni en sus propiedades de estabilidad. Estos aspectos pueden consultarse en
[10].

Aunque este esquema es, aparentemente, mucho mads sencillo que el método de Godunov,
produce muy buenos resultados, y muy similares a dicho método, tal y como se puede ver en
la Figura Sin embargo, este esquema no es entrépico, lo que evidencian numerosos casos
patolégicos, del que se puede ver un ejemplo en la Figura Esto se debe a que se produce
una pérdida de la viscosidad numeérica en los puntos donde la matriz jacobiana A se anula. Como
consecuencia de esto, aunque el esquema numérico converja, no lo hace a una solucién entrépica,

por lo que se deberia descartar este resultado.
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Figura 4.11: Resolucién numeérica de las ecuaciones de Saint Vennant para el problema de rotura
de una presa, con hy = 1,5 m, hg = 0,5 m, vy, = vg = 0 m/s. Se estd resolviendo en el dominio
computacional [a,b] = [-0,5, 2,25], con I = 100 y At = 0,03 s. En azul, solucién exacta y, en

morado, aproximacién mediante el Q-esquema de Van Leer.

Para solucionar este problema, se propone la regularizacién de Rusanov. Es un método de

resolventes aproximadas del problema de Riemann, conservativo, con flujo numérico dado por

1 1
g(wl,wg) = 5 [f(wl) + f(wg)] - iaRUs(wl,wg) (wg - wl), le,wg S Q, (4.11)

donde la constante aryus(wi,ws2) viene dada por
arus(wi,w2) = max {max{|A\g(w1)|: £ € {1,...,m}}, max{| \p(w2)|: k €{1,...,m}}},

siendo A, con k € {1,...,m}, los autovalores de la matriz A. Pueden consultarse mas detalles en
[20]. En la Figura se muestra cémo el esquema con la regularizacion de Rusanov si converge

a la solucién entrépica buscada.

42U t=0,15s QU t=20,25s 42U t=05s

Figura 4.12: Resoluciéon numérica de la ecuacién de Burgers para una condicién inicial de tipo
Riemann con estados uy, = —1 y up = 2. Se estd resolviendo en el dominio computacional
[a,b] = [-1,2], con I = 100 y u = 0,85. En azul, solucién exacta y, en morado, aproximacién

mediante el Q-esquema de Van Leer, v en verde, con regularizacién de Rusanov.



Anexo 1

Cédigos ¢ MATLAB desarrollados

I[.1. Cédbdigos relativos a la ecuacién del transporte

% transporte_ppal.m

% Condicion inicial de tipo Riemann
uL. = 1; uR = 2;
u0 @(x) uL.*(x<=0) + uR.*(x>0);

% Discretizacion espacial

a = -0.5; b = 3.5;
= 100;
x = linspace(a, b, I)';

% Discretizacion de u0 en cada volumen

[UO, xm, dx] = disct_u0(u0,x);

% Determinamos el numero de volumenes finitos

I = length(UO);

% Discretizacion temporal
T = 0.5; CFL = 0.95;
dt = CFL*min(dx); N = ceil (T/dt);

% Esquemas numericos para volumenes finitos
U_LXF = lax_friedrichs (U0, dx, dt, N);
U_LWE = lax_wendroff (U0, dx, dt, N);

U_GOD = godunov (U0, dx, dt, N);

U_VAN = van_leer (U0, dx, dt, N);

U_RUS rusanov (U0, dx, dt, N);
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y1limC = [min ([ul uC uR]) -1, max ([ul uC uR])+1];

% Graficamos los resultados finales
figure (2)
for n = 1:N

Ue = ul0(xm - n*dt);

plot (xm, Ue, 'x'

ylim(ylimC) ;

hold on

title("Metodo de volumenes finitos, t = " + n*dt)

plot (xm,U_LXF(1:I,n),'0o"');
plot (xm,U_LWE(1:I,n),'0o"');
plot (xm,U_GOD(1:I,n), " '*"');
plot (xm,U_VAN(1:I,n),'o"');
plot (xm,U_RUS(1:I,n),'o"');

legend ("Solucion exacta", "Metodo de Lax-Friedrichs", "Metodo de Lax-
Wendroff",
"Metodo de Godunov", "Q-esquema de Van Leer", "Reg. de Rusanov");
pause (0.1)
hold off
end
function [UO, xm, dx] = disct_u0(u0,x)

% Discretizacion de la condicion inicial

% Entrada ----------------mmmmm oo

% u0: condicion inicial

% x: discretizacion espacial

% Salida -----------m e~

% UO: promedio de u0 en cada celda

% xm: puntos medios de los volumenes finitos

% dx: longitud de cada celda

% Damos el no. de volumenes finitos

I = length(x) - 1;

% Longitud de cada volumen finito
dx = x(2:I+1) - x(1:1);

% Definimos los puntos medios

xm = 0.5%(x(2:I+1) + x(1:1));

% Definimos la estimacion en cada intervalo
U0 = zeros(I,1);
for i = 1:1I

U0 (i) = integral(u0, x(i), x(i+1))/dx(i);

end
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end

function U = lax_friedrichs (U0, dx, dt, N)

% Esquema de Lax-Friedrichs para volumenes finitos

% Entrada -—---------- - o e
% UO: condiciin inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

%h Salida -------- e e -
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i“n (aproximaciin de u(x_i,t_n))

I = length(UO);
% Inicializamos
U =
U(:,1) =

zeros (I,N);

Uo;

% Iteraciones del esquema
for n = 1:N-1
U(l,n+1) = 0.5*%(U(1,n) + U(2,n)) -
U(2:I-1,n+1) = 0.5%¥(U(1:I-2,n) + U(3:I,n)) -
n))./dx(2:I-1);
U(I,n+1) = 0.5%(U(I-1,n) + U(I,n)) -

0.5%dt*(U(2,n)

0.5%dt*(U(I,n)

end

end

0.5%dt*(U(3:I,n)

- U(l,n))./dx(1);

- U(1:I1-2,

- U(I-1,n))./dx(I);

function U = lax_wendroff (U0, dx, dt, N)

% Esquema de Lax-Wendroff para volumenes finitos

% Entrada -—-------------m oo
% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

%h Salida ------ - e -
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);
% Inicializamos

U = zeros(I,N);
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U(:,1) = U0(:);
% Iteraciones del esquema
for n = 1:N-1
Un = U(:,n);
U(l1,n+1) = Un(1) - dt*(g(Un(1),Un(2), dx(1), dt) - g(Un(1),Un(1), dx(1),
dt))/dx(1);
for i = 2:I-1
U(i,n+1) = Un(i) - dt*(g(Un(i), Un(i+1), dx(i), dt) - g(Un(i-1), Un(
i), dx(i), dt))/dx(i);
end
U(I,n+1) = Un(I) - dt*(g(Un(I),Un(I), dx(I), dt) - g(Un(I-1),Un(I), dx(I
), dt))/dx(I);
end
end

function Rg = g(ul,u2,dx,dt)
f = @(t) t;
0.5*(f(ul)+£f(u2)) -

Rg = 0.5*x(dt/dx)*( 1x(f(u2)

end

- £(ul)));

function U = godunov(UO, h, dt, N)

% Esquema de Godunov para volumenes finitos

% Entrada -—------------m oo
% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

% Salida ------ - o
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);

g = @(u,v) riemann_solver (u, v);
% Inicializamos
U =

U(:,1) =

zeros (I,N);

Uo0;

% Iteraciones del esquema

for n = 1:N-1
U(1,n+1) = U(1,n) - dtx(g(U(1,n),U0(2,n)) - g(U(1
for i = 2:I-1
U(i,n+1) = U(i,n) - dt*(g(U(i,n),U(i+1,n)) -

,n),U(1,n)))./h(1);

g(U(i-1,n),U(i,n)))./h(




1.1. Cédigos relativos a la ecuacién del transporte 65

i)
end
U(I,n+1) = U(I,n) - dt*x(g(U(I,n),U(I,n)) - g(U(I-1,n),U(I,n)))./h(I);

end

end

function Re = riemann_solver (uL, uR)

s = 1;

Re = (0<=s).*ul + (0>s).*uR;

end

function U = van_leer (U0, dx, dt, N)

% Esquema de Van Leer para volumenes finitos

% Entrada -----------mo oo
% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

%h Salida ------—- e e -
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);

% Inicializamos
U = zeros(I,N);
U(:,1) = U0(:);

% Iteraciones del esquema

for n = 1:N-1

U(l,n+1) = U(1,n) - dt*(g(U(1,n),U0(2,n)) - g(U(1,n),U(1,n)))/dx(1);
for i = 2:I-1
U(i,n+1) = U(i,n) - dt*(g(U(i,n),U(i+1,n)) - g(U(i-1,n), U(i,n)))/dx
(i)
end
U(I,n+1) = U(I,n) - dtx*x(g(U(I,n), U(I,n)) - g(U(I-1,n),U(I,n)))/dx(I);

end

end

function Rg = g(ul,u?2)
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Rg = 0.5*%(ul+u2) - 0.5%abs (1) .*(u2-ul);

end

function U = rusanov (U0, dx, dt, N)

% Esquema de Van Leer (con reg. de Rusanov) para volumenes finitos
% Entrada -----------oo oo

% UO: condiciin inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

%h Salida ------ - - e e -

% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);

% Inicializamos
U = zeros(I,N);
U(:,1) = U0(:);

% Iteraciones del esquema
for n = 1:N-1
U(1l,n+1) = U(1l,n) - dt*(g(U(1,n),U(2,n)) - g(U(L1,n),U(1,n)))/dx(1);
for i = 2:I-1
U(i,n+1) = U(i,n) - dt*(g(U(i,n),U(i+1,n)) - g(U(i-1,n), U(i,n)))/dx
(1)
end
U(I,n+1) = U(I,n) - dt*(g(U(I,n), U(I,n)) - g(U(I-1,n),U(I,n)))/dx(I);

end
end
function Rg = g(ul,u2)

Rg = 0.5*%(ul+u2) - 0.5%*max(abs (1) ,abs (1)) .*x(u2-ul);

end

I.2. Cédédigos relativos a la ecuacion de Burgers

% burgers_ppal.m

% Condicion inicial de tipo Riemann (tres estados)
ul = -1;
uC = 1;
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uR = 0.5;

u0 = @(x) uL.*(x<=0) + uC.*(x>0 & x<=1) + uR.*(x>1);

% Discretizacion espacial
a = -2;
b = 2;

I = 100;
X

= linspace(a, b, I)';

% Discretizacion de u0 en cada

[UO, xm, dx] = disct_u0(ul0,x);

volumen

% Determinamos el numero de volumenes finitos

I = length(UO0);

% Discretizacion temporal

T = 1,

CFL = 0.9;

dt = CFL*min (dx)/max (abs(U0));
N = ceil(T/dt);

% Esquemas numericos para volumenes finitos

U_LXF = lax_friedrichs (U0, dx,

dt, N);

U_LWE = lax_wendroff (U0, dx, dt, N);

U_GOD = godunov (U0, dx, dt, N)

U_VAN = van_leer (U0, dx, dt, N);

U_RUS = rusanov (U0, dx, dt, N)

y1limC = [min ([ul uC uR]) -1, max ([ul uC uR])+1];
% Graficamos los resultados finales
figure (2)
for n = 1:N
Ue = u_exact3(xm, n*dt, ulL, uC, uR);
plot (xm, Ue, 'x');
ylim(ylimC) ;
hold on
title("Metodo de volumenes finitos, t = " + n*dt)

plot (xm,U_LXF(1:I,n),'o"');
plot(xm,U_LWE(1:I,n),
plot(xm,U_GOD(1:I,n),
plot (xm,U_VAN(1:I,n),
plot (xm,U_RUS(1:I,n),
legend ("Solucion exacta",

Wendroff",

'0')
'0');
'0')
'0');

"Metodo de Lax-Friedrichs",

"Metodo de Lax-
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"Metodo de Godunov", "Q-esquema de Van Leer", "Q-esquema de Van Leer [
Rusanov]");
pause (0.1)
hold off
end

function

xt =

s =

if u

else

end

end

Ue = u_exact2(x, t, uL, uR)

x./t;

0.5%(ul + uR);

L >= uR
Ue = ul.*(xt<=s) + uR.*(xt>s);
if ul < uR

Ue = ul.*(xt<=ulL) + uR.*(xt>uR) + xt.*(ul < xt & xt <= uR);

function

Ue =

if u

end

Ue = u_exact3(x, t, uL, uC, uR)

0.%x;

L <= uC && uC <= uR

Ue = uL.*(x<=uL.*t) + (x./t).*(ul.*t<x & x<=uC.*t) + uC.*(uC.*t<x & x<=
uC.*xt + 1) + ((x-1)./t) . *(uC.*t + 1 < x & x <= uR.*t + 1) + uR.*(x>
uR.*t+1) ;

if ulL >= uC && uC >= uR

end

te = 2/(uL-uR);

xi = 0.5*%x(ul. + uR) .*t + (uC - uR)./(ulL - uR);

xil = 0.5*x(ul + uC) .*t;

xi2 = 0.5*%(uC + uR) .*t + 1;

Ue = uL.*(t<te & x<=xil) + uC.*(t<te & xil<x & x<=xi2) + uR.*x(t<te & x>
xi2) +

ul . *(t>=te & x<=xi) + uR.*(t>=te & x>xi);

if ul < uC && uC >= uR && ul <= uR

te 2/(uC-uR);
0.5%¥(uC + uR) .*t + 1;
xit = sqrt(2*x(uC - uR).*t) + uR.*t;

Ue = ulL.*(t<te & x<=ul.*t) + (x./t).*x(t<te & uL.*t<x & x<=uC.*t) + uC.=*(

xi

t<te & x>uC.*t & x<=xi) + uR.*x(t<te & x>xi) +
uL .*x(t>=te & x<=ulL.*t) + (x./t).*(t>=te & ul.*t<x & x<=xit) + uR.*(t
>=te & x>xit);
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end

if ul <= uC && uC >= uR && ulL >= uR
te = 2/(uC-uR);
tee = 2x(uC-uR)/((uL-uR)"~2);
xi = 0.5%x(uC + uR) .*t + 1;
xit = sqrt(2*x(uC - uR).*t) + uR.*t;
xitt = 0.5*%(ulL+uR) .*t + (uC-uR)./(ulL-uR);

Ue = uL.*(t<te & x<=ulL.*t) + (x./t).*(t<te & uL.*t<x & x<=uC.*t) + uC.x*(

t<te & x>uC.*t & x<=xi) + uR.*(t<te & x>xi) +

uL . *x(t>=te & t < tee & x<=uL.*t) + (x./t).*(t>=te & t < tee & uL.*t<

x & x<=xit) + uR.*(t>=te & t < tee & x>xit) +
ul . *(t>=tee & x<=xitt) + uR.*(t>=tee & x>xitt);

end

end

function U = lax_friedrichs (U0, dx, dt, N)

% Esquema de Lax-Friedrichs para volumenes finitos
% Entrada ------------o oo
% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

%h Salida ------ - e e -
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))
I = length(UO);

f = 0(u) u."~2/2;

% Inicializamos

U = zeros(I,N);

U(:,1) = U0;

% Iteraciones del esquema

for n = 1:N-1

U(l,n+1) = 0.5%(U(1,n) + U(2,n)) - 0.5*xdt*(£(U(2,n)) - £(U(1,n)))./dx(1)

U(2:I-1,n+1) = 0.5%(U(1:I-2,n) + U(3:I,n)) - 0.5*%dt*(f(U(3:I,n))
(1:I-2,n)))./dx(2:I-1);

£(U

U(I,n+1) = 0.5*(U(I-1,n) + U(I,n)) - 0.5%dt*(£(U(I,n)) - £(U(I-1,n)))./

dx (I);

end
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end

function U = lax_wendroff (U0, dx, dt, N)

% Esquema de Lax-Wendroff para volumenes finitos

% Entrada -—---------- oo e
% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

%h Salida ------—- e e o
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);
% Inicializamos
U =
U(:,1) =

zeros (I,N);
uo(:);

% Iteraciones del esquema

for n = 1:N-1
Un = U(:,n);
U(1,n+1) = Un(1) - dt*(g(Un(1),Un(2), dx(1), dt)
dt))/dx(1);
for i = 2:I-1
U(i,n+1) = Un(i) - dt*(g(Un(i), Un(i+1), dx(i), dt)
i), dx (i), dt))/dx(i);
end
U(I,n+1) = Un(I) - dt*(g(Un(I),Un(I), dx(I), dt)
), dt))/dx(I);
end

end

function Rg = g(ul,u2,dx,dt)
f = @e(t) t.°2/2;
0.5*(f(ul)+£f(u2)) -

Rg = 0.25%(dt/dx) * (£ (u2)

end

- g(Un(1),Un(1), dx (1),

- g(Un(i-1), Un(

- g(Un(I-1),Un(I), dx(I

- f(ul))*(ul+u2);

function U = godunov(UO, h, dt, N)

% Esquema de Godunov para volumenes finitos

% Entrada ------------o oo
% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo
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% N: no. de pasos de tiempo
% Salida ------ - o
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);

g = @(u,v) 0.5.*%u_exact2(0, 1, u, v)."2;

% Inicializamos
U = zeros(I,N);
U(:,1) = UO;

% Iteraciones del esquema

for n = 1:N-1
U(1l,n+1) = U(1l,n) - dt*(g(U(1,n),U(2,n)) - g(U(1,n),U(1,n)))./h(1);
for i = 2:I-1

U(i,n+1) = U(i,n) - dt*(g(U(i,n),U(i+1,n)) - g(U(i-1,n),U(i,n)))./h(

i)

end

U(I,n+1) = U(I,n) - dt*(g(U(I,n),U(I,n)) - g(U(I-1,n),U(I,n)))./h(I);

end

end

function U = van_leer (U0, dx, dt, N)

% Esquema de Van Leer para volumenes finitos

% Entrada -----------oo oo
% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

% Salida ------ - o
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);

% Inicializamos
U = zeros(I,N);
U(:,1) = U0(:);

% Iteraciones del esquema

for n = 1:N-1
U(1l,n+1) = U(1,n) - dt*(g(U(1,n),U(2,n)) - g(U(1,n),U(1,n)))/dx(1);
for i = 2:I-1
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U(i,n+1) = U(i,n) - dt*(g(U(i,n),U(i+1,n)) - g(U(i-1,n), U(i,n)))/dx
(i)
end
U(I,n+1) = U(I,n) - dtx(g(U(I,n), U(I,n)) - g(U(I-1,n),U(I,n)))/dx(I);
end
end

function Rg = g(ul,u2)

end

Rg = 0.25%(ul.~2+u2."2) - 0.26*abs(ul+u2).*(u2-ul);

function U = rusanov (U0, dx, dt, N)

end

% Esquema de Van Leer (con reg. de Rusanov) para volumenes finitos
% Entrada -----------oo oo

% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

h oSalida -------- e e -

% U: matriz con los resultados numé4ricos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);

% Inicializamos
U = zeros(I,N);
U(:,1) = U0(:);

% Iteraciones del esquema
for n = 1:N-1
U(1l,n+1) = U(1,n) - dt*(g(U(1,n),U(2,n)) - g(U(1,n),U(1,n)))/dx(1);
for i = 2:I-1
U(i,n+1) = U(i,n) - dt*(g(U(i,n),U(i+1,n)) - g(U(i-1,n), U(i,n)))/dx
(1)
end
U(I,n+1) = U(I,n) - dt*(g(U(I,n), U(I,n)) - g(U(I-1,n),U(I,n)))/dx(I);

end

function Rg = g(ul,u?2)

end

Rg = 0.25%(ul.~2+u2."°2) - 0.5%*max(abs(ul),abs(u2)).*(u2-ul);
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% saint_venant_ppal.m

% Condicion inicial de tipo Riemann

hL = 1.5;
hR = 0.5;
vL = 0;
vR = 0;

hO = @(x) hL.*(x<=0) + hR.*(x>0);
g0 = @(x) hO(x).*(vL.*(x<=0) + vR.*(x>0));

% Discretizacion espacial
a = -25;
b = 25;
I
b4

100;
linspace(a, b, I)';

% Discretizacion de u0 en cada volumen

[UO, xm, dx] = disct_u0(h0, q0, x);

% Determinamos el numero de volumenes finitos

I = length(UO);

% Discretizaciun temporal

T = 2.5;
CFL = 0.95;
dt = 0.05;

N = ceil(T/dt);

% Esquemas numericos para volumenes finitos
U_LXF = lax_friedrichs (U0, dx, dt, N);
U_WEN = lax_wendroff (U0, dx, dt, N);

U_GOD = godunov (U0, dx, dt, N);

U_VAN = van_leer (U0, dx, dt, N);

U_RUS = rusanov (U0, dx, dt, N);

% Pasamos la segunda variable de conservativa a primitiva

U_LXF(:,:,2) = U_LXF(:,:,2)./max(U_LXF(:,:,1), 1le-4 + 0.*xU_LXF(:,:,2));
U_WEN(:,:,2) = U_WEN(:,:,2)./max(U_WEN(:,:,1), le-4 xU_WENC(C:,:,2));
Uu_GgobD(:,:,2) = U_GOD(:,:,2)./max(U_GOD(:,:,1), le-4 .xU_GOD(:,:,2));
U_VAN(:,:,2) = U_VANC(:,:,2)./max(U_VAN(:,:,1), le-4 xU_VAN(:,:,2));
U_RUS(:,:,2) = U_RUS(:,:,2)./max(U_RUS(:,:,1), le-4 .*xU_RUS(:,:,2));

+ o+ o+ 4+
©o o o o

% Determinamos los limites de graficacion

ylimH = [min(min(U_LXF(:,:,1))) - 0.25, max(max(U_LXF(:,:,1)))]1;
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ylimV = [min(min(U_VANC(C:,:,2))), max(max(U_VAN(:,:,2)))];

% Graficamos los resultados finales
for n = 1:N

figure (1)

UE = riemann_solver (xm/(n*dt), hL, hR, vL, vR);
plot(xm,UE(1:I,1),'-"');

hold on

plot (xm,U_LXF(1:I,n,1),'0-");

plot (xm,U_WEN(1:I,n,1),'0o-");

plot (xm,U_GOD(1:I,n,1),'0o-");

plot (xm,U_VAN(1:I,n,1),'0-");

plot (xm,U_RUS(1:I,n,1),'0-");

title ("Ecuaciones de Saint-Vennant (altura h), t = " + n*dt)

ylim(ylimH) ;

legend ("Solucion exacta", "Metodo de Lax-Friedrichs",
"Metodo de Lax-Wendroff", "Metodo de Godunov",
"Q-esquema de Van Leer", "Q-esquema con Rusanov")

hold off

figure (2)

plot (xm,UE(1:I,2)./UE(1:I,1),'-");

hold on

plot (xm,U_LXF(1:I,n,2),'0o-");

plot (xm,U_WEN(1:I,n,2),'0o-");

plot (xm,U_GOD(1:I,n,2),'0o-");

plot (xm,U_VAN(1:I,n,2),'0o-");

plot (xm,U_RUS(1:I,n,2),'0o-");

title ("Ecuaciones de Saint-Venant (velocidad v), t = " + nx*dt)
ylim(ylimV) ;
legend ("Solucion exacta", "Metodo de Lax-Friedrichs",
"Metodo de Lax-Wendroff", "Metodo de Godunov",
"Q-esquema de Van Lee", "Q-esquema con Rusanov")
hold off

pause (0.01)

end

function [UO, xm, dx] = disct_uO(hO, qO0, x)

% Discretizacion de la condicion inicial

I = length(x) - 1;

dx = x(2:I+1) - x(1:1);

xm = zeros (I,1);

xm(1:I) = 0.5x(x(1:I)+x(2:I+1));
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% Definimos la estimacion en cada intervalo

U0 = zeros(I,2);
for i = 1:1I
U0(i,1) = integral(h0, x(i), x(i+1))/dx(i);
U0(i,2) = integral(q0, x(i), x(i+1))/dx(i);
end

end

function hl = newton(f, hO, hL, hR)
tol = le-4;

9.81;

% Definimos la derivada de f
@(H,h) sqrt (0.5*xg*((H+h)/H*h));
Q(H,h) (H<=h)*(g/sqrt(g*h)) + (H>h)*(gK(H,h)

gk =
fprima =

h)));

% Algoritmo iterativo

for n = 1:1000
hi = hO - £(hO0)/(fprima (hO,hL) + fprima (hO,hR));
param = 0.5%abs (h1-h0)/(h1+h0);
hO = hi;

if param < tol
break;
end

end

end

- gx(H-h)/(4*xH"~2*gK (H,

function Re = riemann_solver (xt, hL, hR, ulL, uR)

% Definimos la constante gravitatoria
g = 9.81;

al = sqrt(g*hlL); aR = sqrt(g*hR);

% Calculamos los valores estrella

Phi = @(H,h) (H<=h)=*(2*(sqrt(g*H)
H) /(H*h)) ;
Q = @(t) Phi(t,hL) + Phi(t,hR) + uR - ulL;

hO = (0.5x(aL+aR) - 0.25*(uR-ul))"2/g;
hO, hL, hR);
0.5%(uL+uR) + 0.5+%(Phi(h,hR)

sqrt (g*h) ;

newton (Q,

- Phi(h,hL));

- sqrt(g*h))) + (H>h)*(H-h)*sqrt (0.5*xg*(h+
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% Clasificamos las ondas
if h > hL
ql= sqrt (0.5*xh*(h+hL)/(hL"2));
SL = ulL - aL=*qil;
if h > hR
q2 = sqrt (0.5*%h*(h+hR)/(hR"2));
SR = uR + aR*q2;
% Damos los valores numericos
Re(:,1) = 0.*xt + (xt<=SL).*hL + (xt>SL & xt <=SR).*h + hR.*(xt>SR);
Re(:,2) = 0.*xt + (xt<=SL).*ul + (xt>SL & xt <=SR).*u + uR.*(xt>SR);
elseif h <= hR
STR = u + a;
SHR = uR + aR;
% Damos los valores numericos
Re(:,1) = 0.*xt + (xt<=SL).x*hL + (xt>SL & xt <=STR) .*h +
(xt>STR & xt <=SHR) .*(((-uR+2*aR+xt)/3)."2)/g + hR.*(xt>SHR);
Re(:,2) = 0.*xt + (xt<=SL).*xul + (xt>SL & xt <=STR) .*u +
(xt>STR & xt <=SHR) .*(uR-2%aR+2*xt)/3 + uR.*(xt>SHR);
end
elseif h <= hL
SHL = ulL - alL;
STL = u - a;
if h > hR
92 = sqrt (0.5%h*(h+hR)/(hR"2));
SR = uR + aR*q2;
% Damos los valores numericos
Re(:,1) = 0.*xt + (xt<=SHL).*hL +
(xt>SHL & xt <=STL).*(((ul+2*al-xt)/3)."2)/g +
(xt>STL & xt <=SR).*h + hR.*(xt>SR);
Re(:,2) = 0.*xt + (xt<=SHL) .*ulL +
(xt>SHL & xt <=STL) .*(uL+2*al+2*xt)/3 +
(xt>STL & xt <=SR) .*u + uR.*x(xt>SR);
elseif h <= hR
STR = u + a;
SHR = uR + aR;
Re(:,1) = 0.*xt + (xt<=SHL).*hL +
(xt>SHL & xt <=STL) .*(((uL+2*al-xt)/3).~2)/g +
(xt>STL & xt <=STR).*h +
(xt>STR & xt <=SHR) .*(((-uR+2*aR+xt)/3)."2)/g +
hR.*(xt>SHR) ;
Re(:,2) = 0.*xt + (xt<=SHL) .*ulL +
(xt>SHL & xt <=STL) .*(uL+2*al+2%xt)/3 +
(xt>STL & xt <=STR).*u +
(xt>STR & xt <=SHR) .*(uR-2*aR+2*xt) /3 +
uR.*(xt>SHR) ;

end
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end

% Cambiamos a las magnitudes conservativas
Re(:,2) = Re(:,2).%Re(:,1);

end

function U = lax_friedrichs (U0, dx, dt, N)

% Esquema de Lax-Friedrichs para volumenes finitos
% Entrada -—------------m oo
% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

% Salida ------ - o
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);

h
1]

e(w) [w(:,2); (w(:,2).72)./(w(:,1)) + 0.5*x9.81*x(w(:,1).~2)];

% Inicializamos
U = zeros(I,N,2);
U(:,1,1:2) = U0(:,1:2);

% Iteraciones del esquema
for n = 1:N-1
U1 = U(:,n,1); U2 = U(:,n,2);
U(1,n+1,:) = 0.5x([UL1(2), U2(2)]1"' + [U1(1), U2(1)]1') - 0.5*dt*(£([U1(2),
U2(2)1) - £([U1(1), U2(1)]1))/dx(1);
for i = 2:I-1
U(i,n+1,:) = 0.5%([U1(i+1), U2(i+1)]' + [U1(i-1), U2(i-1)]1"') - 0.5%
dt* (£ ([UL(i+1), U2(i+1)]1) - £(LU1(i-1), U2(i-1)1))/dx(i);
end
U(I,n+1,:) = 0.5*%([U1(I), U2(I)]1"' + [U1(I-1), U2(I-1)1"') - 0.5*%dt*(f([U1
(I), U2(1)]) - £(L[U1(I-1), U2(I-1)1))/dx(I);

end

end

function U = lax_wendroff (U0, dx, dt, N)

% Esquema de Lax-Wendroff para volumenes finitos
% Entrada ---------m e e o

% UO: condicion inicial discretizada
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% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

% Salida ------ - o
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);

% Inicializamos
U = zeros(I,N,2);
U(:,1,1:2) = U0O(:,1:2);

% Iteraciones del esquema
for n = 1:N-1
U1 = U(:,n,1); U2 = U(:,n,2);
U(l,n+1,:) = [UL(1); U2(1)] - dt*(g(LUL(1); U2(1)]1,[U1(2); U2(2)]1, dx(1)
, dt) - g([U1(1); U2(1)]1,[U1(1); U2(1)], dx(1), dt))/dx(1);
for i = 2:I-1
U(i,n+1,:) = [U1(i); U2(i)] - dt*(g([UL(i); U2(i)],[UL(i+1); U2(i+1)
1, dx(i), dt) - g(LU1(i-1); U2(i-1)]1,[U1(i); U2(i)], dx(i), dt))
/dx (i) ;
end
U(I,n+1,:) = [U1(I); U2(I)] - dt*(g(LUL(I); U2(I)],[U1(I); U2(I)], dx(I)
, dt) - g([Uu1(I-1); U2(I-1)1,[U1(I); U2(I)], dx(I), dt))/dx(I);

end
end
function Rg = g(ul,u2,h,dt)

g = 9.81;
f = 0(t) [t(2); (£(2).72)./(t(1)) + 0.5*xg*x(t(1)."2)1;

wl = 0.5*x(ul (1) + u2(1));
w2 = 0.5*x(ul(2) + u2(2));
Rg = 0.5%(f(ul)+f(u2)) - 0.5x(dt/h)*[0 1; -w2.-2./wl.~2 + g*wl 2*w2./wll*(£(

u2) -f(ul));

end

function U = godunov(UO, dx, dt, N)

% Esquema de Godunov para volumenes finitos

% Entrada ------------- oo
% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

% Salida ------ - o
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% U: matriz con los resultados numericos,
% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))
I = length(UO);
% Inicializamos
U = zeros(I,N,2);
U(:,1,1:2) = U0(:,1:2);
% Iteraciones del esquema
for n = 1:N-1
UL = U(:,n,1); U2 = U(:,n,2);
U(l,n+1,:) = [UL(1); U2(1)] - dt*(g(LUL(1); U2(1)],[U1(2); U2(2)]1) - g([
U1(1); U2(1)]1,[U01(1); U2(1)1))/dx(1);
for i = 2:I-1
U(i,n+1,:) = [U1(i); U2(i)] - dtx(g([U1(i); U2(i)],[U1(i+1); U2(i+1)
1) - g(LUu1(i-1); U2(i-1)]1,[U1(i); U2(i)]1))/dx(i);
end
U(I,n+1,:) = [U1(I); U2(I)] - dt*(g([UL1(I); U2(I)1,[U1(I); U2(I)]1) - g(l
U1(I-1); U2(I-1)]1,[U1(I); U2(I)]1))/adax(I);
end
end
function Rg = g(ul,u?2)
g = 9.81;
f = @(t) [t(2); (t(2).7°2)./(t(1)) + 0.5*g*x(t(1)."2)];
hL = ul(1); hR = u2(1);
ul. = u1(2)/hL; uR = u2(2)/hR;
RE = riemann_solver (0, hL, hR, uL, uR)';
Rg = £([RE(1), RE(2)1);
end
function U = van_leer (U0, dx, dt, N)

% Esquema de Van Leer para volumenes finitos

% Entrada -—------------m oo
% UO: condicion inicial discretizada

% dx: longitud de cada celda

% dt: longitud del paso de tiempo

% N: no. de pasos de tiempo

% Salida ------ - o
% U: matriz con los resultados numericos,

% donde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

I = length(UO);
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% Inicializamos

U =
U(:,1,1:2)

zeros (I,N,2);

= U0(:,1:2);

% Iteraciones del esquema

for n = 1:N-1
Ul = U(:,n,1); U2 = UC(:,n,2);
U(l,n+1,:) = [UL1(1); U2(1)] - dt*(g(LUl(1); U2(1)],[U1(2); U2(2)]1) - g([
U1(1); U2(1)],[01(1); U2(1)1))/dx(1);
for i = 2:I-1
U(i,n+1,:) = [U1(i); U2(i)] - dt*(g(L[UL(i); U2(i)]1,[U1(i+1); U2(i+1)
1) - g(lU1(i-1); U2(i-1)]1,[U1(i); U2(i)]1))/dx(i);
end
U(I,n+1,:) = [U1(I); U2(I)] - dtx(g(L[UL1(I); U2(I)],[U1(I); U2(I)]1) - g([
UL1(I-1); U2(I-1)],[U1(I); U2(I)]1))/dx(I);
end
end
function Rg = g(ul,u2)
g = 9.81;
f = e(t) [t(2); (£(2).72)./(t(1)) + 0.5*%xg*(t(1)."2)];
u = 0.5%x(ul+u2);
lambdal = u(2)./u(1) - sqgrt(g*u(l));
lambda2 = u(2)./u(1) + sqgrt(g*u(l));
Lambda = [abs(lambdal), 0; 0, abs(lambda2)];
P = [1,1; lambdal, lambdaZ2];
Pin = [-lambda2, 1; lambdal, -1]./(lambdal-lambda?2);
Q = P*xabs (Lambda) *Pin;
Rg = 0.5*%(f(ul) + f(u2))-0.5*xQ*(u2-ul);

end

function U =

Es

Entrada
U0:
dx:
dt:

N:

Salida

U:
do

rusanov (U0, dx, dt, N)

quema de Rusanov para volumenes finitos
condicion inicial discretizada
longitud de cada celda

longitud del paso de tiempo

no. de pasos de tiempo

matriz con los resultados numericos,

nde U(i,n) = U_i"n (aproximacion de u(x_i,t_n))

length (UO0);

Inicializamos
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U = zeros(I,N,2);
U(:,1,1:2) = UO(:,1:2);
% Iteraciones del esquema
for n = 1:N-1
U1 = U(:,n,1); U2 = U(:,n,2);
U(l,n+1,:) = [UL1(1); U2(1)] - dt*(g(LUl(1); U2(1)]1,[U1(2); U2(2)]1) - g([
U1(1); U2(1)1,[U1(1); U2(1)1))/dx(1);
for i = 2:I-1
U(i,n+1,:) = [U1(i); U2(i)] - dt*(g(LUL(i); U2(i)],[UL(i+1); U2(i+1)
1) - g(lU1(i-1); U2(i-1)],[U1(i); U2(i)]1))/dx(i);
end
U(I,n+1,:) = [UL(I); U2(I)] - dt*(g(LUL(I); U2(I)],[U1(I); U2(I)]1) - g([
UL1(I-1); U2(I-1)],[U1(I); U2(I)]1))/dx(I);
end
end

function Rg = g(ul,u?2)

end

g = 9.81;

f e(t) [t(2); (£(2).72)./(t(1)) + 0.5%g*(t(1).~2)1];

lambdal_r = max(abs(ul(2)./ul(1l) - sqrt(g*ul(1))), abs(u2(2)./u2(1) - sqrt(g
*u2(1))));

lambda2_r = max(abs(ul(2)./ul(1) + sqrt(g*xul(1))), abs(u2(2)./u2(1) + sqrt(g
*u2(1))));

Lambda = [lambdal_r, 0; 0, lambda2_r];

u = 0.5x(ul+u2);

lambdal = u(2)./u(1) - sqrt(g*u(l));

lambda2 = u(2)./u(1) + sqrt(g*u(l));

P = [1,1; lambdal, lambdaZ2];

Pin = [-lambda2, 1; lambdal, -1]./(lambdal-lambda?2);

Q = Pxabs (Lambda) *Pin;

Rg = 0.5*%(f(ul) + £(u2))-0.5%xQ*(u2-ul);
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