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Breve descripciéon do contido

Neste traballo ampliarase o estudado na materia Series de Fourier e Introduciéon as EDPs sobre o uso das series de
Fourier e o método de separacion de variables para a resolucién de problemas iniciais e de fronteira coas ecuaciéns
da calor, de ondas e de Laplace.

Tratase, por unha banda, de estudar a deducién dos modelos matematicos e, por outra banda, de resolvelos mediante

series de Fourier en casos de dimensiéon espacial duaas ou tres.
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Resumo

Neste traballo ampliamos o estudado na materia Series de Fourier e Introducién 4s EDPs sobre o uso das series de
Fourier e o método de separaciéon de variables para a resolucién de problemas iniciais e de fronteira coas ecuacions da

calor, de ondas e de Laplace.

O obxectivo principal foi explorar mais profundamente os conceptos fundamentais e as técnicas avanzadas para a
deducién e a resolucion destes modelos matematicos. Fixemos un enfoque particular nos métodos analiticos e numéricos

que permiten abordar problemas en dimensions espaciais superiores, en particular dimensiéon dutas e dimension tres.

Para estas dimensions destacamos a importancia das condiciéons de contorno e das condiciéns iniciais na obtencion
das soluciéns. Empregamos o método de separacion de variables e as series de Fourier como ferramentas cruciais para

descomponer e resolver estas ecuacions en distintos escenarios practicos.

Finalmente proporcionamos exemplos concretos e visualizacions graficas das soluciéns obtidas a través de software

especializado, en particular Matlab e Maple.

Abstract

In this essay, we extend the study of the Fourier Series and Introduction to PDEs course on the use of Fourier
series and the method of separation of variables for solving initial and boundary value problems with the heat, wave,

and Laplace equations.

The main objective was to explore more deeply the fundamental concepts and advanced techniques for the deduction
and resolution of these mathematical models. We focused particularly on analytical and numerical methods that allow

addressing problems in higher spatial dimensions, specifically two and three dimensions.

For these dimensions, we highlighted the importance of boundary conditions and initial conditions in obtaining
solutions. We employed the method of separation of variables and Fourier series as crucial tools to decompose and

solve these equations in various practical scenarios.

Finally, we provided concrete examples and graphical visualizations of the solutions obtained through specialized
software, particularly Matlab and Maple. In this way, we aim to provide a more comprehensive and applied unders-

tanding of the techniques studied.






1. Introduciéon

Unha preocupacion central da historia das matemaéticas reside na transformacion de ecuaciéns e problemas nun
sistema de coordenadas onde as expresions se simplifiquen, desacoplen e sexan susceptibles de computaciéon e analise.
A esta motivacion resposta a transformacion de coordenadas introducida por J.-B. Joseph Fourier a comezos do 1800
para investigar a teoria da calor [2]. Fourier chegou & conclusion de que as funciéns seno e coseno de frecuencia crecente
proporcionan unha base ortogonal para o espazo de funcions.

Para abordar este problema faremos unha descricion dos conceptos de élxebra e anélise que sustentan a Serie de
Fourier, describiremos tamén os problemas de EDPs que estamos intentando resolver, explicaremos a construcién
das series de Fourier en unha tnica dimensiéon para rematar vendo como construir as Series de Fourier de dimensiéon
superior.

Este TFG ten como obxectivo profundizar no concepto das Series de Fourier en dimensions superiores e a resolucion con
estas de ecuacions en derivadas parciais. Cada paso vird acompanado na medida das posibilidades de representacions

graficas elaboradas con MATLAB e MAPLE que permitan unha mellor comprensién do que se intenta explicar.

O noso estudo estara dividido nas seguintes seccions: En primeiro lugar estudiaremos o problema de Cauchy e as
Ecuaciéns de onda, estudando como funcionan as ecuaciéns de onda homoxéneas e resolvendo un caso particular en
dimensién 1 a modo de exemplo, a corda semi-infinita cun extremo fixo.

En segundo lugar explicaremos a fondo o concepto e bases tedricas das series de Fourier, estudiando a sia converxencia
e continuidade absoluta.

En terceiro lugar estudaremos o método de separacion de variables exemplificando cun problema en dimension 1 resolto
a través de MAPLE.

En cuarto lugar estudaremos o concepto de series de Fourier dobres e afondaremos en varios exemplos que resolveremos
a través de MATLAB.

Por ultimo estudaremos o concepto de series de Fourier triples, explorando tamén varios exemplos.
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2. O problema de Cauchy e as Ecuaciéons de Ondas

No contexto das Ecuacions en Derivadas Parciais, o problema de valor inicial é o problema de atopar soluciéon dunha
ecuacion diferencial dada, co numero apropiado de condiciéns iniciais prescritas. Por exemplo, a ecuacion diferencial
ordinaria de segundo grao:
u’ = f(t,u,u)
con condiciéns iniciais:
u(to) = a, (u)(to) = 8

Consideramos agora a ecuacion en derivadas parciais dada pola funciéon w nas variables independientes x e y, e

suponiamos que esta ecuaciéon pode ser resolta explicitamente por u,,, e polo tanto representada na forma de

Uyy = F(xvyvua uxa“yauzm»umy) (]-)

Para un certo valor y = yo prescribimos os valores iniciais da funcién desconecida e da derivada con respecto a y

u(z,y0) = f(x), uy(7,0) = 9(x) (2)

O problema de achar a funciéon u = u(x,y) que satisface a EDP (1) que satisface as condicions iniciais (2) é conecido
como o problema de wvalor inicial. O problema de valor inicial dunha corda vibrante é o problema de atopar unha

solucion & ecuacion de onda,

2
Utt = C Ugy

satisfacendo as condicions iniciais

u(x,tg) = uo(x), ug(x,tg) = vo(x)

onde ug(z) é o desplazamento inicial e vp(x) a velocidade inicial. En problemas de valor inicial, os valores iniciais
adoitan referirse aos datos asignados a ty = 0. Non é necesario que estes valores sexan dados ao longo da recta y = yo;
poden ser dados ao longo da curva Ly no plano zy. En tal contexto o problema é chamado Problema de Cauchy en

lugar de problema de valor inicial, por moito que sexan realmente o mesmo.

2.1. Ecuaciéns de onda homoxéneas

A ecuacion de onda homoxénea fai referencia a unha ecuacion en derivadas parciais que describe como se propaga

unha onda nun medio sen que ningunha fonte externa a xere. A ecuacién de onda homoxénea escribese como:

2

0°u 292

5 = Vu

ot
onde u ¢ a funcién de onda, t é o tempo, ¢ é a velocidade da onda e V? é o operador laplaciano que describe a curvatura
da funcién de onda. A solucion xeral desta ecuacion describe como as ondas se propagan nun medio homoxéneo sen
disipacion de enerxia. Este tipo de ecuacions é de gran importancia na fisica, a enxenaria e outras areas da ciencia, xa
que moitas ondas na natureza podense describir como soluciéns de ecuaciéns de ondas homoxéneas. Consideremos o

seguinte problema de Cauchy dunha corda infinita con condicioéns iniciais

Upp — CQUM =0 (3)
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u(z,0) = f(x) (4)
ut(m,O) = g(m) (5)

con ecuacion caracteristica
de? — Adt* =0

o cal é equivalente a
dx + cdt = 0,dx — cdt = 0.

As integrais serfan as linas rectas

r+ct=c,r—ct=co

Introducindo as cordenadas caracteristicas

E=x+ct,p=x—ct,

obtemos

Ugy = Uge + 2Ugy + Upy, Uy = CQ(“&E — 2ugy + upy)

Substituindo isto na ecuacion (3) obtemos

—402u£,7 =0

E dado que ¢ # 0 temos
ugn =0

Integrando con respecto a &, e despois con respecto a y obtemos

u(é,n) = / O () + B().

Definindo como 9 (n) = [ ¢*(n)dn, temos
u(&,n) = ¢(§) +¢(n),

onde ¢ e v son funciéns arbitrarias. Volvendo as variables orixinais x e ¢, temos a solucion xeral da ecuacion de ondas

u(z,t) = ¢(x + ct) + v(x — ct), (6)

Aplicando as condicions (4) e (5), obtemos

u(z,0) = f(z) = d(x) + ¥(z), (7)
uy(2,0) = g(x) = c¢/(x) — ' (), (8)
A solucién vén dada por
x+ct xr—ct
u(z,t) = %[f(x +ct)+ flz—ct)] + % {/ g(T)dr — / g(T)dT:| (9)
do que podemos concluir:
1 1 z+ct
uat) = glre+ )+ fla—al+ 5 [ a(ryir (10)

Isto é a solucion d’Alembert do problema de Cauchy para a ecuacion de ondas unidimensional. [8]
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2.2. Problemas de valor inicial e de contorno

Un problema de valor inicial e de contorno é un problema no que se deben especificar tanto as condicions iniciais

como as condiciéns de contorno para determinar unha solucién tnica dunha EDP nun dominio dado.

2.2.1. Corda semi-infinita cun extremo fixo

Consideremos en primeiro lugar a corda vibrante cun extremo fixo,

utt202um, O<z<oo, t>0

u(z,0) = f(z
(

0< 2z <00,

(11)

ut(x,0) = g(z), 0<z < o0,

),
u(0,t) =0, 0<t<oo.

E evidente que a condicion de contorna aqui en x = 0 produce unha onda que se move & dereita con velocidade c.
Polo tanto, para x > ct, a solucién é a mesma que para a corda infinita, e o desplazamento é influenciado s6 polo
valor inicial no intervalo [z — ct, x + ct]. Cando x < ct, o intervalo [x — ct, x + ct] exténdese cara a parte negativa do

eixo z onde f e g non estan descritas. Da féormula d’Alembert temos

u(z,t) = ¢z + ct) + v(x — ct) (12)
onde
1 1 /¢ K
06) = 516)+ 5 [ atrar+ 5. "
vl = 5/ = 5 [ atrar = 5.

uw(0,¢) = ¢(ct) + (—ct) = 0.
Polo tanto,
Y(—ct) = —¢(ct)

Tomando por o = —ct, entén

P(a) = —¢(—a).
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Sustituindo « por x — ct, obtemos x < ct,

Yz —ct) = —¢(ct — x),
e polo tanto

Wi — ct) = —ff(ct—x)—%c/c _xg(f)dT—g.

A solucién ao problema de contorna inicial é polo tanto

u(z,t) = 3[f(@+ct) + flz —ct)] + 20 fxtctfg ydr  for x > ct, (5.4.5)
u(z,t) = 3[f(z+ct) — flct —z)] + & f$+0t T)dr  for x < ct.

Para que exista a solucién, f debe ser continuamente diferenciable daas veces e g debe ser continuamente

diferenciable, a parte

18
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3. Series de Fourier e integrais con aplicaciéns

Definimos en primeiro lugar o espazo de funcions integrables no sentido de Lebesgue.

L
Ll(L,L){f:(L,L)HR:fmediblee/ |f|<oo}.
-L

Asi, podemos definir as series de Fourier como:

Definicién 3.0.1. A serie de Fourier dunha f € LY(—L,L) é

o0
:?O+Z(ancos—+b sen?),

n=1

para todo x € R, onde

., = %ffL f(x)cos™ 2 dx para todo n € N;

. b, = %ffL f(z)sen™FEdx para todo n € N.
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O noso obxectivo fundamental para este punto é o de estudiar que tipos de funciéns poden expresarse en serie de
Fourier, para asi posteriormente extender o concepto a dimensiéns superiores. Para estudar a converxencia de
calquera serie temos que estudar a converxencia da stia sucesiéon de sumas parciais. Se f € LY(—L, L) e Sf ¢ a stia

serie de Fourier, temos que estudar a sucesion {sy,(z)} ~_, de sumas parciais de Sf(z), ¢ dicir so(z) = ag/2 e
= nwx
Sm (T :50 Z(ancos + b, senT),(ze]R,meN),

sendo ag, a,, b, os coeficientes de Fourier de f. Consideremos dous tipos de converxencia: puntual e uniforme.

Converxencia puntual. A serie Sf converxe puntualmente a unha funcién g nun conxunto D C R cando

lim s, (x) = g(x) paratodo x € D,

m—r oo
Converxencia uniforme. A serie Sf converxe puntualmente a unha funcién g nun conxunto de méais dun elemento
D C R cando
lim sup [spy,(x) —g(x)] =0

m— o0 reD

; 5Aprm(imzn:ic'm dunha Onda Cadrada mediante a Serie de Fourier

= = = *Onda Cadrada Orixinal

Aproximacion de Fourier
o ! [} 1 1
1 [ |
[ "

1
1
1
1
05 ]
1
1
'
1

f(x)
o

-05

3.1. Extensidons periodicas

Observamos que se Sf(z) é converxente para todo z € (—L, L] enton por periodicidade de senos e cosenos o sera
para todo = € R e dara lugar a unha funcién 2L-perioédica. Introducimos a extension 2L-periddica da funciéon f, como
a funcién f = fen (—L,L), e

f(x) = f(x+2L) paraz €R/{(2n+ 1)L |n € Z}.
soamente definiremos f nos multiplos impares de L cando

lim f(z)= lim f(z)=a€R,

z——L+t r—L—

en tal caso definimos f para que resulte continua,

f(2n+1)L) =a paratodon €Z

3.2. Un criterio de converxencia

Criterio de converxencia dos limites laterais da derivada. Sexan f € L1(—L, L), f a stia extension 2L—

periodica e zg € R. Se existe r > 0 tal que f é derivable en (zo — 7,29 +7)\ {Zo} e, ademais, existen os dous limites
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laterais lim, o f'(z) € R, enton a serie de Fourier de f converxe no punto z e
Sf(z0) = (f (wg) + £ (20)) /2
En particular, Sf (z9) = f (o) se, ademais do anterior, f esta definida e é continua en z.

Facemos varias observacions sobre este criterio:

1. A existencia dos limites laterais de 7 implica a existencia dos limites laterais de f.

2. Se f é continuamente derivable nun entorno de x(, entén satisficense as hipéteses do criterio e, ademais, Sf (o) =

f(zo).

3. Non basta con que f sexa continua nun entorno de xy para que Sf(zg) sexa converxente.

3.3. Series de Fourier de senos e de cosenos

Na resoluciéon de ecuaciéns en derivadas parciais empregaremos a menudo series de Fourier de funciéns definidas
en intervalos da forma [0, L]. As formas méis simples e mais ttiles de construir series de Fourier para unha funciéon

integrable f : [0, L] — R son as seguintes:

1. A serie de senos de [ definese como a serie de Fourier da extensiéon impar de f no intervalo [—-L, L], a

(o)
nrx
S = b,sen— tod R 15
g(z) 7;:1 sen—— para todo x € (15)
onde b,, vén definido por

o L
by, = —/ f(x)sen@dx para todon € N
L J, L

2. A serie de cosenos de f definese como a serie de Fourier da extension par de f no intervalo [—L, L], a

Sg(x) = % + ;ancos¥ para todo z € R (16)
onde a, vén definido por
2 L
ap = — f(x)coswd:z: para todo n € N

incluido o 0.

3. Unha terceira alternativa consiste en construir a serie de Fourier de extensidon L-periodica de f, é dicir, a

serie da funcién
() = f(2) se x € [0, L]
TZN fe+L) sexe[-L,0]

3.4. Series de Fourier e condicidéns de contorno

Imos estudar como o comportamento da funcién na fronteira do intervalo suxire o tipo de serie que mellor converxe
cara ela. En base 4s expresions en serie de senos e cosenos (15) e (16) apreciamos que cada sumando das series cumpre
as condiciéns de fronteira

fn(0) = fo(L) =0 para a serie de senos

g.,(0) =g (L) =0 para a serie de cosenos
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Isto nos fai suxerir que se a nosa funcion de partida satisfai as condicions de fronteira de tipo Dirichlet

é natural expresala en serie de cosenos.

3.5. Continuidade absoluta e converxencia uniforme

Definiciéon 3.5.1. Unha funcion f : [a,b] — R € absolutamente continua en [a,b] cando para todo € > 0

existe 6 > 0 tal que se {(an,bn)},—, € unha familia finita de subintervalos de [a,b] diszuntos dous a dous e tal que
S (by —an) < 6, enton

n=1

Z |f(bn) - f(an)| <e
n=1
Definiciéon 3.5.2. Denotamos por AC(Ja,b]) o conzunto das funcions absolutamente continuas en [a,bl, e

ACp(la,b]) = {f € AC([a,]) : f(a) = f(b)}-

Teorema 3.5.3 (Teorema Fundamental do Célculo para a Integral de Lebesgue). Sexa f : [a,b] — R unha funcidn

dada. Os sequintes enunciados son equivalentes.

1. f € absolutamente continua en |a,b];
2. Eziste f'(z) para case todo x € [a,b], f' € L'(a,b) e f(x) = f(a)+ [ f'(t)dt  para todo x € [a,b].
Teorema 3.5.4 (Converxencia uniforme). Se f € ACp([—m,7]) entdn
Sf(x) = f(x) uniformemente en [—m,].

Como consecuencia, a serie de Fourier Sf converze uniformemente en R d extension 2w-periddica de f, que é continua
en R.

3.6. Series de Fourier e analise funcional

Vimos como moitas funciéns exprésanse en series de Fourier

f(x) = % +n¥1(ancosnx+bnsennx),

polo tanto, as funcions sennx e cosnz, con n € NU {0}, forman unha especie de base para un espazo vectorial de

funciéns. Imos ver que esta idea é correcta.
Definicion 3.6.1. Sexa H un espazo vectorial real. Unha aplicacion
(wy:HxH—R

é un produto escalar o produto interior se cumple as seguintes propiedades: (1) (au,v) = alu,v) para u,v € H y
a € R; (2) (ug + uz,v) = (u1,v) + (uz,v) para uy,us,v € H; (3) (u,v) = (v,u) para todos u,v € H; (a) (u,u) >0 a

menos que u = 0 (neutro de H para a suma,).
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Teorema 3.6.2 (Desigualdade de Bessel). Se {v, : n € N} € un subconzunto ortonormal nun espazo H dotado dun

produto escalar, enton para calquera v € H temos que

o0

> (0,0 < Jol?

n=1

Os nimeros (v,v,) chdmanse coeficientes de Fourier de v con respecto ao conzunto {v, : n € N}.

Definicion 3.6.3. Un espazo de Hilbert é un espazo de Banach cuxa norma procede dun produto escalar. Noutras

palabras, € un espazo vectorial cun produto escalar e que € completo coa topoloxia inducida por dito produto escalar.

Definicion 3.6.4. Sexa H un espazo vectorial dotado dun produto escalar (-,-). Dous vectores u,v € H son ortogonais
ou perpendiculares, y denotdmolo por u L v, se {(u,v) = 0. Un subconzunto A C H € ortogonal se uw L v para calquera

u,v € A tales que u # v. Se, ademais, ||u|| =1 para todo u € A, enton dise que o conzunto € ortonormal.

Definiciéon 3.6.5. Sexa (H, (-,)) un espazo vectorial cun produto escalar. Dise que B C H é unha base de Hilbert

ou un ststema ortonormal completo de H se

1. B € ortonormal e

2. (B) = H, isto é, o subespazo vectorial zerado por B € denso en H.

Teorema 3.6.6. Sexan (H,(-,-)) un espazo de Hilbert ¢ B = {v, : n € N} un subconzunto ortonormal de H. As

sequintes afirmacions son equivalentes:

1. B € base de Hilbert;

2. Todo v € H pddese desenrolar en serie de Fourier:

oo
v = Z (v,vp) vy, (converzencia en H);
n=1

3. Para todo v € H cumprese a identidade de Parseval:

oo
[[v]|? = Z <U,Un>2 ( converzencia en R).

n=1

3.7. O sistema trigonométrico e converxencia das series de Fourier en L*(a,b)

Definicion 3.7.1. Sexa (a,b) un intervalo real, acotado ou non. Definimos o conzunto
L*(a,b)

como o conzunto de (clases de equivalencia de) funcions medibles f : (a,b) — R e tales que

/b f(x)dr < o0

Teorema 3.7.2. O sistema trigonométrico

B { 1 cosnx sennx

VIm Vr o Jw neny

¢ unha base de Hilbert de L*(—m, )

Teorema 3.7.3 (de converxencia en L2(—m,7)). A serie de Fourier de calquera f € L*(—m,m) converze cara f coa

norma de L?(—m, ).
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Figura 1: Nesta imaxe apreciamos a aproximacion dunha funcién descontinua a través da aproximada de Fourier.
Vemos como as funcions descritas serven como base ortogonal para describir calquera funcién e a parte apreciamos
o conecido como fenémeno de Gibbs, un fenémeno caracterizado por que nestas aproximaciéns existan oscilaciéns de

alta frecuencia preto das descontinuidades. 7] [4] [5]
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4. Meétodo de separacion de variables

O método de separacion de variables combinado co principio de superposicion emprégase para resolver problemas
de valor inicial que impliquen ecuaciéns en derivadas parciais lineais. Normalmente, a variable dependente u(z,y)
exprésase na forma separable u(z,y) = X (z)Y (y), onde X e Y son funciéons de = e y respectivamente. En moitos
casos, a ecuacion en derivadas parciais rediicese a duas ecuacions diferenciais ordinarias para X e Y. Un tratamento
similar pédese aplicar a ecuaciéons de tres ou mais variables indepenedentes. Con todo, a cuestién da separabilidade
dunha EDP en duas ou maéis ecuacions diferenciais ordinarias non é de ningun xeito trivial. Este método de solucion

tamén se conece como método de Fourier.

4.1. Separacion de variables

Consideramos a ecuacion diferencial parcial homoxénea de segunda orde
A Ugrge + 0 Ugrye + Uy s + d U + € Uy + ffu =0
onde a*,b*, c*,d*, e* e f* son funciéns de z* e y*. Aplicando a transformacién

r=x(z"y"), y=y@",y"),

onde 5
(ﬂi, y)* 40
9 (z*,y*)
Transformando esta ecuacion en forma candnica
onde, (i) se a = —c, é hiperbélica, (ii) se a = 0 ou ¢ = 0, é parabolica, (iii) se a = ¢, é eliptica. Asumimos a solucion
separable de (17) na forma
u(z,y) = X(x)Y(y) #0 (18)

Sustituindo (18) en (17), obtemos

aX"Y +cXY" +dX'Y +eXY' + fXY =0 (19)
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Suponiendo a existencia dunha funcion p(zx,y), tal que, se dividimos (19) por p(z,y), obtemos

a1 ()XY +b1(y) XYY" + az(2)X'Y + ba(y) XY’ + [as(x) + b3(y)] XY = 0. (20)

Dividindo agora (20) por XY, obtemos

(21)

X// X/ Y// !
{‘“ X *“2?”3} =" {“7“’2?“’3 '

O lado esquerdo de (21) é funcion de x exclusivamente. O lado dereito depende unicamente de y. Asi, derivando (21)

con respecto de x obtemos

d { X" X'
% 0417"‘042?"‘@3 =0 (22)
polo tanto, existe unha constante lambda coa que se cumple:
1 X/
aly‘FGQY +az = A, (23)
Temos:
Yl/ Y/
i — = _ 24
by v + ba v + b3 A ( )
Podemos reescribir (33) e (34) como
alX” + GQX/ + (a3 — )\) X = 0, (25)
e
biY" +bY' + (b3 + )Y =0. (26)

Asi, temos probado que se u(z,y) é a solucion de (18) entéon X (z) e Y (y) son solucions das ecuacions ordinarias

diferenciais (23) and (24) respectivamente. O reciproco tamén é certo, como pode comprobarse por calculos directos.

Se os coeficientes da ecuacion diferencial parcial homoxénea de segunda orde son constantes, entéon a reducion 4

forma canonica (17) non é necesaria. Vexamos isto considerando a ecuacion de segunda orde

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu =0, (27)

onde A, B,C, D, E, e F son constantes distintas de cero. Asumimos a solucién separable da forma

u(z,y) = X(2)Y (y) # 0. (28)
Substituindo isto na ecuaciéon (27) temos

AX"Y + BX'Y'+ CXY" + DX'Y + EXY' + FXY = 0. (29)

Dividindo isto por AXY

X" BX'Y CY'" DX EY F
A cer b BV E o Az
X TAxy Ay Taxtayta=% 470 (30)
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Derivando esta ecuacién con respecto de x

X"\ B/(X\N'Y D/X"\
(7) +z(?) ?*Z(?) =0 (31)
Tendo polo tanto
() /
X D Y
5(&y+ﬂ§:_?" (32)
A\ X

Esta ecuacion e separable, polo que ambos lados deben ser iguais a A. Obtendo

Y+ )Y =0, (33)
xX"\" (D B (X"
(%) + (- 3(%) =0 34
Integrando a ecuacion (34) respecto de x, obtemos

(5 ()

Onde S € a constante a determinar. Substituindo a ecuacion (33) na orixinal (30), temos

D B E F\ C
" (7_ )71 (2_7 7)7 —0.
X'+lg—A) X+ (V¥ -Gr+5) 73X =0 (36)

Comparando as ecuacions (35) e (36), temos

B = ()\2—§)\+g) %. (37)

Polo tanto, u(x,y) é a solucion das ecuacions (27) se X (x) e Y (y) satisfacen as ecuacions diferenciais ordinarias

(36) e (33) respectivamente. NEsta seccion seguimos as referencias [1] [8|

4.2. Problema de conducion de calor con condiciéons Dirichlet

Consideramos unha vara homoxénea de lonxitude [. A vara é o suficientemente delgada para que a calor se distribta
por igual sobre a seccion transversal no momento t. A superficie da vara esta illada e, polo tanto, non hai perda de
calor a través da fronteira. A distribucion de temperatura da vara vén dada pola solucién do problema inicial con

condicion de fronteira

U = kg, 0<z<l, t>0,

u(0,t) =0, t>0,

u(l,t) =0, >0, (38)
(2,0) = f(z), 0<z<l, k>0

S

Se asumimos a solucién da forma
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Temos para a ecuacion (38)

XT' =kX"T
Polo tanto, temos
X' _T__»
X kT

onde o é unha constante positiva. Isto se debe a que se traballamos con +a? entén T'(t) serfa unha exponencial non
acotada, o cal é fisicamente imposible. Tampouco vale a? = 0, pois nese caso X (x) = 0, o cal non nos interesa. Polo

tanto, X e T deben cumprir

X"+a*X =0,
(39)
T + o?kT = 0.

Das condiciéns de fronteira, temos

Polo tanto,

para unha funcion arbitraria T'(¢). Polo tanto, debemos resolver o problema de valores propios
X"+a’X =0,
X(0)=0, X()=0.

A solucion da ecuacion (39) é
X(z) = Acosax + Bsinax.

Como X (0) = 0, A = 0. Para satisfacer a segunda condicién, temos
X (1) = Bsinal = 0.
Como B = 0 produce unha solucién trivial, debemos ter B # 0 e polo tanto,
sinal = 0.

Asi,
a:n—ﬂ para n=123...

l

Substituindo os autovalores, temos

X, (x) = By sin @

A continuacién, consideramos a ecuaciéon

T +o?kT =0,

con solucion
T(t) = Ce "k,

Substituindo o = (n7/l), temos
Tn(t) — Cne—(nw/l)2kt.

Asi, as soluciéns non triviais da ecuaciéon do calor satisfacendo ambas condiciéns fronteira son
_ 2, . MAX
Un (2, 1) = X (2) T (t) = ane” /D R gin - n= 1,2,3...,

onde a,, = B, C,, ¢ unha constante arbitraria. Polo principio de superposicion, obtemos unha soluciéon formal por series

u(z,t) = Z up(x,t) = Z ane (/DKL iy @, (40)
n=1 n=1
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que satisface as condiciéns iniciais en caso de cumprirse

nmwxr

oo
u(z,0) = f(z) = Zan sin ——.
n=1
Isto cimprese en caso de que f(x) poda ser representado por unhas serie de Fourier de senos con coeficientes de Fourier

2 l
ap, = 7/ f(z)sin 2t
U Jo l
Polo tanto,

> 9 1
u(z,t) = Z {l /0 f(7)sin (nlﬂ) dT:| e~ (nm/Dkt iy nlﬂ
n=1

é a solucion formal por series da ecuacion da calor. Nesta seccidon seguimos a referencia

4.2.1. Exemplo problema de calor en 1 dimensién en MAPLE

Estudaremos a evolucién da temperatura en todo punto dunha varilla no intervalo [0, 2], suponendo que os seus
extremos se mantén en todo momento a temperatura cero e que no instante inicial £ = 0 a temperatura en cada punto
0 sio<zx<

z €[0,2] vén dada por f(z) =1 sil<a<3,
0 sid<z<2

f:=x — piecewise (0 <z< %,0, %
b:=n — int(f(x)sin(n - Pi-x/2),2 =0,2)

w:= (x,t,a,m) — sum (b(k) - exp (—(1/4) - a - k. Pi%. t) - sin((1/2)-
k-Pi-x,k=1.m)

with (plots) : animate(plot, [u(z, t,1,10),2 = 0.,2],¢ = 0.,10)
plot(f(x) —sum(b(k) - sin((1/2) - k - Pi-x),k = 1.,10),z = 0.,2)

plot 3d(u(z,t,1/10,50),z = 0.,2,t = 0.,20)

Figura 2: Representacion grafica da evolucion da temperatura.
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5. Series de Fourier dobres

A teoria das expansions da serie de Fourier para funcions de duas variables é andloga &4 das expansions da serie
de Fourier para funcions dunha variable. Aqui presentaremos unha breve descricion da serie de Fourier dobre, que

posteriormente extenderase tamén & serie de Fourier triple. Nesta seccion seguimos a referencia |[§]

Vimos anteriormente que, se f(z) é continua a trozos e periddica con periodo 2, entén a serie de Fourier

fz) ~ % + Z (@, cos mx + by, sinme)

m=1
converxe na media a f(z). Se f é continuamente diferenciable e periodica, entén a sia serie de Fourier converxe

uniformemente en [—, 7).

Por motivos de simplicidade e comodidade, consideremos a funcion f(x,y) que é continuamente diferenciable. Sexa

f(z,y) periodica co periodo 2, é dicir,

flxz+2m,y) = f(x,y +27m) = f(z,y).

Enton, se mantemos y fixo, podemos expandir f(x,y) nunha serie de Fourier uniformemente converxente.

flz,y) = aoéy) + Z [am (y) cosmax + by, (y) sin ma] (41)

m=1

na que os coeficientes son funcions de y, é dicir,

@) =+ [ Gey) cosmads,
b (y) = = ! f(z,y) sinmadz.

—T

Estes coeficientes son continuamente diferenciables en y e, polo tanto, podemos expandilos en series uniformemente

converxentes.
a o0
am(y) = %0 + Z (@mn cOSNY + by, SINNY) |
n=1
c o0
b (y) = 70 + Z (Cmn cOSNY + dpp, sinny) ,
n=1
onde 1 [T
Umn = —5 / / f(z,y) cos mz cos nydxdy,
m - J -7
1 s s
bmn = —5 / / f(z,y) cosma sin nydzdy,
0 —mJ -7
1 s s
Cn = — / / f(z,y) sin mzx cos nydzdy,
m —mJ =
1 s s . .
i = =5 / / f(z,y) sinma sin nydzdy.
™ —mJ -7
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Substituindo a,, e b,, na ecuaciéon (41) temos

flay) =22 4

o0
1 Z agn, cos ny + by, sinny)

1
i)
(o]
Z (0 COS T + Cppo SIN M)
=1

l\D\H

m
oo oo
E E (@mn cOS MT COSNY + by, cOS T SIN MY

+Cmn SINME cOS NY + dip, SIn M sinny) .

Isto é a conecida como Serie de Fourier dobre para f(z,y).

Introducimos unha serie de casos particulares que facilitardn o calculo da Serie de Fourier dobre.

» Cando f(—=z,y) = f(z,y) e f(z,—y) = f(z,y), todos os coeficientes desaparecen excepto @, e a Serie de

o0 oo
flz,y) E E Qmn COS M COS NY,

Fourier dobre reducese a

onde

4 s ™
— / / f(z,y) cos mz cos nydxdy.
o Jo

- Cando f(—a.y) = f(z,9) e f(z,—y) = —f(a,y), temos

Z bon sinny + Z Z bimn cOS M Sin Ny

m=1n=1

onde

4 [T
n= 7/ / f(z,y) cosma sin nydzdy.
™ Jo Jo

« Cando f(—a,y) = —f(z.y) e f(z,~y) = f(a,y), temos

g Cmo Sinmx + E g Cmn SINMX COSNY,

m=1n=1

onde

4 T s
Cmn = =5 / / f(z, y) sinma cos nydzdy.
™ Jo Jo

» Cando f(—:my) = _f(may) e f($7 _y) = —f(:my), temos

o0 o0
= E E dmn SIn M sin ny,

m=1n=1

onde

4 K T
= 7/ / f(z,y) sin ma sin nydzdy.
™ Jo Jo
5.1. Resolucién ecuacion do calor a través de series de Fourier dobres para unha placa

rectangular

Suponamos unha placa de lonxitude a e de ancho b perfectamente illada nas caras * = 0 e * = a. Suponamos
que os outros dous lados se mantefien a temperatura cero. Sexa a distribucion de temperatura inicial f(x,y). Despois,

buscamos a solucién do problema inicial de valores de contorno
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up =kViu, 0<z<a, 0<y<b t>0,

u(z,y,0) = f(z,y), 0<z<a, 0<y<b,

uw(oayvt) = 07 uw(a7 y?t) =0
u(z,0,t) =0, wu(z,b,t)=0.

Buscamos unha solucion non trivial da forma

u(z,y, z,t) = Ulz,y, 2)T(t).

Substituindo isto na ecuacién (42) temos

T + MkT =0,

V32U + \U = 0.

Polo tanto vemos como o problema é esencialmente o de atopar a soluciéon da ecuacién de Helmholtz

V32U + \U = 0.

Asumimos a solucién separable non trivial da forma
Uz, y) = X (2)Y (y)-

Introducindo isto na ecuacion (45), temos
X"~ uX =0,
Y'+ A+ p)Y =0.

Como as condiciéns en z son homoxéneas, tomamos = —a? tal que
X (xz) = Acosax + Bsinax.

Como X'(0)=0,B=0e¢ X'(a) =0,
sinaa =0, A#0

0 que resulta en

a=mnr/a, m=1,2,3,...

Destacamos que g = 0 é tamén un valor propio. Consecuentemente,

Xm(z) = Ay, cos(mmz/a), m=0,1,2,...

Similarmente, para a solucién non trivial Y, escollemos 3% = A+ p = A — a? de forma que a soluciéon da ecuacion (47)

é
Y (y) = C cos By + Dsin By.

Aplicando as condiciéns homoxéneas, atopamos C' =0 e

sinfb=0, D #0.
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Asi, obtemos
B=nr/b; n=1,23,...,

Y. (y) = D, sin(nmy/b).

Lembrando que A = a? + 32, a solucién da ecuacion (44) pode ser escrita como
Ty (t) = Epe™ (m /0002 /) 72kt

Asi, a solucién da ecuacion do calor satisfacendo as condicions de contorna prescritas pode ser reformulada como

u(z,y,t) Z Zamne m? /a%4n? /b )n 2kt cos?sin n—zy, (48)

m=0n=1

onde amy = Ap Dy Eyy son constantes arbitrarias. Aplicando as condiciéns iniciais, temos

mnT . NTY
0) = - mn —_—.
U(% Y, ) f(% y) E E Ay, COS u sin 5

m=0n=1

Isto é unha serie de Fourier dobre onde os coeficientes venen dados por

Aon = / / f(z,y)sin —dxd
Amnp = / / f x y COb

A solucion da ecuacion de calor vén dada por (48).

eporm > 1

% sin —dacdy

5.1.1. MATLAB

Elaboramos un sinxelo programa de Matlab para estudar a ecuaciéon do calor nunha placa rectangular. Para ilo

establecemos unha placa cadrada de lado 1, un maiado e a ecuacién do calor correspondente:

[x,y]=meshgrid (0:0.05:1,0:0.05:1);
z=x.%y.%(1—x).%(1l—y);

Creamos a pantalla grafica:

figure

surf(z)

xlim=get (gca , 'XLim’);
ylim=get (gca,’YLim’);
zlim=get (gca , ’ZLim’);

Inicializamos o codigo:

N=20;
t=0.0;
for t=0:0.1:1
U=zeros (size(z));
for m=1:N
for n=1:N
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% CALOR
b mn=16/(pi " 6+m"~3%n"3)*...
(cos (mkpi)*cos(n*xpi)—cos (mxpi)—cos(nxpi)+1);
U=Utb mn.*sin(n.*pi.*x).xsin (m.xpi.xy).xexp(—pi.*+sqrt(m™2+n"2).xt);
end

end

Introducimos un bucle que represente por pantalla e garde as imaxes para cada instante de tempo:

figure

surf (U)

axis ([xlim ylim [—zlim (2) zlim (2)]])
title ([ ’Time t=’,num2str(t),’ N=",num2str(N)])

if (save)

) )

saveas (gcf ,[’t_7,num2str(t),’.png’])
end

end

Asi, para os datos introducidos obtemos as seguintes representacions da calor:
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Figura 3: Resultados en 11 instantes de tempo distintos da evoluciéon da temperatura nun rectangulo.

5.2. Membrana vibrante

Como exemplo especifico da ecuacion de onda de dimension 2, determinemos a soluciéon do problema da membrana

vibratoria de lonxitude a e ancho b. O problema de valores limite para a funciéon de desprazamento u(zx,y,t) é

utt:c2(um+uyy), 0<z<a,0<y<b,t>0, (49)

w(z,y,0) = f(z,y), 0<zx<a, 0<y<hb,
u(z,y,0) = g(z,y), 0<z<a, 0<y<b,
u(0,y,t) =0, wu(a,y,t) =0,
u(z,0,t) =0, wu(x,b,t)=0



Asumimos a solucién separable non trivial da forma

u(z,y, z,t) =U(z,y, 2)T(t).

Substituindo isto na ecuacion (49), obtemos

T" + \?T = 0, (50)

V2U + \U =0, (51)

onde —\ & a constante de separacion e V2U = U, + Uy,. Tomando A = a?. A solucién da ecuacion (50) é
T(t) = Acosact + Bsin act.
Agora buscamos a solucién non trivial da ecuacién (51) na forma
Ulz,y) = X(2)Y(y).

Substituindo isto na ecuacion (51) temos
X" —uX =0,

Y+ (A+p)Y =0.

Se tomamos u = —32, entén as soluciéns destas ecuaciéns toman a forma

X(x) = Ccosfz+ Dsin fz.
Y (y) = Ecosyy + Fsinvyy,

onde
= (At p)=a® -

As condiciéns de fronteira homoxéneas en x requiren que C =0 e
DsinfBa=0

o cal implica que = (mn/a) con D # 0. Similarmente, as condicions de fronteira homoxéneas y requiren que E =0 e
Fsinyb=0

o que implica que v = (n7/b) con F # 0. Observando que m e n son enteiros independentes, obtemos a funcion de

desprazamento na forma

oo o0
u(z,y,t) Z Z (@mn €OS Q€ + by SIN Q) Sin mrr sin % (52)
a
m=1n=1

onde ayp, = (m27r2 / a2) + (n27T2 / b2) , Amn and bp,, son constantes. Agora aplicando as condiciéns iniciais non homo-

xéneas, temos

oo o0
u(z,y,0) = f(z,y) = Z Zamn sin?sin n%;y’

m=1n=1

Amn / /fl'y s1n
" ab 0
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De xeito similar, a condiciéon inicial en u; implica

oo [ee]

. mmr . nmy

u(z,y,0) = g(z,y) = Z Z bimn Cmn CSIN L sin—=,
m=1n=1

do que se segue
4 a b . mTT | nwy
bmn = g(z,y) sin sin —=dxdy.
amnabe o Jo a b

A solucion do problema da membrana rectangular vén, polo tanto, dada pola ecuacion (52). Nesta seccion estudamos

as referencias [8] [6]

5.2.1. MATLAB

O codigo empregado é practicamente idéntico ao anterior. Simplemente modificamos as seguinte lineas:

z=x.xy.%(x—1).x(y—1); % ONDAS
%En lugar de: z=x.xy.x(1-x).x(1—y); % CALOR

% ONDAS
b mn=4x%(2*((—1)"n—1)*2%((—1)"m—1))/(pi “6*n"3*xm"3);
U=Utb mm.x* cos (sqrt (m™2+n"2)*t ). *xsin (mkpi.*x).*sin (n*xpi.*xy);

%En lugar de:

% % CALOR

% b mn=16/(pi 6xm~3xn"~3)x*...

% (cos (mkpi)*cos(n*xpi)—cos (mkpi)—cos(nxpi)+1);

% U=U+b mn.#sin (n.*pi.xx).*sin(m.*xpi.xy).*xexp(—pi.*sqrt (m 24n"2).xt);

A lista de resultados graficos serd moi semellante & do calor pero apreciamos que existe menor disipacién da

deformacion no caso da ecuacion de ondas que na de calor:
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Figura 4: Resultados en 11 instantes de tempo distintos da evolucién da vibracién nun rectangulo.

5.3. Membrana circular vibrante

Mostremos agora unha aplicacion interesante dos problemas de autovalores tanto unidimensionais (Sturm-Liouville)

como multidimensionais. Consideremos as vibracions dunha membrana circular. O desplazamiento vertical satisfai a
ecuacion de ondas bidimensional,

ten desplazamento nulo na fronteira circular, r = a :

A xeometria do problema suxire que empreguemos cordenadas polares, u = u(r, 8, t). Supondremos que a membrana

u(a,0,t) = 0.
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Tamén supondremos conecidas a posicion e velocidade iniciais:

u(r,0,0) = a(r,0),

ou

E(T,@,O) = B(r,0).

En primeiro lugar separamos a variable temporal buscando soluciéns produto da forma,

u(r,0,t) = ¢(r,0)h(t).

Como vimos xa anteriormente, h(t) satisfai a ecuacion diferencial ordinaria

d?h
-z = —\é?h (53)

onde A é unha constante de separacion. A partires de (53) deducimos que as frecuencias naturais de vibraciéon son V)

(se A >0 ). Ademais, ¢(r,0) satisfai o problema de autovalores bidimensional

V2 +Ap=0 (54)

con ¢ = 0 sobre toda a fronteira, r = a :

¢(a,0) = 0.
Intentemos agora obtener soluciéons produto de (54) en cordenadas polares,

¢(r,0) = f(r)g(0) (55)

dado que nesas cordenadas, os puntos da membrana verifican 0 < r < a, —7 < 6 < m. Isto equivale a buscar dende
o principio soluciéons da ecuacion de ondas que sexan produto de funciones de cada variable independente, u(r,0,t) =
f(r)g(0)h(t). Sustituindo agora (55) en (54); en cordenadas polares, temos que

8(;5) 1 0%

"or) T 2002

2 _lﬁ(
vgb_r@r

co que VZ¢ + \¢ = 0 se convirte en

2O 4 (A L LDD9 4 \fryat0) =0,

@ \"ar) T ae

Podemos separar as variables r e # multiplicando esta ecuaciéon por r? y dividindoa por f(r)g(f) :

2
1dg_7“d(rﬁ>+)\r2:'u
dr

gdf? ~ fadr

Introducimos unha nova constante de separaciéon que escribimos na forma p debido & nosa experiencia anterior con
rexions circulares, que nos suxire que g(#) debe oscilar para que poda satisfacer as condiciones peri6dicas na variable

0. Asi pois, as nosas tres ecuacions diferenciais, con duas constantes de separacion, son

&2h ,
ﬁ = —)\C I'L,
d?g
d02 = —Hg,

d ( d
T (rd—ii) + ()\7’2 — u) f=0.
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Duas destas ecuaciéns deben ser problemas de autovalores. Porén, se ignoramos as condicioéns iniciais, a tnica
condicion de contorno que temos é aquela que se sigue do feito de que u(a, 6,t) = 0 ou ¢(a,d) = 0, é dicir, f(a) = 0.
Porén, se lembramos que —7 < § < 7y 0 < r < a, tanto 6 como r estan definidas en intervalos finitos, polo que ambas
deberian satisfacer condicions de contorno nos extremos desos intervalos. Asi, a naturaleza periddica da soluciéon en 6

implica que

g(—m) = g(m)
dg dg
de( m) = d9( ).

Por outro lado, xa tinamos unha condicién en r = a. Posto que as cordenadas polares son singulares en r = 0,
debemos introducir unha condiciéon de singularidade nese punto. Posto que o desplazamento da membrana debe ser
finito, concluimos que

£(0)] < .

5.3.1. Problemas de valor inicial para unha membrana circular

As vibracions u(r, 0,t) dunha membrana circular quedan descritas por medio da ecuaciéon de ondas bidimensional,
estando w prescrita sobre a fronteira, e suxeita as condiciéns iniciais. Cando aplicamos o método de separacion de

variables, obtemos catro familias de soluciéns produto, u(r,0,t) = f(r)g(6)h(t) :

. (\/WT){ cos mb }{ coS ¢V Apnt } (56)

sen mb sen e/ At

Para simplificar os célculos, tomaremos unha membrana inicialmente en reposo,

ou

E(T,H,O) = B(T7 0) =0.

Polo tanto, os termos sen cy/ At en (56) non seran necesarios. Dacordo co principio de superposicion, intentaremos
b bl

resolver o problema de valores iniciais considerando unha combinacién lineal infinita das restantes soluciéns produto:

u(r, 6,t) Z ZAan (\/ mnr) cos mb cos e/ Apnt

m=0n=1
+ i i Bondm (\//\mnr> sen mb cos c\/ Apnt.
m=1n=1

A posicion inicial u(r, 8,0) = a(r,0) implica que

a(r,0) Z (ZAan (mr)>cosm9

m=0

n mZ:l (; Bondim (Mr)) sen mé

Ordenando de forma apropiada os termos vemos que esta é unha serie de Fourier ordinaria en . Os seus coeficientes
de Fourier son, & sta vez, series de Fourier-Bessel (obsérvese que m esta fixo). Polo tanto, os coeficientes poden
determinarse por medio da ortogonalidade de J,, (\/ )\mnr) con peso r. Deste modo podemos calcular os coeficientes
por aplicacion repetida da ortogonalidade unidimensional. Podemos determinar duas familias de coeficientes A, v
B, (incluindo m = 0 ) a partires dunha condicién inicial, posto que a periodicidade en 6 conduce a duas autofuncions

asociadas a cada autovalor.
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Porén, é relativamente mais facil determinar todos os coeficientes empregando a ortogonalidade bidimensional.

Lembremos que para o problema de autovalores bidimensional,
V24 Mo = 0,

con ¢ = 0 sobre a circunferencia de radio a, as autofunciéons bidimensionais forman as familias doblemente infinitas

oA(r,0) = Jm (\/W){ cos mf }

sen mb

Polo tanto,

Oé(?", 9) = Z AA¢A(T7 0)7
A

onde o simbolo )", significa que sumamos sobre todas as autofuncions. Estas autofuncions ¢, (r, #) son ortogonais con

peso 1. Podemos enton calcular inmediatamente Ay (que representa tanto a A,,, como a By, )

Ay = JS a(r,0)¢x(r,0)dA
[ ¢3(r,0)dA

Aqui dA = rdrdf. En duas dimensions a funcién peso é constante. Porén, por razéns xeométricas dA = rdrdf
(escribindo a integral en cordenadas polares o xacobiano é r ). Polo tanto, o peso r que aparece na ortogonalidade

unidimensional das funcions de Bessel é soamente un factor xeométrico. Nesta seccion estudamos a referencia [3]

5.3.2. MATLAB

Adaptamos o mesmo codigo de MATLAB empregado anteriormente para o noso novo problema, introducindo

condiciéns iniciais arbitrarias.

clear all
close all

clc

% Parametros do problema

a = 1; % Radio de la membrana
c = 1; % Velocidad de la onda
N = 10; % Numero de termos en la serie

% Discretizaci n espacial e temporal
r = linspace (0, a, 100);

theta = linspace (0, 2xpi, 100);

[R, Theta] = meshgrid(r, theta);

x = R .x cos(Theta);

y =R .x sin(Theta);

t_max = 5;
dt = 0.5;
time = 0:dt:t max;

% Condici ns iniciais arbitrarias
alpha = @(r, theta) sin(pixr/a) .x cos(theta);

beta = @(r, theta) zeros(size(r)); % Para simplificar, beta es cero
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U0
Vo0

= alpha (R, Theta);
= beta(R, Theta);

% Preparar a figura

figure;

axis tight manual

ax

ax .

= gca;
NextPlot = ’replaceChildren ’;

7

% Animaci n da soluci n

for t = time
U = zeros(size(R));

end

for m = 1:N

for n = 1:N

% Coeficientes de Fourier

b _mn alpha = integral2 (Q(r, theta) alpha(r, theta) .*x sin(mxpixr/a)

sin (nxtheta), 0, a, 0, 2xpi);

b _mn

beta = integral2 (Q(r, theta) beta(r, theta) .x sin(mxpixr/a) .x

sin (nxtheta), 0, a, 0, 2xpi) / (m"2+n"2);

U=U+ b mn alpha % cos(sqrt(m”2 + n"2) % ¢ * t) .x sin(m * pi * R /

a) .k

end

end

% Gr fica da
surf(x’ y7 U7

axis([—a a —a

sin(n * Theta)
+ b_mn_beta * sin(sqrt(m”2 + n"2) % ¢ * t) .x sin(m * pi x R /
a) .x sin(n x Theta);

soluci n
"EdgeColor’, ’none’)
a —1 1])

title ([ "Time_t_=_", num2str(t)])

xlabel ('x ")

ylabel(’y’)

zlabel ("u(r,_\theta,_t)’)

drawnow

title ([ ’Time_t=", num2str(t),’ .N=" num2str(N)|, ’FontSize’, 26)

saveas (gcf, [’CIRCULAR t ', num2str(t), ’.png’])
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Time t=0 N=10

u(r, 0, )

Time t=1.5 N=10

u(r, 0, 1)

Time t=3 N=10

Time t=4.5 N=10

u(r, 0,1

Time t=0.5 N=10

ur, 0, 1)

Time t=2 N=10

u(r, 0, 1)

Time t=3.5 N=10

ulr, 0,1)

u(r, 0, 1)

u(r, 0, 1)

u(r, 0, 1)

Time t=1 N=10

Time t=2.5 N=10

Time t=4 N=10

Figura 5: Resultados en 11 instantes de tempo distintos da evolucién da vibracién nunha circunferencia.

6. Series de Fourier triples

A serie tripla de Fourier correspondente & funcion f(z,y, z) pode escribirse na forma

00,00

>

1
9E(1/)+E(1/m)+E(1/n) ;3

I=1,m=1,n=1

T T T
: / / f @'y 2") Pinn (2,y, 2,2y, 2') da’ dy' d2’,
-7 J—mJ—-7

onde

Ijlmn ($7 Y, %, xlv ylv Z/)
= cos[(l = 1) (&’ — )] cos [(m — 1) (i — y)] cos [(n — 1) (2" — 2)]

e E(u) representa o maior enteiro contido en wu.
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6.1. Ecuacion de ondas en tres dimensions

A propagacion das ondas debida a unha perturbacion inicial nun volume rectangular describese mellor coa solucion

do problema do valor limite inicial.

uy =c2Viu, 0<z<a, 0<y<b, 0<z<d, t>0,
u(z,y,2,0) = f(z,y,2), 0<z<a, 0<y<b, 0<z<d,
u(z,y,2,0) =g(r,y,2), 0<x<a, 0<y<b 0<z<d,
u(0,y,2,t) =0, wu(a,y,z1t)=0,
u(z,0,2,t) =0, wu(z,bzt)=0,
u(z,y,0,t) =0, wu(z,y,d,t)=0.

Asumimos a solucién separable non trivial da forma
u(z,y, z,t) = U(z,y, 2)T(t).

As ecuacions separadas vefien dadas por
T" + \*T =0, (57)

V2U 4+ \U = 0. (58)

Asumimos que U tén a soluciéon non trivial separable da forma
Ulz,y,2) = X(2)Y (y)Z(2).

Substituindo isto na ecuacion (57) temos
X" —uX =0,
Y —vY =0,
Z"+ A+ p+v)Z=0.

Debido &s condiciéns homoxéneas en x, tomamos pu = —a? de forma que

X(z) = Acosax + Bsinax.

Obtemos l
X)(z) = Bisin %, 1=1,2,3,...
a
Tomamos v = —f32 para obter
Y (y) = C cos By + D sin By
consecuentemente,

Kn(y):DmSIHm;ry7 m:172737~-..

De novo tomamos 72 = A+ u +v = XA — a? — 32 de forma que
Z(z) = Ecos(yz) + F'sin(yz).
Aplicando as condiciéns homoxéneas en z, obtemos
Zn(z) = F, sin (%7)

Como a solucién da ecuacion (52) é

T(t) = Gcos(\f)\ct) + Hsin(ﬁct),
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a solucién da ecuacion de ondas tén a forma

oo o0 o0

u(z,y, z,t) Z Z (almn cos Vet + bl SIN ﬁct)

I=1 m=1n=1
(%)

. ( I ) . ( mmy ) .
xsin | — ) sin [ —= ) sin
a b

onde @,y € bymy, son constantes arbitrarias. Os coeficientes gy, determinanse a partir da condicion inicial u(zx, y, z,0) =

f(x,y,z) e atopase que son

a b pd
Aimn = agﬁ/o /0 /0 f(z,y, 2)sin (?) sin (@) sin (%) dxdydz

Do mesmo xeito, os coeficientes by,,, determinanse a partir da condicién inicial u(z,y, z,0) = g(z,y, 2) e atopase que

\facbd/// g(z,y, 2 sm(l )sin( ;Ty)sin<n2>dxdydz

12 2 2
A:(—2+m—+"—>ﬁ2
a

son

onde

b2 d?
6.2. Ecuaciéon da calor nun volume rectangular

Consideremos o problema da distribucion da calor nun volume rectangular. As caras manténense a temperatura

cero graos. O solido quéntase inicialmente de forma que o problema se escribe como

w=kV?u, 0<z<a, 0<y<b 0<z<d, t>0,

u(z,y,2,0) = f(z,y,2),0<zx<a, 0<y<b 0<z<d,
w(0,y,2,t) =0, u(a,y,z1) =0,
w(z,0,2,t) =0, wu(z,b,z1) =0,
u(z,y,0,t) =0, wu(z,y,d,t)=0.
As ecuacions separables son
T + \kT =0, (59)
V2U + \U = 0. (60)

Asumindo a solucion U da forma
U(z,y,2) = X(2)Y (y)Z(2)

asi a solucién da ecuacion de Helmholtz é

Uimn (2,9, 2) = By Dy, F, sin (?) sin (%) sin

()

Como a solucion da ecuacion (59) é

a solucion da ecuacion da calor toma a forma

[ o lNe S ENe o)

u(z,y, 2, 1) Z Z Zalmne tsin (?) sin (?) sin (n;rz)

=1 m=1n=1

onde A\ = [(12/a2) + (m2/b2) ( 2/d2)] T € amn Son constantes. A aplicaciéon da condiciéon inicial produce

mn = abd ///fxy Sm( ) (m;:y)

sin (%) dxdydz.
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6.3. Ecuaciéon de Laplace nun cilindro circular

Un problema interesante consiste en considerar a ecuacién de Laplace nun cilindro circular de radio a e altura H.

Empregando cordenadas cilindricas,

T =rcosb,
y =rsend,
z=z,

a ecuacion de Laplace escribese:

2 2
1g<8u) 1 0°u au:& (61)

— r— + - + R
rdr \ Or r2 002 022
Prescribimos u (por exemplo, a temperatura) sobre toda a fronteira do cilindro:

tapa superior : u(r,0,H) = B(r,0),
tapa inferior : u(r,0,0) = a(r,0),

superficie lateral :  wu(a,0,2z) =~(0,z2).

Estas son tres condiciéns de contorno non homoxéneas. Unha forma de atacar o problema é descomponelo nunha

suma de tres problemas mais simples, cada un dos cales consiste en resolver unha ecuaciéon de Laplace,

V2u; =0, i=1,2,3, onde u = u; + up + us.

Empecemos buscando soluciéns produto,

u(r,0,z) = f(r)g(0)h(2), (62)

para a ecuacion de Laplace. Sustituindo (62) na Ecuacion (61), e dividindo por f(r)g(0)h(z), obtemos

1 d [ df 1 1d% 1d%h
— 2 (2 Bl A (63)
rfdr \ dr r2gdf? = hdz?
Podemos separar inmediatamente a dependencia en z obtendo
1 d?h
—— =\ 64
h dz? (64)

Podemos separar tamén as partes que dependen das variables r e 6 se multiplicamos (63) por r? e empregamos (64):

rd df) 2_ _Ld% _
fdr(rdr A= gd02_'u'

Introducimos unha segunda constante de separaciéon pu, e esperamos anticipadamente que p > 0 a causa de que
pensamos que habera oscilaciéns na variable 6 para os tres problemas. En efecto, as condiciéns de contorno periédicas
na variable 6 dinnos que debe ser

2
p=m-,

e que ¢g(f) pode ser ou ben senm# ou ben cosmf, onde m é un entero non negativo, m = 0,1,2,... Asi pois, sera

apropiado empregar unha serie de Fourier en § para os tres problemas.

En resumo, a dependencia no angulo 6 obtense a partires das funcions sen m#f e cosm#b, e as ecuacions diferenciais
restantes son
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7“i (Tﬁ> + ()\T2 — m2) f=0. (66)
dr \ dr

Estas duas ecuacions diferenciais contenen s6 un parametro sen especificar, A\, e s6 unha delas convertirase nun
problema de autovalores. Tal problema de autovalores precisa dtas condiciéns de contorno homoxéneas. Teremos
resultados diferentes para cada un dos problemas de wuy,us v uz. Porén, para os problemas de u; e de us non temos
condicions de contorno homoxéneas na variable z. No seu lugar, deberiamos ter duias condiciéns homoxéneas na variable
r. Una destas é en r = a. A outra debe ser unha condicion singular en 7 = 0, que ten lugar debido & natureza singular

das cordenadas polares (ou cilindricas) en r = 0:

[£(0)] < oo

Asi pois, atoparemos que para os problemas de u; e de ug, serd o problema de autovalores. A solucion de (66)

oscilara, namentres que a solucion de (65) non o fara asi.

6.3.1. Temperatura nula sobre as tapas superior e inferior

Xorde un problema matematico algo diferente cando consideramos a situacién na que tanto a tapa inferior como

a superior se mantenen a temperatura nula. O problema para ugz é

V2ug = 0, (67)
us(r,6,0) =0, (68)
us(r,0,H) =0, (69)
us(a,d,z) = (0, 2) (70)

Neste caso, podemos empregar tamén o método de separacion de variables. A periodicidade implica de novo que a

parte que depende da variable 6 estara relacionada cunha serie de Fourier (isto é, senm6 y cosmf ).

d?h
A\
dz? A
h(0) =0,
h(H) =0

Obtemos asi o problema de autovalores de Sturm-Liouville mais simple. Para que h(z) poda oscilar e satisfacer as

duas ecuacions anteriores, a constante de separacion A debe ser negativa. En efecto, deberiamos recordar que se ten

2
A:f(%ﬂ) n=1.2,...

nwz
h(z) = —.
(z) = sen 7

As condiciéns de contorno nas tapas superior e inferior implican que debemos empregar unha serie de Fourier de

senos ordinaria na variable z.

Asi pois, temos oscilaciéons nas variables z e 6. A solucion que depende de r non deberia ser oscilatoria, debe

IEINEC IR
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Teremos unha condicién homoxénea singular en r = 0,
1£(0)] < o0

pero non hai condiciéon homoxénea en r = a. A Ecuacion (71) parece analoga & ecuacion diferencial de Bessel, pero
ten o signo cambiado diante do término en 2. Isto tén como consecuencia que non pode convertirse na ecuaciéon de

Bessel empregando unha transformacién real. Se facemos

onde ¢ = v/—1, entén da lugar a
d

df) 2 2\ ¢ _
s%(s% +(s fm)ffo
0 que é o mesmo,

df

d’f
2 2 2
S togs T mm) =0

Ista é exactamente a ecuaciéon de Bessel, co que

.nm .nm
f=cadn(s)+Y(s)=cdn (zﬁr> + Y, (ZFT’) .

Polo tanto, a solucién pddese representar en termos de funciéons de Bessel de argumento imaxinario, pero isto non

é moi util, posto que as funciéns de Bessel non adoitan estar tabuladas desta forma.

Alternativamente, introduzamos unha transformacion real que elimina a dependencia nw/H da ecuacion diferencial:

nmw
W= —T
H
Enton, a ecuacion transféormase en
d*f daf
2 2 2

Aqui aparece de novo un signo menos que impide que ésta poda ser unha ecuacién diferencial de Bessel. A Ecuacion

(72) é unha modificacién da ecuacién de Bessel e as stas soluciéns se coniecen como funciéns de Bessel modificadas.

A ecuacion (72) tén en w = 0 a mesma clase de singularidade que a ecuacion de Bessel. Polo tanto, como no caso
desta ultima, poderemos determinar o comportamento singular polo método de Frobenius. Asi, podemos afirmar que
existe unha soluciéon ben definida en w = 0. Esta funciéon chamase funcién de Bessel modificada de orden m de
primeira especie, e se denota por I,,,(w). Existe outra solucion independente que é singular na orixe e se chama funcion
de Bessel modificada de orden m de segunda especie. Esta segunda funcion se denota por K,,(w). Ambas funcions,

I (w) y Kp(w), se atopan tamén tabuladas. Necesitaremos moi pouca informacion adicional sobre as funcions I, (w)

f=aKy, (%Tr) + col,, (%Tr) .

y Km(w). A solucion xeral é:

Posto que K, ¢é singular en r = 0 e I,,, non o &, siguese que ¢; = 0 e que f(r) é proporcional a I, (nxr/H).
Observemos aqui simplemente que tanto I, (w) coma K,,(w) son non oscilatorias e que non se anulan para w > 0.

Existen, polo tanto, dias familias dobremente infinitas de soluciéns produto:

I, (n—;r) sen % cosmbf 'y Ip (%T) sen % senmd.

43



Estas soluciéns son oscilatorias nas variables z e 6, pero non o son en r. O principio de superposiciéon dinos que

o0 o
nm nmz
us(r,0,z) = Z Z Epnlm (FT> Sef —— cos mo

m=0n=1
> - nw nwz
+ mZ=1 ,; Fo.1, (ﬁr> sen T senmb

Os coeficientes Fp,, v Finy determinanse | se I, (nwa/H) # 0] a partires da ecuacién non homoxénea, ou ben

iterando os resultados de ortogonalidade unidimensional ou por medio dunha aplicacién da ortogonalidade bidimen-

sional.

Deste modo, determinamos a solucién da ecuaciéon de Laplace dentro dun cilindro circular para as condicions dadas.
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