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Breve descricién do contido

Neste traballo estiidase a existencia de solucién de Ecuaciéns Di-
ferenciais Ordinarias non lineares, de segunda orde, que presenten

unha periodicidade predeterminada.

A técnica usada é a das denominadas sub e sobre soluciéns, consistente
en que, asumindo a existencia dun par de funcions, ben ordenadas, que
satisfan unhas desigualdades prefixadas, é posible deducir a existencia
de soluciéon do problema considerado. Solucion que, ademais, vai a

estar localizada entre a sub e a sobre solucion.
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Resumo

A teoria de sub e sobre soluciéns tenta probar a existencia de solucién do problema
de contorno por medio da existencia de sub e sobre soluciéns. Este método reemplaza o
problema de atopar solucién por un novo problema, atopar dias novas funciéns, unha sub
e unha sobre solucién, de xeito que se poda garantir a existencia de, polo menos, una so-
lucién entre elas.
Ademais de probar a existencia de solucion, este método tamén proporciona certa localiza-
cion das soluciéns. Entre a sub e a sobre soluciéon quedara un conxunto de funciéns entre
as que se atoparan a solucién ou as solucions, se hai varias, do problema que estean entre
ditas sub e sobre soluciéns.
Neste traballo centrarémonos no método para as ecuaciéns diferenciais ordinarias perié-
dicas de segunda orde. Nos dous primeiros capitulos veranse distintas nociéns de sub e
sobre soluciéns dependendo da regularidade requerida polo problema. E estudaremos as
distintas estruturas do conxunto de soluciéns dependendo do tipo de sub e sobre solucién
que esteamos a considerar.
Cabe destacar, que se a parte non lineal do problema depende de u e u’ sera necesario im-
poner algunha condicién sobre o crecemento da parte non lineal con respecto da primeira
derivada. A condicion deste tipo mais habitual é a condicion de Nagumo, a cal impén un
crecemento ao sumo cuadratico sobre a derivada. De non verificarse a condicion de Nagu-
mo a simple existencia de sub e sobre soluciéns non garantiré a existencia de solucién. No

terceiro capitulo tratarase esta ultima cuestiéon.

Abstract

The theory of lower and upper solutions tries to prove the existence of boundary value
problem solution by proving the existence of lower and upper solutions. This method

replaces the problem of founding solutions by a new problem, found accurate lower and
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upper solutions so the existence of at least one solution between them can be guaranteed.
This theory also provides the localization of the solution. It leaves us the set of functions
between the lower and the upper solution where the solution or solutions of the problem
is located.

In this paper we consider the second order periodic boundary value problem. The two first
chapters deal with the periodic problem, we present different notions of upper and lower
solutions.

We may notice that if the nonlinear part of the equation depends on v and u’ we need
to imposed an additional condition on the nonlinear part of the equation with respect to
the dependence on the first derivative to derive the existence of solution. The most usual
condition is the Nagumo condition which imposes a quadratic growth in the dependence os
the derivative. If Nagumo condition is not satisfied we can not guaranteed the existence of
solutions even though we can find lower and upper solutions. The last chapter is devoted

to this a prior: bounds on the derivative.



Introducion

O método das sub e sobre solucions introduciuno E.Picard cara o ano 1890 [22]| co uso
de aproximaciéns sucesivas na procura de soluciéns das ecuacions diferenciais ordinarias

para o problema de Dirichlet,
u” + f(t,u) =0, u(a) =0, u(b) =0 (1)

suponendo que u = 0 ¢ unha solucién e que f(¢,-) é unha funciéon crecente.
Co fin de probar a existencia dunha solucion u de (1) probou a existencia dunha primeira

aproximacion «g, unha funcién positiva tal que
ap + f(t,ap) >0 Vte€la,b, apla)=0,a0(b)=0.

Esta funciéon denominase subsolucion.

Este método de comparaciéon tamén apareceu méis adiante nos estudos de O.Perron
realizados en 1915 [21] para probar a existencia de soluciéns do problema de Cauchy de
primeira orde

o + f(t,U) = 07 U(O) = Uo,

localizando ditas soluciéns entre funciéns « e 8 que s6 depende de t tales que a < S,
a(0) = B(0) = ug e as derivadas pola dereita ou e pola esquerda satisfan as inecuacions

diferenciais
o/ (t7) + ft.a(t) <0, B'(t7)+ f(t,B(1) > 0.

En 1927 M.Miiller estendeu este resultado para os sistemas de ecuacions diferenciais en
[19]. Catro anos mais tarde, en 1931, G.Scorza Dragoni [15] realizou grandes avances na
teoria de sub e sobre soluciéns introducindo o método ao problema de Dirichlet de valor
inicial

u"(t) = f(t,u(t),d(t)), tE€la,b], ula)=ag,uld)=b (2)
sendo f : [a,b] x R — R unha funciéon continua e ag, by € R.

Asumiu a existencia de funcions a, 3 € C?([a, b]) tales que
a(t) < B(t) Vi€ [a,0] (3)

IX
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onde a € C?([a, b)) satifai

o(t) = f(t,a(t),d (1), t € la,b]
ala) < ag, a(b) < by

e f € C*([a,b])

B'(t) < f(t,8(t),8'(t)), t€ [a,b]
Bla) = ao, B(b) = bo

Nestas condicions, estaria probada a existencia de solucion de (2) entre as funcions « e f.

(5)

As funcions « e § asi definidas denominase respectivamente subsolucion e sobresolucion.
Este método permitenos, polo tanto, garantir, unha vez encontradas sub e sobre so-
lucions cumprindo (3), (4) e (5), a existencia de solucion de (2) e acotar o codomio da
solucion no intervalo [a, b]. En consecuencia, o problema de atopar unha solucion para (2)
traducese en atopar duas funciéns que verifiquen as condiciéns enunciadas.
Este novo problema motivou a desenvolvemento de estudos para atopar ditas funciéns e
para aplicar este método a distintos problemas de valor inicial. En 1967 ¢ 1968 K.Ako [3]
[4] [5], R.E. Gaines [16] e outros [17] realizaron construcions explicitas das sub e sobre

soluciéns e aportaron condiciéns que aseguran a existencia de ditas solucions.

O seguinte gran avance realizouno M.Nagumo, en 1937 [20], probando a existencia de,
polo menos, unha solucién de (2) establecendo unha condicién de crecemento sobre a parte
non lineal da ecuacién, a condicién de Nagumo. Esta condicién permite controlar o crece-
mento de f como funcién da derivada e proporciona cotas entre as que se atopa a primeira

derivada de todas as posibles soluciéns que estan entre a sub e a sobre solucion.

Nesta memoria farase un breve percorrido sobre existencia de soluciéns de ecuaciéns
diferenciais ordinarias peridédicas mediante a teoria de sub e sobre soluciéns seguindo a
estrutura do libro de C. De Coster e P. Habets Two-Point Boundary Value Problems:
Lower and Upper Solutions|11].

No primeiro capitulo introduciremos os conceptos de sub e sobre soluciéns para o problema

de contorno periédico
u”" = f(t,u), t € [a,b], u(a)=u(b), v'(a) =1u'(b),

sendo a < b e f unha funcién continua e [a, b] x R. Veremos baixo que condicions a sub e a

sobre soluciéon garanten a existencia de solucién e como seréd a estrutura do conxunto das
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solucions que se atopan entre elas.

No seguinte capitulo estenderemos os resultados obtidos anteriormente para sub e sobre
soluciéns menos regulares que as estudadas.

Por tltimo, consideraremos o problema de contorno periddico onde f dependera de u e u/
e comprobaremos que a existencia de sub e sobre soluciéns non é suficiente para garantir a
existencia de solucién. Para elo sera necesario impotier unha condicién de crecemento sobre
a parte non lineal da ecuacién con respecto da primeira derivada que nos proporicionara
cotas a priori sobre u/'.

Estudaremos primeiro dous tipos de ecuaciéns nas que a propia estrutura da ecuacién
proporcionaré cotas a priori sobre a derivada. E finalmente, introduciremos a condicién
de Nagumo, que é a condicién mais usual para controlar o crecemento da parte non lineal

con respcto a u’'.
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Preliminares

Neste apartado enunciaremos os teoremas e as definiciéns usadas ao longo deste traba-
llo.

Definicion 0.1. Dado o intervalo [a,b] C R,

C(la,b]) ={f : [a,b] — R | f é unha funcién continua en [a, b]}
é o espacio de funcions reais continuas definidas sobre [a, b].
Definicién 0.2. Dados [a,b] CR e k € N,

C*([a,b]) = {f : [a,b] — R | f é unha funcion k-veces diferenciable sobre [a, b]

e a derivada j-ésima de f é continua Vj € {0,1,..,k}}.

Definiciéon 0.3. Dados [a,b] CRe 1 <p < o0,
b
LP([a,b]) ={f : [a,b] — R | fé unha funcién Lebesque medible en [a,b] e / |f(t)|Pdt < oo}

Teorema 0.4. (Schauder) Sexa E un espazo normado e C C E un conzunto conve-

zo, pechado e limitado. Suporiamos T : C' — C unha funcion continua tal que T'(C) é

compacto. Enton T ten polo menos un punto fixo.

Teorema 0.5. (Converzencia dominada) Sexa A C R™ medible e sexa (fn)nen unha su-
cesion de funcions medibles sobre A que puntualmente converzente en A. Se existe unha
funcion g € L*(A) tal que |fn(z)| < (x) para todo n € N e para todo x € A entdn,

lim | fale)de = /A ( lim. fn(m)) dz.

n—o0

Definicién 0.6. Sexa Q C Re f € L?(Q). A aplicacion K : L?(Q) — A(L?*(Q)) definida

por

(K f)(x) = /Q k() f(y)dy
1
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onde

A(L*(Q)) = {K : L*(Q) — L*(Q)|K operador lineal acotado}.
é un operador lineal acotado sobre L2(Q2) e k(x,y) é o niicleo do operador integral.
Un ntcleo k(z,y) dirase Hilbert-Schmidt sobre Q se k(z,y) € L*(Q x Q).

Definicién 0.7. Dado € C R, sexa K un operador integral en H = L?(f) con ntcleo
k(xz,y). Se existe n € N;n > 0 tal que K™ € C(H) dirase que K é un operador integral de
tipo compacto.

Sendo C(H ) o conxunto das aplicacions lineais de H en H tales que para todo subconxunto

acotado X C H a sta imaxe é relativamente compacta.

Definicién 0.8. (Derivadas de Dini) Dada f unha funcion definida sobre un intervalo [a, b]

e xo un punto de [a, b]. Enton, se xg < b definese

1. A derivada superior pola dereita de f en xg

DT f(z¢) = lim sup M_
Tzt T — X
2. A derivada inferior pola dereita de f en xg
o flx) = f(xo)

se g > a definese

1. A derivada superior pola esquerda de f en zg

D™ f(zp) = lim sup M
x%za T — X
2. A derivada inferior pola esquerda de f en xg
D f(zg) = lim e L& =0
:I:—):ca T — X

Definicién 0.9. (Propiedade da interseccion finita) Sexa (Fg)aea unha familia de sub-
conxuntos dun conxunto Y. Dise que (Fy)aca ten a propiedade da interseccion finita se a

interseccion de calquera subfamilia finita e non baleira de (Fy)aca € non baleira.

Definicién 0.10. (Espacio de Sobolev) Sexan k > 0 e p € [1, 00|, definimos o espacio de

Sobolev (k,p) sobre o conxunto I como,
WhP(I) = {u e C*1(I) | u*V e aC(1), u¥ e LP(1)},

onde,

AC(I) ={ueC) | 3f € L' (1), u(t) = u(ty) — tf(s)ds, t,ito € I}.

to
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Teorema 0.11. Dado un conzunto I, W*P(I) é un espacio de Banach.

Definicion 0.12. Un conxunto S dise que é relativamente compacto nun espazo topoléxico

X se cada sucesion (2, )nen de S postie unha subsucesion (x,, )i converxente a un elemento
de S.

Definicién 0.13. Sexa H un subconxunto do espacio C(E, F) = {f|f : E — F}, sendo
FE un espacio métrico e F' un espazo normado. Dise que H é equicontinuo no punto zg € E
se, para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que d(z — xg) < 0 enton ||f(x) — f(zo)|| < € para
cada f € H. Notese que, 0 é independente de f.

Dise que H ¢é equicontinuo se é equicontinuo en cada punto de F.

Teorema 0.14. (Teorema de Arzela-Ascoli) Sexa X un espazo topolézico compacto e Y
un espazo métrico completo. Un conzunto H C (X,Y) serd relativamente compacto na

topoloxia da métrica infinito se e s6 se
1. H ¢ equicontinuo.

2. Para todo x € X, Hy, = {f(x): f € H} € relativamente compacto en 'Y .

0.1. Notacions

Sexa a plicancion f : [a,b] — Rep € [1, +o0],

1

el = (S lu(e)|Pat)”

[ulloc = sup |u(t)|
te(a,b)]
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Capitulo 1

Método de Sub e Sobre Soluciéns
para Ecuaciéons Diferenciais

Ordinarias Periodicas

1.1. Introducién
Consideramos o problema de contorno periédico:
u" = f(t,u), t € [a,b], u(a)=u(b), v'(a) =u'(b), (1.1)

sendo a < b e f unha funcién continua e [a, b] x R. Buscamos unha solucién v € C?([a, b])
que verifique as igualdades en (1.1).

Para elo, introduciremos as seguintes definiciéns:

Definicién 1.1. Unha funciéon a € C2(]a,b[) N C*([a, b]) tal que
(i) Vt €labl, a’(t) > f(t,alt))
(i) ala) = a(b), o/(a) > o/ (b).

¢ unha subsolucion do problema (1,1).

Unha funcién 8 € C?(]a, b)) N C([a, b)) tal que
(i) Vt €]a, b, B"(t) < f(t,B(1))
(i) fa) = B(b), B'(a) < B'(b).

¢ unha sobresolucion do problema (1.1).
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A partir destas definiciéns probaremos a existencia de solucion de (1.1). A idea principal
do método esta baseada na existencia das subsoluciéns e das sobresolucions. Se atopamos
unha sub e unha sobre solucién imos ver que existe unha solucién entre elas.

Notese que (1.1) pode ter solucions que non estan en [, f].

Teorema 1.2. Sexan « e 3, respectivamente, sub e sobre solucions do problema (1.1) tales

que «a < B. Suponiamos f : E — R continua, sendo
E ={(t,u) € [a,b] x Rla(t) <u < 5(t)}.
Enton, existe, polo menos, unha solucion u € C*([a, b)) tal que
Vt € [a,b] a(t) <u(t) < B(t).
Demostracion. Consideramos o problema modificado
W —u = f(t,y(t,u) —y(t,u), Vt € la,b], u(a)=u(b),u'(a) =1u'(b), (1.2)

sendo v : [a,b] x R — R tal que

a(t) seu < aft),
v(tu) =< u se a(t) <u < B(t),
B(t) seu>p(t).

Figura 1.1: Funcions «, 5 e u. Figura 1.2: Funcién v
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Probaremos nun primeiro lugar que o problema modificado (1.2) ten polo menos unha
solucion e nun segundo que todas as solucions de (1.2) satisfan:
Vit € [a,b], a(t) <u(t) < B(t).
Podese ver en [9] que o problema
u" —u=f(t), Vtela,b], ula)=ub), u'(a)=1u'(b). (1.3)

ten solucién tnica e vén dada por

b
u(t) :/ G(t,s)f(s)ds.
Onde G : [a,b] X [a,b] — R

62a+t—s+€b—a—t—s

S(ea—cb) sea<s<t<hb,
G(t,s) = adbii—s | it 1.4
(t,5) 6‘”;“_—*-5” sea<t<s<b, (1.4)
(e*—e?)

¢ a funcion de Green correspondente ao problema (1.3) da cal podemos ver o calculo en

[9]-

Podemos enton escribir a solucion u de (1.2) como

b
u(t) = [ Gl u(s)) = (s, u(s) s

Consideramos o operador integral 7" : C([a, b]) — C([a, b])

b
(Tu)(t) =/ G(t,5)[f(s,7(s,u(s))) — (s, u(s))]ds. (1.5)

Vexamos que é un operador continuo.
Sexa (ug)r unha sucesion de soluciéons converxente, en norma infinito, a unha funcion
u € C([a,b]), é dicir, lim ||ug — ul|lec = 0.
k—o0
Como f é unha funcion continua, temos, para todo s € [a, b]

T | (5,905, uk(5)) = (s, wk(5)) = (5,75, u(5))) = A5, u(s)| = 0.

Dado que f é continua e ~ esta limitada temos que

k—o0

b
i (T = (o)l = Jin | [ G525, e(5)) = 252 un(s)ds
b
= [ G851 ul) =2 s)s o

b
= dim | [ G ([ (5,75, ual(3)] = £ 5,705, u(5)) = (s, u(s)])ds

a

=0.
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E dicir, T': C([a, b]) — C([a,b]) é un operador continuo.

Ademais, como o nticleo do operador integral é tal que G(t,s) € L?([a,b] x [a,b]) entén é
un nucleo Hilbert-Schmidt e, polo tanto, T' é un operador integral compacto [1].

Podemos aplicar o teorema de Schauder que nos garante que T' ten polo menos un punto
fixo (Tw)(t) = u(t). E dicir, o problema (1.2) postie como minimo unha solucién.

Probemos a continuaciéon que todas as solucions u de (1.2) verifican:
Vit € [a,b] at) <u(t) < B(t).
Suponamos, por reduciéon ao absurdo, que existe ty € [a, b] tal que

trergg]{u(t) —a(t)} = u(ty) — alty) < 0.

No caso tg €]a, b], observamos que, por un lado,
(to, u(to)) = (to)

pola defincion de v, dado que u(ty) < a(to).

E, por outro lado, como « é unha subsolucién temos que
vt €labl, () > f(t,alt)).
En particular, para ty €]a, b,

f(t(), Oé(t()) — a”(to) S 0
Logo,
0 < u"(to) — a”(to)

to,¥(to, u(to)) — v(to, u(to)) + u(to) — a”(to)
tg, a(to)) — Oz(t()) + U(to) - O/l(to)

Chegamos, polo tanto, a unha contradicion.

Suponamos agora tg € {a,b} enton,

tgfi%]{u(t) —a(t)} =u(a) — ala) = u(b) — a(b) < 0

de onde,
v (a) —a'(a) > 0> u'(b) — o/ (b)
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pero, pola definicién de subsoluciéon temos que,
u'(a) — o' (a) < u'(b) — o/ (b).

Por tanto, u/(a) — &/(a) = 0 e, para t > a suficientemente pequeno,

u'(t) — o/ (t) = / [f(s,a(s)) + u(s) — a(s) — a”(s)]ds <0,

en contradicién con que u — « alcance o seu minimo en a.
Co cal concluimos, Vt € [a,b], a(t) < u(t).

Analogamente, suponamos que existe ¢; € [a, ] tal que

min {5(t) —u(t)} = 6(t1) — u(t1) <0

t€la,b]

No caso t1 €|a, b[, observamos que, por un lado,

V(s u(ty)) = B(t)

pola definicion de v, dado que 5(t1) < u(t1).

E, por outro lado, como 8 é unha sobresolucion temos que

vt €la,b], B"(t) < f(t, B(t)).

En particular, para t; €|a, b],

B"(t1) — f(t1, 8(t1) <0.

Logo,

| /\

A" (t1) —u"(t1)

Bt = 1) = f(tr,v(t1,u) + y(t1, u) — u(tr)
B (t1) = f(t1, B(t1)) + B(t1) — u(t1)
B

< 0.

IN

(t1) —u(t)

Igual que antes, chegamos a unha contradicion.
Se t1 € {a, b} enton,

min (5(t) — u(t)) = B(a) — u(a) = S(b) — u(b) < 0

tela,b]

de onde,

B'(a) = u'(a) = 0 = B'(b) — u'(b)
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pero, pola definicion de sobresolucion temos que,
B'(a) — o/(a) < B(b) — o/ (b).

Por tanto, 8'(a) — u/(a) = 0, e, para t > a suficientemente pequeno,

B(t) — (1) = / 18"(s) — £(s, B(s)) — u(s) + B(s)}ds < 0

en contradicién con que 8 — u alcance o seu minimo en a.

Concluimos asi que o problema (1.1) ten polo menos unha solucién u tal que para todo
t € [a,b] a(t) <u(t) < B(t).

Ademais esta soluciéon é un punto fixo de 7" polo tanto u € C([a, b]). Por derivacion directa,

sabemos que

b
Tu(t) = / G(t,s)[f(s,v(s,u(s)) — v(s,u(s))]ds € C*([a,b])
¢ dicir, u € C?([a, b)) O
Ilustremos este resultado cun exemplo sinxelo,

Exemplo 1.3. Consideremos o problema peri6dico,

v’ =wu+sen(t), te0,2n],
u(0) = u(27), v (0) =/'(2m)

Vexamos que a funcion a(t) = sen(t) — 3 é unha subsolucion.

1. Para todo t €]0, 27|,
a’(t) = —sen(t) > —1

logo
f(t,a(t)) =sen(t) — 3 +sen(t) = 2sen(t) —3 < —1 <’ (¢).

2. Cumprense as condicions na fronteira,

Comprobemos agora que a funciéon S(t) = sen(t) + 3 é unha sobresolucion.
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1. Para todo t €]0, 27|,
B"(t) = —sen(t) <1
logo
f(taﬁ(t)) = sen(t) +3 =+ Sen(t) = 28611(25) +3 Z 1 2 ﬁ”(t)

2. Cumprense as condicions na fronteira,

B(0) =sen(0) + 3 =3 = sen(27) + 3 = (27).
F0)=1<F(2m) = 1.

Dado que a(t) < B(t) estamos, polo tanto, nas hipoteses do Teorema 1.2 que nos asegura

a existencia de, polo menos, unha solucion u € C?([0, 27]). E, ademais a(t) < u(t) < B(t).

Notese que este teorema non sé proporciona a existencia de soluciéon do problema senén
que tamén indica onde se atopa a solucién. No seguinte exemplo dita localizacién dada polo

teorema proporciona unha estimacion asintética da solucion.
Exemplo 1.4. Consideramos o problema
e = ud —sen®(t), t €[0,2n],
u(0) = u(2m), u'(0) =/ (2m),

onde € > 0 é un parametro pequeno.

Vexamos que, a(t) = sen(t) — 2¢ é unha subsolucion.

1. Para todo t € [0, 27]

20/ (t) — f(t,a(t)) = €a”(t) — a3(t) + sen3(t)
= —€esen(t) — (sen(t) — 2¢)3 + sen?(t)
= —€eZsen(t) — (sen®(t) — Gesen?(t) + 1262 sen(t) — 8€®) + sen?(t)
= 6esen?(t) — 13€% sen(t) 4 8¢
> 0.

E dicir, para todo t € [0, 27]
a'(t) > f(t a(t)).

2. Cumprense as condicions na fronteira,

a(0) =sen(0) — 2¢ = —2¢ = sen(27) — 2¢ = a(27).
1

< cos(2m) = o/ (2m).
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Comprobemos agora que 3(t) = sen(t) 4+ 2¢ é unha sobresolucion.
1. Para todo t € [0, 27]
267 (1) — [(t, B(1)) = € — B(t) + sen(1
= —e%sen(t) — (sen(t) 4 2¢)% + sen®(t)
—e?sen(t) — (sen®(t) + 6esen®(t) + 12¢% sen(t) + 8€®) + sen®(t)
= —13e%sen(t) — 6esen?(t) — 8¢
<0.

E dicir, para todo ¢ € [0, 27]
B(t) < f(t, B(t)).

2. Cumprense as condicions na fronteira,

B(0) = sen(0) + 2e = 2e = sen(2m) + 2¢ = B(27).
B'(0) = cos(0) = 1 > cos(27) = B'(2n).

Ademais, a(t) = sen(t) — 2e < sen(t) + 2e = B(t).
Aplicando o Teorema 1.2 dediicese a existencia de, polo menos, unha soluciéon u tal que
at) < u(t) < B(t) vt €[0,2r]. E dicir, |u(t) — sen(t)] < 2e.

A localizancion das soluciéns entre as sub e sobre solucions dada polo Teorema 1.2
tamén pode proporcionar a existencia de varias solucions distintas. Se existen, a;(t) e
ao(t), daas subsolucions de (1.1) e, B1(t) e P2(t), duas sobresolucions de (1.1) tales que
ap(t) < Pi(t), aa(t) < Ba(t) e f1(t) < as(t) paratodo t € [a,b]. Enton aplicando o Teorema

1.2 tense que, existen duas solucions ug,us de (1.1) tales que, Vit € [a, b]

ar(t) Sui(t) < Bu(t), ao(t) < ua(t) < Bat).
Exemplo 1.5. Consideramos o problema,
u” = h(t) —sen(u), t e [0,2n],
u(0) = u(27), u'(0) =/(27),
onde h € C([0,27x]) é tal que V¢ € [0,27], —1/4 <h(t) <0

Podese comprobar facilmente que as funcions «a;(t) = —m e aa(t) = 0 son subsolucions e
que as funciéns Bi(t) = 5F e Bo(t) = 2T son sobresolucitns. E, ademais aq(t) < Bi(t),
as(t) < Pa2(t) e Bi(t) < az(t) para todo t € [0, 2]

Polo tanto, aplicando o Teorema 1.2 dedticese a existencia de, polo menos, dtas solucidéns

uy e ug tales que, Vt € [0, 2],

—m <wui(t) < —7m/2, 0<wug(t) <3m/2.
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Observacion 1.6. Podemos interpretar o Teorema 1.2 como un teorema de valor intermedio
para o operador T : C([a,b]) — C([a, b])
b
= [ Gts) 1775, u(s)) = 2 (s, uls)lds,

Podese comprobar facilmente, tendo en conta que a funciéon de Green, neste caso, é negativa,

que,
Ta—/G F(s,a(s)) — als) ds>/G o”(s) — a(s))ds > a.

E, analogamente,

b b
Tf = / G(,5)[f(5,8(5)) — B(s)]ds < / G(-,5)[8"(5) — B(s))ds < 3

E, polo teorema anterior temos probada a existencia dun valor intermedio u € [a, (] tal

que Tu = u.

Observacion 1.7. Esta interpretacion depende directamente da orde suposta entre o e (3,
a < . De non se cumprir esta condicién o resultado non é certo.

Consideremos, por exemplo, o problema,
u” +u =sen(t), te|0,2n],
w(0) = u(27), v/ (0) = u/(27).

As funciéns a(t) = 1 e B(t) = —1 son sub e sobre soluciéns, respectivamente, deste pro-
blema.

Se multipicamos por sen(t) temos que,
u’ (t) sen(t) + u(t) sen(t) = sen®(t)

e integrando esta ecuacién teriamos que,

2 27
/ [u” () sen(t) + u(t) sen(t)]dt = / sen?(t)dt.
0 0

Pero,
27 2w 2
/0 [u”(s) sen(s) + u(s) sen(s)]ds :/0 u'(s) sen(s)ds—{—/o u'(s) sen(s)ds
2 2m
= [u/(t) sen(t))3™ — u'(s) cos(s)ds u/(s) sen(s)ds
= @) sent) = [ wl(s)cos(eds + [ al(s)sen(s)a
2w 2w ,
= —/0 u/(s) cos(s )ds+/0 u'(s) sen(s)ds
2 2
= / /' (s) cos(s)ds — [u(t) cos(t)]" +/ u/(s) cos(s)ds
0 0

=0
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e?
27
/ sen2(s)d5 = .
0

E dicir, o problema non ten solucién. Concluimos logo, que o feito de ter sub e sobre

soluciéns non garante a existencia de solucién se o > 5.

Observacion 1.8. Se invertemos as desigualdades das condiciéns de fronteira sobre a sub e

sobre solucién o resultado do teorema tampouco sera certo. Por exemplo, o problema,

u' =1, tel0,2n]
u(0) = u(2m), v’ (0) = u/(27)

non ten solucién dado que, integrando a ecuacién terfamos que
2m 2w
/ u”(s)ds = / 1ds.
0 0

2m
/0 u"(s)ds = u'(2m) — 4/ (0) =0

27
/ 1ds = 2.
0

Con todo existen funcions, a(t) = (¢t — 7)? — 1 e 5(t) = 7 cumprindo,

Pero,

pero o/ (0) < o/(27) e B/(0) > p'(2m).
E dicir, ao estar invertidas as desigualdades das condiciéns de fronteira a existencia de

solucién non esta garantida.

En conclusién, para poder aplicar este teorema, a maior dificultade é atopar sub e sobre

solucions adecuadas. Unha idea simple seria probar con funciéns constantes.

Corolario 1.9. Consideremos f : [a,b] x R — R unha funcion continua tal que para

certos r1 < ro tense que,
vt € [a?b}a f(tarl) SOSf(t7r2)
Enton, o problema (1.1) ten, polo menos, unha solucion u € C?(|a, b)) tal que,

vt € la,b], r1 <u(t) <re.
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Demostracion. A proba é case inmediata. A funciéon «(t) = 1 é unha subsolucion de (1.1)

dado que,

Vt €la,b, o(t) =02 f(t,r) = f(t,a(t)),

a(a) =r1 = a(b), 0=ad(a) > (b) =0.
Analogamente, a funcion 3(t) = ry é unha sobresolucion de (1.1),

vt €la,b], B"(t) =0< f(t,re) = f(t, B(1)),
B(a) =12 =p(b), 0=p"(a) <B'(b) =0.

E, a(t) =r1 <ry = B(t).

Aplicando o Teorema 1.2 deducimos a existencia de, polo menos, unha soluciéon u €

C?%(Ja, b)) tal que 1 = a(t) < u(t) < B(t) = re.

1.2. Sub e sobre solucions de clase C?

O

Introducimos agora un novo concepto de subsolucién e de sobresolucién no que non se

require a regularidade da secciéon anterior. Asemade se debilitan as desigualdades impostas

anteriormente.

Definicién 1.10. Unha funcién o € C([a,b]) tal que a(a) = a(b) é unha subsolucion de

clase C? de (1.1) se a stia extension periédica sobre R, definida como, a(t) = a(t +b— a),

é tal que Vty € R tense, ou ben,

D_Oz(to) < D+a(t0);

ou, existen un intervalo aberto Iy e unha funciéon ag € C1(Iy) tal que para to € Iy

(Z) a(to) = ao(to) e Oz(t) > Oéo(t) Vt € I();

(i) Fag(to) e ag(te) > f(to, ao(to)).

Analogamente, unha funcion g € C([a,b]) tal que S(a) = B(b) é unha sobresolucion de

clase C% de (1.1) se a stia extension periodica sobre R, definida como, 3(t)

é tal que Vtg € R tense, ou ben,

D~ B(to) > D+B(to);

ou, existen un intervalo aberto Iy e unha funcién By € C'(Iy) tal que para to € Iy

(i) B(to) = Po(to) e B(t) < Po(t) Vt e Io;

=pB({t+b—a),
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(i) 3B5(to) e Bg(to) < f(to, Bo(to))-

De non haber lugar a confusién coa Definicién 1.1 falaremos de sub e sobre soluciéns
indiferentemente. Notese que, se f é continua e as sub e sobre soluciéns « e § estan en

C?[a, b] enton as definicions (1.2) e (1.1) son equivalentes.

sy

e

Figura 1.3: Funcién « Figura 1.4: Funcién g

Proposicion 1.11. Sezan o; € C([a,b]) para i = 1,...,n subsolucidns de clase C? do

problema (1.1). Enton a funcion

a(t) = méax {a;(t)} (1.6)

1<i<n
¢ unha subsolucion de clase C? de (1.1).

Demostracion. Notese que Vtg € [a,b] existe un k € {1,..,n} tal que a subsolucion oy
verifica a(tg) = ai(tp). Ademais, como «(t) é o maximo de todas as subsolucions «; con
i € {1,..,n} temos, en particular, que a(t) > ay(t).

Dado que aj(t) é unha subsolucién de clase C? do problema (1.1) temos que, ou ben,
D_Oék(to) < D+C¥k(t0)

o cal implica que,
D_a(to) < D+Oz(t0)

ou ben, existen Iy un intervalo aberto e ay,, € Cl(IO) tal que para ty € I
(1) ag,(to) = ax(to) = a(ty) e a(t) > ar(t) > ag,(t) Vit € I,
(1) Fag, (to) e ap (to) = f(to, ay(to)).

Polo tanto, o ¢ unha subsolucién de clase C? do problema (1.1). O
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Analogamente tense o seguinte resultado para as sobresolucions.

Proposicién 1.12. Sexan B; € C([a,b]) para j = 1,...,n sobresolucions de clase C? do

problema (1.1). Enton a funcion

A(t) = min {3;(t)}, (1.7)

1<j<n
¢ unha sobresolucion de clase C? de (1.1).

Demostracion. A demostracion desta proposicion é analoga 4 da proposiciéon anterior. No-
tese que Yty € [a,b] existe un s € {1,..,n} tal que a solucion s ¢ tal que S(tg) = Bs(to).
Ademais, como 3(t) é o minimo de todas as sobresolucions 3; con j € {1,..,n} temos, en

particular, que B(t) < Bs(t).
Dado que Bs(t) é unha sobresolucién de clase C? do problema (1.1) temos que, ou ben,

D_ﬁs(tO) > D+Bs(t0)

o cal implica que,
D~ B(to) > D4B(to)

ou ben, existen Ip un intervalo aberto e S5, € Cc! (Iy) tal que para tg € Iy
(i) IBSO(tO) = 53(750) = 5(750) € ﬁ(t) < Bs(t) < ﬂso (t) vVt € Iy;
(i) 3 Bg(to) e By (to) < f(to, Bsy(to))-

Polo tanto, B é unha sobresolucién de clase C? do problema (1.1). O

1.3. Existencia de solucions de clase C?

A continuacién imos ver que o resultado obtido anteriormente para sub e sobre soluciéns

pode estenderse as sub e sobre soluciéns de clase C2.

Teorema 1.13. Sexan o e 3, respectivamente, sub e sobre solucions de clase C? do pro-

blema (1.1) tales que o < . Supornamos f : E — R continua, sendo
E = {(t,u) € [o,] x R | a(t) < u < B(1)}.
Enton, existe, polo menos, unha solucion u € C%([a,b]) do problema (1.1) tal que,

Vt € [a,b] at) < u(t) < B(t).
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Demostracion. De forma similar & demostraciéon do Teorema 1.2 consideramos o problema
modificado (1.2), isto é,

u' —u= f(t,y(t,u)) —y(t,u), Vte [a,b], ula)=u(b),u (a)=1u'(b),
sendo 7 : [a,b] x R — R tal que
a(t) seu < aft),

v(tu) =< u se a(t) <u < B(t),
B(t) seu> p(t)

Na demostracion do Teorema 1.2 xa probamos a existencia de solucion do problema (1.2),
polo tanto, s6 falta demostrar que esta solucion cumpre «a(t) < u(t) < B(t) en [a,b].
Supofniamos que,

min {u(t) — a(t)} <0,
tela,b]
enton, existe to € [a, b[ tal que

ulto) — alto) = min {u(t) — a(t)}

e tense que,
u/(to) — D_Ot(to) S ul(to) — D+Od(t0).

Dado que a é unha subsolucion de clase C?, existe, por definicién, un intervalo aberto I

con to € Iy e unha funcion ag € C*(Ip) tal que,
(i) alto) = ao(te) e aft) > ap(t) Yt e Ip;
(ii) Fag(to) e aglto) = f(to, ao(to))-

Polo tanto,

(u—ao)'(to) = u'(to) — aig(to) = v'(to) — &'(t0) = (u — @)/ (to) =0

(u — Oé())”(lfo) Z 0
de onde se segue que,
0 < u”(ty) — ag(to) < f(to, ao(to)) — ao(to) + u(to) — f(to, ao(to)) < 0.
Analogamente, probase que u < . O

[lustremos este resultado cun exemplo simple,
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Exemplo 1.14. Consideremos o problema

eu’ = p(u) — (|t — ),

u(0) = u(2m), W'(0) =o' (2),
sendo € > 0 un parametro real e ¢ € C'(R) unha funcién tal que ¢'(t) > a® > 0.

Vexamos que a funcion a € C([0, 27]) definida tal que a(t) = max{aq(t), a2(t)} sendo,

€ at € a(t—2m)

ar(t)=—(t—m) — ae_? , as(t)=(t—m) — aef,

¢ unha subsolucion de clase C2.

e2al/(t) — p(ar(t)) + (|t — |) = —62%_ — p(ar(t)) + ([t — )

> —eae”c + a?(|t — 7|+ (t — ) + Cem
a

1. Para todo t € [0, 27] as funcions a4 (t) e aa(t) son tales que,
at

at

<)

> a?(|t — w1 = (t — 7))
>0

)

af(t) - plas() + (|t — 7l) = 2T — p(as(t) + (|t — )

€ a(t—2m)

> —cae” «  +a*(t—n|—(t—m)+—e < )
a

Polo tanto, se t #
a’'(t) = max{a](t), 05(t)} = f(t,a(t)).
E, se t = m podese comprobar facilmente que D_a(r) < Dt a(r).
2. A funcién « cumpre as condicions de fronteira

a(0) = max{a,(0), a2(0)}
€ a-0 € a(0—2m)
=max{—(0—7)— —e ¢, —r— € -
méax{—(0 — ) e, T e }

= max{ae(27), a1 (2m)}

~ a(2m)
o/ (0) = max{a}(0), 25(0)}

, _ a0 a(0—2m)

=mix{—1+e c,1—e < }

> méx{a(2n), o) (27)}

= o/ (27).

19
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Polo tanto, a(t) = max{«;(t), as(t)} é unha subsolucion.

)

]
ST
-

Figura 1.5: oy eag cone =1,a = 1. Figura 1.6: acone=1,a=1

Notese que «(t) é unha suboslucion pero podemos comprobar facilmente que as funcions

a1 (t) e az(t) non o son, xa que non cumpren as condicions na fronteira.

Analogamente podemos comprobar que a funcion 5 € C([0, 27]),

¢ unha sobresolucion de clase C2.

104

IR
1P

Figura 1.7: S con e =1,a = 1.
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Por tanto, aplicando o teorema anterior, podemos deducir a existencia dunha solucién
u tal que Vit € (0,27 a < u(t) < S(t), é dicir, u(t) = [t — 7| + O(e).

1.4. Estrutura do conxunto de soluciéns

O conxunto de soluciéns que se atopan entre a subsolucion de clase C?, a, e a so-
bresolucion de clase C?, 3, esta contido en [a, 3], polo tanto, é un conxunto limitado. A

continuacién probaremos a existencia de soluciéns extremais.

Teorema 1.15. Sexan o e B sub e sobre solucions de clase C?, respectivamente, do pro-

blema (1.1), tales que a < [3. Consideremos o conzunto
E={(t,u) € [a,b] x R| a(t) <u<p(t)}

e suponamos que a funcion f : E — R € continua. Enton, existen solucions do problema

(1.1), Umn, Umax € C*([a,b]), tales que,
@ < Upin < Umax < G,
verificdndose que calquera outra solucion u de (1.1) tal que o < u < 3 verifica
Umin < U < Umgx

en [a,b].

As solucions umim € umax de (1.1) que se atopan entre « e 3 e tales que calquera outra
solucion w do problema (1.1) que estd entre o e 8 cumpre upm < u < upsx chdmanse
solucion minimal e solucion mazximal en [, 5] respectivamente, ou simplemente solucion

manimal e maximal.
Demostracion. Notese que as solucions do problema (1.1) son os puntos fixos do operador
75 Cja,b) — C(la.b)
definido tal que, \
(Tu)(®) = [ Gl (s,u(s) = uls)ds

onde G(t,s) é a funcion de Green dada pola expresion (1.4).

Definimos o conxunto

S={ueC(a,b]) |u=Tu, « <u<p}
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Podemos afirmar que S # () dado que o Teorema 1.13 garante a existencia de, polo menos,
unha solucion (é dicir, polo menos un punto fixo do operador 7T') entre « e . Imos ver que
ademais é compacto.

Sexa (up)nen unha sucesion de elementos de S converxente en S a u € S. Como T' é un
operador continuo, a sucesion (T'uy,)nen converxe a Tu. E, dado que, u, € S para cada
n € N, a sucesion (Tuy,)pen € igual a (uy)nen entén, por unicidade do limite, Tu = u, polo
tanto, v € S. E dicir, S é un conxunto pechado.

O conxunto S esta limitado polas funciéns « e 3, polo tanto, ¢ un conxunto limitado.

Por ser f continua, temos que existe h € C([a, b]) tal que
|f(r,u(r)) —u(r)] < h(r) para todo r € [a,b].

Ademais sabemos que G é uniformemente continua en [a, b] X [a, b], polo tanto, para todo

€ > 0 existe § > 0 tal que se [t — s| < & enton,
G(t,7) — G(s,7)| < e para todo € [a,b]
Para |t — 5| < ¢ temos que,
[u(t) — u(s)| = |Tu(t) - Tus)|
-1 (@) — Ol ) i) — o)
</ "6t r) — G, )L u(r) — ()l
< e/abh(r)dr < eM.

Polo tanto, S é un conxunto equicontinuo.
Aplicando o teorema de Arzéla-Ascoli tense que S é un conxunto compacto.

Consideremos agora a familia de conxuntos,
F=AFr}res ; Fr={uecS |u>zx}, zes.

Notese que para cada subconxunto () # S’ C S finito, existe 2/, tal que, 2’ = mz:ng{S’}.
ues’

Ademais, sabemos, pola Proposicion 1.11, que 2’ é subsolucién de clase C2. Polo tanto,

existe u’ € S tal que v/ > 2’ co cal para todo subconxunto () # S’ C S finito, (| F, = Fy
zes’
sendo z’ = m%X{S, }, ¢ dicir, para cada subfamilia finita e non baleira de F a interseccion
ues’

dos seus elementos é non baleira, i.e, F ten a propiedade da intersecion finita.
Entoén, existe

Umsx € ﬂ F.,
€S
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que é a solucion maximal en [«, 5], por definicion.
De forma similar, probamos a existencia dunha solucién minimal. Neste caso consideramos

a familia de conxuntos,
H={Hytres ;s Hp={ueS |u<z}, xeH

E, razoando de forma analoga, aplicando esta vez a Proposicion 1.12 (en vez da 1.11),

concluimos que H ten a propiedade da interseccién finita. Enton, existe,
Umin € ﬂ Hw
€S
que é a solucion minimal en [«, 8], por definicion. O
Observacion 1.16. A soluciéns minimal e maximal son tnicas. E, se umm = Umax entén o
problema (1.1) ten solucién tnica en [a, ().
Se a funcién f é monoétona crecente con respecto a u imos ver que o conxunto de

soluciéns é un continuo. Habera soluciéns pasando por todos os puntos entre tmm € Umax-

Teorema 1.17. Sexan o e 8 sub e sobre solucions de clase C?, respectivamente, do pro-

blema (1.1), tales que a < 3. Consideremos o conzunto
E={(t,u) € [a,b] x R | aft) < u < B(t))

e suporniamos que a funcion f : E — R € continua e mondtona crecente con respecto a u.
Sexan tg € [a,b] e u* un nimero real tal que umm(to) < u* < umgx(to) sendo umm € Umgx

as solucions minimal e maximal, respectivamente, definidas no teorema anterior.

Enton, existe unha solucion u € C?([a,b]) de (1.1) tal que umm < u < umgx € u(ty) = u*.

Demostracion. Sexan ty € [a,b] e u* € R tales que umin (to) < u* < Upmaz(to)-

Sexa € > 0 tal que umsx — € < Umin + € € consideremos as funcions,
aq (t) = méx{umin(t)a uméx(t) - 6}7 B = min{uméx(t)a uml’n(t) + 6}'

Vexamos que, as funcions o e 31 son, respectivamente, sub e sobre solucions de clase C?
do problema (1.1).

As funcions umm (t) e umax(t) — € son subsolucions.

1. A funciéon ump (t) é a solucion minimal, polo tanto é soluciéon de (1.1). En particular,

a) ugu'n = f(t, umm(t)),

b) umin(@) = umm(b), U (a) = ug g, (b).
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2. A funcion umsx(t) € a solucion maximal, polo tanto é solucion de (1.1). En particular,

a funcion unys — € é tal que,
a) (Uméx(t) - 6)” = U;;éx(t) = f(t, uméx(t)) > f(tv uméx(t) - 6)7
b) Umix(a) — € = Umax(b) — €, (Umax(a) — €)' = (umsx(b) — €)’.

Aplicando o Teorema 1.11 temos que a7 é unha subsolucion.

Analogamente, temos que, as funcions umsx(t) € umin(t) — € son sobresolucions.

1. A funcion upmsx(t) € a solucion maximal, polo tanto é solucion de (1.1). En particular,

a) uﬁléx(t) = f<t7 uméx(t))y

b) Umax(a) = umax(b), upg(a) = up,q ().

2. A funcion upyp,(t) € a soluciéon minimal, polo tanto é solucion de (1.1). En particular,

a funcion ump, (t) + € é tal que,

a) (umin(t) + 6)” = ugu’n(t) = f(t7 umin(t)) < f(tv uml’n(t) + E)a

b) Umm(a) + €= unm(b) +€, (Umm + 6)/(a) = (Umm + E)l(b)-

Aplicando agora o Teorema 1.12 temos que 1 é unha sobresolucion.

A continuacién, considerando as subsolucion de clase C2, umm(t) € umgx(t) — €, e as sobre
solucions de clase C2, umm(t) + € e umsx(t). E, tendo en conta que umpm (t) < umm(t) + € e
que, Umsx(t) — € < umsx(t) podemos aplicar o Teorema 1.13 que nos garante a existencia

dunha solucion u; do problema (1.1) tal que V¢ € [a, b],

ar(t) < u(t) < Bui(t).
E dicir,
uml’n(t) <u (t> < uml’n(t) + €, uméx(t) —e<u (t) < uméx(t)-
E, dado que umin(to) < u* < umsx(to) tense que,
u* € [umin(to),ul(to)] ou u* € ]ul(to),uméx(to)].
Se u* € [umm(to), u1(to)] enton, considerando as funcions,
ao(t) = max{umm(t), ui(t) — €/2}, Ba(t) = min{uy (t), umm(t) + €/2}
o Teorema 1.13 nos asegura a existencia dunha solucion ugy tal que Vit € [a, b]

uml’n(t) < UQ(t) < umin(t) + 6/2, ul(t) — 6/2 < UQ(t) < ul(t).
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Analogamente, se u* €]u1 (o), Umax(to)], consideramos as funcions,
as(t) = max{u1(t), umax(t) — €/2}, P3(t) = min{umax(t), u1(t) + €/2}

e, igual que no caso anterior, o Teorema 1.13 nos garante a existencia dunha solucién wus
tal que Vt € [a, b]

up(t) <wue(t) <ur(t) +€/2, umsx(t) — €/2 < ug(t) < umax(t).

En calquera dos dous casos temos, |ua(tg) — u*| < €/2+¢/2 =€.

Podemos definir asf unha sucesiéon de solucions (ug ) tal que |ug(to) — u*| < €/2F~1. Apli-
cando o teorema de Arzela-Ascoli temos que existe unha subsucesion (ug, )n que converxe
a u en C([a,b]). Do cal se segue que u é un punto fixo do operador T definido en (1.5) e,

polo tanto, solucion de (1.1). Ademais, u(tg) = lim ug, (to) = u*. O
n—oo

A condicion de que f sexa monotona crecente é indispensable para que o conxunto de
soluciéns sexa un continuo.
Exemplo 1.18. Consideremos o problema,
u" =uP—u?, t €0,1],
/ /
u(0) = u(l), u'(0) =u'(1).
Obsérvese que a funcién f(t,u) = u® — u? non é monodtona crecente dado que é decrecente
no intervalo (0, %) polo tanto non cumpre as hipéteses do teorema anterior.
As funciéns a(t) = —2 e f(t) = 2 son sub e sobre solucions, respectivamente. Pero, as
tnicas soluciéns deste problema son u; =0 e ug = 1.
Vemos asi que ao non cumprirse que f sexa crecente, a continuidade das soluciéns non estéa

garantida.

O seguinte exemplo pon de manifesto que as solucidéns que estan entre a sub e a sobre

solucion non estan necesariamente ordenadas.
Exemplo 1.19. Consideramos o problema,

v = min{u + 2, max{—u,u — 2}}, t € [0,27],
u(0) = u(2m), v'(0) = u'(27)

Podemos comprobar facilmente que a(t) = —3 é unha subsolucion,
1. Vt €]0,2n], 0> f(t,a(t)) = f(t,—3) = min{—3 + 2, max{—(-3), -3 —-2}} = -1

2. a(0) = -3=a(27), 0=0a(0) > (27) =0.
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E que §(t) = 3 é unha sobresolucion,
1. Vt €]0,2r], 0< f(t,5(t)) = f(t,3) = min{3 + 2, méx{-3,3 - 2}} =1
2. B(0) =3 = f2r), 0=F/(0) < F(2r) = 0.
Consideremos as funcions uq(t) = sen(t) e uz(t) = —sen(t). Vemos que,
(a) A funcion u, verifica para todo t € [0, 27|
uf(t) = —sen(t)
= min{sen(t) + 2, max{—sen(t),sen(t) — 2}}
= min{sen(t) + 2, —sen(t)} = —sen(t),
u1(0) = sen(0) = 0 = sen(27) = u1(2m),
cos(0) = 1 = cos(2m) = u}(27).

£
=~
—

(=}
~—

|

(b) A funcién ug verifica para todo t € [a, b]

uf(t) = sen(t)
= min{—sen(t) + 2, max{—(—sen(t)), —sen(t) — 2}}
= min{—sen(t) + 2,sen(t)} = sen(t),

u2(0) = —sen(0) = 0 = —sen(27) = ua(2m),

u5(0) = —cos(0) = —1 = — cos(2m) = uH(27).

)
)

E dicir, u1(t) e ua(t) son soluciéns do problema considerado. Ademais, para todo t €
[0,27] a(t) <wui(t) < B e at) <wuz(t) < B pero non son solucions ordenadas.



Capitulo 2
Soluciéns de clase W21

Neste capitulo verificaremos que a maioria dos resultados enunciados anteriormente
seguiran sendo certos para sub e sobre soluciéns que verifiquen condiciéns mais débiles.
Consideraremos o problema de valor inicial (1.1) con f unha funcién de Carathéodory L!
e buscaremos sub e sobre sobre soluciéns cunha regularidade inferior a C?, as sub e sobre
solucions de clase W, Veremos que seguira sendo posible probar a existencia de soluciéns
entre elas, asi como a existencia de solucién minimal e maximal; e tamén, que conxunto

de solucions é un continuo se f é, ademais, monénota crecente.

2.1. Definiciéns

Nun primeiro lugar imos definir o concepto de funciéon de Carathéodory e introducire-

mos as ditas sub e sobre solucions de clase W21,

Definicion 2.1. Unha funciéon f: D C [a,b] x R" — R dise que satisfai a condicion de

Carathéodory ou que f é unha funcién de Carathéodory se,
1. para c.t.p t € [a,b], a funcion f(t,-) con dominio {z € R™ | (¢,2) € D} é continua;
2. Vz € R", a funcion f(-,z) con dominio {t € [a,b] | (t,z) € D} é Lebesque medible.
Se, ademais, para algtn p € [1,00] a funcion f satisfai,

3. Vr > 0 existe h, € LP(a,b), p € [1,00] tal que Y(¢t,2z) € D con |z| < r, |f(t, 2)] <
h,(t) para c.t.p t € [a,b].

Neste caso, dise que f é unha funciéon de Carathéodory LP ou que f satisfai as condiciéns
de Carathéodory LP

27
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Se f ¢ unha funciéon de Carathéodory L', como u é continua temos que u” = f(t,u) €
L'([a,b]) [6]. Ademais como u’ é absolutamente continua se f é unha funcién de Carathéo-
dory L' as soluciéns de (1.1) estan en W2 (a,b). Polo tanto, neste caso, cabe considerar
a busqueda de sub e sobre soluciéns que se atopen neste espazo, W2!. Para simplificar as

notacions, estendemos f(t,u) por periodicidade f(t,u) = f(t + (b —a),u).

Definicién 2.2. Unha funcion a € C([a,b]) tal que a(a) = a(b) é unha subsolucion de
clase W2! de (1.1) se a siia extensién periddica sobre R, a(t) = a(t + b — a), é tal que
Vto € R tense, ou ben,

D_a(ty) < DT a(to)

ou, existe un intervalo aberto Iy con tg € Iy, o € W2 (Ip) e
" (t) > f(t,a(t)) enct.p t € Ip.

Analogamente, unha funcion g € C([a,b]) tal que S(a) = B(b) é unha sobresolucion de
clase W2! de (1.1) se a stia extension periédica sobre R, 3(t) = B(t + b — a), é tal que
Vtg € R tense, ou ben,

D™ B(to) > D5(to)

ou, existe un intervalo aberto Iy con to € Iy, 3 € W1(Iy)

B"(t) < f(t,B8(t)) en c.t.p t € Ip.

Na practica, as diversas nociéns de sub e sobre soluciéns a miado coincidiran.

Observacion 2.3. Se f é continua e a € C*([a, b]) N C?(Ja, b]), entén, o é unha subsolucién
de clase W1 se e s6 se é unha subsolucion, é dicir, cumpre a Definicion 1.1 de subsolucién.
Analogamente, se f é continua e 8 € C([a, b])NC?(]a, b]), entén, B é unha sobresolucion de

clase W?! se e 56 se é unha sobresolucién, é dicir, cumpre a Definicién 1.1 de sobresolucion.

Polo tanto, de non haber lugar a confusiéns, falaremos de sub e sobre soluciéns en lugar

de subs e sobre soluciéns de clase W1 de (1.1).

2.2. Existencia de solucions

A continuacion enunciaremos resultados analogos aos obtidos para sub e sobre soluciéns
de clase C? para sub e sobre solucion de clase W21, Veremos baixo que condiciéns estara
garantida a existencia dunha solucién u € W1 ([a, b]) do problema (1.1) e como podemos

adaptar os resultados das Proposicions 1.11 e 1.12 para sub e sobre soluciéns de clase W21,
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Teorema 2.4. Sexan a e [3, respectivamente, sub e sobre solucions de clase W' do pro-
blema (1.1) tales que o« < 3. Suponamos que f : E— R € unha funcion de Carathéodory
L', sendo E = {(t,u) € [a,b] x R | a(t) <u < B(t)}.
Enton o problema (1.1) ten, polo menos, unha solucion u € W2 (|a, b)) tal que para todo
t € la,b]

alt) < u(t) < B(t).

Demostracion. Analogamente & proba do Teorema 1.2, consideramos o problema modifi-
cado (1.2), isto é,

u' —u= ft (@t w) —v(tu), Vtela,b], ula)=u(b), ul(a) = ul(b)a

sendo 7 : [a,b] x R — R tal que

a(t) seu < aft),
v(tu) =< u se aft) < u < B(t),
B(t) seu>p(t).

Razoando igual que na demostraciéon do Teorema 1.13 temos que a existencia de solucién
do problema (1.2) xa est4 probada na demostracion do Teorema 1.2. Polo tanto, so6 falta
demostrar que esta solucion cumpre a(t) < u(t) < B(t) para todo t € [a, b].

Suponamos, por reduciéon ao absurdo, que para certo tg € R

tg;%]{u(t) —a(t)} = u(ty) — alty) < 0.

Entoén,
u'(to) — D_a(to) < ' (tg) — DT al(ty)

e, pola definicién de subsolucion de clase W21, existe un intervalo aberto I con ty € Iy,

a € W2L(Iy) e para case todo t € Iy

o'(t) = f(t aft)).

Ademais, u/(tg) — /(tg) = 0 e para t > t( suficientemente proximo a t,

u'(t) — o (t) = / (u”"(s) —a”(s))ds

< /t [f(s,a(s)) +u(s) — a(s) — f(s,a(s))]ds

<0
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Notese que, como estamos supofiendo u(t) < a(t) temos (¢, u(t)) = a(t).

Polo tanto, u(ty) — a(tp) non é un minimo de u — «, chegamos asi a unha contradicion.
De xeito similar probase que u(t) < 5(t).

Suponamos, por reduciéon ao absurdo, que para certo t; € R

min {6(t) — u(t)} = B(t1) — u(t1) < 0.

te(a,b]

Entoén,
D™B(t1) —u'(t) = D1 B(t) —u'(t1)

e, pola definicién de subsolucion de clase W21, existe un intervalo aberto I; con t € Iy,

B € W2L(I) e para case todo t € I; tense

B (t) < f(t,B(1)).

Ademais, f'(t1) — u/(t1) = 0 e, para t > t; suficientemente proximo a t1,

0

<0

Notese que, como estamos supofiendo u(t) > B(t) temos (¢, u(t)) = B(t).
Polo tanto, u(t1) — f(¢t1) non é un minimo de u — f3, igual que antes chegamos a unha
contradicion.

Concluimos asi que «a(t) < u(t) < f(t) para todo t € [a, b]. O

No caso das sub e sobre soluciéns de clase W?!, a diferencia do caso continuo, nin o
maximo das sub soluciéns nin o minimo das sobre soluciéns seran, en xeral, sub e sobre

solucions. Ora ben, é sinxelo probar a existencia de solucion entre ditas funcions.

Teorema 2.5. Consideremos o; con i = 1,...,n subsolucions de clase W' e Bj con
j =1,..,m sobresolucions de clase W*' do problema (1.1). Sexan o := ln<1?'<>%{ai} e fB:=
@fg%{ﬁj} tales que a < B. Suponiamos que f : E — R € unha funcion de Carathéodory
L', sendo E = {(t,u) € [a,b] x R | a(t) <u < B(t)}.

Enton o problema (1.1) ten, polo menos, unha solucion u € W2([a, b)) tal que para todo
t € la,bl],

a(t) < u(t) < B(t).
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Demostracion. Consideramos o problema modificado
(2.1)

sendo v : [a,b] x R — R tal que

a(t) seu < aft),
y(t,u) =< u se at) <u < B(1),
B(t) seu> B(t)

e f:]a,b] x R — R definida como

min f(¢, max{c;(t),u}) seu < «aft),

- 1<i<n

fltu) =9 f(t,u) se a(t) <u < B(1),
1r<nal<x f(t,min{B;(t),u} seu>p(t).
<js<m

Procedemos do mesmo xeito que na demostracion do Teorema 1.2, primeiro probamos que
o problema (2.1) ten solucion e despois vemos que para todo ¢ € [a,b] a(t) < u(t) < B(t).
Estendemos periodicamente as funciéns a e u e suponemos, por reducién ao absurdo,

trer%g)]{u(t) —a(t)} <0.

Polo tanto, para certos tg e i € {1,...,n} temos que

min (u(t) — (1)} = u(to) — aulto) = min {u(t) — a(t)} <0.

Chegando asi a unha contradicién de xeito similar a da demostracion do Teorema 2.4.

De xeito anélogo chegamos a que u < j. O

2.3. Estrutura do conxunto de soluciéons

De xeito similar ao caso continuo podemos probar existencia de solucién minimal e
maximal. E tamén que o conxunto de soluciéns é un continuo, é dicir, hay soluciéns pasando
por todo os puntos de E = {(t,u) € [a,b] xR | a(t) < u < B(t)} se a funcion f é mondtona

crecente con respecto a u.

Teorema 2.6. Sexan o e f3, respectivamente, sub e sobre solucions de clase W1 do

problema (1.1) tales que o < [ e suponamos que f : E — R satisfai as condicions de
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Carathéodory L', sendo E = {(t,u) € [a,b] x Rla(t) <u < B(t)}.
Enton o problema (1.1) posiie unha solucion minimal umym € W21([a,b]) e unha solucion

mazimal umsx € W1(‘[a,b]) en [, B], € dicir,
@ < Uy < Unax < B
e calquera outra solucion u de (1.1) tal que o < u < B cumpre,
Umin < U < Upgx-

Demostracion. Igual que na demostraciéon do Teorema 1.15 obervamos que as soluciéns do

problema (1.1) son os puntos fixos do operador
T: C([a7 b]) — C([avbD

definido como,
b
(Tu)(t) = / G(t,5)[f (s u(s)) — u(s)]ds.

onde G(t,s) € a funcion de Green de (1.3) dada pola expresion (1.4).

Definimos o conxunto
S={ueC(ab])|u=Tu, a <u<p}

Razoando igual que na demostracion do Teorema 1.15 tense que S # () e que é un conxunto
compacto.

Consideremos agora a familia de conxuntos,
F=AFplres ; Fo={ueS |u>ax}Vres,

Para cada subconxunto () # S’ C S finito, existe ' € S’, tal que, 2’ = ma'g,({S’}. Neste
ue

caso, a diferencia da demostracion do Teorema 1.15 non podemos afirmar que z’ sexa

unha subsolucién. Asi e todo o Teorema 2.5 garantenos a existencia dunha solucién u' €

W21([a,b]) tal que o’ > 2’. Polo tanto, para todo subconxunto () # S’ C S finito, (| F, =
zes’

F,» sendo 2’ = maxS’, é dicir, para cada subfamilia finita e non baleira de F a interseccion
zesS’
dos seus elementos é non baleira, i.e, F ten a propiedade da intersecion finita. Enton, existe

Umsx € ﬂ Fy,
€S

que é a solucion maximal en [«, 3], por definicion.
De forma similar, probamos a existencia dunha solucién minimal. Neste caso consideramos

a familia de conxuntos,

H={Hy}res ; Hr={uesS | u<z}VreH



Estrutura do conxunto de soluciéns 33

E, razoando de forma anéaloga, concluimos que H ten a propiedade da intersecciéon finita.

Entoén, existe,

Umin € ﬂ Hx
zeS

que é a solucion minimal en [«, 5], por definicion. O

Teorema 2.7. Sexan o e [3, respectivamente, sub e sobre solucions de clase W' do
problema (1.1) tales que a < [ e suponamos que f : E — R satisfai as condicions de

Carathéodory L' e ademais é mondtona crecente, sendo E = {(t,u) € [a,b] x R|a(t) < u <

Bt)}-
Enton, para todo to € [a,b] e u* € [umm(to), Umax(to)] eziste unha solucion u € W2 (a,b)

de (1.1) tal que umm < u < umax € u(to) = u*.

Demostracion. Sexan tg € [a,b] e u* € R tal que umm(to) < u* < Umaz(to)-

Sexa € > 0 tal que umsx — € < Umin + € € consideremos as funcions,
a1(t) = max{umn (t), umax(t) — €},  B1 = min{umsx(t), Umin (t) + €}.
As funcions umm (t) € umsx(t) — € son subsolucions de clase W21,

1. A funciéon um (t) € a solucion minimal, polo tanto é solucién de (1.1). En particular,

existe un intervalo aberto Iy tal que tg € Io, umm € W1 (Ip) e para c.t.p t € Io,
Upin > (1t u(t)).

2. A funcion upsx(t) € a solucion maximal, polo tanto é solucion de (1.1). En particular,
a funciéon uysx — € € tal que, existe un intervalo aberto I tal que tg € Iy, Umax — € €
W2L(Iy) e para c.t.p t € I,

Umax () = f(t,u(?))-

De xeito similar, temos que, as funcions umsx(t) € umm(t) — € son sobresolucions de clase

w2

1. A funcion upsx(t) € a solucion maximal, polo tanto é soluciéon de (1.1). En particular,

existe un intervalo aberto Iy tal que tg € Io, umm € W1 (Ip) e para c.t.p t € Io,
Upaxe < f(t,u(t)).

2. A funcion upm(t) — € é a solucién minimal, polo tanto é solucion de (1.1). En par-
ticular, a funcion umm(t) — € é tal que, existe un intervalo aberto Iy tal que ty € Iy,

Umin — € € WL(Iy) e para c.t.p t € I,

Unin — € < (£, u(t)).
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A continuacién, considerando as subsolucion de clase W21, upn (1) € umax(t) —€, e as sobre
solucions de clase C?, umm(t) + € e umsx(t). E, tendo en conta que, umm (t) < umm(t) + €
e que, Umsx(t) — € < umsx(t) podemos aplicar o Teorema 2.5 que nos garante a existencia

dunha solucion u; do problema (1.1) tal que V¢ € [a, b],

a(t) < u(t) < Bi(t).
E dicir,
Umin (1) < u1(t) < umin(t) + €, Umax(t) — € < up(t) < umax(t).
E, dado que umm(to) < u* < Umaz(to) tense que,
u* € [umin(to), u1(to)] ou u* € Jui(to), umax(to)]
Se u* € [umm(to), u1(to)] enton, considerando as funciéns,
ag(t) = max{umm(t),u1(t) —€/2}, Bao(t) = min{uy(t), umm(t) + €/2}
o Teorema 2.5 nos asegura a existencia dunha solucion ugy tal que V¢ € [a, b]
Umin () < ua(t) < umin(t) +€/2, ui(t) —€/2 < wua(t) < uy(t).
Analogamente, se u* €]u; (o), Umax(to)], consideramos as funcions,
as(t) = méx{ui (1), umax(t) — €/2}, Bs(t) = min{umax(t), ui(t) +€/2}

e, igual que no caso anterior, o Teorema 2.5 nos garantiza a existencia dunha solucién us

tal que Vt € [a, b]
up(t) <wug(t) <ur(t) +€/2, umax(t) — €/2 < ua(t) < umax(t).

En calquera dos dous casos temos, |ua(tg) — u*| < €/2+¢/2 =e.

Podemos definir asf unha sucesion de solucions (uy )y tal que |ug(to) — u*| < €/2F~1. Apli-
cando o teorema de Arzela-Ascoli temos que existe unha subsucesion (uy,, )n que converxe
a u en C([a,b]). Do cal se segue que u é un punto fixo do operador T" definido en (1.5) e,

polo tanto, solucion de (1.1). Ademais, u(tg) = lm wuy, (to) = u*. O
n—oo

Exemplo 2.8. Consideremos o problema



Estrutura do conxunto de soluciéns

onde g € L'(0, 27).

Para construir unha sub solucién consideramos ¢(t) =G+ ¢q con g
mos unha subsolucién da forma a(t) = A + w(t) tal que W = 5 |

Para que a sexa subsolucion é preciso que

1
a? < +q.

o' (t) — —=a?(t) = w"(t) — Wl

S]]

Tomamos polo tanto w solucién de

2
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o 027T q(s)ds. Busca-
w(s)ds = 0.

w”(t) = q(t), w(0)=w(2r), w'(0) =w'(27),w = 0.

Temos asi que, [|o/|00 = [|[W'||cc < ||q]/71 € se ecollemos A = —w(0) podemos escribir para

todo t € [0, 27], |a(t)] < ||q]| 1t

Entén, por un lado temos que,

1 5 e [Tt 2 3/2
——a” > —|q||} ; — = —|\qllz. (2m)/~,

Vi Vi

e, por outro lado,

Logo, )
o — —a?—q-q> g} (2m)** -7

Vit

e a(t) = w(t) — w(0) é unha subsolucién se

g+ (2m)3?|gl%, <o.

Para B unha constante positiva suficientemente grande a funcion §(t) = a(t) + B > «a(t)

é unha sobresolucion.

Aplicando o Teorema 2.4 podemos asegurar que existe polo menos unha solucién u €

W21([0,27]) tal que para todo t € [0,27], a(t) < B(¢).



36

Soluciéns de clase W21



Capitulo 3

Parte non lineal con dependecia da

primeira derivada

Consideramos o seguinte problema,

u// = f(tvuvu/))

(3.1)
u(a) = u(b),u'(a) = u'(b).

Agora a funcion f depende de u e v’ co cal, o operador de Nemytskii, Nu(-) = f(-,u(-),/(+)),
e o conseguinte problema de punto fixo estdn definidos en C([a, b]). As sub e sobre solu-
cions proporcionaran cotas a priori da funcién u. Para poder aplicar o teorema de Schauder
ou a teoria do grado necesitaremos tamén cotas a priori sobre a derivada u'. Nalguns casos
a propia funcién f proporcionaranos dita informacién, noutros habera que imponer certas
condiciéns sobre o crecemento da parte non lineal da ecuaciéon con respecto & primeira
derivada. A condicién mais habitual é a condicién de Nagumo.

A continuaciéon imos ver o exemplo estudado en [18] para ilustrar a necesidade dalgunha
condicién adicional na parte non lineal da ecuacion dado que a existencia de sub e sobre
soluciéns ordenadas non é suficiente para asegurar a existencia de solucién do problema

periodico.
Exemplo 3.1. Consideramos o problema,
u"(t) = (V1 +u/()2)*(u(t) = p(t)), u(0)=u(T), u'(0) = u'(T), (3.2)

onde p é unha funcién continua tal que

_} =2 sete]0,r],
p(t)—{ 2 sete[T—rT]

37
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eld<r< %

Notese que a funciéon o = —3 é unha subsolucion e a funciéon S = 3 é unha sobre solucién
de (3.2). Con todo, veremos a continuaciéon que o problema non ten sempre solucion.
Mais concisamente, probaremos que se 7 > /2 o problema (3.2) non ten solucion.

Consideremos, en primeiro lugar, a ecuacion,
u’(t) = (V14 (t)2)3 (ult) + 2). (3.3)
Noétese que, substituindo x = u e y = v’ tense,

o=y, v = (V1+y)(z+2).

Logo,
(V14123 (x4 2)2" = yy'.

O cal implica que
Y /

(v1+y2)3y

Integrando en ambos lados da igualdade obtemos,

(x+2)2" =

2)2 -1
@27 _ +C
2 Vit +1
Co cal a ecuacion de enerxia
1 (u+2)2

51(’LL, u,) =

+
V14 u? 2

permanece constante 6 longo dunha 6rbita con condicion inicial prefixada en u(tg) e u'(tg).

Obsérvese que por un lado temos

1

e, por outro,

\/1_(E_(u+2)2/2)2:\/1_ 1 :\/1+u/2_1: o

1+ u? 1+ u? Vit a2
Polo tanto,
1
E—(u+2?/2 Ve _
—(F — 22w gl
VI—(EB—(@+272p iy
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Sexa u(t) unha solucion de (3.3) tal que e1(u(t), /' (t)) = E > 2.
Se u(t) > —2 consideramos ty tal que u alcanza o seu minimo en ¢t = ty. Para t > to temos

que,

B E— (u+2)?/2 o8\ ds
t—to/tolds to\/l— T2 (s)d

:/u(t> E—( +2) /2
u(to) /1 — (u+2)2/2)?

Notese que,

1 (u+2)?
2<FE= +
V14 u/? 2
De onde,
2
o (u+2) < 1 <1
2 V1+u?
o cal implica que
1 < 1
u+2 " 2
Notese que w = F — (u + 2)?/2 = \/7 €]0,1] co cal substituindo por w na integral de
arriba e tendo en conta que w(ty) > w(t) tense que
vty dw
t—ty=

Vemos asi que non existird ningunha solucion u(t) de (3.3) con e1(u(t), v’ (t)) = E > 2 nun
intervalo [a, b] de lonxitude b — a > /2.

Co mesmo argumento para t > ty temos que a distancia serd tamén menor que V2.

Se u(t) < —2 razoando de xeito similar obtemos o mesmo resultado.

Consideramos agora a ecuacion

W(t) = (VI + (02 (ult) - 2). (3.4)
Facendo os calculos andlogos ao caso anterior tense que a ecuaciéon da enerxia

1 N (u—2)2
V14 u? 2

permanece constante para todas as solucions de (3.4).

e2(u(t), u'(t)) =

Razoando de xeito similar ao caso anterior chégase a que non existe ningunha solucion u(t)
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de (3.4) tal que
_9)2
1 N (u—2) >0
V1 -+ u/? 2
nun intervalo [a, b] de lonxitude b — a > v/2.
Polo tanto, para u(t) solucién de (3.2) e 7 > v/2. Se u(0) < 0, temos que

e2(ulto), v (to)) =

e1(u(0),4/(0)) > 2.

Pero acabamos de probar que dita solucion non existe no intervalo [0, r].
Por outro lado, se u(0) < 0 deducimos a partir das condiciéns na fronteira que u(7") < 0.

Enton

e(u(T),u/ (T)) > 2.

Pero acabamos de probar que dita solucion non existe no intervalo [T' — r, T7.

Concluimos asi que (3.2) non ten solucion.

Queda asi probada a necesidade de condicidéns mais fortes que a simple existencia de
sub e sobre soluciéns para ter existencia de solucion do problema (3.1). A continuacion
veremos dous tipos de ecuaciéns, a ecuaciéon de Rayleigh e e ecuaciéon de Liénard para as

cales existen cotas a priori sobre a derivada.

3.1. A Ecuaciéon de Rayleigh

Consideramos a ecuaciéon de Rayleigh,

u” + g(u')+ h(t,u,u’) =0,
u(a) = u(b), u'(a) = u'(b),

onde g € C(R) e h é unha funcion de Carathéodory.

Proposicion 3.2. Sexa g € C(R) e h unha funcion de Carathéodory. Suporiamos que para
todo s > 0 e para certo hs € L*(a,b), h satisfai, para c.t.pt € [a,b], ¥(u,v) € R? se |u| < s
enton, |h(t,u,v)| < hg(t).

Enton, para todo r > 0 existe R > 0 tal que para toda solucion u de (3.5) cumprindo

lulloo < 7 tense que ||u|l0o < R.

Demostracion. Sexan r > 0 e u unha solucion de (3.5) tal que |ju||s < r. Multiplicando
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(3.5) por u” e integrando usando que u'(a) = v/ (b) temos que,
b b
'l == [ gl enu @t~ [ hteute). o' ®) (0

u’(b) b
_ / o(s)ds — / Bt u(t), o (8))d” (1) dt
’(a) a

/rhtu ()l (1) dt
< gl gl 2

Como u(a) = u(b) tense que existe ty € [a,b] tal que u/(tp) = 0 polo tanto para todo
t € [a,bl,

W01 = ut0) ~ o) =1 [ w6yt < [ oas
< Vb—allu”|f2 < v *aHhrHL%
Polo tanto, para R = /b — a|lh,| ;2 + 1 > 0 cimprese o enunciado. O

Podese obter unha cota sobre «’ independente de r se imponiemos condiciéns mais fortes
sobre h.

Proposicion 3.3. Sexa g € C(R) e h unha funcion de Carathéodory. Suponamos que
existe ho € L*(a,b) tal que, para c.t.pt € [a,b] e para todo (u,v) € R?, |h(t,u,v)| < ho(t).
Enton existe R > 0 tal que para toda solucion u de (3.5) satisfai |u']|c < R.

De xeito similar 4 demostracién anterior consideramos u unha solucién do problema

(3.5). Multiplicando (3.5) por u” e integrando tendo en conta que u'(a) = u/(b) temos que,

b b
|2, = — / ol (0 (t)dt / Bt u(t), ! (8 (1)t
au/(b) b ¢
= —/ g(s)ds—/ h(t,u(t),u (t))u” (t)dt

< [ e u .l o
< ol 2.

Como u(a) = u(b) tense que existe ty € [a,b] tal que u/(ty) = 0 polo tanto para todo
t € la,bl,

()] = Ju(t) —u(to)| = | [ uf'(s)as| < / [ (s)ds
< Vb= alu] 1 < = allholl 2.

Polo tanto, para R = v/b — allho||z2 + 1 > 0 cimprese o enunciado.
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3.2. A Ecuaciéon de Liénard

De xeito similar & ecuaciéon de Rayleigh imos ver que tamén existen cotas a priori sobre

a derivada para a ecuacién de Liénard,

g+ ) =0 9

u +
u(a) = u(b), v'(a) = u'(b),
onde g € C(R) e h é unha funciéon de Carathéodory L!.

Proposiciéon 3.4. Seza g € C(R) e h unha funcion de Carathéodory L'. Enton, para todo

r > 0 existe R > 0 tal que para toda solucion u de (3.6) con |[ulle < 7 enton ||u/]|c < R.

Demostracion. Sexar > 0. Como h ¢ unha funcién de Carathéodory L! existe h, € L'(a,b)
tal que para c.t.p t € [a,b] e para todo u € [—r,r|, |h(t,u)| < hy(t).
Sexa u unha solucion de (3.6) tal que ||u|lcoc < 7. Enton multiplicando a ecuacion (3.6) por

u e integrando a continuacion usando que u(a) = u(b) tense que,
b b
1 = [ gtu®)uton @t + [ hit,u(e)uo)de
au(b) b ‘
= / g(s)sds —I—/ h(t,u(t))u(t)dt
u(a) a
b
< [ |Gt u(t)|u(t)|de
<rllhrllzr,

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz tense que

1
b b b
ol = | \u(tﬂdtwb—a( / |u"<t>|2> — VB a1

Polo tanto,

[u”[lzr < rvo— allhy| -

Razoando igual que nas duas demostracions anteriores. Como u(a) = u(b) tense que existe

to € [a,b] tal que u/'(tp) = 0 polo tanto para todo ¢ € [a, b],

t b
o' (6)] = Ju(t) - ulto)] = | t u(s)ds| < / [u"(s)|ds
<rvb—allh| .



A condicién de Nagumo. Caso continuo 43

Polo tanto, para R = rv/b — a||h,||1 + 1 > 0 camprese o enunciado. O

3.3. A condiciéon de Nagumo. Caso continuo

No caso de que a ecuaciéon non tena unha estrutura particular como as que acabamos
de ver segue sendo posible definir limites a priori se o crecemento da parte non lineal da
ecuacion é suficientemente lento.

O primeiro en dar un resultado deste tipo foi S. Bernstein |7], [8] impofiendo a seguinte

condicién sobre o crecemento da parte non lineal da ecuacién
Fltu)| < A+ B,

coniecida como a condicion de Berstein. Probou que para calquera r > 0 existe R > 0 tal
que para toda solucién u de
' = f(t,u,u’)

en [a,b] con ||v/|l0 < r tense que v/ |0 < R.
En 1937 M. Nagumo xeneralizou en |20] este resultado no que se cofiece como a condicion
de Nagumo, que é a condicién mais habitual para obter limites a prior: sobre a derivada.

Consideramos a, § € C([a, b)) tales que o < 3, definimos o conxunto
E ={(t,u,v) € [a,b] X R2]a(t) <u<B(t)}
e suponemos que a funcién f: £ — R é tal que
V(t,u,v) € E | f(t,u,v)] < @(|v]), (3.7)

sendo ¢ : R — R unha funcién positiva tal que

* sds
/0 o= (3.8)

A condicion (3.7) chamase condicion de Nagumo.

Notese que se unha funciéon f satisfai a condicién de Berstein,
V(t,u,v) € B, |f(tu,0)| < A+ B,

enton satisfai a condicién de Nagumo para ¢(v) = A + Bv?.

A condicién de Bernstein é equivalente a

V(tu,v) € B, [f(tu0)] < o).
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sendo ¢ : R™ — R funcién positiva continua tal que

82
lim inf —— > 0.
s——+00 (p(s)

Pero, a condicién de Berstein non é equivalente a condicién de Nagumo. Por exemplo, a
funcion f(t,u,v) = (v2 + 1) In(v? + 1) con ¢(v) = f(t,u,v) é tal que,
£t 0)] = (0% + 1) In(e? + 1)
= [v? + 1||In(v® + 1)
< (Jo?| + 1) (n(fo?| + [1]))
= ([vl* + 1)(In(jvf* + 1))
= o(|v])

e, ademais,

/°° sds /°° sds

o o(s) ), (s241)In(s2 +1)
1 2sds
- 2/0 (524 1)In(s2 + 1)
— [In | In(2 + 1) I

= OQ.

E dicir, cumpre a condicién de Nagumo.

Non cumpre, en cambio, a condicién de Bernstein xa que,

2 82

S
lim fnf —— = lim fnf — 0.
sotoe M o(s)  stee (24 1) In(s2 + 1)

A seguinte proposicién proporciona, a partir da condiciéon de Nagumo, cotas a priori

sobre a derivada.

Proposicién 3.5. Sevan @ e 3 € C([a,b]) tales que @ < B. Consideremos o conzunto
E = {(t,u,v) € [a,b] x R? | a(t) < u < B(t)} C [a,b] x R? e sexza funcion p : RT — R

unha funcion positiva e continua tal que,

* sds _
B i
/r o)~ Bt - minalt),

onde r = méx{g(bl);f(a) B(a)_a(b)} > 0.

’ b—a

Enton existe R > 0 tal que para toda funcion continua f : E — R tal que
V(t,u,v) € B, [f(t,u,v)] <B(|v])
e para toda solucion u de u” = f(t,u,u') en [a,b] tal que @ < u < 3 tense

v ||o < R.
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Demostracion. Sexa R tal que

L _
2555 > mixpo) - minan

Sexa u unha solucion de u” = f(t,u,u’) tal que @ < u < 3. Obsérvese que
, q q

a0 - B _ ()~ ule) _ FO) -alw) _
- b—a - b—a - b—a -
Aplicando o teorema de Lagrange temos que existe T € [a, b] tal que
u(b) — u(a)
/()] = |1 =)

b—a
Consideremos agora o intervalo I = [to, 1] tal que u/(t) > 0 para todo t € I, u/(to) =r e
u'(t1) > r. Enton,

/u'(m sds /n wu () /tl WO f (¢t u(t), (1)

’(to) @(8) 0 @(u/(t)) 0 @(Ul(t)
t1 . -
<| \ u'(t)dt] = |u(t1) — u(to)] Stgl[gféﬂ(t)—trer%a(t)-

De onde deducimos que u'(t1) < R.
De xeito similar probase que para todo t € [a,b], v/ (t) > —R de onde se segue que

[u()]loe < R. O

Este resultado pode xeneralizarse para o caso de solucidéns que cumpren a condicién
de Nagumo lateral. E dicir, as soluciéns das que se conecen certas cotas a priori sobre a
derivada nos extremos do intervalo de definicion. Como é o caso, por exemplo, do problema

de Neumann,

' = f(t,u,u), u'(a)= A4 (b) = B. (3.9)
Notese que, se u é solucion do problema periddico (3.1) entén existe a € [a,b] tal que
u'(@) = 0 e a extensién periddica de u(t) é solucion de (3.9) con @, b = a+b—b e
A=B=0.

Por tltimo, imos ver un resultado referido a soluciéns das que se conecen cotas a priori
sobre a derivada nos dous extremos do intervalo de definicién, a condicién de Nagumo

lateral.

Proposicién 3.6. Sexan @,3 € C([a,B]) tales que @ < B. Consideremos o conzunto
E = {(t,u,v) € [a,b] x R* |a(t) < u < B(t)} C [a,b] x R% E, setan r > 0,R > r e
©: RT — R unha funcién positiva tal que,

R sds R o
/T =Oh tgg%]{ﬂ(t)} —tg[lal%}{a(t)},
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Enton, para toda funcion f: E — R tal que para todo (t,u,v) € E,

f(tu,v) < p(|vl) (3.10)

e para toda solucion u de v’ = f(t,u,u') en [@,b] cona <u < B, (@) <r eu'(b) > —r
tense que,

v ||o < R-

De forma similar tense que, para toda funcién continua f : E — R tal que para todo
(t,u,v) € £
f(tu,0) = =5(|v]) (3.11)

e para toda solucion u de v’ = f(t,u,u’) en [@,b] cona <u < B, u'(a@) > —r eu'(b) <r
tense que,
|u/]|oo < R.

Demostracion. Sexa u unha solucién cumprindo as hipoteses da proposiciéon e suponiamos

por reducion ao absurdo que min {u/(¢)} < —R. Enton existe un intervalo I = [t, t1] tal
te(a,

que u/(t) < 0 para todo t € I, u/(tg) < —Reu/(t1) = —r.

Logo,
Bosds _ (7000 sds (= (1) (—u"(1))
/Tso<s>§/_ul(t1 ?(s) / EEO

)~
[ )
- [, R < e+t

R
< mx§() - mina() < [ 20
tefa,f] tefa,f) r 90(3)

Chegamos asi a unha contradicion.

Analogamente, supofiamos agora que maxu'(t) > R. Enton, existe un intervalo I = [tg, t1]
te(a,b]

tal que u/(t) > 0 para todo t € I, u/(tg) > Re v/ (t1) = .

Logo,

B sds u'(to) t)u”

[ ) S/u > / ECION
) < ) u), 1)
/m =

R
< mix3(0) - mina() < [ 205
tefa,B) te(a,Bl r P(s)

Chegamos igualmente a unha contradicién.
Concluimos polo tanto, ||u/[|s < R.

A proba da segunda parte da proposicion é analoga. O
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Exemplo 3.7. Consideremos o problema,

v = (W)?? + (1+sen(t)) (—u+ u® + 1),
u(0) = u(1), v’ (0) = u/(1).

Po6dese comprobar facilmente que o = —2 e § = —1 son sub e sobre soluciéns respectiva-

mente do problema que estamos a considerar.

Sexa ¢ : RT — R a funcién definida por

o(t) =132 + 2.

B(bl);a(a)7 Bla)=al) _ 1 Epon,

b—a

/oo sds /°° sds /OO sds C
) 1 e(s) 1 83242 '

E, para todo (t,u,u’) € {(t,u,u') € [0,1] x R? | —2 < u < —1} tense que

Noétese que r = max

[Ftu )] = [ + (1 + sen(t)) (—u + u® + )] < |2 + 2 = @ (Jt]).

Polo tanto, a Proposicion 3.5 asegiiranos a existencia dunha constante R > 0 tal que para

toda solucion u do probema considerado tal que o < u < 3 tense

|u/]|00 < R.
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