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Abstract

This paper consists of two parts. In the first part the anti-realistic semantics
proposed by Dummett is discussed and analysed. Special attention is paid to those
aspect —of the so—called negative programme— which are relevant for the description
of the philosophy of logic developed from it. In the second part the objectives and
partial achievements of the «positive programme» are discussed. Particularly the
concepts of validity (as a central notion of an anti-realistic theory of meaning)
proposed by Prawitz and Martin-Lo6f are described and compared. We maintain
that the great difficulties they come across in order to develop a central notion that
satisfies the principles prescribed from the anti-realistic semantical basis, seriously
endanger the possibilities of success of the whole anti-realistic programme. Still and
as a side effect this approach has succeeded in developing powerful tools both for
mathematical and computational research.

Introduccién

El programa de investigaci6n antirrealista se estructura en dos partes claramente
diferenciadas:

1?) El programa negativo. Se establece la imposibilidad de desarrollar una teoria
del significado antirrealista a partir de la nocién de condiciones de verdad plat6ni-
camente entendidas.

2?) El programa positivo. Se impone el desarrollo de una nocién central alter-
nativa. En el 4mbito de la légica y la matemaética la noci6én intuitiva de prueba se
presenta como la nocién central méis adecuada; para estos dmbitos el programa
positivo antirrealista se concreta en tres puntos:

i) De las condiciones de demostracién al significado.

ii) Teoria general de la demostraci6n.

iii) De la légica clasica a la légica intuicionista.

Dummett destaca desde un principio la estrecha relacién existente entre la via-
bilidad del programa que propugna y la fase positiva del mismo. En el curso de la
exposicién se pondran de manifiesto algunas de las dificultades —a nuestro entender
en muchos casos insalvables— que plantea el desarrollo de una base seméntica
antirrealista que permita la reconstruccién de la légica y la matemética. Estas difi-
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cultades se deben, esencialmente, a que los principios que Dummett propugna para
la base seméntica antirrealista se resisten a una combinacién armoniosa mediante
las técnicas l6gico-matematicas de las que hoy disponemos. Sin embargo, los de-
fensores del paradigma creen firmemente en la eventual superacién de las mismas
mediante el desarrollo de una nocién central adecuada para los distintos 4mbitos
del lenguaje (o al menos de la matemética); tal desarrollo se considera condicién
previa al rechazo de la l6gica clésica en favor de la intuicionista.

Fundamentos de seméntica antirrealista: el programa negativo

Centremos la critica de Dummett en la polémica entre las concepciones clasica
e intuicionista de la légica y la matemdtica. Desde la concepcién platénica —que
Dummett identifica con la defensa del realismo- se atacé tradicionalmente al intui-
cionismo debido a los planteamientos solipsistas de su fundador. Brouwer concibe
la matemética como una actividad mental sin lenguaje, una idealizacién de la prac-
tica matematica que es correcta y exacta tan sélo en cuanto idealizaci6n'.

Dummett construye una argumentacién en contra de una seméntica bivalente
platénica, sin embargo no puede ser considerado un intuicionista ya que no rechaza
la interpretacion clésica para el fragmento decidible de la logica y matemética
clasicas al tiempo que cuestiona tanto el psicologismo como el solipsismo de los
que estd impregnado el pensamiento intuicionista en general y el de Brouwer en
particular.

Consideramos que las premisas de su argumentacién pueden entenderse como
inspiradas en la superaci6n de algunos de los presupuestos de las dos concepciones
que rechaza: platonismo e intuicionismo. El antirrealismo semdantico se enmarca en
la tradicién analitica; se asigna un destacado papel al lenguaje y se propugna —desde
la metateoria— que toda teoria del significado ha de comprender una teoria del valor
seméntico y una teoria de la fuerza. Dummett propugna una teoria del significado
que incorpora ademds un tercer elemento: la teoria del sentido. Esta se ocupa de
qué es lo que sabe el hablante cuando conoce el significado de una sentencia.

Tanto este tercer elemento como la adopcién del dictum del 22 Wittgenstein,
meaning is use, por parte de Dummett son fundamentales para evitar el psicologis-
mo. Sin embargo, el recurso a este dictum no debe entenderse como convergencia
global con la teoria del significado del 22 Wittgenstein; Dummett lo utiliza para huir
- del psicologismo intuicionista y como criterio para determinar la clase de nocién
central que se considera apropiada desde el marco antirrealista en el que se sitia.
Ademas, a la filosofia del 22 Wittgenstein subyace una tesis ontolégica contraria a
la defensa de una realidad existente independientemente del conocimiento humano
que desprende un fuerte aroma idealista no extensible a Dummett; tal y como se
ha subrayado anteriormente, este autor es realista en lo que se refiere a las senten-
cias decidibles, rechaza las tesis del platonismo (= realismo) en lo que respecta a
las indecidibles y postula que los enunciados mateméticos refieren a objetos creados

1 Brouwer, 1933.
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por nosotros. Las diferencias entre la filosofia de la matematica del 22 Wittgenstein
y la antirrealista que nos ocupa se pueden resumir de la siguiente forma:

1) Mientras que el 2° Wittgenstein propugna que la matemaética pertenece a la
gramdtica del lenguaje, que la gramatica es auténoma —de libre eleccién- y que las
reglas gramaticales son independientes, por el contrario para el antirrealismo se-
méntico el significado de una sentencia es determinable de forma no arbitraria, por
lo cual el significado atribuible a las constantes 16gicas no es de libre eleccion, la
matematica es estable y el uso es revisable. Esta interpretacion del dictum wittgens-
teniano permite evitar el psicologismo del que adolece el intuicionismo en tanto
instituye una exigencia de publicidad del significado y se aleja totalmente del solipsismo
en que caia Brouwer al entender la matemética como una actividad carente de lenguaje.

2) Es interesante destacar el caracter revisable que Dummett atribuye al uso del
lenguaje; esta exigencia est4 estrechamente vinculada al caracter molecular —con-
trario al holismo en general y al del 22 Wittgenstein en particular— que segin el
padre del antirrealismo seméntico ha de detentar toda teoria del significado. Para
el 2° Wittgenstein el uso del lenguaje es una mera convencién y como tal no seréd
revisable a menos que optemos por una nueva teorfa. Evidentemente, el significado
de las sentencias del lenguaje dependera de la teoria (del juego del lenguaje) en la
que se encuentren inmersas y no puede ser determinado en funcién de los compo-
nentes de la sentencia seglin establece el principio fregeano. Por el contrario, Dum-
mett considera que el uso de una sentencia ha de ser revisable y propone como
criterio de revisién la exigencia de cierta sistematicidad en la articulacién del len-
guaje: el principio de armonia. El principio de armonia establece que las consecuen-
cias de la aseveraci6n de una sentencia no deber ir mas alld de lo que establecen
las condiciones de aseveracién de la misma. La satisfaccién de este principio ga-
rantiza que la utilizaci6én de métodos indirectos, (en matemaéticas la obtencién de
pruebas mediante aplicaci6én de las reglas de eliminaci6n) constituye una extensién
conservadora del lenguaje.

Una vez expuestas someramente las premisas bésicas de la argumentacién de
Dummett, presentaremos sintéticamente el nicleo de la argumentacién:

Si consideramos el conjunto de las sentencias decidibles es evidente que el
platear que el significado de la sentencia est4 determinado por sus condiciones de
verdad se ajusta a la propuesta antirrealista. Sin embargo, si consideramos también
las sentencias indecidibles es obvio que es imposible definir un criterio de verdad
contrastable —no es posible comprobar de forma efectiva si la sentencia satisface o
no su condicién de verdad-. Asi, pues, es obvio que en el caso de las sentencias
indecidibles no es posible formular tales condiciones de verdad sin recurrir a con-
diciones trascendentes de verdad, en otras palabras, a condiciones que no se mani-
fiestan en el uso de esa sentencia.

La conclusién es obvia: la teoria del significado que resulta de la adopcién de
la nocién de condiciones de verdad como nocién central de la teoria del valor
seméntico contradice el principio fundamental de publicidad del significado de la
sentencia.

_ De lo dicho se sigue asi mismo que la teoria del significado que Dummett
* . propugna es una teoria verificacionista —la nocién central de la teoria del significado
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ha de ser susceptible de manifestacion en el uso, no trascendente, verificable—, pero,
este verificacionismo no coincide con el neopositivista. La diferencia esencial radica
en que el neopositivismo no rechaza la seméntica bivalente sino que considera que
el fragmento de sentencias indecidibles es asignificativo. Ademas desde el antirrea-
lismo se desarrolla una propuesta de verificacionismo refinado —incluida en el pro-
grama positivo- mediante la cual se intentan superar los problemas a los que tradi-
cionalmente se han enfrentado los enfoques de esta indole.

La teoria del significado antirrealista en el 4mbito de la l6gica y
la matematica: variaciones en torno al concepto de prueba

Entre los distintos principios que, segin Dummett, ha de detentar toda teoria
del significado, prestaremos especial atencién a aquellos que inciden en la defensa
de una u otra teoria del significado para las constantes légicas segfin los distintos
autores pertenecientes al paradigma que nos ocupa. En general, los distintos autores
del paradigma «proof-theoretical» (teoria de la prueba) estiman que cualquier
intento de desarrollar una teoria general del significado ha de producirse tras una
clarificacién —semaéntica- que permita optar por /a teoria del significado para las
constantes l6gicas, ya que:

12) La complejidad del lenguaje de la légica de primer orden es mucho menor
que la de cualquier otro y su desarrollo puede considerarse un primer paso de cara
a la concrecién de una teoria general del significado.

2?) La tarea de lograr una fundamentacién de la matemética y la légica que
permita superar el eclecticismo vigente en el campo es relevante en sf misma.

En lo que se refiere al 4mbito de la l6gica, la critica de Dummett resulta ser una
critica a la concepcién clésica de la 16gica, al bivalentismo; sin embargo, €l rechazo
radical de la concepcion clésica de la l16gica y la aceptacién de la intuicionista depende
—tal y como se ha indicado en el parédgrafo anterior— del éxito de programa positivo.

Punto clave en la constitucién y desarrollo del programa positivo ser4 la formu-
lacién y desarrollo de una nocién central alternativa a la de condiciones de verdad.
En l6gica y mateméticas la existencia de una demostracién se considera la condicién
de aseveracién de toda sentencia; en principio, es obvio que esta nocién satisface
la exigencia de no trascendencia ya que siempre podemos reconocer una demostra-
cién cuando se nos presenta. No cabe duda, no obstante, de que la utilizacién de
esta nocién plantea ciertos problemas. Asi:

12) Dada la incompletud de los sistemas formales no es posible identificar el
significado de las constantes 16gicas con su utilizacién en uno u otro sistema formal.

2°) Ademsds, al considerar esta nocién como nocién central de una teorfa del
significado se plantea uno de los problemas tipicos del verificacionismo: para poder
reconocer una prueba de la verdad de un enunciado es preciso saber en qué consiste
la verdad de ese enunciado. En matemaética est4 claro que una sentencia es correcta
si se dispone de la demostracién correspondiente. Pero el significado que se asigne
a una determinada sentencia es fundamental para entender que un conjunto dado
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de inferencias relativas a esa sentencia constituyen una prueba de la misma’.

No obstante, si se consiguiesen formular las condiciones de prueba de una sen-
tencia dispondriamos de un criterio decidible que permitiria esclarecer en qué
circunstancias puede aseverarse correctamente una sentencia. Por esta razém, la
explicitacién de las mismas constituye el nicleo del programa positivo. Ademis, las
condiciones de prueba entendidas como nocién central de esa teorfa del significado
han de satisfacer el principio de armonia’, principio que desempefia un papel equi-
valente al de la consistencia en la concepci6n realista.

A partir de este momento, nuestro objetivo ser4 el de investigar como se entiende
la validez (las condiciones de prueba) y como se concreta el correspondiente prin-
cipio de armonia por parte de los distintos autores del paradigma.

Dag Prawitz coincide fundamentalmente con la critica que Dummett hace al
realismo semaéntico. Disiente en lo que respecta a la metateoria puesto que considera
que no es necesaria una «teoria del sentido»; Prawitz considera suficiente para
conjurar el psicologismo que se exija la satisfaccién de la siguiente y mas modesta
condicién T:

«... if T es to be adequate, it must be possible to derive T in the implication ‘if P knows the
meaning of A, then P shows behaviour Ba’»".

La diferencia entre una teoria del significado modesta como la de Prawitz y la
vigorosa de Dummett radica en que:

(i) La diferencia entre Prawitz y Dummett estribaria en que mientras que el
primero considera que el desarrollar una explicacién a nivel metateérico —a nivel
de una teoria de la comprensién— no es tarea de la l6gica ni de la seméntica, el
segundo considera, por el contrario, que se trata de una condicién imprescindible;

(ii) en palabras de Martin—Lof las teorias modestas consideran que disefiar una
seméntica (entendida como aquella teoria que se sale del lenguaje, como teoria de
la comprensi6n) no es ?osible dado que la légica se entiende como lingua caracte-
ristica, como universal’, mientras que los defensores de una seméntica vigorosa
estiman que:

«... you must enter on a genuinely semantical or meaning theoretical investigation; (...) you
must enter on an enterprise which is essentially philosophical or phenomenological, if you
prefer, in nature» . ;

(iii) Dummett considera que una teoria modesta implica la concepcién del len-
guaje como c6digo de pensamiento; a esto se opone Prawitz que coincide con
McDowell al considerar que:

% Prawitz, 1987, pp. 474-5.

3 Dummett, 1977, p. 397.

4 Prawitz, 1978, p. 27.

3 «... nada puede estar fuera del sistema (...). Es obvio que todo sistema formal requiere reglas que
no se expresan en el sistema pero esas reglas no corresponden a ninguna légica intuitiva, son las reglas
de manipulacién de los signos». Jean Van Heijenoort, «Logic as calculus and logic as language»,
Synthese, 17, (1967), pp. 324-330.

6 Martin-Lof, 1987, p. 414.
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«psychologism is avoided because the implicit knowledge is (in, so to speak, its inner aspec‘t)
capable of acknowledgement by speakers as what guides their practice» .

Prawitz formula su objeci6n aplicada al 4mbito concreto de la l6gica indicando
que, aunque la teorfa del significado es molecular y ha de satisfacer el principio de
armonia, este principio no es directamente una propiedad del comportamiento
lingiiistico; en otras palabras, del hecho de que una persona conozca las reglas de
introduccién y eliminacién para una constante l6gica no se sigue que conozca los
procedimientos de reducci6n. La exigencia de Dummett —debemos ser capaces de
reconocer la regla que nos esté4 guiando en nuestro comportamiento aunque seamos
incapaces de formularla- presenta a juicio de Prawitz cierto caricter psicoanalitico.

La teorfa del significado de Prawitz se centra en los 4mbitos de la lgica y la
matemética. Para la concrecién de su concepcién utiliza buena parte de los resul-
tados obtenidos en teoria general de la demostracién que constituyen parte funda-
mental de la filosofia de la l6gica defendida por este autor.

Entre los resultados obtenidos por este autor en teorfa general de la demostra-
ci6én destacan el principio de inversién (formulacién del principio de armonia para
lenguajes de primer orden) y, sobre todo, la definicién de procedimientos de re-
duccién que le permiten obtener un resultado equivalente para los cé]culos N al
Hauptsatz de Gentzen para los L, el teorema de la forma normal®, esto es, la
demostracién del principio de armonia para lenguajes de primer orden. El principio
de armonia en su forma general dice que las conclusiones que se siguen a partir de
la sentencia aseverada no pueden ir més alld de las condiciones que hacen posible
la aseveraci6n de la misma. En el caso concreto del principio de inversi6n se dice
que mediante las reglas de eliminaci6n de una constante l6gica no se puede concluir
nada que no haya sido previamente exigido para la introduccién de la constante
principal de la aseveracion en cuestién.

Tal y como se ha indicado los autores del paradigma antirrealista—«proof-theo-
retical» consideran que la nocién central de la teoria del significado para las cons-
tantes logicas ha de ser la nocién de prueba. También hemos indicado algunos de
los problemas que plantea el definir una nocién de prueba que salve los problemas
del verificacionismo y los de la incompletud de los formalismos. Prawitz se inspira,
para salvar el problema de considerar que el significado est4 determinado por el
método de verificacién de la sentencia en lugar de por sus condiciones de verdad,
en Gentzen:

«Las introducciones representan, por as{ decir, las ‘definiciones’ de los signos que les
conciernen, 9y las eliminaciones no son en iltimo término més que consecuencias de sus defi-
niciones,...

En otras palabras, las reglas de introduccién para las distintas constantes logicas
establecen el significado de las mismas. En este sentido son autojustificativas y no
arbitrarias. Prawitz considera que la condici6n suficiente para afirmar correctamen-

7 McDowell, 1987, p. 65. ‘

8 , Prawitz, 1965.
9 Gentzen, 1955, p. 27.
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te una sentencia es expresada por la regla de introduccién correspondiente a su
simbolo principal. Las reglas de eliminaci6n, dado el carécter sistemético de los
sistemas de deduccién natural”, no afiaden nada al significado de las constantes
l6gicas. Sin embargo, no seria adecuado identificar las reglas de introduccién con
la nocién central de la teoria del significado como uso. El significado de las cons-
tantes l6gicas —esto es, las reglas de inferencia segfin Gentzen— no explica por sf
solo el concepto de prueba. Asi, es evidente que una demostracién de A V B a
partir de (x) A V B es correcta, pero este caso no est4 incluido en la definicién que
identifica prueba y reglas de introduccién. Tampoco seria posible identificar la
nocién de prueba con la de prueba canénica'’; si serfa posible en los casos de la
disyuncién y del cuantificador existencial puesto que desde el punto de vista intui-
cionista sabemos que no es el caso que en la propia prueba canénica de la disyuncién
la conclusién a obtener ocurra como premisa’. Sin embargo, en el caso del impli-
cador (y del cuantificador universal) la problemética es més radical:

«... if intuitionistic explanation of implication is to escape, not mere circularity but total vacu-
ousness, there must be a restricted type of proof —canonical proof- in terms of which the
explanation is given, and which does not admit modus ponens (eliminacién del implicador) save
in subordinate deductions» .

Este problema, clave en el paradigma proof-theoretical, est4 estrechamente vin-
culado: 1) a la defensa de una teoria molecular del significado; 2) al rechazo de la
identificacién que en el idealismo se produce entre verdad y verdad conocida. Desde
el antirrealismo se proclama que ha de existir cierto «abismo» (gap) entre la verdad
y el reconocimiento de la verdad. De este modo, la nocién de verdad retorna a la
teoria del significado aunque ni su papel es el de nocién central de una teoria del
significado ni su definicién una vuelta al bivalentismo.

Al concepto de verdad adscribe Prawitz dos acepciones:

a) Verdadi: se identifica con la existencia de una prueba canénica para una
sentencia; prueba canénica es una prueba autojustificativa, aquella en la que se
utilizan tan sélo reglas de introduccién para las distintas constantes légicas. El
problema radica en que «.. what exactly the notion of canonical proof amounts to is
obscure»™.

Dummett (1975a, p. 240) plantea este problema mientras que Prawitz opta, en
funcién de los teoremas de normalizacién que establecen que toda ocurrencia de
rodeos (férmulas que ocurren simultdneamente como conclusién de una introduc-
cién y premisa mayor de una eliminaci6n) puede ser eliminada, por la identificacién
de la nocién de prueba canénica™ con la de prueba en la que no se utilizan elimi-
naciones. Dummett fundamenta sus dudas en la investigacién en torno a la nocién

10 Teorema de la forma normal y Teoremas de normalizacién en Prawitz 1965 y Prawitz 1971.
1 Prueba canénica: aquella en la que no se utilizan reglas de eliminacién.
1 Dummett, 1975a, p. 240.
3 Dummett, 1978, p. 241.
Y Dummett, 1975b.
o Argumento canénico seria la terminologfa correcta, pero puesto que ain no se ha introducido,
optamos por prueba en aras de la claridad.
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de prueba canénica realizada por Brouwer en su prueba del «Bar Theorem»: en
esta prueba no se eliminan los rodeos sino que se proporciona una prueba total-
mente analizada.

b) Verdads: verdad como correccién. Una sentencia es correcta si es posible
probarla (mediante una prueba canénica o demostracién) y si se ha establecido la
correccién de una sentencia este resultado serd verdadero al margen del tiempo.
Prawitz defiende pues que un enunciado es correcto si es demostrable en principio;
es decir, no identifica la verdad del enunciado ni con la existencia de una prueba
del mismo ni con su verdad al margen de la existencia de una demostracién. El
concepto demostrable en principio es asumido por parte de los distintos autores del
paradigma aunque no hay acuerdo en la interpretacién del mismo. Prawitz considera
que «.. it is possible in principle to prove A when we abstract éfrom the shortness of
our lives, the lack of perseverance and intelligence, and so on»". Adem4s, cuando se
dice que existe una prueba de una sentencia:

«... it does not mean that a proof of A will be constructed but only that the possibility is there
for constructing a proof of A. One may think that the expression ‘there exists’ is then not very
appropiate, and it is clear (in particular in view of what is said about proofs in sect. 8) that the
expression is not to be understood as a quantification over a domain that is well-defined in
the same way as that of the natural numbers. But (...) I see no objection to conceiving the
possibility that there is a specific method for curing cancer, which we may discover one day,
but which may also remain undiscovered» .

Prawitz defiende pues un «reino de pruebas»™ al que se objeta desde el anti-
rrealismo que supone una vuelta al realismo platénico cuyo rechazo constituye la
piedra de toque del antirrealismo. Prawitz se defiende:

«I fail to see this, however, since in such an objective realm of proofs there can be no
question of the existence of a proof that is not in principle recognizable by us. This is so because
a proof is by its very nature something that is related to our recognitional capacities, unlike the
classical thuth conditions that are understood as possibly obtaining although we may be in
principle unable to recognize that they obtain» .

En resumen, la nocién central de la teoria del significado de las constantes logicas
que Prawitz propone es la nocién de argumento vélido. El término «argumento»
debe entenderse como una representaci6n semi—formal de la noci6n intuitiva de
prueba; mediante este recurso Prawitz intenta salvar el problema del, desde su
perspectiva, inaceptable acercamiento a la nocion intuitiva que nos ocupa mediante
la nocién de derivabilidad en un sistema formal. Por argumento se entiende una
coleccién arbitraria de inferencias vinculadas. En todo argumento debe establecerse
qué supuestos y pardmetros se utilizan y dénde se clausuran, en otras palabras, cémo
se establece una conclusién. La validez de un argumento se establece respecto a
aquellos en los que todos los supuestos y pardmetros estdn ligados por alguna

16 prawitz, 1987, p. 153.

17 prawitz, 1987, p. 154.

18 1.a defensa del «reino de pruebas» —estrechamente vinculada a la defensa de que las pruebas
son «timelessly true»— le permite defender la estabilidad de la matemdtica aunque parece incompatible
con las exigencias del antirrealismo.

19 Prawitz, 1987, p. 154.
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inferencia (argumento cerrado); se asume que toda forma de sentencia tiene aso- .
ciada una regla de introduccién para esa forma de sentencia (argumento can6nico)
y una operaci6n de justificacién (la operacién de reduccién correspondiente). Se
define:

«(i) an argument in canonical form is valid if and only if its inmediate subarguments (i. e.
the arguments for the premisses of the last inference of the argument) are valid, and that,

(ii) if a sentence is provable at all, its proof must be capable of being written in canonical
form: in other words, an argument not in canonical form can be valid only if it could be written
in canonical form»~.

Respecto a esta definicién se plantean dos problemas polémicos y de dificil
solucién; por una parte, la imposibilidad de caracterizar formalmente los métodos
para obtener pruebas canénicas y, por otro, dada la impredicatividad de la impli-
cacién y del cuantificador universal, para Prawitz es obvio que el descubrimiento
de nuevos métodos afectaré a la definicién del implicador. De algiin modo esto se
salvaria si consideramos que esos métodos estan de alguna forma ya en el reino de
las demostraciones. Sin embargo, Dummett rechaza la identificacién del problema
que plantea la impredicatividad de la implicaci6n con el de la concrecién formal de
los métodos para obtener demostraciones aunque reconoce que ni su tesis ni la de
Prawitz disfrutan de una justificacién clara. Dummett resolveria el problema de la
estabilidad de la matemaética, que, tal y como se acaba de reflejar, plantea al anti-
rrealismo el carécter temporal de la definicién del implicador, (tal caracteristica no
es compatible con la defensa de la estabilidad de la matemaética que propugnan)
apelando a esa nocién intuitiva de prueba cuya formalizacién debe ser captada si
se aspira a la reconstruccién de lal6gica y la matematica a partir de la base semaéntica
antirrealista. En esta linea se sitfia buena parte de la investigacién en el marco del
paradigma proof-theoretical que se ocupa de la reconstruccién de la matemética
mediante técnicas intuicionistas.

También inmerso en el paradigma antirrealita—«proof-theoretical»» y coincidien-
do de forma més generalizada que Prawitz con los planteamientos de Dummett
destaca Martin-Lof. Su principal aportacién a la teoria de la demostracién ha sido
su teoria de tipos. A partir de esta teoria desarrolla su concepcién de la légica.

Martin-Lof coincide con Dummett respecto al caracter vigoroso (full-blooded)
que debe detentar toda teoria del significado. Tal y como se ha indicado, y como el
propio Martin-Lof recoge en las p4ginas iniciales de su teorfa tipos, esto conlleva
la no distincién entre sintaxis y seméntica:

«In standard textbook presentations of first order logic, we can distinguish three quite
separate steps:

(1) inductive definition of terms and formulas,

(2) specification of axioms and rules of inference,

(3) semantical interpretation.

Formulas and deductions are given meaning only through semantics, which is usually done
following Tarski and assuming set theory.

What we do here is meant to be closer to ordinary mathematical practice. We will avoid

2 Prawitz, 1985, pp. 164-5.
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keeping form and meaning (content) apart. Instead we will at the same time display certain forms
of judﬁcmcnt and inference that are used in mathematical proofs and explain them semanti-

cally»™.

Las principales diferencias entre la teoria de tipos y las propuestas basadas en
lenguajes de primer orden se concretan de la siguiente forma: .

— En su articulo de Siena (1984) Martin-Lof puntualiza que no entra en la
caracterizaci6n de la noci6n de expresién, sino que simplemente asume que dispo-
nemos de tal nocién y que coincidimos en ella. Tal nocién corresponderia a la de
férmula en tanto que est4 desprovista de contenido semantico. Una vez asumida la
nocién de expresién, Martin-L&f puntualiza que mientras que en las propuestas
basadas en lenguajes de primer orden la definicién de argumento vélido ranguea
sobre férmulas, su teorfa de tipos ranguea sobre la nocién semdntica de proposicion.
Mientras que las primeras se definen inductivamente, las segundas se interpretan
como conjuntos. De este modo no surge el problema que se plantea a Prawitz quien
para evitar los problemas que se siguen del teorema de Godel recurre a la definicién
semi—formal (relativa a un lenguaje de primer orden aunque no a un sistema formal
concreto) de argumento. Esto no significa que la nocién intuitiva de prueba se
corresponda con la representaci6n formal obtenida en teorfa de tipos. No obstante,
la interpretacién de la nocién intuitiva que Martin—-Lof propone es més amplia que
la propuesta por Prawitz en tanto que la definicién de proposicién que el primero
postula ranguea sobre la noci6n de conjunto mientras que la del segundo ranguea
sobre lenguajes de primer orden. .

— En su teorfa de tipos retoma la distincién fregeana entre proposicién (en su teorfa
de tipos corresponderia a la regla de formacién) y juicio. En realidad, la nocién de
juicio es una nocién previa cuya clarificacién es el primer objetivo de su reflexién. Su
exposicién no resulta del todo sencilla en tanto que comienza con una discusién
histérica de las nociones de proposicién y juicio que interfiere con su propuesta:

«... what we combine by means of the logical operations and hold to be true are propositions.
When we hold a proposition to be true, we make a judgement...»™".

De tal distincién entre «acto de juzgar» y «objeto juzgado», «juicio» y «evidencia
de un juicio», se sigue con absoluta coherencia la distincién entre «proposicién» y
«verdad de una proposicién». La «verdad de una proposicién» se establece median-
te una prueba. Una prueba es lo que hace de una proposicién un teorema. Conocer
el significado de una proposicién (conocer un juicio de la forma «A es verdadera»)
es saber como verificar esa proposicién. Pero segiin la interpretacién intuicionista
de la verdad la distinci6n entre saber como y saber qué se desvanece. La diferencia
entre los dos tipos de conocimiento que acabamos de mencionar es puramente
categorial puesto que la condicién para que pueda afirmar correctamente que A es
verdadero (para aseverar la proposicién A) no es que A sea verdadero sino que yo
sepa que A es verdadero”.

21 Martin-Lof, 1984, p. 1. Las cursivas son mfas.

2 Martin-Laf, 1984, p. 3.
B Martin-L5f, 1984a.
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— Mientras que para Prawitz la verdad; (prueba canénica) de un enunciado se
da simultdneamente con su significado para Martin—Lof:

«.. it is the concept of knowing a proof of the proposition, which is the conceptually prior
notion, and then the notion of truth is extracted from it by saying that a proposition is true if
it is directly provable»".

: Si Prawitz entiende que la regla de inferencia A, B/ A & B nos lleva de las
proposiciones A y B a la proposicién A & B (Prawitz no distingue entre el acto de
juzgar y lo juzgado), sin embargo para Martin—Lof tal esquema indica que la afir-
macién de A, A, y la afirmacién de B, |-B nos llevan a la afirmacién de A & B,
A & B. Para el primero la regla de inferencia, si es de introducci6n, proporciona
simultdneamente el significado y la verdad de la proposicién mientras que el segundo
distingue entre el juicio que establece qué es una proposicién y el que permite
aseverar la verdad de una proposicién.

— Una vez se ha puntualizado que las aseveraciones «A es una proposicién» y
«A es verdadera» son dos tipos de juicio, dos categorias de juicio, la teoria de tipos
debe entenderse como una teoria sobre tipos de juicio.

— Ambos coinciden en sefialar que la nocién de argumento canénico es funda-
mental para una teoria del significado pero difieren respecto a la segunda cldusula

- de la definicién de argumento v4lido. La validez es la nocién central de la teoria
del significado en ambos casos. Prawitz considera que es suficiente con disponer de
un método para obtener un argumento vélido pero no proporciona anélisis alguno
respecto a cuales son esos métodos, mientras que Martin—-Lo6f proporciona en su
teoria de tipos un analisis de esos métodos” e indica que hay que incorporar adem4s
una demostracién de que ese método efectivamente permite obtener una demos-
tracién susceptible de ser transformada en una argumento canénico. Prawitz objeta
a esta definicién de validez que se produce cierto regreso al infinito en tanto que
seria preciso garantizar a su vez que la demostracién de la demostracién efectiva-
mente establece lo que se pretende y asi sucesivamente. De algfin modo esta critica
de Prawitz esta relacionada con su defensa de una teoria modesta del significado.
En su propuesta se pone de manifiesto su defensa de que en Gltimo término es
imposible ir m4s all4, es imposible desarrollar una teorfa de la interpretacién (teoria
del sentidop) de la indole que postulan Dummett y Martin-Lof; por ello el objeto
que se obtiene al construir la prueba de una proposicién no garantiza nada que no -
hubiese establecido ya el propio proceso. Para Martin—Lof tal objeto no constituye
tampoco el significado que va mas all4 del lenguaje y penetra en la naturaleza sino
que a su vez define un nuevo tipo de proposicién. Ahora bien, ¢cuél de las dos
nociones de validez proporciona més ventajas explicativas?

— Es importante indicar que mientras que la extensién de la nocién de validez
de Prawitz a lenguajes de segundo orden es factible en tanto se ha demostrado el
teorema de la forma normal para los mismos, la extensi6én de la teoria de tipos de
Martin-Lof a lenguajes de orden superior plantea problemas no resueltos hasta la

% Martin-1of, Synthese, 73.
B Martin-Lof, 1984, pp. 8-9.
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fecha®. La incorporacién de un axioma de orden superior implica la cuantificacién
sobre el conjunto de todos los objetos pertenecientes a la categoria proposicién;
pero para que esto tenga sentido —de acuerdo con la propia teoria de tipos— ha de
ser posible establecer c6mo se forman las proposiciones y cudndo dos proposiciones
son iguales. En el caso de la igualdad de dos proposiciones, ésta vendré dada por
la igualdad de los conjuntos formados por sus objetos de prueba, pero écuéles son
las reglas de formacién que proporcionan todas las proposiciones? Por otra parte,
no es posible identificar la interpretacién de la proposicién con la de conjunto puesto
que nos encontrariamos con una definicién de la categoria conjunto basada en la
propia categoria conjunto; no es pues posible explicar el significado del axioma de
orden superior, por consiguiente, en el mejor de los casos, nos quedamos con una
teorfa de pura indole formalista. Pero la teorfa de tipos (formalista) resultante es
inconsistente?’.

Si Prawitz critica a Martin-Lof el regreso al infinito que se produce en la noci6én
de validez tal y como este autor la entiende, su critica al autor que a continuacién
nos ocupa se debe: a) la concepci6n propuesta es relativa a un sistema formal, en
concreto a sistemas intuicionistas de primer orden. Por ello este autor habla de
derivabilidad cané6nica en vez de prueba canénica; b) propone ur concepto de
validez que supone ciertas modificaciones respecto al de Prawitz; estas modifica-
ciones le permiten demostrar la completud de la légica intuicionista respecto al
concepto de validez que se propone, demostracion que Prawitz no presenta. Prawitz
no distingue en su definicién de validez la interpretacién de la nocién de conse-
cuencia l6gica de la de la implicaci6n. Asigna a ambas una interpretaci6n construc-
tiva. Schroeder-Heister asigna a la implicacién una interpretacién operativa segfin
la cual las reglas de inferencia validas no son reglas que transforman derivaciones
vélidas de las premisas en una derivacion vélida de la conclusién sino reglas que
invierten las reglas de introduccién en algn sentido. Es decir, se interpreta el
principio de inversién no como una descripcién de la relacién entre reglas de
introduccién y eliminacién (al estilo de Prawitz) sino como un criterio de justifica-
cién de una regla de eliminaci6n (con una premisa mayor y una o més premisas
menores) relativa a una regla de introduccién. Se dice entonces que una regla
arbitraria de la forma (1) es vélida si y s6lo si dada la derivaci6n de las premisas,
donde en el caso de premisas mayores se utilizan reglas de introducci6n en el ltimo
paso, es posible obtener una derivaci6én de la conclusién sin una aplicacién de esa

regla.

F1 Fm
X1 Xm *: premisas mayores
T'i o Xi pueden estar vacias
*A1 .. *Ap Bl .. Bnm

A

2% Bart Jacobs, 1989.
27 Ver Bart Jacobs, 1989.
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La nocién de validez, |-, de Schroeder-Heister es relativa a una base atémica B
(Prawitz, 1973) que se extiende con las reglas de introducci6n de la I6gica intuicio-
nista para &, V, =, L, (), V. Es decir, la definicién de validez no est4 fuertemente
conectada con la de normalizabilidad fuerte” como lo est4 la de Prawitz sino s6lo
con la de invertibilidad de las reglas. Adem4s, mientras que la nocién de validez de
Prawitz es transitiva la de Schroeder—Heister no lo es.

Por Gltimo, cabe hacer referencia a la propuesta de Ruy de Queiroz quien se
muestra critico respecto a los logros obtenidos en la ardua tarea de definir las reglas
de prueba. Se apoya en la teoria de tipos de Martin-L&f y propone: i

«... the meaning of a connective is completely given by ist introduction rules plus the corres-
ponding reduction rules. The introduction and reduction rules give the meaning to the connec-
tive being defined by teiling when and how the connective can be used respectively. To eliminate
the connective is to compute the expression, getting rid of the undesired connective»™".

Justifica su propuesta: 19) estableciendo una analogia respecto a las funciones
recursivas:

«And indeed, this seems to be in accordance with the idea of definability and recursive
functions where one does not start by giving the computation rule (or the explicit definition
corresponding to the inductive one) for a certain connective straight away. Instead one provides
the reduction rules...»™".

29) Apoyandose en la enorme utilidad de las reglas de igualdad (en teoria de
tipos; equivalen a las de reduccién de Prawitz para primer orden) en la aplicacion
de la lazy evaluation.

Conclusion

Si algo resulta especialmente atractivo del argumento de Dummett es, sin duda,
que la metodologia utilizada es innegablemente critica puesto que el leitmotiv de la
argumentaci6n es el rechazo de cualquier recurso a lo trascendente. No obstante
se advierte una clara restriccién en la aplicacién del criterio metodolégico inicial a
partir del momento en que se observa que la aplicacion irrestricta del mismo le
conducirfa a la defensa del finitismo estricto y de la teoria del significado concomi-
tante que resulta ser practicamente inviable. Es fécil convenir con los defensores
del antirrealismo seméntico en el rechazo al finitismo estricto y, por consiguiente,
resulta muy interesante incidir en las distintas interpretaciones de la nocién que les
separa definitivamente de la propuesta finitista y constituye la clave de su antirrea-
lismo: la nocién de demostrable en principio. Al parecer tanto para Dummett como
para Martin-Lof la idea de la razén que guiarfa la investigacién en torno a la
expresi6n formal (algin dfa) de la noci6n intuitiva de prueba serfa precisamente
esa nocién intuitiva. Ambos rechazan la propuesta de Prawitz relativa a un reino de

B Ver Prawitz, 1971.

2 Ruy de Queiroz, 1988, p. 266.
3 Queiroz, 1988, p. 274.
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pruebas que —a nuestro entender— no conllevaria un nivel de realismo platénico en
cuanto que se trata de una nocién epistémicamente limitada. La propuesta de
Prawitz se sitfia en un punto ciertamente dificil si se defiende desde el antirrealismo.
Este autor parece no resignarse a aceptar como referente tltimo de su investigacién
una nocién -la de demostrable en principio- que nos parece viola uno de los prin-
cipios fundamentales que guian la critica de Dummett a la teorfa clésica: el principio
de publicidad de significado. (Ese significado s6lo serfa ptiblico a posteriori o nunca
y resulta incompatible con la defensa de la estabilidad del significado).

Martin—L6f como intuicionista resalta que el concepto de «validez» corresponde
al correlato formal de una cierta noci6n de correccién no formal y rechaza frontal-
mente el «reino de las pruebas» que Prawitz propugna. Sin embargo, ese correlato
intuitivo, mental, ¢{no seria en cierta forma un «reino de pruebas»? Un argumento
valido constituye una representacién parcial de la noci6n intuitiva, se adectia pues
a esa nocién de correccién intuitiva, por consiguiente un argumento invélido, una
prueba falsa, serfa un error al plasmar la idea intuitiva de correccién puesto que lo
falso no puede ser demostrado (salvo en un juicio hipotético). Pero, {c6émo podemos
estar seguros de que es comfin?, ¢no es la propia polémica entre defensores de la
matematica clasica y de la intuicionista una sombra que deberia llevarnos a cues-
tionar la pretendida claridad y distincién de tal nocién intuitiva? Y si es asi, dado
.que esa noci6én de prueba resulta ser una abstraccién poco clara, éen qué medida
podemos aceptar la propuesta de Gentzen y Prawitz relativa al carcter autojusti-
ficativo de las reglas de introduccién y de la nocién de argumento canénico?

Consideremos que, dado el cmulo de dificultades con que los defensores del
antirrealismo se encuentran, parece poco probable que el programa positivo pueda
concluir felizmente. El problema que se plantea es una constante en la historia de
la Filosoffa; en Gltimo término el problema radica en el caracter limitado de nuestro
conocer en tanto que humanos. En ese sentido, cierto nivel de realismo parece
incuestionable a nivel te6rico, aunque a nivel metodolégico sea indeseable.

Si restringimos nuestro anélisis critico a las distintas propuestas en torno a la
nocién de validez, consideramos que el criterio propuesto por Queiroz retine dos
virtudes importantes: acepta aquél instrumento que parece més potente en principio,
esto es, la teoria de tipos de Martin—Lof, y se inspira en su propuesta en la repre-
sentacion formal —por todos aceptada— de la idea intuitiva de computabilidad. Su
propuesta respira cierto aire pragmatico justificado, tal vez, a la luz de las dificul-
tades teéricas que hemos visto. De algiin modo pone de manifiesto el incuestionable
interés del desarrollo de nuevas técnicas de representacién que nos permiten expli-
car fragmentos cada vez mis amplios de la realidad, en este caso matemética. Su
propuesta pone de manifiesto que, a pesar del poco factible éxito del programa
positivo, al menos con las herramientas matematicas y 16gicas de las que disponemos
hoy, sin duda la investigacién produce efectos colaterales de indudable interés. La
utilizacién de la teorfa de tipos en computacién es tal vez uno de los més destacables.
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