S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE

DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Grao

Clustering basado en modelos

Nuria Gomez Sanchez del Valle

Junio, 2025

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Traballo Fin de Grao

Clustering basado en modelos

Nuria Gomez Sanchez del Valle

Junio, 2025

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Estadistica e Investigacion Operativa

Titulo: Clustering basado en modelos

Breve descricién do contido
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observaciones relacionadas dentro de un conjunto de datos. Si bien
los métodos tradicionales, como aquellos basados en distancias, son
intuitivos, presentan una limitacién importante en la dificultad para
definir de manera precisa qué constituye un claster. El objetivo de
este trabajo se centra en utilizar un enfoque estadistico que se apoya
en la distribucién subyacente de los datos. Especificamente, se explo-
raré el clustering basado en modelos, el cual permite asociar clasteres
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Resumen

El clustering es una técnica estadistica no supervisada que busca identificar automética-
mente grupos homogéneos de observaciones dentro de un conjunto de datos. Su utilidad se ha
consolidado en multiples disciplinas, especialmente en el contexto actual de generacién masiva
de datos, gracias a su capacidad para identificar grupos en datos complejos y de alta dimen-
sién. Aunque tradicionalmente se han utilizado métodos heuristicos como k-medias o técnicas
jerarquicas, estos enfoques presentan limitaciones, como la falta de una base teodrica so6lida o la
dificultad para determinar el ntimero 6ptimo de grupos. En contraste, el clustering basado en
modelos (Model-Based Clustering, MBC) ofrece una alternativa estadisticamente fundamentada
al modelar los datos como una mixtura finita de distribuciones de probabilidad. Este enfoque
permite realizar inferencias rigurosas, seleccionar modelos apropiados, elegir el nimero de gru-
pos de manera justificada y evaluar la incertidumbre en la asignacién de observaciones. En este
trabajo, se presentan los fundamentos teoricos del clustering basado en modelos, con un enfoque
en los modelos de distribuciones gaussianas, que son los méas utilizados, asi como el algoritmo
EM para la estimacion de parametros y criterios de selecciéon de modelos, incluyendo la eleccion
del namero de clasteres. Ademas, se presentan ejemplos practicos utilizando el paquete mclust

en R.
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Resumo

O clustering é unha técnica estatistica non supervisada que busca identificar automaticamente
grupos homoxéneos de observaciéons dentro dun conxunto de datos. A stia utilidade consolidouse
en multiples disciplinas, especialmente no contexto actual de xeracién masiva de datos, grazas &
sta capacidade para identificar grupos en datos complexos e de alta dimensién. Ainda que tra-
dicionalmente empregidbanse métodos heuristicos como k-medias ou técnicas xerarquicas, estes
enfoques presentan limitacions, como a falta dunha base teérica solida ou a dificultade para de-
terminar o ntimero 6ptimo de grupos. Pola contra, o clustering baseado en modelos (Model-Based
Clustering, MBC) ofrece unha alternativa estatisticamente fundamentada ao modelar os datos
como unha mestura finita de distribuciéns de probabilidade. Este enfoque permite realizar infe-
rencias rigorosas, seleccionar modelos axeitados, elixir o ntimero de grupos de maneira xustificada
e avaliar a incerteza na asignaciéon de observacions. Neste traballo, preséntanse os fundamentos
teoricos do clustering baseado en modelos, cun enfoque nos modelos de distribuciéns gaussianas,
que son os mais empregados, asi como o algoritmo EM para a estimaciéon de parametros e cri-
terios de selecciéon de modelos, incluindo a eleccién do nimero de clisteres. Ademais, preséntase

exemplos practicos utilizando o paquete mclust en R.
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Abstract

Clustering is an unsupervised statistical technique that aims to automatically identify ho-
mogeneous groups of observations within a dataset. Its usefulness has been consolidated across
various disciplines, particularly in the current context of massive data generation, thanks to its
ability to identify groups in complex and high-dimensional data. Although heuristic methods
such as k-means or hierarchical techniques have traditionally been used, these approaches pre-
sent limitations, such as the lack of a solid theoretical foundation or the difficulty in determining
the optimal number of groups. In contrast, model-based clustering (MBC) offers a statistically
grounded alternative by modeling the data as a finite mixture of probability distributions. This
approach allows for rigorous inferences, the selection of appropriate models, justifiable determi-
nation of the number of groups, and the evaluation of uncertainty in the assignment of obser-
vations. This work presents the theoretical foundations of model-based clustering, with a focus
on Gaussian mixture models, which are the most widely used, as well as the EM algorithm for
parameter estimation and model selection criteria, including the choice of the number of clusters.

Additionally, practical examples are presented using the mclust package in R.
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Introduccion

El clustering es un conjunto amplio de métodos y técnicas estadisticas multivariantes que
buscan identificar de forma automatica subconjuntos homogéneos de observaciones dentro un
conjunto de datos, es decir, particionar observaciones similares en grupos o clisteres significativos
y utiles. El objetivo es encontrar grupos cuyos miembros compartan algo en comun que no
comparten con los miembros de otros grupos. El clustering es un ejemplo de aprendizaje no
supervisado, ya que la presencia y el nimero de grupos pueden no conocerse de antemano y no

se dispone de etiquetas para las observaciones.

El clustering puede entenderse como un proceso de categorizacién automatica de objetos en
grupos basados en sus caracteristicas observadas. Agrupar objetos segin lo que tienen en comin
es una practica universal humana. Platén formalizé esta idea con su Teoria de las Formas, y
Aristoteles pudo haber sido el primero en implementarla empiricamente, al clasificar animales
en grupos segin sus caracteristicas en su Historia de los animales, labor ampliada por Linneo
con su sistema de clasificacion biolégica o taxonomia de animales y plantas. Aristételes y Lin-
neo clasificaban objetos de manera subjetiva, sin embargo, el clustering va mas all4, utilizando

métodos numeéricos sistematicos.

En la era actual, caracterizada por un aumento masivo en la generacién de datos, el cluste-
ring se ha convertido en una herramienta fundamental para extraer conocimiento util de grandes
voltmenes de informacién. Su importancia radica en su capacidad para identificar automaética-
mente grupos homogéneos dentro de datos complejos y de alta dimensioén, lo que resulta crucial
en numerosos campos como la salud, la biologia, el comercio, el analisis web o el procesamien-
to de imagenes. Desde sus aplicaciones iniciales en investigaciéon de mercados y taxonomia, el
clustering ha cobrado atn mas relevancia con la apariciéon de nuevos tipos de datos, como los
genéticos o los derivados de Internet, y ha demostrado su utilidad en tareas tan diversas como
segmentar imégenes médicas, analizar patrones de consumo, agrupar documentos o usuarios en
linea, y comprimir imagenes mediante la agrupaciéon de colores similares. Para conocer la historia
del clustering hasta 1988, consultar Blashfeld y Aldenderfer (1988).
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Se han propuesto muchos enfoques de clustering en la literatura a lo largo del altimo siglo,
en gran parte desarrollados al margen de la estadistica tradicional, que se basa en especificar un
modelo probabilisticos para los datos. Los métodos tradicionales son de naturaleza combinatoria,
y pueden ser jerarquicos (aglomerativos o divisivos) o de particionado, generalmente basados en
distancias (por ejemplo, k-medias). Para una revision, véase Saxena et al.| (2017). Aunque algunos
estan ligeramente relacionados con modelos estadisticos, en general, se basan en procedimientos
heuristicos que no hacen suposiciones explicitas sobre la estructura de los grupos, como ocurre en
el caso de k-medias, que simplemente busca particionar los datos minimizando la varianza dentro
de cada grupo sin asumir una distribucién subyacente, o los métodos jerarquicos aglomerativos,
que construyen una jerarquia de agrupamientos basandose en distancias entre observaciones o
grupos. La eleccién del método de agrupamiento, las medidas de similitud y la interpretaciéon han
tendido a ser informales y, con frecuencia, subjetivas. Generalmente, son métodos heuristicos y
algoritmicos, y dejan sin responder varias preguntas clave, tales como: ;Qué método de clustering
deberiamos usar? jCuéntos clasteres hay?; Como podemos evaluar la incertidumbre sobre una

particion estimada?

En los anos 60, se reconoci6 que el clustering podia fundamentarse estadisticamente al enmar-
carse como un problema de inferencia sobre un modelo de mixtura finita, en el que cada grupo
se modela mediante su propia distribuciéon de probabilidad. Esto permitié que el clustering se
beneficiara del marco inferencial de la estadistica, proporcionando respuestas fundamentadas
y reproducibles a las preguntas mencionadas anteriormente. El clustering basado en modelos
(Model-Based Clustering, MBC) es un enfoque probabilistico en el que cada grupo corresponde
a una componente de una mixtura descrita por una distribucién de probabilidad con parametros
desconocidos. Basar el clustering en un modelo probabilistico tiene varias ventajas. En esencia,
sittia el clustering dentro del marco de la metodologia estadistica estdndar y permite realizar
inferencias de manera rigurosa. También proporciona una manera fundamentada de elegir el
ntimero de clasteres. De hecho, la eleccién del modelo y del ntimero de cltasteres puede verse
como un dnico problema de seleccién de modelos. Existe un equilibrio entre ambas decisiones:
a menudo, si se elige un modelo mas simple, se necesitaran mas clisteres para representar los
datos adecuadamente. Este enfoque también permite evaluar la incertidumbre en la asignacion

de las observaciones a los grupos.

No obstante, este enfoque conlleva ciertos desafios, como la necesidad de asumir una forma
funcional especifica para los datos (por ejemplo, la distribucion gaussiana), lo cual puede ser
restrictivo si esta no se ajusta bien a la realidad, o bien volverse computacionalmente costoso
en contextos de alta dimensiéon o con grandes volumenes de datos, lo que en algunos casos
puede hacer preferibles métodos tradicionales més simples y eficientes, especialmente cuando
se busca rapidez o cuando la estructura de los datos no justifica un modelo complejo. A pesar

de estas limitaciones, los métodos basados en modelos son cada vez mas preferidos frente a los
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métodos heuristicos de clustering, ya que permiten abordar de manera formal y estadisticamente
fundamentada las cuestiones clave que los enfoques heuristicos dejan sin resolver, como qué
método utilizar, cudntos grupos hay o como evaluar la incertidumbre asociada a una particiéon
estimada, reduciéndolas a problemas estadisticos estandar, como la estimacién de parametros y
la seleccion de modelos. Ademés, la relacién uno a uno entre componentes de la mixtura y grupos

puede flexibilizarse, como se discute en la Seccion [2.3]

El modelo probabilistico subyacente al clustering basado en modelos es una mixtura finita
de distribuciones multivariadas, que se describird en el Capitulo [} El tipo de distribuciéon suele
especificarse a priori (la méas comun es la gaussiana), mientras que la estructura del modelo
(incluyendo el namero de componentes) debe determinarse mediante técnicas de estimacion de
parametros y seleccion de modelos. En particular, en la Seccién [1.3] se presenta el enfoque de
méxima verosimilitud para la estimacién de pardmetros y se detalla el algoritmo EM, prestando
atencion a su inicializacién, un aspecto clave en el clustering basado en modelos.La metodologia
para realizar clustering mediante modelos de mixtura se detalla en el Capitulo [2] Asimismo, se
describe el procedimiento de méaxima a posteriori (MAP) como una estrategia para obtener una
particion probabilistica (Seccion , asignando cada observacién a la componente con mayor
probabilidad a posteriori, lo que ademés permite evaluar y representar la incertidumbre en la
asignacion. También se presentan métodos para la selecciéon de modelos basados en criterios de

informacién y pruebas de razén de verosimilitud (Seccion [2.2)).

La mixtura finita de distribuciones gaussianas, descrita en la Seccién [1.1], constituye una de
las clases mas flexibles de modelos para variables continuas y, por ello, se ha convertido en un
método de referencia en una gran variedad de contextos, siendo el modelo mas popular para el
clustering de datos continuos. Por esta razon, el caso gaussiano se analiza en profundidad. Se
introduce una descomposiciéon de las matrices de covarianza de las componentes, que permite
regularizar el procedimiento de estimaciéon e imponer restricciones geométricas, como se describe
en la Seccion Al imponer que el volumen, la forma y/o la orientacion de las matrices
de covarianza sean iguales entre componentes, se obtienen modelos mas simples y facilmente
interpretables, adecuados para diferentes contextos de clustering. Ademas, en la Seccién [2.3
se aborda como flexibilizar la relacién uno a uno entre componentes de la mixtura y clusteres
para ampliar la aplicabilidad del enfoque. En el Capitulo|3] se realiza un anélisis ilustrativo en R
utilizando mclust, un paquete de software ampliamente utilizado en el entorno estadistico R para
clustering basado en modelos de mixtura gaussiana, con el objetivo de ejemplificar y consolidar
los conceptos tratados a lo largo del trabajo. Finalmente, en el Capitulo [4] se presentan las

conclusiones.
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Capitulo 1
Modelos de mixtura finita

Sea Y1,...,Y, una muestra aleatoria de tamano n, en la que cada Y; es un vector alea-
torio p-dimensional con una funciéon de densidad de probabilidad f(y;) definida sobre R”. En
términos préacticos, Y; representa el vector aleatorio asociado a las p mediciones realizadas en
el j-ésimo registro, relacionadas con las caracteristicas del fenémeno bajo estudio. Definimos
Y = (YlT, . ,Y; )T, donde el superindice T indica la transposiciéon vectorial. Es importante
notar que Y se utiliza para representar la muestra completa; es decir, Y es una n-tupla de puntos
en RP. Denotaremos una muestra observada de un vector aleatorio utilizando la letra mintscula
correspondiente, de modo que y = (le, e ,yZ )T representa una muestra aleatoria observada
de n observaciones multivariadas y; = (y;1,...,¥jp), donde cada y; es el valor observado del

vector aleatorio Y.

Un modelo de mixtura finita representa la distribucién de probabilidad o la funciéon de den-
sidad f de Y; como una mixtura finita o promedio ponderado de g funciones de densidad de
probabilidad:

f(y;) :Zﬁz‘fz‘(Yj)a (1.1)

donde f;(y;) son funciones de densidad y m; son cantidades no negativas que suman uno; es decir,

g
O<m<l (i=1,....9) vy > m=L1 (1.2)
i=1
Las cantidades m1,...,m,, denominadas proporciones de mixtura o pesos, representan la proba-

bilidad de que una observacion haya sido generada por la i-ésima componente. Nos referimos a
las f; como densidades, las cuales pueden adaptarse al contexto en el que el vector aleatorio Y;
es discreto mediante la adopcion de la medida de conteo. Dado que las funciones f1,..., f; son
funciones de densidad, es obvio que la Ecuacién define una densidad. Las f;, i € {1,...,g},
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se denominan las componentes de la mixtura. Nos referiremos a la densidad como una
densidad de mixtura finita con g componentes y a su funcién de distribucién correspondiente
F(y;) como una funciéon de distribucion de mixtura finita con g componentes. Dado que nos
centraremos exclusivamente en mixturas finitas de distribuciones, en lo sucesivo nos referiremos
a los modelos de mixtura finita simplemente como modelos de mixtura. En esta formulacién del
modelo de mixtura, el nimero de componentes g se considera fijo. Pero, por supuesto, en muchas
aplicaciones, el valor de g es desconocido y debe inferirse a partir de los datos disponibles, junto

con las proporciones de mixtura y los parametros para las densidades de las componentes.

Tipicamente, las densidades componentes f; (y;) se especifican dentro de alguna familia para-
métrica. En este caso, dichas densidades f; (y;) se definen como f; (y;; 6;), donde 8; es el vector
de parametros que caracteriza la densidad de la i-ésima componente en la mixtura. La densidad

de mixtura f(y;) se puede expresar como:
g
Flys; ®) =Y mifi(ys: 04), (1.3)
i=1

donde el vector ¥, que contiene todos los parametros del modelo de mixtura, se define como:

U = (wl,...,ﬂg,l,ﬁ—r)T, (1.4)

donde £ es el vector que contiene todos los pardmetros 61, .. ., 8,4, que se asume que son distintos a
priori. Se denota ) como el espacio de pardmetros especificado para ¥. Como las proporciones de
mixtura 7; suman 1, una de ellas es redundante. En la definicién de W, se omite arbitrariamente

la g-ésima proporcion .

En muchas aplicaciones, se asume que las densidades componentes pertenecen a la misma
familia paramétrica, por ejemplo, la normal multivariada. En este caso, la densidad de mixtura

evaluada en el vector y;, f (y;; ¥), tiene la forma:
g
Fly;®) =) mg(ys;0:), (1.5)
i=1

donde g¢(y;; @) representa un miembro genérico de la familia paramétrica,

{9(y;;0) : 0 € ©}, (1.6)

siendo © el espacio de pardmetros.

En la Seccion [1.1] veremos uno de los modelos de mixturas més empleado en la préctica, el

modelo de mixtura gaussiana.
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1.1. Modelos de mixturas gaussianas

Las mixturas de distribuciones gaussianas son el modelo méas popular para datos continuos,
es decir, datos numéricos que, en teoria, pueden medirse en unidades infinitamente pequenas.
Los modelos de mixtura gaussiana (GMM, por sus siglas en inglés) se utilizan ampliamente en
aprendizaje estadistico, reconocimiento de patrones y mineria de datos (Celeux y Govaert, 1995;
Fraley y Raftery, |2003; Stahl y Sallis, 2012)).

Asi, en la practica a menudo se asume que las componentes pertenecen a la familia normal,

dando lugar a mixturas normales o gaussianas. Para componentes normales multivariadas, la
funcion de densidad de probabilidad de un GMM puede escribirse como, véase la Ecuacion (1.5)),

g
Fly;®) = mo (v i, %) (1.7)
=1
donde .
g S = @n) PRI e (<3 - ) S ) (09

denota la densidad de la normal multivariada con media (vector) p; y matriz de covarianza ¥;

(1=1,...,9). En este caso, el vector ¥ de pardmetros desconocidos se define como:

T
v = (7717"'77rg—17€—r> ;

donde & esta formado por las medias de las componentes, fi1,. .., g, y los distintos elementos
de las matrices de covarianza de las componentes, X1, ..., %, en el caso no restringido (hetero-
cedastico) donde estas pueden ser desiguales; es decir, no se les imponen restricciones, méas alla
de las habituales (ser simétrica y definida positiva). En el caso de que las matrices de covarianza

de las componentes ¥; se restrinjan a ser iguales (homocedastico),

€ consta de las medias de las componentes, f1,. .., tg, y los distintos elementos de la matriz de
covarianza comun a todas las componentes, . Esta es una de las restricciones que se pueden

imponer para simplificar el modelo.

A continuacion, en la Seccion presentaremos otras simplificaciones del espacio de pa-

rametros que se suelen emplear en la practica.
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1.1.1. Parametrizaciones de la matriz de covarianza

El modelo completo de mixtura finita normal multivariada especificado por la Ecuacién
ha demostrado ser util en muchas aplicaciones. Sin embargo, cuenta con (g — 1) + gp + g{p(p +
1)/2} parametros, lo que puede ser un nimero considerable si la dimensioén p o el ntamero de
componentes g son “grandes”. Un gran nimero de pardmetros puede generar tanto dificultades
en la estimacion, como falta de precision o incluso degeneraciones, ademas de problemas en la

interpretacién de los resultados.

Para aliviar este problema, es comiin especificar versiones mas simplificadas del modelo. Se
expondra més adelante una forma de lograrlo en la que se utiliza la descomposicién en valores

propios de las matrices de covarianza de las componentes ¥;, en la forma
¥ = N DjA; D, (1.9)

donde D; es la matriz de autovectores de ¥;, A; = diag(A1,,...,Ap;) es una matriz diagonal
cuyos elementos son proporcionales a los autovalores de Y; en orden descendente, y \; es la

constante de proporcionalidad asociada.

Los datos generados por un GMM se caracterizan por grupos o clisteres centrados en la
media p;, con mayor densidad para los puntos mas cercanos a la media. Las superficies de
nivel de densidad constante son elipsoides cuyas caracteristicas geométricas (como volumen,
forma y orientacion) estan determinadas por las matrices de covarianza ¥;. Cada factor en la
descomposicion corresponde a una propiedad geométrica particular de la componente ¢ de
la mixtura. La matriz ortogonal de autovectores D; determina su orientacién en RP. La matriz
diagonal de autovalores escalados A; determina su forma. Por ejemplo, si A;; > As ;, entonces la
componente ¢ de la mixtura esta concentrado alrededor de una linea en RP. Si A ; = Aa; > Az,
entonces la componente ¢ esta concentrada alrededor de un plano bidimensional en R?. Si todos
los valores de A;; son aproximadamente iguales, entonces la componente 7 es aproximadamente
esférica. La constante de proporcionalidad A; determina el volumen ocupado por la componente
i en RP, que es proporcional a Y| 4;|. Es comin restringir la matriz 4; para que su determinante
sea igual a 1, en cuyo caso \; = |5;|'/P determina directamente el volumen de la componente i,

siendo este proporcional a AL

Debido a estas interpretaciones geométricas, la descomposicion (1.9) se denomina a veces

descomposiciéon geométrica o descomposicion Volumen-Forma-Orientacion (VFO).

La simplificacion del modelo de mixtura finita dado por la Ecuacion (|1.7)) puede lograrse de
diversas formas utilizando la descomposicion (1.9). Las caracteristicas de las distribuciones de

las componentes, como el volumen, la forma y la orientacién, son desconocidas, ya que dependen
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de la matriz de covarianza, y se estiman a partir de los datos. Estas caracteristicas pueden variar
entre los clusteres o restringirse para que sean iguales en todos ellos. En consecuencia, (A;, 4;, D;)
pueden tratarse como conjuntos independientes de parametros. Si dos componentes ¢ y i’ de la
mixtura cumplen que A; = Ay, tendran el mismo volumen; si A; = A;/, tendrén la misma forma;
y si D; = Dy, tendran la misma orientacion. Asi, cualquiera o todas las propiedades geométricas
(volumen, forma u orientacion) pueden restringirse para ser iguales entre las componentes de la
mixtura. Ademaés, la matriz de covarianza de cualquier componente puede forzarse a ser esférica

(es decir, proporcional a la matriz identidad I) o diagonal.

Esto permite dos posibles modelos univariados y 14 posibles modelos en el caso multivariado.
En el caso univariado se contempla la opcién de permitir que la varianza varie entre las compo-
nentes, modelo etiquetado como “V”, o, alternativamente, imponer que todas tengan la misma
varianza, modelo etiquetado como “E” (“E” y “V” son las siglas de igual y variable en inglés).
En el caso multivariado se pueden obtener 14 posibles modelos al variar la parametrizacion de
las matrices de covarianza de las componentes, variando asi las caracteristicas geométricas de
sus distribuciones. Estos posibles modelos multivariados se muestran en la Tabla Cada uno
de estos posibles modelos se etiqueta con un identificador de tres letras, donde la primera letra
es “E” si los volimenes de los clisteres estan restringidos a ser iguales, y “V” si no lo estan. De
manera similar, la segunda letra es “E” si las matrices de forma A; estan restringidas a ser iguales
entre los clusteres, de modo que A; = A parai = 1,...,¢g, “V” si no estan restringidas e “I” si
los clusteres son esféricos, en cuyo caso A; = I parai=1,...,g, donde I es la matriz identidad.
Finalmente, la tercera letra es igual a “E” si las matrices D; de autovectores que especifican las
orientaciones de los cltsteres estan restringidas a ser iguales, teniendo, por tanto, los clusteres la
misma orientacién, “V” si no lo estan, e “I” si D; = [ parai =1,...,g. Asi, tal como se indica en
la Tabla , cuando las matrices de covarianza de las componentes son esféricas (proporcionales
a la identidad), es decir, cuando las matrices de forma A; y las matrices de autovectores D; son
la matriz identidad, los clasteres son esféricos y, como la distribucién es simétrica en todas las
direcciones, no hay una orientaciéon especifica, ya que la uniformidad en la varianza hace que
cualquier orientacion sea equivalente. Ademas, cuando las matrices de covarianza de las compo-
nentes son diagonales, es decir, cuando las matrices de autovectores D; son la matriz identidad,
los clusteres tienen forma de elipses en las que la dispersiéon varia segin la direccion, definiendo
asi una orientacién alineada con los ejes coordenados. Por tultimo, cuando las matrices de cova-
rianza de las componentes tienen la forma completa, es decir, tanto las matrices de forma como
las matrices de autovectores de las componentes no estan restringidas a ser la matriz identidad,
se permite que la distribucién presente correlaciones entre las variables, lo que genera formas
elipsoidales con posibles rotaciones y posibilita que los clisteres tengan cualquier orientaciéon y

elongacion.
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Modelo b3 Distribucion Volumen Forma Orientaciéon
EII Al Esférica Igual Igual —
VII Al Esférica Variable Igual —
EEI AA Diagonal Igual Tgual Ejes coordenados
VEI A A Diagonal Variable Igual Ejes coordenados
EVI AA; Diagonal Igual Variable Ejes coordenados
VVI N A; Diagonal Variable  Variable FEjes coordenados
EEE ADAD" Elipsoidal Igual Igual Igual
VEE NDAD" Elipsoidal Variable Igual Igual
EVE ADA,DT Elipsoidal Igual Variable Igual
VVE NDA;DT Elipsoidal Variable  Variable Igual
EEV )\DiADiT Elipsoidal Igual Igual Variable
VEV )\iDiADZ-T Elipsoidal Variable Igual Variable
EVV )\DiAiDiT Elipsoidal Igual Variable Variable
\AAY )\iDZ-AiDZ-T Elipsoidal Variable  Variable Variable

Tabla 1.1: Parametrizaciones de las matrices de covarianza i ..., en el caso multivariado.

En la Figura se representan graficamente las caracteristicas geométricas (volumen, forma
y orientacion) de las componentes de la mixtura para cada una de las 14 posibles parametriza-
ciones de la matriz de covarianza (descritas en detalle en la Tabla . Estas representaciones
corresponden a un caso bidimensional (d = 2) con tres grupos (¢ = 3), lo que permite visualizar
de manera intuitiva como se distribuyen las componentes en el plano. Junto a cada configuracion,
se incluye un conjunto de datos simulados generado a partir de una mixtura de distribuciones
normales que sigue la parametrizacion correspondiente. De esta forma, se puede apreciar con
claridad cémo las restricciones geométricas impuestas por cada una de las 14 parametrizaciones
influyen directamente en la forma, volumen y orientaciéon de los grupos resultantes. En parti-
cular, se hace evidente como ciertas parametrizaciones permiten una mayor flexibilidad en la
modelizacién de estructuras de grupo complejas, mientras que otras introducen restricciones que
simplifican el modelo, a costa de una menor capacidad de adaptacién a determinadas formas de

los datos.

La Tabla[I.2) muestra el nimero de parametros necesarios para especificar la matriz de cova-
rianza para cada modelo en dos casos: el caso bidimensional con dos componentes, p = 2, g = 2,
y el caso de 27 dimensiones con tres componentes, p = 27, g = 3. Estos resultados se obtienen al
notar que, para una componente de mixtura, el volumen se especifica con 1 parametro, la forma

con (p — 1) parametros, y la orientacion con p(p — 1)/2 pardmetros.

Es evidente que la ganancia potencial por simplificacién, medida por el niimero de parametros,
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Ell Vil

EEI VEI EVI i

EEE VEE EVE VVE

EEV VEV EVV VvV

Figura 1.1: En rojo, datos generados de la mixtura de normales . En azul, superficies de nivel
de densidad elipticas para cada uno de los 14 modelos gaussianos parametrizados mediante la
descomposicién espectral de las matrices de covarianza de las componentes con las etiquetas
de la Tabla en el caso de tres grupos en dos dimensiones. La primera fila muestra los dos
modelos esféricos *II, seguida de los cuatro modelos diagonales **I, luego los cuatro modelos
de igual orientacion **E; y finalmente los cuatro modelos de orientacion variable **V. En las
tres dltimas filas, la primera columna muestra los modelos con igual volumen y forma para los
tres grupos EE*; la segunda columna los modelos con igual forma para los tres grupos *E*;la
tercera columna los modelos con igual volumen para los tres grupos E**; y la cuarta columna
los modelos con volumen y forma variable VV*.

es pequena para el caso bidimensional. Sin embargo, para casos de mayor dimensionalidad, la
ganancia puede ser significativa. En el caso més extremo en la Tabla en el caso de 27
dimensiones con 3 componentes de mixtura, el modelo VVV requiere 1,134 parametros para

representar las matrices de covarianza, mientras que el modelo EII requiere solo un parametro.

Como se puede ver en la Tabla[I.2] se necesitan més parametros para especificar la forma que

el volumen, y més atn para especificar la orientacion. Por lo tanto, se logran grandes ganancias
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Modelo Parametros de Covarianza p=2,g=2 p=27,9=3
EIT 1 1 1
VII g P 3
EEI D 2 27
VEI g+(p—-1) 3 29
EVI 1+g(p—1) 3 79
VVI gp 4 81
EEE p(p+1)/2 3 378
VEE g+p+2)(p-1)/2 4 380
EVE 14 (p+2g)(p— 1)/2 4 430
EEV 1+ (-1 +gllp—1)®)/2 5 1080
VVE g+ (p+29)(p—1)/2 5 432
EVV 1+g[(p+2)(p—1)/2] 5 1132
VEV g+m@—-1+gllp—1(@)/2 5 1082
VVV glp(p+1)/2] 6 1134

Tabla 1.2: Nimero de parametros necesarios para especificar las matrices de covarianza 31 ... 3,
en los diferentes modelos.

con los modelos que restringen que las orientaciones a ser iguales para todas las componentes de la
mixtura, y las mayores ganancias provienen de imponer que las distribuciones de las componentes
sean diagonales. Sin embargo, estos modelos mas simplificados no siempre ajustan adecuadamente
los datos. En particular, modelos como el EII (donde todas las componentes comparten la misma
matriz de covarianza diagonal) restringen en exceso la forma de las distribuciones, ya que asumen
que todas las componentes tienen la misma estructura (forma, volumen y orientacién) y no
capturan correlaciones entre las variables, lo que puede llevar a un ajuste inadecuado si los datos
tienen una estructura mas compleja o presentan correlaciones que no son capturadas por estas
restricciones. De esta forma, aunque estos modelos son ttiles por su simplicidad, pueden resultar
inadecuados cuando la complejidad de los datos requiere una mayor flexibilidad en la forma de

las distribuciones.

1.2. Interpretaciéon de los modelos de mixtura finita

Los modelos de mixtura finita son una herramienta estadistica efectiva para representar
poblaciones heterogéneas, ya que permiten modelar datos que provienen de diferentes subgrupos.
En este contexto, una situacién obvia en la que el modelo de mixtura de g componentes es
directamente aplicable es cuando cada observaciéon Y se extrae de una poblaciéon G' compuesta
por g grupos, G1,...,Gy, en proporciones 71, ..., 7,. Si la densidad de Y; en el grupo G; esta

dada por f;(y;;0;), entonces la densidad de Y tiene la forma de una mixtura de g componentes
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(1.1). En esta situacion, las g componentes de la mixtura pueden identificarse fisicamente con

los g grupos externamente existentes, G1,...,Gy.

Una forma obvia de generar un vector aleatorio Y; con la densidad de mixtura de g com-
ponentes f(y;) dada por es a través de un modelo con variables latentes. Las variables
latentes son variables auxiliares que no se observan directamente, pero que indican de qué grupo
o componente proviene cada observacion, permitiendo entender el modelo como una combina-
cion de varios subgrupos dentro de los datos, donde cada observaciéon proviene de una de estas
subpoblaciones. A continuacién, se analizard como los modelos de mixtura pueden entenderse en
términos de variables latentes. Esta interpretacion es clave ya que permite comprender el modelo
de mixtura como una estructura que modela los datos de forma que cada observaciéon proviene de
una subpoblacion, lo cual no solo proporciona una base probabilistica s6lida, sino que también
facilita la estimaciéon de los parametros, la interpretacion del modelo y su aplicaciéon en tareas

como la clasificacion.

Sea Z; una variable aleatoria discreta que toma los valores 1,...,g, con probabilidades
T1,...,Tg, respectivamente, y supongamos que la densidad condicional de Y; dado Z; = ¢
es fi(y;;6;) (i=1,...,9). Entonces, la densidad marginal de Y se obtiene mediante la ley de
probabilidad total y esta dada por f(y; ;1) (véase la Ecuacion (L3)).

En este contexto, la variable Z; puede interpretarse como la etiqueta de componente del
vector de caracteristicas Y, es decir, Z; indica a cual de las g componentes pertenece Y ;. En lo
posterior, resulta conveniente trabajar con un vector de etiquetas g-dimensional Z; en lugar de
una tnica variable categorica Zj;, donde el i-ésimo elemento de Zj;, Z;; = (Z;);, se define como
uno o cero, segun si la etiqueta de componente de Y ; en la mixtura es igual a ¢ o no, es decir, cada
Zij es 1 s1 Y pertenece al grupo i y 0 en caso contrario (i = 1,...,g). Asi, Z; se distribuye de
acuerdo con una distribucion multinomial, que denotaremos como Z; ~ Multy(1, ), donde 7w =
(71, .. ,ﬂg)T, que consiste en una extraccion sobre g categorias con probabilidades 1, ..., my;

es decir,

g
) — Rl R Zgj I
P(Zj =2zj) =m "7y ...mg", g zij = 1.
=1

A partir del valor observado Y, = y;, la probabilidad a posteriori de que provenga de la

componente i puede obtenerse aplicando el Teorema de Bayes:

i fi(y;: 0:)

Tz’(YjQw) = P{Zij =1 ‘ Yj - Yj} = f(ij)

(i=1,....¢:j=1,...,n). (1.10)
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donde 7; es la probabilidad inicial de pertenecer a la componente i, f;(y;;0;) es la densidad de la
componente i y f(y;;v) es la densidad de la mixtura. Tal como se vera en el siguiente capitulo,
en la Seccion estas probabilidades son fundamentales para clasificar observaciones dentro de

las componentes del modelo de mixtura.

Hay ejemplos en la practica donde se sabe, a priori, que la poblacién es una mixtura de g gru-
pos distintos que existen en algin sentido fisico. Sin embargo, también existen muchos ejemplos
que implican el uso de modelos de mixtura en los que las componentes no pueden identificarse
con grupos existentes externamente. En algunos casos, las componentes se introducen en el mo-
delo de mixtura para permitir una mayor flexibilidad al modelar de una poblacién heterogénea
que, aparentemente, no puede ser modelada por una distribucién de una sola componente. En
el extremo, al aumentar el nimero de componentes hasta acercarse al niimero de observacio-
nes, el modelo adquiere una flexibilidad tan grande que se aproxima a una representaciéon no

paramétrica de la distribucion, véase la estimacion tipo ntcleo de la densidad (Silvermanl |1986)).

Por lo tanto, para valores del nimero de componentes g entre 1 y el tamano de la muestra
n, los modelos de mixtura pueden considerarse como un compromiso semiparamétrico entre el
modelo completamente paramétrico, representado por una tnica familia paramétrica (g = 1),
como la normal multivariante, y un enfoque altamente flexible que se aproxima a un modelo no

paramétrico cuando g adopta un valor cercano a n.

Asi, los enfoques basados en modelos de mixtura son paramétricos en el sentido de que
se pueden especificar formas paramétricas f;(y;;0;) para las densidades de las componentes,
pero también pueden considerarse no paramétricos al permitir que el nimero de componentes
g aumente y se adapte a la propia estructura de los datos. Estos modelos poseen gran parte de
la flexibilidad de los enfoques no paramétricos, al tiempo que conservan algunas ventajas de los
enfoques paramétricos, como mantener la dimensién del espacio de pardmetros en un tamano

razonable.

1.3. Estimaciéon de los pardmetros por maxima verosimilitud

A lo largo de los afios, se han utilizado diversos enfoques para la estimacion de los parametros
de los modelos de mixtura. Entre ellos se incluyen métodos gréficos, el método de momentos,
enfoques basados en distancia minima, maxima verosimilitud y enfoques bayesianos. La razén
principal de la enorme literatura sobre la metodologia de estimacion para los modelos de mixtura
se puede deber a que las formulas explicitas para las estimaciones de parametros generalmente
no estdn disponibles. Por ejemplo, en el caso de mixturas normales, el estimador de maxima

verosimilitud (MLE) para las proporciones de mixtura, las medias y las matrices de covarianza
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de las componentes no tiene una solucion analitica explicita (McLachlan y Peel, |2000, Seccion
1.13). Estos MLE deben obtenerse mediante métodos iterativos (McLachlan y Krishnan, [2008),

Seccion 1).

Sin embargo, como se verd a continuacién, el calculo de los MLE es sencillo utilizando el
algoritmo de Esperanza-Maximizacion (EM) propuesto por Dempster et al.|(1977)). El algoritmo
EM es un enfoque general para la estimacién de méxima verosimilitud cuando los datos pueden
considerarse como la realizacion de observaciones multivariantes (y;, z;) para ¢ = 1,...,n, don-
de los y; son observados y los z; son variables latentes, no observadas. Desde su introduccion,
la méxima verosimilitud (ML) se ha consolidado como el enfoque mas utilizado para el ajuste
de modelos de mixtura. Por ello, esta seccién se centra en la aplicaciéon del algoritmo EM pa-
ra calcular los estimadores de méxima verosimilitud en modelos de mixtura paramétricos. Se
abordara primero el caso general de distribuciones arbitrarias para las componentes, para luego
especializar los resultados en el caso de mixturas gaussianas. Antes de entrar en la estimacion
en modelos de mixtura finita, se introducira brevemente el concepto general de estimacién por

maxima verosimilitud.

La estimacion de maxima verosimilitud (ML) es un enfoque fundamental para estimar los
parametros de un modelo estadistico a partir de datos observados. En el caso de los modelos
de mixtura, el objetivo es estimar un vector de pardmetros W, que define la distribucion de los

datos.

Dado un conjunto de observaciones yi,...,¥n, se supone que cada una de ellas sigue una
distribucion con funcion de densidad f(-; ¥), donde ¥ es el vector de parametros a estimar. La

funcién de verosimilitud para ¥ se define como:
n n g
L) =Ply1, . yn | ®) = [[ S5 ®) = [[(Ymifilys:00). (1.11)
j=1 j=1 i=1

lo que representa la probabilidad conjunta de observar los datos y1, ..., y, bajo un valor especifico
de los parametros del modelo ¥. Para encontrar la estimaciéon de maxima verosimilitud \il, se
busca el valor de ¥ que maximiza la funcion (|1.11]).

En la practica, en lugar de maximizar directamente la funcién de verosimilitud, es mas con-
veniente trabajar con su logaritmo, ya que es equivalente y transforma el producto en una suma,

lo que facilita el calculo de derivadas. Asi, la funcién de log-verosimilitud correspondiente es

n n n g
((®) =log L(¥) = log(H flys; ‘I’))Z > log f(y;; ®) = Zlog(z mifily;; 0@'))- (1.12)
j=1 j=1 j=1 i=1

De esta forma, el estimador de maxima verosimilitud (MLE) W del vector de parametros ¥ se
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define como el valor que maximiza la funcién de verosimilitud 0, de forma equivalente, su
logaritmo dentro del espacio de pardmetros. En términos matematicos, esto significa que
es una raiz de la ecuacion de verosimilitud OL(¥)/0® = 0 o, equivalentemente, de la ecuacion
de log-verosimilitud 04(¥)/0¥ = 0, que corresponde a un maximo local finito en el espacio de

parametros. La solucién obtenida proporciona la estimacion .

No obstante, la funcion de log-verosimilitud dada en la Ecuacién resulta complicada de
maximizar directamente, incluso mediante métodos numéricos (véase McLachlan y Peel, 2000,
Seccion 2.8.1). Debido a esta dificultad, el ajuste de modelos de mixtura se aborda generalmente
reformulando el problema dentro del marco del algoritmo de Esperanza-Maximizacion (EM),

donde se trata como un problema de datos incompletos.

En la Seccién se introdujo el vector de etiquetas de componentes Z;, que consiste en
variables binarias indicadoras que determinan de qué componente proviene cada vector aleatorio
de caracteristicas Y; en el modelo de mixtura . La formulacion del modelo de mixtura en
términos de Y; y Z; es especialmente 1til, incluso si en algunos casos no siempre es apropiado
interpretarlo de forma literal, ya que permite calcular el estimador de méxima verosimilitud de la
distribucién de la mixtura mediante una aplicacion directa del algoritmo EM, al permitir tratarlo
como un problema de datos incompletos. Para mas informacion acerca de los problemas de datos

incompletos, consultar [Rubin| (1976)).

Como ya se ha mencionado anteriormente, el objetivo es la estimacion de las distribuciones de
mixtura basandose en los datos observados yi, ..., ¥, que corresponden a una muestra aleatoria

extraida de la densidad de mixtura (1.1]). Asi, los datos y1,...,y, representan valores observa-

dos de n vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.) Y1,...,Y, con
densidad comun f. En el marco del algoritmo EM, los vectores de caracteristicas yi,...,¥n se
consideran incompletos, ya que los vectores de etiquetas de componentes z1, . . ., z, asociados no

estan disponibles. El vector de datos completos se define como
T
yC = (yT7 ZT) ’

donde .
y = (yf,.--,yl)

es el vector de datos observados o de datos incompletos y donde

T
T T
z:<z1,...,zn)

es el vector de datos no observados de etiquetas de componentes. Estos vectores zq,...,z, se

consideran observaciones de los vectores aleatorios Z, ..., Z,, los cuales, bajo la suposiciéon de



1.3. Estimacion de los parametros por maxima verosimilitud 13

independencia de los datos, siguen la distribucion:
Zi, ..., Zn K Multy(1, 7).

Esta suposiciéon garantiza que la distribucién conjunta del vector de datos completos Y, =
(Y,Z) determina de forma natural la distribucion del vector de datos observados Y, obtenida
al marginalizar sobre las etiquetas Z. Es decir, si la densidad de una observaciéon completa

Ve = (y,2) es fy.(y,2; ¥), entonces la densidad de una observacion incompleta es

v) = / Fyaly. 2 W)dz

Asi, al modelar (Y, Z) conjuntamente, se induce la distribucién de mixtura de Y, lo que justifica

el uso de este enfoque de datos completos en la estimacion.

La funciéon de verosimilitud de los datos completos (y,z) para ¥, L.(¥), viene dada por
L (¥)=P(y,z|¥)

n
nyz Yis2j; )

H Z] fy|z (yj | Zj; )

P(z)) fyla (vj [ 255 %) (1.13)

<
Il
—

I
:j: Ik

La tercera igualdad se obtiene aplicando la férmula de la densidad condicional, que describe
c6mo la densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua Y dada X = x se obtiene
dividiendo la funcion de densidad conjunta de X e Y fxy(x,y) entre la densidad marginal de
X fx(z), siempre que fx(z)> 0:

frix(y | z) = w

Ademaés, como los Z; son i.i.d de acuerdo con una distribucién multinomial con probabilidades

T,...,Tg, S€ tiene que

g

plop =TT

i=1

y
g
Fylayi | 253 %) = [ ] £ily;5 007,
=1

ya que si z;; = 1, es decir, si la observacion y; pertenece a la i-ésima componente, entonces



14 1. Modelos de mixtura finita

la densidad de y; viene dada por f;(y;;8;). Por lo tanto, la funcién de log-verosimilitud de los

datos completos para W, log L.(¥), se expresa como

g n

gc(‘I’) = lOg Lc (‘I’) = Z Z Zij (10g T + IOg fz (yj; 01)> . (114)

i=1 j=1

La verosimilitud de los datos observados (incompletos) L(W¥), se puede obtener integrando

los datos no observados z de la verosimilitud de los datos completos:

A continuacién se mostrara como el algoritmo EM explota la simplificaciéon que supone traba-
jar con la distribucién conjunta de Y; y Z; para calcular los MLEs a partir de los datos observados
y;- En este algoritmo, se utiliza la funcion de verosimilitud del vector de datos completos y. y
se supera el problema de que z; sea desconocido iterando sobre la esperanza condicional de la
log-verosimilitud de los datos completos, dados los datos observados y, utilizando la estimacion

actual de los parametros desconocidos.

Si el vector de datos completos y. estuviera disponible, entonces la estimacion de la distribu-
cion de la mixtura serfa més sencilla que basdndose tinicamente en los datos observados y, ya que
cada densidad de componente f;(y) podria estimarse directamente a partir de los datos que se
sabe que provienen de ella, es decir, a partir de aquellos datos y; para los cuales z;; = (z;); = 1.
Esto serfa una tarea trivial si, por ejemplo, se asumiera que las densidades de las componentes
son normales multivariadas. En tal escenario, los tinicos parametros adicionales a estimar serian
las proporciones de mixtura m;, que en un diseno de muestreo basado en clasificaciéon podrian

obtenerse directamente como la proporciéon de datos asignados a cada componente:
1 Z” .
771':;' Zij (zzl,...,g).
J=1

Para mas detalles sobre este enfoque de analisis discriminante se recomienda consultar el Capitulo
2 de McLachlan| (1992).

1.3.1. Algoritmo Esperanza-Maximizacion

El algoritmo Esperanza-Maximizacion, propuesto por Dempster et al| (1977), es un proce-
dimiento iterativo que se aplica a este problema tratando los z;; como datos faltantes. Procede

iterativamente en dos pasos: E (para la esperanza) y M (para la maximizacion).
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La adicién de los datos no observados al problema (los z;) es manejada por el paso E, que
toma la esperanza condicional de la verosimilitud logaritmica de los datos completos, ¢, (¥)
definida en , dados los datos observados y, utilizando el ajuste actual para W. Sea Q)
un valor establecido inicialmente por el usuario para W¥. Entonces, en la primera iteracién del
algoritmo EM, el paso E requiere el calculo de la esperanza condicional de ¢, (¥) dado y, usando

w0 para W, que se puede escribir como

Q (‘1’ v )> Eq,m)[ (P) !y] o) [IOch(‘I’) |yl

El operador de esperanza [E tiene el subindice O para transmitir explicitamente que esta
esperanza se esté calculando utilizando v para W. De igual manera, en la iteracion (k + 1),
el paso E requiere el calculo de @ (\IJ; \Il(k)>, donde ¥®) es el valor de ¥ después de la k-ésima
iteracion del algoritmo EM. Como la verosimilitud logaritmica de los datos completos, £, (¥), es
lineal en los datos no observados z;;, la linealidad de la esperanza permite que, en el paso E de
la iteracion (k + 1), el calculo de la esperanza condicional de £. (¥) dados los datos observados
y se reduzca al calculo de la esperanza condicional de las variables latentes Z;;, donde Z;; es la

variable aleatoria correspondiente a z;;. Ahora

Egw (Zig | ¥) =Py (Zi =11y) =7 (v;; 29) | (1.15)
donde, de acuerdo con la Ecuacion ((1.10)),

 (gre) = s (o) gﬂﬁk)fi (v7:6) )
f(yj, ()) Zm(f)fh(yy,e(k))
h=1

parat =1,...,9;5 = 1,...,n, donde la cantidad 7; (yj; \Il(k)> es la probabilidad a posteriori
de que el j-ésimo miembro de la muestra con el valor observado y; pertenezca a la i-ésima

componente de la mixtura. Asi, usando (1.15) y (L.16]), al tomar la esperanza condicional de

tenemos que
Q(\I';\p(k)) E (k)[ (T \y}

n

=Egm [zg: Zij (10g m; +log fi (y;; 0 )) | Y}

=1 j=1

I
M-
-

-
Il
—
.
Il
—-

Eg® [Zij \ y] (108; 7 + log fi (y;: Oi))

I
M-
NE

@
Il
—_
.
Il
—

7i (31 ¥®) (logmi + log fi (v;:6))). (1.17)
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Por tanto, en esencia, el paso E reemplaza en £.(¥) las variables de etiquetas de componen-
tes desconocidas z;; por sus esperanzas condicionales actuales, dadas por las probabilidades a

posteriori de pertenencia a un componente para los datos observados y;, 7; (yj; ‘Il(k)).

El paso M en la iteracion (k4 1) requiere la maximizacion global de @ (lIl; \Il(k)> con respecto

a W sobre el espacio de parametros ) para dar la estimacion actualizada g+ By decir,

WD — arg méix Q(¥; o)),

Las estimaciones actualizadas m;*™) de las proporciones de mixtura m; en el paso M se
calculan independientemente de la estimacién actualizada de los parametros asociados a las
componentes de la mixtura { (k+1) , donde el vector de pardametros & contiene los parametros

desconocidos de las componentes de la mixtura 64,...,60,.

Como se mencioné anteriormente, si z;; fuera observable, entonces el MLE de las proporciones

de mixtura m; estaria dado simplemente por

=Y "4 (i=1,...9). (1.18)

—
J=1

Como el paso E simplemente implica reemplazar cada z;; por su esperanza condicional actual

Ti (yj; \Il(k)) en la verosimilitud logaritmica de los datos completos, la estimacion actualizada de

m; se obtiene reemplazando cada z;; en (|1.18) por 7; (yj; \Il(k)> para dar

(i=1,...,9). (1.19)

Asi, al formar la estimacion de m; en la iteracion (k + 1), cada observacion y; contribuye con
un valor igual a su probabilidad a posteriori (evaluada en la iteracion actual) de pertenecer a la
1-ésima componente del modelo de mixtura. Por lo tanto, esta solucién del algoritmo EM tiene

una interpretacion intuitivamente atractiva.

Con respecto a la actualizacion de £ en el paso M de la iteracion (k+1), los nuevos pardmetros

£ (k+1) deben maximizar Q (lI’; \Il(k)> con respecto a €. Por tanto, teniendo en cuenta la Ecuacién

1' ﬁ(kﬂ) se obtiene como una raiz de

n

g
ZZ'E (y]’ k‘)) 8108; fz{)éy]7 ) =0 (120)
7=1

=1
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que corresponde a un maximo de ) (\IJ; \I!(k)>.

Una caracteristica interesante del algoritmo EM es que la solucion de la Ecuacion (|1.20) suele

existir en forma cerrada, como se demostrara para el modelo de mixtura gaussiana en la Seccion

L33

Los pasos E y M se alternan repetidamente hasta que la diferencia
L(@FEHDY — (@ k)

entre la log-verosimilitud de los datos incompletos (observados) de dos iteraciones consecutivas
es inferior a una cantidad “pequena’ que puede ser prefijada, lo que indica la convergencia de la
secuencia de valores de verosimilitud {L(®*))}, es decir, la convergencia del algoritmo EM a un
valor L*. Un umbral tipico en la practica para este criterio es de 10~> (Bouveyron et al., [2019,

Seccion 2.3). El paquete mclust (Scrucca et al) 2016) de R utiliza este criterio por defecto.

Dempster et al.| (1977) demostraron que la funciéon de verosimilitud de los datos incompletos

L(¥) no disminuye después de una iteracion del algoritmo EM, es decir,
L(w D) > L@ ),

k = 0,1,2,... Por lo tanto, la convergencia debe alcanzarse en una secuencia de valores de
verosimilitud acotada superiormente. |Dempster et al.|(1977) también mostraron que si se cumple
la condicion de que Q(¥; \Il(k)) es continua en ambas variables ¥ y ¥(¥) (k=0,1,2,...), entonces
L* es un méaximo local de L(¥), siempre que la secuencia no quede atrapada en un punto de
silla. De esta forma, al alcanzar la convergencia, \Il(k), correspondiente a la ultima estimaciéon

calculada, representa la estimacion de méxima verosimilitud de los pardametros del modelo.

En resumen, el algoritmo EM para mixturas finitas consta de los siguientes pasos:

= Inicializacion: establecer k = 0 y elegir valores iniciales para los pardmetros, w0,

= Paso E: estimar la pertenencia a las componentes latentes:

= fi(y;:0%)
- .
hZ W;(lk)fh(yg‘; ‘92’{))
=1

(k) _ P(zi; =11y, vy = (yj; \I'(k)) =

2

= Paso M: obtener las estimaciones actualizadas de los parametros:

WD — arg m‘If;ix Q(w; wh)y,
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Para modelos de mixtura finita, en particular:

n (k)

(k+1) Zij
M, = E —_
n

=1

y se resuelve

S (yj;\Il(’“)) Olog Ji (¥:0:) fééyj;gi) —0.

g
=1

=1

= Criterio de convergencia: si los criterios de convergencia no se cumplen, establecer

k =k + 1 y repetir un nuevo paso E seguido de un paso M.

La forma de asignar valores iniciales a los parametros, es decir, la eleccion de W0, se discute

mas adelante en la Seccion [[L3.2]

Las propiedades del algoritmo EM han sido objeto de numerosos estudios; para una revisioén
detallada véase McLachlan y Krishnan| (2008). Algunas de las principales ventajas de este algo-
ritmo son las siguientes. En primer lugar, a menos que se alcance un punto estacionario de la
log-verosimilitud, cada iteraciéon de EM incrementa la log-verosimilitud. Por otro lado, en muchos
casos de interés practico, los pasos E y M son mas manejables en términos de implementaciéon
que la maximizacién directa de la log-verosimilitud, y el coste por iteraciéon suele ser relativa-
mente bajo. Sin embargo, el algoritmo también presenta algunas desventajas. Las estimaciones
de los parametros pueden depender significativamente de los valores iniciales y de los criterios
de convergencia. Ademas, la convergencia puede ser dificil de evaluar: no solo la tasa de conver-
gencia asintética puede ser lenta, sino que también el progreso puede ser lento incluso cuando
el valor actual esta lejos de un punto estacionario. Cabe sefialar que, aunque el EM clasico no
es necesariamente lento en términos absolutos, especialmente en problemas de dimensién mo-
derada, existen alternativas optimizadas que aceleran su convergencia, como los algoritmos EM
acelerados (via métodos quasi-Newton, Louis o hibridos) (McLachlan y Peel, 2000, Secciéon 2.17).
Estas alternativas pueden ser preferibles en escenarios con grandes voliimenes de datos o cuando

se requieren soluciones en tiempo real.

1.3.2. Inicializacién del algoritmo EM

La eficiencia del algoritmo EM puede depender en gran medida del punto de inicio, ya que la
superficie de verosimilitud de una mixtura finita tiende a tener multiples méaximos locales. Por lo
tanto, la inicializacion del algoritmo EM suele ser crucial, aunque no se ha encontrado un método
que supere consistentemente a los demés. No obstante, el algoritmo EM generalmente produce
resultados razonables cuando se inicia con valores iniciales adecuados (Wu, 1983). Existen dos

enfoques para iniciar el algoritmo EM.
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El primer enfoque consiste en inicializar el algoritmo EM asignando valores iniciales para
los parametros ¥ dentro de la region factible, o, alternativamente, asignando probabilidades
iniciales de pertenencia a las componentes para cada dato. Esta eleccion de valores iniciales se
puede realizar mediante distintas estrategias. Una forma de inicializar estos valores es aleato-
riamente. Dado que la estrategia de inicios aleatorios tiene una probabilidad considerable de no
proporcionar valores iniciales 6ptimos, una recomendacién comin es ejecutar el algoritmo EM
con varios inicios aleatorios y elegir la soluciéon que alcance la mayor verosimilitud logaritmica.
Una variacion de este método es la estrategia emEM propuesta por Biernacki et al. (2003). Este
procedimiento realiza varias ejecuciones cortas del algoritmo EM (reflejadas en el nombre por
“em”, en minusculas), cada una con diferentes valores iniciales aleatorios para los parametros,
que se detienen tras un numero fijo y reducido de iteraciones, sin esperar a la convergencia com-
pleta. Luego, se selecciona la solucién con la mayor verosimilitud logaritmica para iniciar una
ejecucion prolongada y completa del EM (representada por “EM”, en maytsculas), que continua
hasta cumplir los criterios de convergencia habituales. El paquete Rmixmod (Rémi Lebret et al.,
2015) de R para mixturas finitas de distribuciones gaussianas utiliza esta estrategia por defecto.
Este método es més robusto que una simple inicializacién aleatoria, pero es computacionalmente
costoso y sufre, aunque en menor medida, de los mismos problemas que los inicios aleatorios, ya

que sigue dependiendo de los valores iniciales.

En el segundo enfoque, en lugar de fijar directamente los pardmetros, se selecciona una parti-
cion inicial de las observaciones correspondientes a las componentes de la mixtura, estableciendo
zi(]q) en 1 si la ¢-ésima observacion se asigna a la j-ésima componente y 0 en caso contrario. Esta
particién inicial se puede obtener mediante algin algoritmo de agrupamiento, como k-medias o
clustering jerarquico, véase|Saxena et al.| (2017). En este caso, la clasificacion final se usa para ini-
ciar el algoritmo EM desde el paso M. No obstante, el uso de estos algoritmos de particionamiento
para inicializar EM tiene algunas desventajas. Por ejemplo, algunos de estos métodos presentan
sus propios problemas de inicializacion y pueden tender a imponer artificialmente ciertas formas
o patrones en los clisteres. La particion inicial también se puede obtener aleatoriamente, sin
embargo, los valores aleatorios de los pardmetros tienden a proporcionar mejores valores iniciales
que las particiones aleatorias de las observaciones (Bouveyron et al., 2019} Seccion 2.4). Biernac-
ki et al.| (2003) también propusieron dos algoritmos de inicializacion basados en este enfoque: el
algoritmo Classification EM (CEM) y el algoritmo Stochastic EM (SEM). Estos algoritmos se
basan en variantes de EM, que se ejecutan un ntmero determinado de iteraciones, generalmente
hasta que se estabilizan, obteniendo una particion inicial de las observaciones. En CEM, cada
observacion se asigna deterministicamente a la componente con mayor probabilidad posterior,
generando asi una particién completa de los datos en cada iteracion. En el contexto del agru-
pamiento (clustering), el algoritmo CEM una alternativa eficaz a la estrategia emEM, ya que

presenta una convergencia rapida y puede ejecutarse multiples veces con un coste computacional
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reducido (Biernacki et al., [2003). Por su parte, SEM introduce aleatoriedad en la asignacion
de las observaciones a las componentes, lo que puede ayudar a evitar ciertos 6ptimos locales,
muestreando las etiquetas latentes segtin las probabilidades posteriores; esta estrategia también
produce una particién inicial en cada iteracién. Otra estrategia ampliamente utilizada, espe-
cialmente en modelos de mixtura gaussiana, basada en este enfoque es la inicializaciéon mediante
clustering jerarquico basado en modelos (HMBC, por sus siglas en inglés), propuesta por Banfield
y Raftery| (1993)). El clustering jerarquico basado en modelos (HMBC) fusiona sucesivamente los
pares de clasteres cuya unién produce el mayor incremento en la verosimilitud de clasificacion.
En ausencia de informacién previa, el proceso comienza considerando cada observacién como un
clister individual y se repite hasta que todos los datos quedan agrupados en un tinico clister. En
cada paso del algoritmo, para cada particién, los parametros del modelo se estiman una sola vez,
condicionados a la particién actual, sin necesidad de realizar iteraciones. Una de sus principales
ventajas es su eficiencia computacional, ya que con una sola pasada sobre los datos se obtienen
particiones iniciales para distintos modelos y niimeros de clasteres. Proporciona una asignaciéon
inicial razonable de clusteres, por lo que se utiliza frecuentemente para inicializar métodos mas
precisos, como el EM. En el paquete mclust (Scrucca et al. [2016) de R para mixturas finitas
de distribuciones gaussianas, el algoritmo EM se inicializa ejecutando un clustering jerarquico
basado en modelos usando un modelo sin restricciones (heterocedéstico, modelo VVV en la Ta-
bla . Este procedimiento genera una particiéon para cada niimero posible de componentes, las

cuales se utilizan como puntos iniciales para el algoritmo EM.

1.3.3. Algortimo EM para modelos de mixturas gaussianas

Tal como se mencioné en la Seccién [1.1], una suposicién comun en la préctica es tomar las
densidades de las componentes como normales. Por esto, ahora se van a especializar los resultados
descritos en la Seccion [I.3.1] sobre la aplicacion del algoritmo EM para el ajuste ML en el caso

de una mixtura de componentes gaussianas, definida en la Ecuacion (1.7]).

En primer lugar, se va a considerar el caso no restringido (heterocedéstico, modelo VVV en
la Tabla donde las matrices de covarianza de las componentes ¥; pueden ser desiguales; es
decir, no se les imponen restricciones, mas alla de las habituales (ser simétrica y definida positiva).
Con respecto al paso E en la iteracién k + 1, se ha visto en la Seccion que reemplaza las
variables de etiquetas de componente desconocidas z;; por sus esperanzas condicionales actuales
dadas por las probabilidades a posteriori de pertenencia a componentes de los datos observados

Vi Ti (yj; \Il(k)), cuya expresion es ahora

0 (350, 5

(1.21)
k k k
him o (wmé ), %5 )>

Ti <Yj;‘1’(k)> =
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parat=1,...,9;5=1,...,n

En el paso M para componentes normales, la estimacién de las medias tiene una solucién
simple en forma cerrada (Bouveyron et al.l 2019, Seccion 2.3). La actualizacion de las medias p;

de las componentes se obtiene mediante la siguiente expresion:

i (yw ()>y3

MZ(kH) J:i o (1.22)
> (v )
para i =1,...,9. El calculo de la estimacién de las matrices de covarianza depende de la para-

metrizacion elegida, entre las definidas en la Seccion En el modelo méas general VVV, véase
la Tabla donde no se imponen restricciones sobre los voliumenes, formas y orientaciones de
las matrices de covarianza ¥; de las componentes de la mixtura, la actualizacién de la covarianza

Se expresa como:

i (yw (k)) (yj _ M§k+1)> (yj B M§k+1))—r

E§k+1) J=1 (1.23)
> (Yj§ ‘I‘(’“)>
j=1
para ¢ = 1,...,¢9. La estimacién actualizada de la ¢-ésima proporcién de mixtura 7r§k+1) es la

dada en la Ecuacién (|1.19)).

Desde el punto de vista computacional, es ventajoso expresar la actualizacion (1.23) de 3;
directamente en términos de las esperanzas condicionales actuales de los estadisticos suficientes

Ti1, Tio v Ti3 para W en el marco de datos completos, dado por

n

Ti(lk) = Zn:ﬂ‘ (yﬁ ‘I’(k)> , Tg) = Zn:ﬂ‘ (Yj; ‘I'(k)> Yj :f = ZTZ (ij )YJYJ

7j=1 7j=1 =1

.

Se tiene entonces que

k )y~ (k
sy _ Ty’ — T 15T

( o (i=1,....9). (1.24)
il

El uso de ([1.24)) en lugar de (|1.23) para actualizar la estimacion de la matriz de covarianza de
la i-ésima componente proporciona una reduccion en el tiempo de CPU de alrededor del 50 %
(McLachlan y Peel, [2000, Seccion 3.2).
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Ademaés, a menudo, en la practica, las matrices de covarianza ¥; de las componentes se limitan

a ser iguales,

donde ¥ es desconocida. En este caso de componentes normales homocedésticas, correspondiente
al modelo EEE, la estimacién actualizada de la matriz de covarianza ¥ comun a todas las
componentes viene dada por

9 T’z(lk)z(k-i_l)

Nt = §° i
n

i=1
donde EEIH’I) esta dado por 1} v las actualizaciones de m; y p; son iguales al caso heteroce-
dastico (véanse las Ecuaciones (|1.21)) y (1.22])).

Como se mencioné anteriormente, la estimaciéon de ¥; depende de la parametrizacién adop-
tada para las matrices de covarianza de las componentes de la mixtura gaussiana. Ya se ha
presentado el caso general del modelo VVV y el caso homocédastico del modelo EEE. En la

Tabla se muestra también la estimacion actualizada para otros casos simples, donde

n

W; = Jz:n (5599 (v = ") (s - MEHD)T, W= Zg:Wz- v =7 (vie®).

i=1 j=1

Para mas detalles sobre el paso M para ¥; parametrizada por la descomposicién en valores
propios (1.9), véase [Celeux y Govaert| (1995)). [Celeux y Govaert| (1995) discuten el paso M para
los 14 modelos definidos en la Seccién [1.1.1] proporcionando métodos iterativos para los cinco
modelos (VEI, VEE, VEV, EVE, VVE) para los cuales el paso M no tiene una forma cerrada.
En estos casos, al no existir una solucién analitica, es necesario recurrir a métodos numéricos
iterativos para actualizar los parametros en cada iteraciéon del EM. Una ventaja de disponer
de una forma cerrada es la mayor eficiencia computacional, ya que permite actualizar los para-
metros directamente mediante expresiones explicitas, sin necesidad de recurrir a procedimientos
iterativos internos. Esto reduce el tiempo de computo por iteracion del EM, lo que puede ser es-
pecialmente relevante en conjuntos de datos grandes o en problemas de clasificacién con muchas

componentes.
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Modelo > Ei(k+1)
EII Vi MI
pn
VII A ()
bn;
EEE ADADT w
n
VVV ND;A;D; W
n;

Tabla 1.3: Estimaciones actualizadas de ¥; en el paso M para cuatro parametrizaciones distintas

de las matrices de covarianza de las componentes en un modelo de mixtura gaussiana.
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Capitulo 2

Clustering a través de modelos de

mixtura

Los modelos de mixtura permiten abordar el problema del clustering desde una perspectiva
estadistica bien fundamentada, conocida como clustering basado en modelos (model-based clus-
tering). Este enfoque asume que los datos provienen de una poblacion heterogénea compuesta
por varias subpoblaciones, cada una de las cuales se modela mediante una distribucién de pro-
babilidad especifica. El tipo de distribucion se especifica a priori, mientras que la estructura del
modelo (incluido el ntimero de componentes) se determina mediante técnicas de estimacion de

parametros y selecciéon de modelos.

A diferencia de otros métodos de agrupamiento, el clustering basado en modelos permite
asignaciones probabilisticas, asociando a cada observacién una probabilidad de pertenencia a
cada grupo, lo que permite representar la incertidumbre en el agrupamiento de los datos, posi-
bilitando una asignacion flexible y més realista que el agrupamiento estricto. Ademés, permite
estimar conjuntamente los pardmetros de cada componente, seleccionar el modelo 6ptimo me-
diante criterios estadisticos como el BIC y obtener la forma de las distribuciones que representan

a cada componente.

Entre las principales ventajas del clustering basado en modelos frente a otros métodos de
agrupamiento se encuentran su base estadistica sélida, que favorece la interpretacién rigurosa y la
reproducibilidad de los resultados, la posibilidad de seleccionar el modelo de manera objetiva, su
adaptabilidad a distintos tipos de datos y contextos de analisis, y la obtencién de una descripcion

detallada de la distribucién que siguen los datos dentro de cada grupo.

Disponiendo del modelo de mixtura ajustado con las estimaciones de sus parametros, es

posible utilizarlo no solo para describir la distribucién subyacente de los datos, sino también

25
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para asignar las observaciones a los diferentes grupos identificados por el modelo. Una estrategia
habitual para realizar esta asignacién es el procedimiento de clasificacién conocido como Maxima
A Posteriori (MAP), el cual permite obtener una particion “dura” de los datos basada en las
probabilidades a posteriori estimadas para cada componente del modelo. A continuacién, se

presenta como se aplica este enfoque dentro del marco del clustering basado en modelos.

2.1. Clasificacion Maxima A Posteriori

Una vez ajustado un modelo de mixtura finita y estimados sus parametros, es posible realizar
una asignaciéon de las observaciones a los distintos grupos mediante la clasificacién de maxima
a posteriori (Scrucca et al., 2023, Seccion 2.2.4). Este procedimiento consiste en asignar cada
observacion a la componente del modelo que maximiza su probabilidad posterior condicional,
introducida en la Seccion por la Ecuaciéon (|1.10)).

Formalmente, dado un conjunto de datos yi,...,y, y una mixtura de g componentes, se
calcula para cada observacion y; la probabilidad a posteriori estimada de pertenecer a la com-

ponente 4, definida como:

iy ) = ﬁifi()’j;?i) _ gfrifi(}’j;éi) =1, i j=1,....n), (2.1)
FOB%) S ffulyss 0n)

k=1

~

donde 7; es el peso estimado de la componente 4, f;(y;; ;) es la densidad de la componente i

evaluada en y; utilizando los pardmetros estimados 0 y f(y;; 121) es la densidad de la mixtura.

De esta forma, se puede realizar un agrupamiento probabilistico de las n observaciones
¥Y1i,---,¥n en funcién de sus probabilidades a posteriori ajustadas de pertenencia a cada com-
ponente. Para cada observacion y;, las g probabilidades 7 (y;; \i!), oo Tg(Y g3 \il) representan las
probabilidades a posteriori estimadas de que dicha observacién pertenezca, respectivamente, a la

primera, segunda, ...,y g-ésima componente de la mixtura (para j =1,...,n).

Mediante la regla MAP se puede realizar un agrupamiento estricto de los datos asignando
cada observacion y; a la componente de la mixtura a la que pertenece con mayor probabilidad a
posteriori. Siguiendo con la interpretaciéon presentada en la Seccidén se estima la etiqueta de
componente z; de y; mediante z;, que seréd la estimacién de maxima a posteriori de z;, donde
Zi; = (2;); se define como:

1, sii=arg mix 74(y;;®)
Zij = ke{l,....g} parai=1,...,g;j=1,...,n. (2.2)
0, en otro caso
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Asi, cada observacion y; se asigna a uno de los g grupos, Gi. ..., Gy, de la mixtura de la siguiente
forma:
yj € Gi= con i =arg max 7;(yj; \il)
1€{1,...,9}

Este procedimiento proporciona una particion estricta (hard clustering) de los datos, donde cada

observacion pertenece a un dnico grupo.

Ademas, este enfoque permite cuantificar la incertidumbre en la asignacion de cada dato y;

al grupo al que se le ha asignado mediante una medida definida como:

=1 mix ni(y;®),
i€{1,...,9}
la cual toma valores en el intervalo [0,1 — 1/g|. Valores de u; cercanos a cero indican una
asignacion segura, mientras que valores proximos a 1 — 1/g reflejan mayor ambigiiedad en la

pertenencia del dato a dicho grupo, puesto que representan contextos de igual probabilidad para

todos los grupos.

En el clustering, existen dos problemas principales: la eleccién del método de agrupamiento y
la determinacién del nimero de grupos. En el enfoque de modelos de mixtura, ambos problemas
se pueden reducir a uno solo: la seleccién del modelo. Esto se debe a que cada combinacion del
nimero de clisteres y el modelo de agrupamiento corresponde a un modelo estadistico diferente
para los datos. Por lo tanto, el problema se convierte en una tarea de comparar los diferentes
modelos posibles. A continuacién, se presentan distintos criterios para realizar dicha seleccion

del modelo.

2.2. Eleccién del niimero de clasteres y del modelo de clustering

En los modelos de mixtura finita, dos cuestiones fundamentales son la eleccién del ntimero de
componentes que debe incluirse en la mixtura y la elecciéon del modelo de clustering més apropia-
do. Por ejemplo, en el caso particular de los modelos de mixtura gaussiana (GMM), presentados
en la Seccion ademas de determinar el ntimero de clisteres es necesario seleccionar una pa-
rametrizaciéon adecuada para las matrices de covarianza, véase la Tabla Ambas cuestiones
pueden abordarse conjuntamente como un tnico problema de selecciéon de modelo, ya que cada
combinaciéon de modelo y nimero de componentes define un modelo estadistico distinto. Para
llevar a cabo esta seleccion, se emplean habitualmente criterios de informacién, como el criterio
de informacion bayesiano (BIC) o el criterio de verosimilitud completa integrada (ICL). Estos
criterios buscan equilibrar el ajuste del modelo a los datos con la complejidad del modelo, pena-

lizando aquellos que tienen demasiados parametros. De esta manera, se favorecen modelos que
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explican adecuadamente los datos sin sobreajustarse a ellos. Alternativamente, también pueden

utilizarse contrastes de hipoétesis formales para determinar el niimero de componentes.

Una forma de abordar el problema de la selecciéon de modelos en el contexto del clustering
es a través de la seleccion bayesiana de modelos, utilizando factores de Bayes y probabilidades a
posteriori de los modelos (Kass y Raftery, |1995)). La idea es que, si se consideran varios modelos
estadisticos Mj, ..., Mg, con probabilidades a priori P(My), k = 1,..., K (que a menudo se
suponen iguales), entonces, segin el teorema de Bayes, la probabilidad a posteriori del modelo
M), dado un conjunto de datos D es proporcional a la probabilidad de los datos bajo el modelo

M}, multiplicada por la probabilidad a priori del modelo, es decir:

P(My | D) oc P(D | My,)P(M).

Cuando los modelos contienen parametros desconocidos, la probabilidad de los datos bajo
el modelo My, P(D | My), se obtiene aplicando la ley de la probabilidad total, lo que implica

integrar (y no maximizar) sobre el espacio de parametros:
P(D | My) = /]P’(D | War,, My) P(®ar,, | Mi) d¥ oy, ,

donde P(W g, | My) es la distribucion a priori del vector de pardametros Wy, asociado al modelo
M. La cantidad P(D | My) se conoce como la verosimilitud integrada o verosimilitud marginal

del modelo Mj,.

Un enfoque bayesiano natural para la seleccién de modelos es elegir el modelo que sea mas
probable a posteriori. Si las probabilidades a priori de los modelos, P(M}), son iguales, esto
equivale a elegir el modelo con la mayor verosimilitud integrada P(D | Mj). Para comparar
dos modelos, M7 y My, el factor de Bayes se define como la razoén de las dos verosimilitudes
integradas, Bia = P(D | M1)/P(D | Ma), con la comparacion favoreciendo a Mj si Big > 1,y
considerandose una evidencia muy fuerte a favor de My si Bia > 100 (lo que significa que los
datos son al menos 100 veces mas probables bajo M; que bajo M), segiin una escala propuesta
por [Jeffreys (1961)) que se ha convertido en una convencion empirica ampliamente adoptada por
su utilidad practica. A menudo, se toma el valor de 2log(Bi2) en lugar de Bjs, y en esta escala,

redondeando, una evidencia muy fuerte se corresponde a un umbral de 10 (Kass y Raftery,|1995).

La principal dificultad en el uso de los factores de Bayes es la evaluacion de la integral
que define la verosimilitud integrada P(D | Mjy). Para los modelos regulares, la verosimilitud
integrada puede aproximarse simplemente mediante el Criterio de Informacién Bayesiano (BIC),

introducido originalmente por Schwarz (1978):

2log P(D | My,) = 2logP(D | ¥y, , My,) — vag, log(n) = BICyy,, (2.3)
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donde 7 es el tamano de la muestra y vy, es el nimero de parametros independientes a estimar
en el modelo Mj. Se puede encontrar la justificacién de emplear este criterio en [Kass y Raftery
(1995)). Asi, el Criterio de Informacion Bayesiano (BIC) proporciona una aproximacion al factor

de Bayes para comparar dos modelos, My y Ma:
210g B12 ~ BICMl — BICM2 = Alg.

Suponiendo que Ms tiene el valor mas pequeno de BIC, la fuerza de la evidencia en su contra

puede resumirse como se observa en la Tabla [2.1]

JAND Evidencia a favor de M; sobre My

0 -2 Insuficiente para hacer una afirmacion sélida
2-6 Positiva
6-10 Fuerte

>10 Muy Fuerte

Tabla 2.1: Interpretacion de la diferencia en el valor de BIC (Aj2) entre dos modelos M; y Ms
(Scrucca et all 2023, Secciéon 2.3.1).

Para una revision del BIC, su derivacién, sus propiedades y aplicaciones, se recomienda
consultar |[Neath y Cavanaugh (2012).

Los modelos de mixtura finita, en general, no satisfacen las condiciones de regularidad que
sustentan las demostraciones publicadas de la Ecuaciéon , pero varios resultados sugieren que
es apropiada y que tiene un buen rendimiento en el contexto de clustering basado en modelos.
Leroux (1992)) mostr6 que basar la seleccion de modelos en la comparacion de valores de BIC
no subestima asintoticamente el nimero de grupos. Keribin| (1998]) demostré que el BIC es
consistente para estimar el ntimero de grupos, bajo el supuesto de que la verosimilitud estéa
acotada. La verosimilitud, sin embargo, no esta acotada en general en los modelos de mixtura
gaussiana ya que puede crecer infinitamente si una componente de la mixtura colapsa sobre un
tnico punto (lo que ocurre cuando la matriz de covarianza se vuelve singular). No obstante, una
restriccion muy débil, como un limite inferior muy pequeiio sobre el valor propio mas pequeno
de las matrices de covarianza, es suficiente para garantizar la validez del supuesto. El software
principal utilizado en clustering basado en modelos incorpora este tipo de restricciones, por lo
que en la practica el BIC se puede usar con confianza en estos modelos. Ademas, en una variedad
de aplicaciones de clustering basado en modelos, la eleccién del modelo basada en el BIC ha
dado buenos resultados (Campbell et all 1997; Dasgupta y Raftery, 1998; Fraley y Raftery,
1998; Stanford y Raftery 2000).



30 2. Clustering a través de modelos de mixtura

El BIC es un criterio ampliamente adoptado para la seleccion de modelos en modelos de mix-
tura finita, tanto para estimacion de densidad (Roeder y Wasserman, |1997) como para clustering
(Fraley y Raftery,|1998). Para los modelos de mixtura, el BIC para el modelo My, se define por la
Ecuacion , donde los datos D consisten en las observaciones y1, . .., y, que se van a agrupar,
N M, es el estimador de méxima verosimilitud (MLE) de los parametros del modelo, que general-
mente se estima mediante el algoritmo EM, y vy, es el nimero de pardmetros independientes en
M. Asi, P(D | N M, » My) es la funcion de verosimilitud de la mixtura, definida por la Ecuacion
(1.11)). De esta forma, para los modelos de mixtura, el BIC toma la siguiente forma, penalizando
la log-verosimilitud del modelo al introducir un término de penalizacién que tiene en cuenta la
complejidad del modelo:

BICh.¢ = 200.¢(®) — v log(n),

donde ¢ M7g(‘i’) es la log-verosimilitud de la mixtura en el MLE ¥ para el modelo M con G
componentes, definida en la Ecuacion , n es el tamano de la muestra, y vy, es el niimero
de parametros a estimar. El modelo M y el nimero de componentes G se eligen para maximizar
BIC -

Para los modelos de mixtura normal, presentados en la Seccion [I.T], los modelos a comparar
corresponden a diferentes nameros de clusteres y diferentes parametrizaciones de las matrices de
covarianza (representadas en la Tabla , o modelos de clustering. Cada combinaciéon de un
numero de clisteres y un modelo de clustering define un modelo distinto a comparar. Como ya se
comento6 anteriormente, el nimero de parametros que es necesario estimar, denotado por vy g,
varfa en cada una de estas combinaciones. Los valores de vy ¢ para los distintos modelos de
mixtura normal, en funcién del ntimero de clasteres y la estructura de la matriz de covarianza,
pueden consultarse en la Tabla [I.2] Tipicamente, se consideran modelos con G = 1,..., Gpax,
para alguna eleccién razonable del nimero méaximo de clusteres, Gpax. En el paquete mclust
(Scrucca et al.,|2016) de R, el valor predeterminado de Gax €s 9, pero en aplicaciones especificas
el niimero apropiado podria ser mucho mayor. Ademaés, de manera predeterminada, el software
mclust considera los 14 modelos de covarianza definidos en la Tabla lo que da lugar a un

ntimero predeterminado de Gax X 14 = 126 modelos considerados.

El BIC est4 diseniado para elegir el nimero de componentes en un modelo de mixtura, en lugar
del namero de clisteres en el conjunto de datos per se. La diferencia es sutil pero importante.
El clustering basado en modelos se fundament6 inicialmente en la esperanza de que el ntimero
de componentes de la mixtura fuera el mismo que el ntimero de clisteres, pero esto no siempre
es cierto. Por ejemplo, en modelos de mixtura gaussiana, un clister puede ser fuertemente no
gaussiano y, en si mismo, ser mejor representado por una mixtura de distribuciones normales. En
este caso, el nimero de componentes de la mixtura seria mayor que el ntimero de cltusteres. Por

esta razon, se han propuesto otros criterios para la seleccion de modelos en clustering. Cuando el
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interés se centra principalmente en el clustering en lugar de encontrar el mejor modelo de mixtura
para ajustar los datos, una solucién a este problema es utilizar, en lugar del BIC, el Criterio de
Verosimilitud Integrada de Datos Completos (ICL, por sus siglas en inglés) (Biernacki et al.,
2000)). Esto se basa en la verosimilitud conjunta de los datos y y el clustering z, es decir, en la

funcion de verosimilitud de los datos completos y. = (y, z), definida por la Ecuacion ([1.13)).

En este enfoque, la probabilidad de los datos completos bajo el modelo My, P(y, z | M), se

calcula mediante la siguiente integral:

Py, | My) = / Py, 2 | as, My) P(@s, | M) d o, .

Utilizando una aproximacién similar al BIC para la integral se obtiene

2log P(y,z | My) =~ 2logP(y,z | ® s, M) — vag, log(n). (2.4)

La Verosimilitud Integrada de Datos Completos (ICL) del modelo M}, se define como el lado
derecho de ([2.4]), donde z es reemplazado por su estimacion de maxima a posteriori (MAP) z,

formada por las correspondientes estimaciones de méaxima a posteriori (MAP) Z; de cada z;,

definidas por ((2.2)).

Asi, el ICL toma la siguiente forma:
ICL = 2log P(y, 2| ® s, , M) — v, log(n).

Esta expresion es anéloga a la del BIC, pero incorpora explicitamente la asignaciéon mas probable
de cada observacion a un clister, lo que permite capturar lo que permite capturar la incertidumbre

asociada a la clasificacién inducida por el modelo.

A partir de esta formulacion, el ICL se puede reescribir como una correccion del BIC mediante

un término de penalizacion adicional:
ICL = BIC — E(My),

donde E(Mj) es la entropia esperada de la clasificacion del modelo My (Biernacki et al., 2000)):

n ng
B(My) = =32 3 nilys ) log (1i(y;, ) - (2.5)

j=11i=1
Asi, el ICL es igual al BIC penalizado por la entropia esperada de la clasificaciéon. La entropia
es alta cuando hay gran incertidumbre sobre la clasificacion, y es ain mas alta cuando todos

los 7;(y;; \il) son iguales (es decir, todos iguales a 1/gps, ), momento en el que alcanza el valor
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A

nlog(ga, ). La entropia es mas baja cuando todos los 7;(y;; ¥) son iguales a 0 o 1, es decir,
si la clasificaciéon no tiene incertidumbre, en cuyo caso es igual a cero. Por tanto, este término
mide la incertidumbre en la asignacién de las observaciones a los cliisteres: cuanto mayor es la
incertidumbre, mayor es la entropia, y por tanto, mayor es la penalizaciéon. Como resultado, el
ICL tiende a favorecer modelos que produzcan clisteres mas claramente separados que el BIC,
por lo que en la practica el ICL suele elegir el mismo niimero o un ntimero menor de cliasteres
que el BIC.

Ademas de los criterios de informacion mencionados, la eleccién del nimero de componentes
en un modelo de mixtura para un modelo especifico puede llevarse a cabo mediante un contraste
de hipotesis de verosimilitud, llamado test de razéon de verosimilitud (LRT, por sus siglas en
inglés). Se recomienda consultar McLachlan y Rathnayake (2014) para una revision méas profunda

en este tipo de contrastes.

Supongamos que se quiere probar la hipotesis nula G = Gy frente a la alternativa G = Gy
para algin G1 > Gy, de modo que
HO . G= G(]
H: G=G;

Usualmente, G; = Gg + 1, por lo que un procedimiento comin es agregar componentes secuen-
cialmente. Sea \ilGj el MLE de los parametros del modelo ¥ calculado bajo H; : G = G; (para
j = 0,1). El estadistico de contraste del test de razon de verosimilitud (LRTS, por sus siglas

inglés) puede escribirse como

LRTS = —2log (MC%)) =2 (ﬁ(\ilgl) - ﬁ(\ilgo)) ,
L(¥e,)

donde valores grandes del LRTS proporcionan evidencia en contra de la hipotesis nula, ya que

sugieren que la diferencia en la verosimilitud entre los dos modelos es lo suficientemente grande

como para pensar que el modelo con G; componentes ajusta mejor los datos. En ese caso, se

rechaza la hipotesis nula Hy, lo que implica que se prefiere el modelo con mas componentes. Por

el contrario, si el valor del LRTS es pequeno, no hay suficiente evidencia para rechazar Hy, lo

que significa que no se justifica aumentar el nimero de componentes del modelo.

Bajo condiciones de regularidad estandar, la distribucion nula del estadistico LRTS sigue
una distribucién chi-cuadrada. Sin embargo, en los modelos de mixtura, estas condiciones no se
cumplen (McLachlan y Peel, 2000, Capitulo 6). Como resultado, para evaluar la significancia del
LRT, se recurre con frecuencia a enfoques de remuestreo para obtener un p-valor. [McLachlan
(1987) propuso usar el bootstrap para obtener la distribucion nula del LRTS. El procedimiento

bootstrap es el siguiente:
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1. Se genera una muestra bootstrap z; simulando desde el modelo ajustado bajo la hipotesis
nula con GGy componentes, es decir, desde la distribuciéon del modelo de mixtura con el vector
de parametros desconocidos reemplazado por los MLE obtenidos de los datos originales bajo
Ho;

2. Se calcula el estadistico de contraste LRTS; para la muestra bootstrap z; después de

ajustar el modelo de mixtura en esta muestra con Gy y G1 componentes;

3. Los pasos 1y 2 se replican B veces para aproximar la distribucién nula bootstrap de LRTS™.

Asi, se puede calcular una aproximacion basada en bootstrap del p-valor como

1+ 522 I(LRTS; > LRTSohs)
B+1 ’

p-valor ~

donde LRTSyps es el estadistico de contraste calculado sobre la muestra original observada, y I(+)

denota la funcién indicadora, que es igual a 1 si su argumento es verdadero y 0 en caso contrario.

Si se requiriera una estimaciéon muy precisa del p-valor, entonces B podria tener que ser
muy grande (Efron y Tibshirani, [1993). Sin embargo, por lo general, no hay interés en estimar
un p-valor con alta precision. En el paquete mclust (Scrucca et all 2016) de R, el ntumero
de remuestreos bootstrap es 999 por defecto. Incluso con un ndmero limitado de réplicas B
(por ejemplo, entre 100 y 300), la cantidad de computo involucrado sigue siendo considerable,
especialmente para valores de Gg y G que no estdn proximos entre si. Sin embargo, como
sefiala [Smyth| (2000), el proceso puede implementarse de manera facil y eficiente en hardware de

computacion paralela, por ejemplo, utilizando B procesadores paralelos (Smyth, [2000)).

El objetivo principal del test de razén de verosimilitud (LRT) es evaluar si la adicion de
una componente mejora significativamente el ajuste del modelo, proporcionando una prueba
estadistica formal. Por lo tanto, se utiliza cominmente para comparar modelos anidados y realizar
inferencias sobre la necesidad de componentes adicionales. Sin embargo, debido a que requiere

remuestreo, su coste computacional es mayor en comparaciéon con el BIC y el ICL.

BIC e ICL son criterios de informaciéon ampliamente utilizados para determinar el modelo y el
niimero 6ptimo de componentes en modelos de mixtura, penalizando su complejidad. En cambio,
el LRT se emplea mas especificamente para evaluar si la inclusion de componentes adicionales
mejora significativamente el modelo ajustado. En ocasiones, el LRT se utiliza en combinacién con
el BIC y el ICL. Esto se debe a que, mientras que el BIC y el ICL ofrecen criterios de seleccion
basados en el equilibrio entre el ajuste del modelo y su complejidad, el LRT permite contrastar,
mediante un test formal de hipotesis, si la inclusiéon de componentes adicionales proporciona una
mejora en el ajuste que sea estadisticamente significativa. Utilizar estos criterios en conjunto

permite tomar decisiones méas informadas sobre el niimero 6ptimo de componentes.
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Aunque criterios como BIC e ICL permiten seleccionar un ntimero adecuado de componentes
en la mixtura, en el caso de mixturas gaussianas (Secciéon puede ocurrir que varias compo-
nentes representen, en realidad, un tnico clister no gaussiano. En la siguiente secciéon se aborda
como la fusiéon de componentes puede ayudar a identificar y reagrupar estos casos para mejorar

el resultado del clustering.

2.3. Fusion de clisteres no gaussianos en mixturas gaussianas

El clustering basado en modelos de mixturas gaussianas (Secci(’)n se basa en la idea de una
mixtura finita de distribuciones normales multivariantes o gaussianas, donde cada componente
de la mixtura corresponde a un grupo o cldster. Sin embargo, a veces algunos de los grupos no
tienen una distribucién gaussiana. En ese caso, el BIC tendera a elegir un modelo que represente
un grupo no gaussiano mediante una combinacién de varias componentes gaussianas. Esto da
una buena estimaciéon de la densidad, pero sobrestima el ntimero de grupos. Por otro lado, el
ICL tendera a seleccionar un ntimero de componentes que corresponde al namero real de grupos.
Pero al hacerlo, normalmente representa un grupo no gaussiano mediante una sola componente

gaussiana, lo cual puede no ajustarse bien a los datos.

Una solucién ampliamente utilizada para este dilema es mantener la solucién del BIC como
modelo para la densidad de los datos, pero combinar componentes de mixtura que estén cercanas
antes de realizar el clustering. Esto permite lo mejor de ambos mundos: el niimero correcto de

grupos, y un modelo flexible para cada grupo que se ajuste bien a los datos.

Segtn |Hennigl (2010), los métodos para fusionar componentes gaussianas suelen seguir los
siguientes pasos:

1. Se parte de las componentes estimadas como grupos iniciales.

2. Se identifica el par de grupos con mayor potencial de ser fusionados.

3. Se aplica un criterio de parada para decidir si se deben combinar o si la particién actual

debe considerarse definitiva.

4. Si se fusionan, se repite el procedimiento desde el paso 2.

Como base para la mixtura inicial, lo mas comun es utilizar el modelo seleccionado por el
BIC. Los métodos de combinacion se distinguen principalmente por la forma en que eligen los
pares de componentes a fusionar y por el criterio que aplican para decidir cuando detener la

fusion.



2.3. Fusién de clisteres no gaussianos en mixturas gaussianas 35

Un enfoque ampliamente utilizado para seleccionar el par més prometedor es basarse en la
entropia de la clasificacion del modelo (Baudry et al., 2010)), definida previamente en dentro
del contexto de ICL. Sea 7;(y;, 1}) la probabilidad a posteriori estimada de que la observacion y;
provenga de la componente i = 1,..., g, segun una soluciéon con g grupos (ver Ecuacion )

La clasificacién del modelo con g grupos tiene entropia:

g n
B(g) = =Y > milys ©)log (i(y;, #)) > 0
i=1 j=1
Si la clasificaciéon no tiene incertidumbre (valores 0 o 1), la entropia es 0. Se maximiza cuando

todas las probabilidades son 1/G, es decir, cuando la clasificacion no es informativa.

La idea principal es seleccionar en cada etapa el par de grupos cuya combinacién minimice
el aumento de la entropia. El calculo es sencillo, ya que la probabilidad a posteriori de un punto
en el grupo combinado es la suma de las probabilidades de los grupos fusionados. El proceso de
combinacién continda mientras el incremento de entropia sea pequeno, y se detiene cuando este
aumento se vuelve significativo. Para determinar el punto de parada, puede utilizarse un grafico
que representa la entropia en funcion del nimero de grupos, donde un cambio brusco en la pen-
diente, lo que cominmente se denomina un “codo”, sugiere un nimero adecuado de componentes
fusionadas (véase |Bouveyron et al., |2019, Seccion 3.3). Un ejemplo de este procedimiento puede
verse en el Capitulo

A

Si se combinan los grupos ¢’ y i’ de la solucién con g grupos, los valores de 7;(y;, ¥) perma-
necen iguales para todos los grupos i excepto para i’ e i’. El nuevo grupo i/ U4” tiene entonces

la siguiente probabilidad condicional:

T (Vi ¥) = i (v, ) + 100 (v, ).
Entonces, la nueva entropia es:
=3 (735 ) + 7y 9)) o (73, B) + 7o yi ) + D 7l ) log (7ilys ®))
j=1 i i

Asi, los dos grupos i’ y ¢’ que se van a combinar son aquellos que maximizan el criterio:

- Zn: [n/ (vj, ) log (Ti’ (¥ ‘i’)) +7in (v, &) log (nn(yw ‘i’)) }
j=1
+ 3 [ (Ti’ui” (¥, ‘i’)> log (Ti’ui” (¥j ‘i’)) ]

=1

entre todos los pares de grupos (¢',i").
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En el primer paso del procedimiento de combinacion, g es el nimero de componentes se-
leccionado por el BIC, y 7(y;, li!) representa la probabilidad a posteriori estimada de que la
observacion y; provenga de la componente 7 de la mixtura. Sin embargo, una vez que al menos
dos componentes han sido fusionadas en un grupo ¢, de modo que ahora g es menor que el valor
seleccionado por el BIC, 7;(y;, \il) pasa a representar la probabilidad a posteriori estimada de
que la observacion y; pertenezca a una de las componentes fusionadas dentro del grupo i. El
proceso de combinacién continiia mientras el incremento de entropia sea pequeno, y se detiene

cuando este aumento se vuelve significativo, como se mencion6 anteriormente.

Hennig| (2010) propuso varios métodos adicionales para seleccionar los pares de componentes
a combinar, incluyendo la distancia de Bhattacharyya, probabilidades de clasificacién errénea
estimadas directamente (DEMP), fuerza predictiva, y versiones del método de ridgeline para
evitar combinaciones de componentes con densidades no unimodales. También destacé el uso de

la prueba de dip para unimodalidad.

ICL selecciona un modelo que puede no ser completamente satisfactorio debido a que repre-
senta cada grupo con una tnica distribucién gaussiana, incluso cuando el grupo es no gaussiano.
Sin embargo, tiende a ser efectivo al seleccionar el nimero adecuado de grupos, a diferencia del
numero adecuado de componentes de la mixtura. Asi, en el caso en que BIC seleccione més
componentes de la mixtura que ICL, un enfoque hibrido para el clustering seria el siguiente:
usar ICL para determinar el niimero de grupos, usar BIC para seleccionar el modelo y el ntimero
de componentes de la mixtura, y finalmente, fusionar las componentes mediante un método de
combinacién, como el basado en entropia, hasta alcanzar el nimero de grupos seleccionado por
ICL. Este enfoque hibrido combina lo mejor de ambos métodos, aprovechando la capacidad de
ICL para elegir el nimero adecuado de grupos, mientras que BIC se encarga de la seleccion de
las componentes de la mixtura y su ajuste adecuado, proporcionando un modelo de clustering

mas preciso y robusto.



Capitulo 3

Analisis 1lustrativo

En este capitulo se ilustrardn de forma préctica los conceptos presentados a lo largo del

trabajo, utilizando como herramienta principal el paquete mclust de R.

mclust (Scrucca et al.,2016) es un paquete ampliamente utilizado en R (R Core Team, 2022)
para realizar tareas de clustering, clasificacién y estimacion de densidad basadas en modelos
de mixtura finita de distribuciones gaussianas (GMMs; véase la Seccion . Proporciona un
enfoque integrado para trabajar con estos modelos, incluyendo funciones que combinan inicia-
lizacién mediante clustering jerarquico basado en modelos (véase la Seccion , el algoritmo
EM (Expectation-Maximization) para la estimacion de los parametros de la mixtura (véase la
Seccion , y diversas herramientas para la seleccion del modelo mas adecuado. El paquete
permite elegir entre diferentes estructuras de covarianza y aplicar restricciones entre componen-
tes (véase la Seccion . Ademas, incluye funciones para ejecutar pasos E y M por separado,
simular datos a partir de los modelos disponibles y visualizar los modelos ajustados junto con los
resultados obtenidos en clustering (véase el Capitulo , clasificacion y estimacion de densidad.
Las versiones maés recientes incorporan funcionalidades como reduccién de dimensionalidad para
visualizacion, inferencia mediante remuestreo, nuevos criterios de seleccion de modelos y opciones
avanzadas para la inicializacion del algoritmo EM. La pagina web del paquete mclust, junto con

otros paquetes relacionados en R, estd disponible en: https://mclust-org.github.iol

Una muestra de la popularidad de mclust puede observarse en los registros de descar-
gas del espejo de CRAN (The Comprehensive R Archive Network) mantenido por RStudio
(http://cran-logs.rstudio.com). Utilizando la base de datos proporcionada por el paquete
cranlogs (Csardi, 2019)), puede comprobarse que es el paquete méas descargado entre aquellos
relacionados con modelos de mixtura gaussiana (Scrucca et al., 2023, Seccion 1.2). Este paque-
te se ha utilizado en una amplia variedad de contextos, incluyendo geoquimica (Ellefsen et al.,
2014]), analisis de secuencias de ADN (Verbist et al., 2015), hidrologia (Kim et al., 2014), energia
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edlica (Kazor y Hering, [2015)), epidemiologia (Flynt y Daepp), [2015), psicologia clinica (Suveg et
al., |2014) y ciencia politica (Jang y Hitchcock, 2012).

La forma mas sencilla de instalar la versién mas reciente de mclust desde CRAN es usar el

siguiente comando desde la consola de R:

install.packages("mclust")

Una vez instalado el paquete, se puede cargar en una sesién de R usando el siguiente comando:

library("mclust")

#t

## ____ ___ _____ /- o __ / /-

#H A Sy S A A A S

# /S /S S/ (L) /L

## /) /) SN/ SN/ ____/\__/ version 6.0.0

## Type 'citation("mclust")' for citing this R package in publications.

La funcién principal del paquete mclust es Mclust(). Esta funcion ajusta, utilizando el
algoritmo EM (descrito en las Secciones y |1.3.3)) inicializado por defecto con agrupamiento
jerarquico basado en modelos (HMBC, ver Seccion , los 14 modelos de covarianza definidos
en la Tabla para un nimero de componentes desde 1 hasta 9 (por defecto), y selecciona el
modelo 6ptimo utilizando el criterio BIC (descrito en la Secciéon . Esta funcién cuenta con
argumentos opcionales que permiten personalizar el ajuste, como G, para especificar el nimero de
componentes, y modelNames, para definir las parametrizaciones del modelo de covarianza (véase
la Tablay help(mclustModelNames) para una descripcion de los modelos disponibles), siendo

posible indicar uno o varios valores para cada uno.

La funcién mclustBIC() de este paquete permite obtener una matriz de valores BIC para
cada uno de los 14 modelos de covarianza y para un nimero de componentes desde 1 hasta 9
(por defecto). De la misma forma, la funcién mclustICL() permite obtener una matriz de valores
ICL (descrito en la Seccion . Al igual que Mclust (), estas funciones admiten los argumentos
G y modelNames. Tanto la funciéon Mclust () como mclustBIC() aceptan un argumento opcional,
%, que permite reutilizar los valores de BIC obtenidos en una llamada previa a mclustBIC() o
a Mclust () (pasando el componente BIC del objeto resultante, accesible mediante modelo$BIC),

evitando asf recalcular el BIC para los mismos modelos.

Veamos esto con un ejemplo. Se va a considerar un conjunto de datos bidimensionales simula-
do ej1. El codigo utilizado para la generacion de estos datos se puede consultar en el Anexoll] en
la Seccion Este conjunto de datos ha sido simulado de forma que estd compuesto por cuatro
clusteres gaussianos con distintas formas, voliimenes y orientaciones (modelo VVV). Ademaés, dos

de ellos estan muy proximos entre si, lo que genera un solapamiento considerable y dificulta su
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separacion clara. Esta configuracion resulta especialmente util para analizar el comportamiento
de los criterios BIC e ICL en situaciones de solapamiento, como se comenté en la Seccion 2.2 En

la Figura[3.1]se muestra el modelo real de la mixtura gaussiana que genera estos datos simulados.

El siguiente c6digo calcula los valores de BIC para todas las estructuras de covarianza desde

1 hasta 9 componentes:

BIC <- mclustBIC(ejl)

BIC

## Bayesian Information Criterion (BIC):

H##t 1L VII e, 10 VEI EVI
## 1 -4125.664 -4125.664 -4055.544 -4055.544 -4055.544
## 2 -3970.735 -3926.604 -3970.660 -3899.558 -3853.016
## 3 -3641.021 -3633.105 -3606.252 -3608.927 -3531.000
## 4 -3536.453 -3541.740 -3542.173 -3547.166 -3514.571
## 5 -3527.769 -3544.697 -3532.500 -3550.495 -3531.068
## 6 -3497.534 -3525.952 -3502.630 -3531.569 -3517.792
## 7 -3506.169 -3523.869 -3512.140 -3529.815 -3537.907
## 8 -3522.395 -3545.296 -3528.167 -3551.308 -3547.477
## 9 -3531.911 -3564.276 -3536.934 -3572.143 -3561.437

## VVI EEE VEE EVE VVE

## 1 -4055.544 -4061.352 -4061.352 -4061.352 -4061.352
## 2 -3883.188 -3914.603 -3852.135 -3805.471 -3781.270
## 3 -3525.100 -3612.215 -3614.577 -3536.954 -3530.574
## 4 -3527.492 -3545.137 -3551.290 -3491.692 -3506.446
## 5 -3543.482 -3526.881 -3544.426 -3508.310 -3525.922
## 6 -3535.444 -3508.027 -3537.519 -3522.663 -3537.199
## 7 -3543.871 -3517.260 -3535.483 -3520.304 -3550.489
## 8 -3566.537 -3533.382 -3557.091 -3544.471 -3565.401
## 9 -3588.112 -3542.406 -3576.135 -3558.826 -3587.965

#it EEV VEV EVV VAAY

## 1 -4061.352 -4061.352 -4061.352 -4061.352
## 2 -3775.268 -3726.924 -3761.185 -3708.437
## 3 -3507.879 -3493.548 -3519.418 -3505.390
## 4 -3495.594 -3513.592 -3498.796 -3514.883
## 5 -3518.915 -3529.965 -3516.710 -3537.875
## 6 -3525.596 -3544.564 -3551.538 -3563.038
## 7 -3546.187 -3565.111 -3562.230 -3580.149
## 8 -3562.584 -3586.566 -3581.509 -3602.159
## 9 -3554.212 -3600.977 -3581.191 -3627.667
##

## Top 3 models based on the BIC criterion:
## EVE ,4 VEV,3 EEV ,4
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## -3491.692 -3493.548 -3495.594

En este caso, el criterio BIC selecciona un modelo de mixtura gaussiana con cuatro componentes
que presentan matrices de covarianza con igual volumen y orientacion, pero diferente forma
(modelo EVE). Cabe senalar que puede haber valores de BIC ausentes (denotados por NA) que
corresponden a modelos que no pudieron ser estimados debido a problemas de singularidad en

la estimacion de la matriz de covarianza.

€j1[.2]

e

Figura 3.1: Modelo real de mixtura gaussiana del conjunto de datos simulados ej1, compuesto
por cuatro clasteres con diferentes formas, voliimenes y orientaciones, incluyendo dos clusteres
con solapamiento significativo.

El criterio ICL puede calcularse mediante la funciéon mclustICL() como sigue:

ICL <- mclustICL(ejl)

ICL

## Integrated Complete-data Likelihood (ICL) criterion:
H# EII VII EETI VEI EVI
## 1 -4125.664 -4125.664 -4055.544 -4055.544 -4055.544
## 2 -3989.335 -3999.312 -3987.850 -3982.347 -3875.099
## 3 -3651.596 -3638.331 -3612.870 -3613.816 -3535.976
## 4 -3566.362 -3564.764 -3570.867 -3569.069 -3545.183
## 5 -3569.643 -3592.930 -3576.369 -3599.281 -3605.477
## 6 -3550.025 -3587.347 -3553.184 -3592.345 -3597.542
## 7 -3583.727 -3573.759 -3589.118 -3580.044 -3641.511
## 8 -3617.094 -3622.002 -3619.987 -3628.099 -3676.069
## 9 -3667.648 -3655.817 -3667.054 -3661.199 -3716.996
## VVI IEAEAE VEE EVE VVE
## 1 -4055.544 -4061.352 -4061.352 -4061.352 -4061.352
## 2 -3953.571 -3934.179 -3891.499 -3821.383 -3792.175
## 3 -3528.426 -3618.775 -3619.954 -3541.806 -3533.924
## 4 -35563.971 -3571.074 -3571.771 -3517.499 -3529.122
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## 5 -3592.311 -3566.013 -3585.872 -3579.984 -3576.920
## 6 -3595.518 -3559.659 -3598.436 -3603.259 -3581.928
## 7 -3605.826 -3593.676 -3585.737 -3619.212 -3605.932
## 8 -3655.499 -3624.091 -3632.410 -3670.339 -3628.510
## 9 -3710.305 -3671.237 -3655.673 -3703.071 -3681.077
## EERY] VEV EVV VvV

## 1 -4061.352 -4061.352 -4061.352 -4061.352

## 2 -3796.469 -3739.291 -3767.857 -3715.875

## 3 -3509.752 -3494.864 -3521.337 -3506.736

## 4 -3531.547 -3547.699 -3523.872 -3538.209

## 5 -3621.142 -3566.588 -3604.537 -3584.929

## 6 -3586.567 -3584.643 -3636.439 -3619.807

## 7 -3635.379 -3615.882 -3664.183 -3629.342

## 8 -3676.352 -3682.558 -3725.265 -3660.207

## 9 -3680.462 -3733.868 -3700.918 -3717.462

H##t

## Top 3 models based on the ICL criterion:

## VEV, 3 VvV, 3 EEVS;3

## -3494.864 -3506.736 -3509.752

En este caso, el criterio ICL selecciona el modelo VEV (matrices de covarianza de las componentes
tienen la misma forma, pero diferente volumen y orientacion) con tres componentes, una menos
que las seleccionadas por el BIC. Esto es razonable, ya que, como se comentaba en la Seccién
el ICL penaliza méas fuertemente el solapamiento entre componentes, por lo que tiende a
favorecer modelos que produzcan clisteres méas claramente separados. Tal como se explicd en
la Seccion [2.2] esto puede interpretarse como que, en términos de clustering, el ntimero 6ptimo
de clasteres es tres (seleccionado por el ICL). Sin embargo, tres componentes gaussianas en la
mixtura no son suficientes para capturar completamente la estructura de los datos, se necesitan

cuatro (como elige el BIC).

En la Figura [3.2] se muestran los valores de BIC e ICL calculados para este conjunto de

datos. Estas gréaficas se obtienen con el siguiente codigo:

plot (BIC)
plot (ICL)

Como ya se han calculado los valores de BIC, se pueden pasar mediante el argumento opcional

x a la funcién Mclust () para evitar recalcularlos, y esta devolveréd el modelo 6ptimo ajustado:

mod_bic <- Mclust(ejl, x = BIC)

Para ajustar el modelo que ha seleccionado ICL, este se debe indicar a la funciéon Mclust ()

mediante los argumentos opcionales G y modelNames:
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Figura 3.2: Valores de BIC (izquierda) e ICL (derecha) para los modelos de mixtura gaussiana
(GMM) estimados a partir del conjunto de datos ej1. Cada color representa un tipo diferente de
estructura de covarianza para el modelo (véase la Tabla. El eje horizontal muestra el niimero
de componentes (Number of components) considerado, que varia entre 1 y 9, mientras que el eje
vertical indica el valor correspondiente de BIC o ICL.

mod_icl <- Mclust(ejl, x = BIC, G = 3, modelNames = "VEV")

El siguiente codigo representa el clustering obtenido segtn la clasificacion MAP (descrita en
la Seccién obtenida por el modelo 6ptimo estimado seleccionado respectivamente por los
criterios de seleccion de modelos BIC e ICL (ver Figura |3.3)):

plot (mod_bic, what = "classification")

plot (mod_icl, what = "classification")

Ademaés, como se observa en la Figura las caracteristicas geométricas de los clisteres coinci-
den con lo esperado para cada modelo seleccionado, detallado en la Seccion En el caso del
modelo EVE elegido por BIC (izquierda), los tres clasteres tienen igual volumen y orientacion,
pero diferente forma; mientras que en el caso del modelo VEV escogido por ICL (derecha), los

clusteres presentan diferente volumen y orientacién, pero comparten la misma forma.

El test de razon de verosimilitud (LRT) discutido en la Seccion para seleccionar el ni-
mero de componentes de la mixtura para un modelo especifico estd implementado en la funcién
mclustBootstrapLRT(), en la que se indica el conjunto de datos y el modelo a testear:

LRT <- mclustBootstrapLRT(ejl, modelName = "VVV")
LRT
B o o m o oo e o

## Bootstrap sequential LRT for the number of mixture components
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Figura 3.3: Clustering obtenido segtin los mejores modelos de mixtura gaussiana estimados,
seleccionados por BIC (izquierda) e ICL (derecha) para el conjunto de datos ej1.

i i i
## Model = VVV

## Replications = 999

## LRTS bootstrap p-value

## 1 vs 2 388.86357 0.001

## 2 vs 3 238.99583 0.001

## 3 vs 4 26.45596 0.002

## 4 vs 5 12.95692 0.237

Esta funcion lleva a cabo el procedimiento bootstrap descrito en la Seccion para calcular
una aproximacion del p-valor del test de razon de verosimilitud (LRT). Este procedimiento se
detiene cuando un test no resulta estadisticamente significativo, segin el nivel de significacion
especificado por el argumento level (que por defecto esta fijado en 0.05). También es posible
limitar el nimero maximo de componentes de la mixtura a evaluar mediante el argumento maxG,
y establecer el nimero de remuestreos bootstrap con el argumento opcional nboot (por defecto,
nboot = 999).

En el ejemplo anterior, los p-valores obtenidos mediante bootstrap indican la presencia de
cuatro clusteres. Asi, en el primer test se rechaza la hipotesis nula G = 1 en favor de la alternativa
G = 2; en el segundo y tercer test, también se rechaza la hipotesis nula G = 2 frente a G =3 y
G = 3 frente a G = 4, respectivamente; mientras que en el cuarto test no hay evidencias esta-
disticamente significativas para rechazar la hipotesis nula G = 4 frente a la alternativa G = 5,
considerando el modelo VVV sin restricciones para las matrices de covarianza. En la funcion

mclustBootstrapLRT () los modelos ajustados a los datos originales se estiman mediante el algo-
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ritmo EM, inicializado con un agrupamiento jerarquico basado en modelos (por defecto). Luego,
durante el procedimiento bootstrap, los modelos bajo las hipotesis nula y alternativa se ajustan
a las muestras bootstrap usando nuevamente el algoritmo EM. Sin embargo, en este caso, el
algoritmo comienza con el paso E inicializado con los pardmetros estimados previamente a partir
de los datos originales. Al usar los parametros del ajuste original como punto de partida, el algo-
ritmo EM puede converger mas rapido y con mas estabilidad, ayudando a que las comparaciones

sean més fiables, ya que no dependen tanto de variaciones arbitrarias en la inicializacion.

El paquete mclust utiliza el enfoque de méaxima verosimilitud para la estimacion de los
parametros (descrito en la Seccion|1.3]) de los modelos de mixtura gaussiana, empleando para ello
el algoritmo EM (ver Secciones y[1.3.3)). La funciéon summary () permite obtener informacion

sobre el modelo ajustado y, en particular, sobre este proceso de estimacion:

mod <- Mclust(ejl)

summary (mod)

e e i

## Gaussian finite mixture model fitted by EM algorithm

L e i e

##

## Mclust EVE (ellipsoidal, equal volume and orientation) model with 4

components:

H#
## log-likelihood n df BIC ICL
## -1694.918 400 17 -3491.692 -3517.499
##

## Clustering table:
## 1 2 3 4
## 104 97 99 100

Como se ha mencionado anteriormente, Mclust () selecciona el modelo éptimo segin el criterio
BIC, que en este caso corresponde al modelo EEE con tres componentes. Ademés de los valores
de BIC e ICL para el modelo escogido, la salida de summary () incluye el valor final de la funcién
de log-verosimilitud ¢(¥) (log-likelihood) de los datos observados o incompletos, que es la
funcion objetivo maximizada durante el ajuste del modelo mediante el algoritmo EM (véase
Seccion , el nimero total de observaciones utilizadas en el ajuste del modelo (n) y el ntimero
de parametros estimados (df), que depende tanto del modelo de covarianza seleccionado (ver
Tabla como del niimero de componentes, ya que se estima la media de cada una de ellas y

las proporciones de mixtura de todas menos una (dado que deben sumar uno).

La funcion Mclust () emplea el algoritmo EM inicializado por defecto mediante agrupamiento
jerarquico basado en modelos (HMBC, ver Seccion [1.3.2)). Como criterio de parada del proceso

iterativo del algoritmo EM, utiliza una tolerancia que define el incremento relativo minimo per-
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mitido de la funcion de log-versosimilitud entre iteraciones sucesivas, de forma que, cuando dicho
incremento es inferior al valor de tolerancia fijado, el algoritmo se detiene (criterio descrito en
la Seccion . Ademas, es posible especificar un niimero maximo de iteraciones para evitar
ciclos infinitos en caso de no alcanzar convergencia, o simplemente para limitar el tiempo de
computo en situaciones en las que el algoritmo tarda demasiado en cumplir el criterio de parada
establecido. Por defecto, la tolerancia se establece en 107> y el niimero maximo de iteraciones
en un valor entero muy grande dado por .Machine$integer.max, que equivale a 2147483 647.
Al ser tan elevado, en la practica no impone un limite efectivo al nimero de iteraciones. Estos

valores pueden modificarse mediante el siguiente codigo:

le-6, itmax = 1150)

emControl)

emControl <- emControl(tol

mod <- Mclust(ejl, control
summary (mod)
e e

## Gaussian finite mixture model fitted by EM algorithm

B oo oo oo C ol

#H#

## Mclust EVE (ellipsoidal, equal volume and orientation) model with 4

components:

##
## log-likelihood n df BIC ICL
## -1694.909 400 17 -3491.674 -3517.213
##

## Clustering table:
H# 1 2 3 4
## 104 97 99 100

En la salida anterior puede observarse que el valor de la funcion de log-verosimilitud (log-
likelihood) ha aumentado con respecto al ajuste anterior, realizado con los valores por defecto.
Esto se debe a que se han especificado criterios de parada méas estrictos (una tolerancia mas
baja y un mayor nimero méaximo de iteraciones), lo que ha permitido que el algoritmo EM
contintie iterando hasta alcanzar una mejor aproximaciéon al 6ptimo. Se puede comprobar que,
si se modifica tinicamente el parametro de tolerancia (emControl(tol = le-6)), manteniendo
el nimero méaximo de iteraciones por defecto, es decir, sin imponer un limite efectivo, el valor
final de la funcién de log-verosimilitud coincide con el obtenido al ajustar ambos pardmetros
(tolerancia y ntmero méaximo de iteraciones). Esto indica que, en este caso, el algoritmo EM

converge antes de alcanzar el niimero maximo de iteraciones fijado.

Ademas, es posible modificar la tolerancia y el nimero méaximo de iteraciones del procedi-
miento iterativo interno que se ejecuta para actualizar los parametros en cada iteracion del EM

al ajustar los cinco modelos (VEI, VEE, VEV, EVE, VVE) cuyo paso M no tiene forma cerrada.
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En este caso, el valor por defecto para el limite de iteraciones es el mismo que para las itera-
ciones externas del EM (un valor entero muy grande), mientras que el valor por defecto para
la tolerancia es un ntmero muy pequeno dado por .Machine$double.eps, que en R equivale
aproximadamente a 2,22 x 10716, Para ello, se debe proporcionar un vector en lugar de un tnico
valor en los parametros de tolerancia y niimero maximo de iteraciones, donde el primer elemento
corresponde a las iteraciones externas del EM y el segundo a las iteraciones del procedimien-
to interno. Por ejemplo: emControl <- emControl(tol = c(le-6, le-4), itmax = c(1150,
1000)).

Una vez ajustado el modelo de mixtura gaussiana mediante Mclust (), el objeto resultante
incluye, entre otros elementos, la matriz mod$z, que almacena las probabilidades a posteriori
de pertenencia a cada componente del modelo para cada observacion 7;(y;; \il) Tal como se
explico en la Seccion estas probabilidades se utilizan tanto para asignar cada observacién al
claster con mayor probabilidad (clasificacion MAP), como para cuantificar la incertidumbre de
pertenencia u; de una observacion al cluster al que ha sido asignado. Esta incertidumbre puede
visualizarse graficamente. El siguiente c6digo muestra la incertidumbre asociada a los modelos

seleccionados segtin BIC e ICL (ajustados anteriormente) (ver Figura [3.4):

plot (mod_bic, what = "uncertainty")

plot(mod_icl, what = "uncertainty")

Estos graficos, mostrados en la Figura representan el espacio de observaciones, donde cada
punto esta coloreado segtn el clister al que ha sido asignado y su tamaiio refleja la incertidum-
bre de clasificaciéon: a mayor incertidumbre, mayor tamano del punto. Como se puede ver en la
leyenda que se ha anadido, los tamanos se normalizan en funcién de la variacién de la incertidum-
bre del modelo correspondiente. En el modelo seleccionado mediante BIC se identifican cuatro
clasteres, con cierto solapamiento entre dos de ellos (en azul y rojo). Esto se manifiesta en la pre-
sencia de varios puntos grandes en la zona de intersecciéon, lo que indica que estas observaciones
presentan una alta incertidumbre en su asignacién debido a la proximidad entre clasteres. En
cambio, el modelo seleccionado por ICL propone una solucién més simple, con solo tres clisteres
bien separados. En este caso, la mayoria de las observaciones presentan una incertidumbre baja
(puntos pequenos), lo que sugiere una clasificaciéon mas robusta. Aunque ain se observan algunos
puntos con incertidumbre moderada (menor que en el modelo BIC) en las zonas de frontera entre
clusteres, en general, el modelo ICL proporciona un clustering mas claro al priorizar soluciones

menos complejas y més robustas frente al solapamiento.

La estrategia de fusiéon de componentes no gaussianas en mixturas gaussianas de Baudry ef
al| (2010) basada en la entropia, descrita en la Seccion estd implementada en la funcion

clustCombi en el paquete mclust.
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Figura 3.4: Representaciéon de la incertidumbre de clasificacién para los modelos seleccionados
mediante BIC (izquierda) e ICL (derecha) para el conjunto de datos ej1. El color indica el clister
asignado a cada observacion mediante clasificacion MAP, mientras que el tamaifio del punto refleja
su incertidumbre de pertenencia: cuanto mayor es el punto, mayor es la incertidumbre asociada
a esa asignacion. Se ha anadido una leyenda que indica la relacion entre el tamaifio de los puntos
y diferentes niveles de incertidumbre en cada modelo.

Para ilustrar el funcionamiento de esta estrategia, se utilizard otro conjunto de datos bidi-
mensional simulado, ej2, que presenta varios clisteres, algunos con estructuras claramente no
gaussianas, por lo que resulta ideal para visualizar cémo la fusiéon mejora el clustering inicial
basado en mixturas gaussianas. El c6digo utilizado para generar estos datos puede consultarse

en el Anexo|l] en la Seccion El siguiente codigo representa estos datos graficamente (Figura
a la izquierda):

plot(ej2)

Como se observa en la Figura[3.5] el conjunto de datos contiene cuatro clisteres bien separados.
Sin embargo, los clisteres en la parte inferior izquierda y superior derecha del grafico se alejan

bastante de una distribucién gaussiana, ya que presentan forma de cruz.

El modelo que maximiza el criterio BIC es el modelo EEV, que asume matrices de covarianza

con igual volumen y forma, pero diferente orientacién, con seis componentes:

mod_bic<-Mclust (ej2)

summary (mod _bic)

L e e e

## Gaussian finite mixture model fitted by EM algorithm
e e

H#

## Mclust EEV (ellipsoidal, equal volume and shape) model with 6
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components:

H#
## log-likelihood n df BIC ICL
## -1959.085 600 25 -4078.093 -4292.061
##

## Clustering table:
## 1 2 3 4 5 6
## 76 124 91 100 109 100

Mientras que el modelo que maximiza el criterio ICL es el modelo VVV, que no impone

restricciones sobre las matrices de covarianza de las componentes, con cuatro componentes:

mod_icl <- mclustICL(ej2)
icl_matrix <- as.matrix(mod_icl)
mejor_icl_pos <- which(icl_matrix == max(icl_matrix, na.rm = TRUE),
arr.ind = TRUE)

G_optimo_icl <- rownames (icl_matrix) [mejor_icl_pos[1]]
modelo_optimo_icl <- colnames (icl_matrix) [mejor_icl_pos[2]]
mod_icl_fit <- Mclust(ej2, G = G_optimo_icl,

modelNames = modelo_optimo_icl)
summary (mod_icl_£fit)
I e e i
## Gaussian finite mixture model fitted by EM algorithm
e i e
H#
## Mclust EVV (ellipsoidal, equal volume) model with 4 components:
##

## log-1likelihood n df BIC ICL
## -2067.158 600 20 -4262.255 -4263.117
##

## Clustering table:
## 1 2 3 4
## 200 100 200 100

La solucién basada en BIC, como se puede ver en la Figura elige seis componentes
gaussianas, dividiendo cada uno de los dos clasteres con forma de cruz en dos componentes,
representando cada cluster no gaussiano como una mixtura de dos distribuciones gaussianas.
La solucion basada en ICL, como se puede ver en la Figura [3.5] selecciona cuatro componentes
gaussianas, siendo el ntimero correcto, pero representa cada uno de los dos clasteres con forma
de cruz mediante una gaussiana casi esférica, lo que claramente no es un buen ajuste para los

datos.
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Figura 3.5: Conjunto de datos simulados ej2 (izquierda), clustering segiin BIC con seis compo-
nentes de mixtura (centro) y clustering segtin ICL con cuatro componentes de mixtura (derecha).

La funcién clustCombi (), basada en la metodologia descrita en Baudry et al. (2010]), combina

de forma jerarquica las componentes de la mixtura utilizando el criterio de entropia presentado
en la Seccién El resultado es una secuencia de modelos con distintos ntmeros de clisteres,
que va desde un unico cluster hasta el nimero de componentes seleccionadas inicialmente por

BIC. Esto se consigue de la siguiente manera:

mod_fusion <- clustCombi (mod_bic)

summary (mod _fusion)

L

## Combining Gaussian mixture components for clustering

L e

##

## Mclust model name: EEV

## Number of components: 6

##

## Combining steps:

H#t

## Step | Classes combined at this step | Class labels after this step
## - ------ [ - mm e - I i i

## 0 | --- | 1 2 5 6
#it 1 | 1 & 2 | 1 3

## 2 | 2 & 5 | 1 3

## 3 | 1 & 4 | 1 3

## 4 | 2 & 6 | 1 3

## 5 | 1 & 3 [ 1

El resumen anterior muestra el modelo de mixtura EEV con 6 componentes seleccionado por el
criterio BIC, seguido de informacién acerca de los pasos que se han llevado a cabo en la fusion. Las
combinaciones de clisteres que se han realizado en cada paso de la fusién pueden representarse

graficamente de la siguiente manera (Figura :
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par (mfrow = c(3, 2), mar = c(4, 4, 3, 1))

plot (mod_fusion, ej2, what = "classification")

Los modelos de clustering obtenidos con clustCombi () pueden compararse mediante el ané-
lisis del llamado “grafico de entropia”, que muestra como varia esta a medida que se fusionan
las componentes, es decir, refleja la evolucion de la entropia a lo largo de los distintos modelos
generados. Como se explico en la Seccion 2.3] el objetivo es combinar componentes mientras el
aumento de entropia sea pequeiio, y detenerse cuando dicho incremento se vuelve significativo.
Por tanto, la presencia de un “codo” en el grifico de entropia sirve como guia para decidir el
namero O6ptimo de clisteres. Para automatizar esta seleccion, la funciéon clustCombiOptim()
implementa un procedimiento que ajusta una regresion lineal por tramos al grafico de entropia,
mas concretamente con dos tramos lineales. Esto se hace probando para cada posible punto de
corte (es decir, para cada posible niimero de clasteres) cuél seria el punto que mejor divide el
grafico en dos segmentos con pendientes distintas. El modelo que minimiza el error total de ajuste
en ambos tramos identifica ese “punto de cambio de pendiente”, es decir, el “codo”, sugiriéndolo

como la solucién méas adecuada segiin este criterio de entropia:

optimClust <- clustCombiOptim(mod_fusion, plot = TRUE)
str (optimClust)

## List of 3

## $ numClusters.combi: int 4

## $ z.combi : num [1:600, 1:4] 1 1 1 1 1

## $ cluster.combi : num [1:600] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Este procedimiento genera el grafico de entropia de la Figura[3.6]y devuelve una lista que contiene
el namero de clasteres (numClusters.combi), las probabilidades (z.combi) obtenidas al sumar
las probabilidades a posteri de las componentes fusionadas, tal como se describié en la Seccion
y las etiquetas de clustering (cluster.combi) correspondientes al modelo sugerido como
optimo segtn el criterio de entropia. En la Figura [3.6] que muestra como varfa la entropia con
el ntimero de clusteres, comenzando con un tnico claster a la izquierda del grafico (con entropia
cero por definicion) y llegando hasta el namero de clusteres seleccionado por BIC en el extremo
derecho, se puede ver que el punto de cambio de pendiente (“codo”) ocurre claramente en 4
cliisteres, que es también el ntmero sugerido por la funcion clustCombiOptim() y el ntmero de

clisteres real del conjunto de datos.

En esta solucién con cuatro clisteres, a diferencia de lo que pasaba con las soluciones obteni-
das con BIC e ICL, estos ya no son todos gaussianos, sino que ahora dos de ellos estdn modelados
como mezclas de dos componentes gaussianas cada uno. Cabe destacar que esta solucién de cua-
tro clusteres no es la misma que la identificada por el criterio ICL (mostrada en la Figura ,

puesto que el ICL detecta cuatro componentes gaussianas, mientras que este mecanismo de fusion
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Figura 3.6: Grafico de entropia para seleccionar el niimero de clisteres final fusionando las com-
ponentes de la mixtura para el conjunto de datos simulado ej2. Las dos rectas punteadas co-
rresponden a los segmentos lineales ajustados mediante regresion lineal por tramos que permiten
identificar el “codo” o punto de cambio de pendiente en la curva de entropfia.

identifica cuatro clusteres, de los cuales dos no son gaussianos.

A continuacion, se ilustrard mediante otro ejemplo cémo la fusiéon de componentes no gaus-
sianos en modelos de mixtura gaussiana puede influir en los resultados del clustering. El cédigo
asociado a este ejemplo se encuentra en el Anexo [} en la Seccion Como se discuti6é en la
Seccion [2.3] el criterio BIC tiende a seleccionar modelos que representan un grupo no gaussiano
mediante varias componentes gaussianas, lo que puede llevar a una sobreestimaciéon del ntimero
de grupos. Por otro lado, el criterio ICL suele elegir un ntimero de componentes que coincide
con el numero real de grupos, representando cada grupo no gaussiano con una tnica componen-
te gaussiana, lo que puede resultar en un ajuste menos preciso a los datos. En el ejemplo que
se presenta, uno de los clusteres (a la izquierda) tiene una forma claramente no gaussiana, en
forma de cruz, mientras que el otro (a la derecha) es aproximadamente eliptico, por tanto con
forma gaussiana. Esta diferencia se observa en la Figura [3.8] donde BIC selecciona tres clusteres,

mientras que ICL opta por dos.

A pesar de que ambos criterios pueden coincidir en el nimero de clasteres tras aplicar una
estrategia de fusidon a las componentes seleccionadas por BIC, los resultados del clustering pue-
den diferir. En este ejemplo, como se puede ver en la Figura [3.8] al fusionar las componentes
del modelo seleccionado por BIC para obtener dos clusteres, uno de los clisteres resultantes
estd compuesto por dos componentes gaussianas, mientras que el otro corresponde a una sola
componente. Esto contrasta con la solucién proporcionada por ICL, donde cada claster esta re-

presentado por una tnica componente gaussiana. Aunque el nimero total de clisteres coincide,
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Figura 3.7: Jerarquia de combinaciones de componentes obtenida en la fusién del modelo de
mixtura para el conjunto de datos simulado ej2. Cada subfigura (de arriba a abajo y de izquierda
a derecha) muestra una clasificacion resultante de combinar componentes del modelo de mixtura

gaussiana ajustado, utilizando el criterio de entropia (Seccion [2.3)). La jerarquia parte del nimero

de componentes seleccionado por BIC, que desciende hasta una tinica componente, visualizando
como se agrupan las observaciones a medida que se reduce el nimero de clisteres.
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la estructura interna del modelo es distinta.

Esta diferencia en la representacion afecta tanto a la interpretacién del modelo como a la
asignacion de los datos. Como se observa en la Figura el punto resaltado, ubicado entre
ambos clisteres, es asignado al claster izquierdo por el modelo ajustado con ICL. Esto se debe a
que ICL representa toda la estructura en forma de cruz como una tinica componente gaussiana,
lo que da lugar a una mayor densidad en la regién intermedia. En cambio, el modelo basado
en BIC con fusién de componentes asigna ese mismo punto al claster derecho. En este caso,
el cluster izquierdo esta representado por dos componentes gaussianas separadas (una eliptica
vertical y otra horizontal), lo que genera una zona de menor densidad entre ellas. Como resultado,
la densidad posterior en esa region es menor que la del claster derecho, que esta representado por
una inica componente gaussiana mas compacta, lo que lleva a la asignacién del punto intermedio
a dicho cluster segin la regla de clasificaciéon basada en la maxima verosimilitud posterior. Este
ejemplo ilustra cémo las decisiones sobre la estructura del modelo, incluso cuando el ntimero
total de clusteres coincide, pueden influir notablemente en la asignacion de observaciones y en la

comprension de la organizaciéon interna de los datos.

datos(.2]
datos(.2]
datos(.2]

datos[/1] datos[ 1] datos],1]

Figura 3.8: Clustering segun tres modelos: BIC (izquierda), ICL (centro) y BIC con fusion de
componentes (derecha). El punto resaltado en amarillo muestra una diferencia en la asignacion
entre los modelos ICL y BIC con fusiéon de componentes, a pesar de tener igual niimero de
clasteres, debido a su distinta representacién de la estructura del clister izquierdo.

Como 1ultimo ejemplo, se va a utilizar un conjunto de datos simulado ej4, para comprobar
la capacidad de un modelo de mixtura gaussiana de identificar los clasteres. Este conjunto de
datos contiene tres clusteres estructuralmente distintos: un claster generado como la unién de
dos distribuciones normales con medias cercanas; un clister en forma de cruz, construido como
la unién de dos distribuciones normales, una alargada en direccién horizontal y otra en direcciéon
vertical; y un clister generado a partir de una distribucién t de Student con pocos grados de
libertad, lo que produce colas pesadas y mayor dispersién en comparaciéon con una distribuciéon
normal. El objetivo es analizar cémo distintos criterios de seleccion de modelos basados en

mixturas gaussianas (en concreto, el BIC, el ICL y el método de fusion) identifican estos clusteres.
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En el Anexo [} en la Seccion se puede consultar el codigo utilizado tanto para simular
los datos como para ajustar y representar graficamente los modelos de mixtura gaussiana segtin
cada uno de los criterios mencionados. En la Figura se muestra el resultado del clustering
obtenido por cada uno de los modelos considerados. El modelo ajustado mediante BIC selecciona
seis componentes, ya que son necesarias para representar adecuadamente la distribuciéon de los
datos mediante una mixtura de gaussianas. Este comportamiento es esperado, ya que el BIC
se centra en ajustar con precision la distribucién observada. En consecuencia, reconoce las dos
normales subyacentes en los clisteres formados por combinaciones de distribuciones normales, y
utiliza dos componentes gaussianas para modelar el claster generado a partir de la distribucion
t de Student, debido a su mayor dispersién. Como se comentd anteriormente, el ICL tiende a
priorizar soluciones mas simples que las seleccionadas por el BIC, favoreciendo configuraciones
con menor namero de clusteres. Esto se refleja también en la Figura [3.9, donde ICL selecciona
cuatro clisteres, agrupando tanto el conjunto de dos normales elipticas como el claster con
distribucién t de Student en una tnica componente gaussiana en cada caso, aunque es un ajuste
menos preciso para los datos. Sin embargo, ICL no logra identificar el cluster en forma de cruz
como un solo grupo, dividiéndolo en dos componentes. Esto ocurre porque, aunque ICL es un
criterio més conservador que penaliza la incertidumbre en la asignacién de observaciones a los
clisteres, favoreciendo agrupamientos con asignaciones claras y bien separadas, sigue basandose
en la suposiciéon de que cada cluster tiene una distribuciéon normal. En el caso del clister con forma
de cruz, cuya distribucién global se aleja claramente de una dnica forma gaussiana, la asignacion
de observaciones resulta ambigua si se intenta modelar con una sola componente normal. Por ello,
ICL opta por dividirlo en dos componentes gaussianas separadas para mantener clisteres con baja
incertidumbre en la clasificacién. Por tanto, el Ginico modelo que logra reconocer correctamente
los tres clusteres reales es el obtenido mediante el método de fusién de componentes gaussianas
a partir del modelo inicial ajustado con BIC. Este enfoque permite combinar las componentes
detectadas por BIC en agrupaciones més coherentes con la estructura verdadera de los datos,

logrando un equilibrio entre ajuste estadistico y simplicidad interpretativa.

Para evaluar la calidad de la clasificaciéon obtenida por cada modelo, se utiliza el indice de
Rand ajustado (Adjusted Rand Index, ARI) propuesto por Hubert y Arabie (1985)), una métrica
ampliamente utilizada que compara el clustering estimado con las etiquetas verdaderas, permi-
tiendo que el ntmero de clusteres reales y estimados difiera, y corrige la medida teniendo en
cuenta la posibilidad de agrupamientos aleatorios. El ARI toma valores entre 0 (agrupamiento
aleatorio) y 1 (coincidencia perfecta). En este ejemplo, el modelo ajustado mediante BIC obtiene
un ARI de 0.63, lo que refleja una coincidencia moderada con la estructura real de los datos. Este
valor relativamente bajo se explica porque BIC selecciona un ntimero de componentes superior al
numero real de clisteres, fragmentando los grupos verdaderos. En contraste, el modelo basado en

ICL mejora considerablemente esta correspondencia, con un ARI de 0.86, al seleccionar menos
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clisteres y favorecer agrupamientos con asignaciones més claras, aunque atn no logra capturar
adecuadamente el cluster con forma de cruz como un tnico grupo. Finalmente, el modelo seleccio-
nado mediante la fusién de componentes gaussianas a partir del ajuste inicial de BIC alcanza el
ARI mas alto, 0.97, reflejando una clasificacién que se aproxima casi por completo a la estructura
real del conjunto de datos. Esto confirma que la fusién es un procedimiento eficaz para combinar
componentes fragmentadas y obtener clusteres que representan mejor la verdadera organizacion

de los datos.
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Figura 3.9: Clustering de los datos simulados ej4 obtenido por tres modelos: BIC (izquierda),
ICL (centro) y BIC con fusién de componentes (derecha).

Por ltimo, como se ha podido observar, todos los ejemplos anteriores se han realizado sobre
conjuntos de datos bivariantes, ya que estos pueden representarse graficamente de forma directa.
Sin embargo, en muchos casos el nimero de variables o caracteristicas utilizadas para el clustering
puede ser mayor que dos. En estos casos, con el objetivo de visualizar la estructura de clustering
y las caracteristicas geométricas inducidas por un modelo de mixtura gaussiana (GMM), |Scruc-
cal (2010} 2014)) propuso una metodologia para proyectar los datos en subespacios de dimension
reducida. Estos subespacios estan generados por un conjunto de combinaciones lineales de las
variables originales, denominadas direcciones GMMDR, (“DR” por Dimension Reduction). Estas
direcciones se obtienen mediante un procedimiento que busca el subespacio mas pequeno que
capture la informacion de clustering contenida en los datos. El objetivo es identificar aquellas
direcciones en las que las medias de los clasteres p; y/o las covarianzas ¥; varien lo maximo
posible, siempre que cada direcciéon sea ortogonal a las deméas en un espacio transformado. El
namero maximo de direcciones utiles es min(d, G — 1), siendo d el namero de variables y G el
numero de clusteres. Este enfoque resulta especialmente ttil porque permite representar gréafica-
mente (en dos o tres dimensiones) la estructura de los datos y la separacion entre grupos, incluso
cuando el clustering se ha realizado en espacios de alta dimensién. Para ello, las observaciones
se proyectan sobre las primeras direcciones calculadas, que son las que capturan mayor variaciéon

entre los grupos y, por tanto, resultan mas informativas.

Este método esté implementado en la funcién MclustDR() del paquete mclust. Para mostrarlo
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con un ejemplo, se va a considerar el conjunto de datos wine, que contiene medidas fisicoquimicas
de 13 variables (como alcohol, acido malico, alcalinidad de la ceniza, magnesio, fenoles totales,
flavonoides, etc.) obtenidas a partir de muestras de tres tipos de vino cultivados en la region
italiana de Piamonte, disponible en el paquete gclus . Aunque las observaciones
estan etiquetadas segtn el tipo de vino, en este caso se emplean Gnicamente las variables numé-
ricas para realizar un anélisis de clustering no supervisado, con el objetivo de identificar grupos
naturales en los datos y analizar si la estructura descubierta por el modelo se corresponde con

las variedades conocidas.

Primero, se obtiene el modelo estimado con Mclust () para este conjunto de datos y después

se aplica MclustDR() para obtener el subespacio de proyeccion:

data("wine", package = "gclus")

X <- data.matrix(winel[,-1])

mod <- Mclust (X)

drmod <- MclustDR(mod)

summary (drmod)

R e e e I e e e e 0 3 6 0 3 0 30 3 6 0 3 6 0 0 3 3 53 6 6 5 53 5 0 3 e e e e
## Dimension reduction for model -based clustering and classification
i e e

##

## Mixture model type: Mclust (VVE, 3)

##

## Clusters n

## 1 59

## 2 69

## 3 50

##

## Estimated basis vectors:

## Dir1l Dir2
## Alcohol 0.13399009 0.19209123
## Malic -0.03723778 0.06424412
## Ash -0.01313103 0.62738796
## Alcalinity -0.04299147 -0.03715437
## Magnesium -0.00053971 0.00051772
## Phenols -0.13507235 -0.04687991
## Flavanoids 0.51323644 -0.13391186
## Nonflavanoid 0.68462875 -0.61863302
## Proanthocyanins -0.07506153 -0.04652587
## Intensity -0.08855450 0.04877118
## Hue 0.28941727 -0.39564601
## 0D280 0.36197696 -0.00779361

## Proline 0.00070724 0.00075867
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#Ht

H# Dir1l Dir2
## Eigenvalues 1.6189 1.292
## Cum. % 55.6156 100.000

En este ejemplo, hay d = 13 variables y G = 3 clusteres, por lo que el subespacio reducido
es bidimensional. El modelo ajustado con Mclust() opera en el espacio original de los datos,
que tiene dimensién arbitraria. Por ello, sus opciones de plot generan graficos por pares de
variables originales. En cambio, MclustDR() permite visualizar los datos en un subespacio de
dimensién reducida e incorpora opciones adicionales de visualizaciéon, como what = "contour",
que muestra las curvas de nivel proyectadas de la densidad, y what = "boundaries", que repre-
senta las fronteras de incertidumbre de la clasificacion MAP (véase Seccion , ambas diseniadas
especificamente para representar la proyecciéon bidimensional de los datos. Para ello, aunque el
subespacio de reducciéon de dimensiéon pueda tener mas de dos dimensiones, los datos se proyec-
tan sobre las dos primeras direcciones estimadas, que, como se coment6 anteriormente, son las
que mejor capturan la variabilidad entre los grupos y, por tanto, resultan méas informativas para
visualizar la estructura de clustering. Los datos proyectados para este ejemplo, utilizando ambas

opciones de MclustDR(), se muestran en la Figura [3.10] y se obtienen con el siguiente codigo:

plot (drmod, what = "contour")

plot (drmod, what = "boundaries")

Es importante senalar que, como se observa en la Figura [3.10, puede ocurrir que algunas ob-
servaciones aparezcan dentro de la frontera de decisiéon de un cluster distinto al asignado por el
modelo. Esto se debe a que la representacién corresponde a una proyecciéon bidimensional del
espacio original, lo que puede hacer que puntos que estaban claramente separados en el espacio
original aparezcan mas cercanos o mezclados en la proyecciéon. La opcidén what = "boundaries"
muestra las regiones de decisiéon de la clasificacion MAP en el plano proyectado, pero, como el
punto se clasifica segiin la mayor probabilidad a posteriori en el espacio completo, al represen-
tarlo en el plano reducido puede aparecer dentro de otra regién de decisiéon, ya que la forma de

las regiones puede cambiar al proyectar.

Por 1ltimo, cabe destacar que el modelo ajustado mediante el criterio BIC selecciona correc-
tamente el niamero de clasteres y alcanza un indice ARI (Adjusted Rand Indez, donde 1 equivale
a una coincidencia perfecta) Hubert y Arabie (1985) de 0.96, lo que indica una clasificacion casi
perfecta de las observaciones segtun los tipos de vino. Esto pone de manifiesto la capacidad del
modelo de mixtura gaussiana para detectar agrupaciones en los datos, mostrando su utilidad y

buen rendimiento en un contexto real.
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Figura 3.10: Gréafico de superficies de nivel de las densidades estimadas de la mixtura (izquierda)
y gréfico de las fronteras de incertidumbre (derecha), proyectados en el subespacio estimado con

MclustDR() para el conjunto de datos wine.



Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se ha presentado un estudio detallado del clustering basado en modelos de
mixtura finita, poniendo especial énfasis en las mixturas gaussianas, que constituyen el caso mas
comun y flexible para datos continuos. Se ha revisado la fundamentacion estadistica de este enfo-
que, destacando sus ventajas sobre métodos heuristicos tradicionales, en particular la posibilidad
de realizar inferencias rigurosas y evaluar la incertidumbre en la asignacion de observaciones a

clusteres.

Se ha analizado en profundidad la parametrizacion de las matrices de covarianza y cémo estas
parametrizaciones permiten controlar la complejidad del modelo y facilitar su interpretacion,
adaptandose a diferentes contextos y tipos de datos. Asimismo, se ha explicado el proceso de
estimacion mediante maxima verosimilitud y el algoritmo EM, destacando la importancia de una

correcta inicializaciéon para obtener resultados fiables.

También se ha abordado el problema de la elecciéon del nimero de clasteres y del modelo de
clustering més adecuado, mediante criterios de seleccion como BIC e ICL, asi como mediante
métodos de contraste basados en la log-verosimilitud. Ademas, se ha mostrado cémo flexibilizar
la relacién uno a uno entre componentes de la mixtura y clisteres mediante técnicas de fusion,

lo que amplia la aplicabilidad préctica de los modelos de mixtura finita.

Finalmente, se ha ilustrado la aplicaciéon practica de estos conceptos mediante un analisis en
R con el paquete mclust, mostrando como implementar y analizar modelos de mixtura gaussiana

con datos simulados y reales.

En resumen, el clustering basado en modelos ofrece un marco sélido, flexible e interpretable
para la agrupaciéon de datos continuos, siendo especialmente ttil en situaciones donde la incerti-
dumbre y la eleccion del ntimero de cliisteres son aspectos clave. Sin embargo, también presenta

ciertas limitaciones, como la necesidad de asumir una forma funcional para las distribuciones y
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el alto coste computacional en espacios de gran dimensién, aspectos que deben tenerse en cuenta

en aplicaciones précticas.

En definitiva, el enfoque presentado proporciona una base estadistica robusta para el clus-
tering, y su comprensioén y correcta aplicaciéon pueden contribuir significativamente a resolver
problemas en diversas areas de la ciencia y la ingenierfa donde la agrupaciéon de datos es una

tarea fundamental.

A pesar de que este trabajo se ha centrado en los modelos de mixtura gaussiana, se ha
presentado un marco general desde el cual es posible construir esquemas de clustering basados
en otros modelos. Por ejemplo, la construcciéon de modelos de mixtura t, también ampliamente
utilizados, aunque en menor medida que los gaussianos, se realiza de forma anéaloga utilizando
distribuciones t de Student (McLachlan y Peel, 2000, Capitulo 7). Asimismo, pueden emplearse
otras distribuciones dentro de la mixtura para adaptarse a otros tipos de datos, como datos
discretos, mediante la eleccion adecuada del modelo discreto (McLachlan y Peel, 2000, Seccion
1.3).

Ademas, es importante destacar que existen otros enfoques dentro del clustering estadistico.
Uno de ellos es el clustering modal (Menardi, 2016)), que en lugar de asumir un modelo para-
métrico para la distribucion de los datos (como hacen los modelos de mixturas), identifica las
modas o maximos locales de la funcién de densidad subyacente, asignando cada observacién al
clister correspondiente a la moda a la que converge al seguir el camino ascendente de la den-
sidad, es decir, siguiendo su gradiente. Este enfoque resulta especialmente tutil cuando se busca
una interpretaciéon més geométrica de las agrupaciones, sin necesidad de asumir una estructura

paramétrica especifica para los datos.

En conjunto, este trabajo proporciona una base tedrica y practica sélida para el clustering
basado en modelos, destacando particularmente el caso de las mixturas gaussianas, poniendo de

manifiesto la utilidad y flexibilidad de este enfoque.



Anexo 1
Codigo R

I.1. Funcién para visualizar resultados de clustering

# Colores y formas para los clusters
colores <- c("blue", "red", "green", "purple", "orange", "cyan", "pink",
"yellow")
formas <- c(19, 0, 17, 18, 8, 3, 4, 0)
# Funcidn para visualizar el clustering
graficar <- function(mod, datos, is_comb = FALSE, level = 0.4) {
# Comprobacidn basica
if (ncol(datos) != 2) {
stop("Esta funcidn estd disefiada para datos bidimensionales.")
}
# Cargar el paquete ellipse si no esta cargado
if (!requireNamespace("ellipse", quietly = TRUE)) {
stop("El paquete 'ellipse' debe estar instalado.")
}
# Dibujar los datos
if (is_comb == TRUE) {
n <- clustCombiOptim(mod, reg = 2)$numClusters.combi
clases <- mod$classification[[n]]
mod <- mod$MclustOutput # Modelo BIC interno, representacidén real de

los datos

} else {
n <- mod$G
clases <- mod$classification
}
plot(datos, col = colores[clases], pch = formas[clases])
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# Dibujar elipses de las distribuciones gaussianas
for (g in 1:mod$G) {

centro <- mod$parameters$mean[, gl

sigma <- mod$parameters$variance$sigmal, , gl

elipse_coords <- ellipse::ellipse(sigma, centre = centro, level =
level)

lines (elipse_coords, col = "black", lwd = 2)

}
# Dibujar orientaciones
for (k in 1:mod$G) A{
centro <- mod$parameters$mean[, k]
Sigma_k <- mod$parameters$variance$sigmal, , k]
eig <- eigen(Sigma_k)
vl <- eig$vectors[, 1] * sqrt(eig$values[1])
v2 <- eig$vectors[, 2] * sqrt(eig$values[2])
segments (centro[1], centro[2], centro[1] + v1[1], centro[2] + v1[2],

col = "black", 1lwd = 1, 1lty = 2)

segments (centro[1], centro[2], centro[1] - vi1[1], centro[2] - v1[2],
col = "black", lwd = 1, 1lty = 2)

segments (centro[1], centro[2], centro[1] + v2[1], centro[2] + v2[2],
col = "black", lwd = 1, 1lty = 2)

segments (centro[1], centro[2], centro[1] - v2[1], centro[2] - v2[2],
col = "black", lwd = 1, 1lty = 2)

I[.2. Generacion de los datos simulados del ejemplo 1

library (MASS)

set.seed (123)
n_per_comp <- 100

medias <- list(

c(0, 0), # Cluster 1
c(5, 5), # Cliuster 2
c(10, 0), # Cluster 3
c(3.5, 0.5) # Cluster 4 (muy pegado a Claster 1)

covs <- list(
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matrix(c(1, 0, 0, 1), nrow=2), # Cluster 1, eliptico

matrix(c(2, -0.8, -0.8, 1), nrow=2), # Cluster 2, otro eliptico

matrix(c(1, 0.5, 0.5, 2), nrow=2), # Cluster 3

matrix(c(1, 0, 0, 1), nrow=2) # Cluster 4, pequefio y cercano a Clua
ster 1

# Simular datos para cada cluster
ejl <- do.call(rbind, lapply(1:4, function(i) {
mvrnorm(n = n_per_comp, mu = medias[[i]], Sigma = covs[[i]])

)

I.3. Generaciéon de los datos simulados del ejemplo 2

library (MASS)

set.seed (123)
G_componentes <- 6 # Numero de componentes

n_per_comp <- 100 # Namero de muestras por componente

# Medias
medias <- list(
c(8, 5),
c(7, 0),
c(1, 0),
c(1, 0),
c(0, 5),
c(8, 5)
)

# Matrices de covarianza

covs <- list(
matrix(c(1, -0.04, -0.04, 0.1), nrow=2, byrow=TRUE),
matrix(c(0.3, -0.4, -0.4, 1), nrow=2, byrow=TRUE),
matrix(c(1, 0, O, 0.1), nrow=2, byrow=TRUE),
matrix(c(0.1, -0.04, -0.04, 1), nrow=2, byrow=TRUE),
matrix(c(0.3, 0.4, 0.4, 1), nrow=2, byrow=TRUE),
matrix(c(0.1, 0.06, 0.06, 1), nrow=2, byrow=TRUE)

# Simular los datos por componente y unirlos
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ej2 <- do.call(rbind, lapply(l:G_componentes, function(i) {
mvrnorm(n = n_per_comp, mu = medias[[i]], Sigma = covs[[i]])

)

I.4. Ejemplo 3: efecto de la fusién en la asignaciéon de clusters

library (mclust)

library (mvtnorm)

# 1. Generaciodon de los datos simulados para el ejemplo
set.seed (123)
n_puntos <- 350

media_cruz <- c(0, 0)

media_circulo <- c(6,0)

cov_matrix_v <- matrix(c(
0.1, 0, # Var (X) pequeiia (estrecha en eje X)
0, 1 # Var(Y) grande (alargada en eje Y)

), nrow = 2)

cov_matrix_h <- matrix(c(
il g 0, # Var(X) grande (alargada en eje X)
0, 0.1 # Var(Y) pequefia (estrecha en eje Y)

), nrow = 2)

cov_matrix_circulo <- matrix(c(

0.6, 0,
0, 0.1
), nrow = 2)
rama_vertical <- rmvnorm(n_puntos/2, mean = media, sigma = cov_matrix_v)
rama_horizontal <- rmvnorm(n_puntos/2, mean = media, sigma = cov_matrix_
h)
circulo <- rmvnorm(n_puntos, mean = media_circulo, sigma = cov_matrix_

circulo)
ej3 <- rbind (rama_horizontal, rama_vertical, circulo)

plot(ej3, main = "Datos simulados")

# Punto entre los dos clisteres que cambiard de asignacién
punto_diagonal <- c(3, 1)
points (punto_diagonal [1], punto_diagonal[2], col = "red", pch = 19)
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# Se afiade el punto al dataset

ej3 <- rbind(ej3, punto_diagonal)

# 2. Ajuste de los modelos

modelo_bic <- Mclust(ej3) # Modelo con BIC

modelo_fusion <- clustCombi(modelo_bic) # Modelo con fusidn de clust

modelo_icl <- mclustICL(ej3)

icl_matrix <- as.matrix(modelo_icl)

mejor_icl_pos <- which(icl_matrix == max(icl_matrix, na.rm = TRUE),
ind = TRUE)

G_optimo_icl <- rownames (icl_matrix) [mejor_icl_pos[1]]

modelo_optimo_icl <- colnames (icl_matrix) [mejor_icl_pos[2]]

modelo_icl_fit <- Mclust(ej3, G = G_optimo_icl, modelNames = modelo_

optimo_icl)

# 3. Visualizacién del clustering de cada modelo
graficar (modelo_bic, ej3)
graficar (modelo_icl_fit, ej3)

graficar (modelo_fusion, ej3, is_comb = TRUE)

ers

arr.

I.5. Ejemplo 4: capacidad de un modelo de realizar clustering

library (MASS)
library (mvtnorm)

library(mclust)

# 1. Generaciodon de los datos simulados para el ejemplo
set.seed (123)

# Cantidad por subgrupo

n <- 150

# --- Claster 1: 2 normales separadas horizontalmente ---
mula <- c(6, 6)
sigmala <- matrix(c(1.2, 0.7, 0.7, 1.2), nrow = 2)

clusterla <- mvrnorm(n = n, mu = mula, Sigma = sigmala)

mulb <- c(8.3, 6.5)
sigmalb <- matrix(c(0.9, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)

clusterlb <- mvrnorm(n

I
[=]
=]
(=]

I

mulb, Sigma = sigmalb)
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clusterl <- rbind(clusterla, clusterilb)

# --- Claster 2: cruz ---
mu2a <- c(-0.5, 4.5)

sigma2a <- matrix(c(2.5,

o
o
o

.2), nrow = 2)

cluster2a <- mvrnorm(n mu2a, Sigma = sigma2a)

I
=)
8
c

It

mu2b <- c(-0.5, 4.5)
sigma2b <- matrix(c(0.2, 0, 0, 2.5), nrow = 2)

cluster2b <- mvrnorm(n = n, mu = mu2b, Sigma = sigma2b)
cluster2 <- rbind(cluster2a, cluster2b)

# --- Cluster 3: t de Student ---

mu3 <- c(12, 0)

sigma3 <- matrix(c(1.5, 0.4, 0.4, 1.5), nrow = 2)

df _t <- 3

cluster3 <- rmvt(n = 2 * n, sigma = sigma3, df = df_t, delta = mu3)

# --- Unir todos los datos ---

ej4 <- rbind(clusterl, cluster2, cluster3)

true_labels <- factor(c(rep("Normal", 2 * n),
rep("Cruz", 2 * n),

rep("T-Student", 2 * n)))

# --- DataFrame final ---
sim_df <- data.frame(ej4)
colnames (sim_df) <- c("X1", "X2")

sim_df$verdadero <- true_labels

# --- Visualizacidén ---
plot (sim_df$X1, sim_df$X2, col = sim_df$verdadero, pch = 19,
main = "Conjunto de datos simulados ej4", asp = 1)

legend ("topright", legend = levels(sim_df$verdadero), col = 1:3, pch =
19)

# 2. Ajuste de los modelos
# Clustering segun BIC
mod_bic <- Mclust(ej4)

summary (mod_bic)

# Clustering segun ICL
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mod_icl <- mclustICL(ej4)

icl_matrix <- as.matrix(mod_icl)

mejor_icl_pos <- which(icl_matrix == max(icl_matrix, na.rm = TRUE), arr.
ind = TRUE)

G_optimo_icl <- rownames(icl_matrix) [mejor_icl_pos[1]]

modelo_optimo_icl <- colnames (icl_matrix) [mejor_icl_pos[2]]

mod_icl_fit <- Mclust(ej4, G = G_optimo_icl, modelNames = modelo_optimo_
icl)

summary (mod _icl_£fit)

# Clustering segun modelo de fusidn
mod_fusion <- clustCombi (mod_bic)

summary (mod _fusion)

# 3. Visualizaciodén del clustering de cada modelo
graficar (mod_bic, ej4)
graficar (mod_icl_fit, ej4)

graficar (mod_fusion, ej4, is_comb = TRUE)

# 4. Calculo del ARI

# Predicciones BIC

pred_bic <- mod_bic$classification

# Predicciones ICL

pred_icl <- mod_icl_fit$classification

# Predicciones fusién

optimClust <- clustCombiOptim(mod_fusion)
G <- optimClust$numClusters.combi

pred_fusion <- mod_fusion$classification[[G]]

# Calcular ARI
ari_bic <- adjustedRandIndex(true_labels, pred_bic)
ari_icl <- adjustedRandIndex(true_labels, pred_icl)

ari_fusion <- adjustedRandIndex(true_labels, pred_fusion)

cat ("Modelo BIC:\n")
cat (" ARI =", ari_bic, "\n")

cat ("Modelo ICL:\n")
cat (" ARI =", ari_icl, "\n")

cat ("Modelo Fusién:\n")

cat (" ARI =", ari_fusion, "\n")
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