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PROLOGO.

A fines del afio 1878 emprendimos la tarea de revisar nues-
tro tratadito de Geometria y Trigonometria, publicado dos afios
antes, con objeto de preparar despacio la segunda edicion. Me-
ditando sobre el plan que debiamos seguir, nos ocurrié la idea
de someter las proposiciones geométricas a un érden que lla-
maremos combinatorio, porque estriba en considerar los objetos
que constituyen la materia de estudio en geometria elemental
primeramente aislados y despues combinados con otros de la
misma ¢ de distinta especie, sin pasar 4 nuevo 6rden de combi-
naciones hasta haber agotado todas lashipdtesis posibles.

Examinado atentamente este plan, muy luégo nos persuadi-
mos de que lograriamos con él importantes ventajas, que no
exponemos ahora por creerlo impropio de este lugar, lo que nos
movié 4 ponerle en practica.

Las lineas rectas, consideradas en un plano, ofrecen, bajo el
punto de vista de sus posiciones relatlvas, doshipdtesis simples,
4 saber: rectas que se cortan 6 concurrentes, y rectas que no se
cortan 6 paralelas; y otras compuestas,. combinaciones de las
anteriores: paralelas cortadas por paralelas, concurrentes cor-
tadas por paralelas, antiparalelas, y concurrentes corladas por con-
currentes.

Todos los tratados de geometria elemental contienen las pro-
posiciones relativas a comparacion de angulos y de segmentos
rectilineos 4 que dan lugar las hipétesis mencionadas, si se ex-
cep'tua el caso 1ultimo que hemos subrayado. En efecto, los teore~
mas de dngulos, perpendiculares y oblicuas, paralelas, y lineas
proporcionales responden & dichas hipdtesis; pero gqué teore-
mas responden a la 1ltima? jqué relaciones de magnitud exis-
ten entre los segmentos de rectas concurrenies en wn punite
cortadas por otras coneurrsnies?




Hé aqui descubierto un vacio en la geometria elemental; hé
aqui una solucion de continuidad en el estrecho encadenamien-
to de las teorias geométricas; vacio que se pone de manifiesto
por la aplicacion de nuestro plan.

Hallado el vaelo era preciso llenarle, reconocida la solucion
de continuidad era preciso remediarla, Yy 4 ello consagra-
mos desde Juego nuestras escasas fuerzas y tenaz perseve-
rancia. .

A vuelta de algunos ensayos sobre la mejor manera de plan-
tear conecretamente la cuestion, pensamos, por iiltimo, que sien-
do la forma mas general del teorema de lineas proporcionales la
en que seconsideran los segmentos de dos rectas interceptados
por tres paralelas, debiamos proponernos como hipdtesis de la
proposicion buscada dos rectas cualesquiera divididas en segmentos
por lres cancurrentes en un punto.

Presentado asi el problema, tuvimos la suerte de descubrir
esta interesante propiedad, que llamé vivamente nuestra aten-
cion: los segmentos de las reclas gon proporcionales, con tal que se divida
cada wno por la distancia de sw extremo al punto en que se rewnen las tres
concurrentes.

El ordculo habia contestado: la ciencia recompensaba  con
prédiga mano nuestros desvelos y solicitud entregandonos uno
de sus secretos, y haciéndonos sentir la mas intima Y pura sa-
tisfaccion.

Estudiando nuestro teorema bajo todos sus aspectos, lué-
go comprendimos qué lazos le lican a las teorias usuales de
la geometria: con solo suponer el punto de concurso alejado al
infinito, las distancias de 1os extremos de los segmentos 4 este
punto se igualaban por su infinitud, y suprimiéndolas quedaba
subsistente una proporcion simple entre los segmentos de dos
rectas interceptados por tres paralelas; luego nuestro teorema
comprendia como caso particular el fundamental de las linea$
proporcionales. ;

Nuevas deduccionesnos condujeron al teorema de Menelao,
relativo 4 los seis segmentos causados en los lados de un tridn-
gulo por una transversal, al de la relacion anarménica,.yé
varias propiedades curiosas del cuadrilatero.

Los dos teoremas citados son la base y fundamento de las
teorias de transversales, relacion anarmdénica, proporeion ar-
moénica y division homografica; luego era natural establecerlas
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comoderivaciones de nuestro principio fundamental, y asi lo
hicimos, dando de este modo un paso hédcia la unidad, toda vez
que refundiamos dosdérdenes de teoremas, apoyados hasta ahora
en proposiciones fundamentalés independientes, en una teoria
general basada en un teorema unico, ligado 4 las teorias usua~-
les de geometria elemental, por ser generalizacion del de li-
neas proporcionales.

Tales fueron los primeros frutos de nuestras investigaciones;
empero mo quedabamos satisfechos por completo: habiamos
descubierto y demostrado una verdad, habiamos puesto de re-
lieve su conexion con otras ya conocidas y determinado su lu-
gar en la geometria, veiamos cudn general y fecunda es, y sin
embargo nos faltaba-algo: presintiamos instintivamente la
existencia de otra verdad desconocida, mas simple, mas pri-
mordial, & 1a gqne debiese su _existenciei la que conociamos.

Y asi era en efecto. Si dos segmentos de una transversal in-

terceptados por tres concurrentes y divididos por las distancias

de sus extremos al punto de concurso, son proporcionales 4 [os
segmentos corres-.pondientes de otra transversal, divididos tam-
bien por las distancias de sus extremos al punto de concurso,
esto es debido & que dichas razones compuestas son iguales a
la razon simple entre las distancias del origen de los segmentos
d las concurrentes que pasan por los extremos, y como esta ra-
zonsimple es constante para todos los puntos de una misma
concurrente, tambien las razones compuestas deben tener un
valor constante. '

Desde que conseguimos este resultado no dudamos en dar la
prioridad 4 la proposicion anterior, ni en considerar la prime=
ramente descubierta como un simple corolario de aquella, opi-
nion en que nos confirmamos al examinar las proposiciones
analogas de lineas proporcionales, que ofrecen una dependen-
cia semejante, pues si dos segmentos de una transversal inter-
ceptados por tres paralelas son proporcionales a los correspon-
dientes de otra transversal cualquiera, esto es debido a que tales
razones segmentarias son iguales 4 la razon entre las distancias
constantes de la paralela que pasa por el origen a las otrasdos.

Que este nuevo principio fundamental tiene aplicacion in-
mediata 4 la trigonometria, es evidente, desde el momento en
que se observa que la razon ‘entre las distancias de un puntop
tomado en una concurrente a las otras dos no esoira cosa que
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la razon entre los senos de los angulos que aquella forma con
éstas.

Guiados por esta observacion demostramos, entre otras pro-
posncmnes conocidas, que los lados de un triingulo son propor-
cionales 4 los senos de los angulos opuestos, y descubrimos una
férmula de que nacen simplicisimamente los desarrollos de seno
Yy coseno de (g == B).

Terminada en tal punto la primera partede nuestro estudio,
que s6lo abraza figuras trazadas en un plano, tratamos de in-
vestigar si algunas cuestiones de las desenvueltas tendrian sus
correspondientes en las figuras esféricas. y como era natural
procuramos ante todo hallar un teorema correlativo del que tan
variadas consecuencias nos habia dadoen la geometria plana-
Leencontramossin gran dificultad, tan andlogo a4 aquel como ha-
biamos deseado, puesto que no les distinguen otras diferencias
que las inherentes al cambio de superficie plana por superficie
esférica. Dicho se estd que las consecuencias de la nueva propo-
sicion habian de guardar con las de la primera la misma ana-
logl.a bastando la simple lectura de los enunciados para dejar,
sin m4s, establecida una série de teorsmas relativos 4 los arcos
transversales, relacion anarménica de cuatro puntos situados
en circunferencia maxima 6 de cuatro arcos concurrentes en un
punto, proporcion arménica y division homografica.

Enleramente andlogas serian las dospartes de este trabajo, si
fuera posible la existenciade arcos/paralelos de circulo maximo.
La consideracion de transversales rectilineas paralelas a un
radio del haz nos ha sido de gran utilidad en ta eliminacion de
segmentos, que siendo desiguales en el caso geéneral, cuando tie
nen magnitudes finitas, adquieren valores iguales al suponer
uno de sus extremos en el infinito, 1o que permite suprimirlos,
Mas en una superficie esencialmente limitada como la esférica,
a4 ménos de suponer el radio infinito y entonces volviamos al
plano, aguella hipdtesis es imposible, lo que dificulta la consi-
deracion de circunstancias particulares,

Algo hemos conseguido, sin embargo, en el indicado sentidos
reemplazando las rectas infinitamente grandes y de diferencia
finita, que como iguales se suprimen, por los arcos suplementa-
rios, cuyos senos, siendo iguales y del mismo signo, se supri-
men tambien. Gracias 4 esta idea hemos podido cortar dos lados
de un tridngulo esférico por arcos de circulo maximo de manera
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que los senos de los segmentos de un lado sean proporcionalesa
los senos de los segmentos del otro, proposicion evidentemente
analoga a la que resulta de considerar un triangulo rectilineo
cortado por una paralela a la base, mucho mas demostrando,
como lo hacemos, que los arcos que unen los puntos de division
con los vértices opuestos de la base se cortan en el que une el
medio de ésta con el tercer vértice.

Tal es, en resumen, el presente trabajo.

No debe mirarse como obra didactica, sino como estudio ini-
ciado, sin plan fijo, 4 impulso de nuestras aficiones escudrifa-
doras, que continuamos guiados y hasta conducidos por los pri-
meros resultados, y en el que hemos hecho punto, no por creer
agotada la materia, ni ménos completo y acabado el traba-
jo, sino mas bien porque entrevemos abierto ante nosotros es-
cabroso sendero cuyo términe desconocemos, y, antes de lanzar-
nos en ¢l, juzgamos prudente consultar nuestras fuerzas y ver
qué acogida merece a las personas competentes este primer
ensayo.. >

Nos hemos decidido a publicar lo hecho, porque ademas
creemos una obligacion poner en conocimiento de los hombres
de ciencia nuestros principios fundamentales, sus intimas co-
nexiones y mas inmediatas consecuencias, despertando quizad
al propio tiempo la aficion lracia tan interesantes materias,
por la circunstancia de presentarlas con cardcter elemental
y enlazadas a las teorias comunes de la geometria de Euclides.

Orense, Setiembre de 1880.







“PRIMERA PARIE.
GEOMETRIA RECTILINEA.

[

CAPITULO PRIMERO.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES,

I.—Exposicion de los principios fandamentales. -

I. Sien unarectaindefinida se marcan tres puntos 4, 4, ¢,
estos determinan tres segmentos ad, ac, be, dos de los cuales
tienen siempre un-punto comun: al comparar las longitudes de
dos segmentos consideraremos como or7gen el puntocomun; los
otros dos puntos serdn los exfremos de los segmentos.

*Lema. (Fig. 1.)

®. Si desde el vértice A de un tridngulo isdsceles ABC se
traza una recta AD que encuentre a la base en un punto D, los
segmentos DB, DC de dsta son proporcionales d las distancias
del punto D a los otros lados. ‘
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Teniendo presente que los angulos en la base de un trian-
gulo is6sceles son iguales, se ve que los tridngulos rectangulos

BED y CFD son semejantes, luego »
DB  DE
DCEE D

lo que demuestra el lema.

'~ Teorema. (Fig. 2.)

B.  Cuando tres concurrentes PA, PB, PC se cortan 207 Una
transversal en tres puntos a, b, ¢, dos segmentos cualesquiera de
ésta son proporcionales d las distancias de sworigen comun d las
otras dos concurrentes, con tal que cada segmento se divida por
la distancia de su extremo al punto de concurso P.

Sean ba y be dos cualesquiera de los tres segmentos ab, be,
ac dela transversal, d« y &y las distancias del origen 4 4 las
concurrentes PA y PC. Queremos demostrar la relacion

o b _in
Pe "Pc ™ Iy’

Tracemos la bisectriz Pd del dngulo APC que forman las
concurrentes que pasan por los extremos & y ¢ de los segmen -
tos: por el origen 4 tiremos una paralela & la bisectriz Pd, pro-
longandola hasta que encuentre en @'y ¢’ 4las concurrentes
PAy PC. El tridngulo Pa'¢’ serd is6sceles, porque el angulo ¢
es igual al ¢P’c mitad de APC, y el angul@en a' es ignal al AP#
mitad tambien de APT; luego [Lema|

b
L

Tracemos por ¢ v ¢ paralelas a PA prolongandolas hasta que
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encuentren & 4¢’ y 4 la transversal adc respectivamente en-ey 7
los fr:éngulos semejantes daa' y bee, cPa y cc'f dardn

de donde, por division,
ba . Pa __ ad.cc
M A iPE e g !
pero el tridngulo ec'e es isosceles, por ser semejant> al P’ a,

luego ¢¢' = ce; por tanto el segundo miembro de la wualdad
anterior se reduce 4

fiod S
G 00y
Fiats ba ._b_c;_ ba
ues Ra. 2 P iy

igualdad que demuestra el teorema.
La misma demostracion puede aplicarse & los segmentos

ab, ac y 4 10s ea, cb.

Nora. En lugar de la relacion -z—j- entre las distancias del

origen de los segmentos 4 las concurrentes PA y PC, puede
ponerse la relacion entre las distancias de otro punto cualquie~
ra de PB 4 las mismas, porque esta relacion es constante para.
todos Ios puntos de una misma concurrente.

Cororarto. ((Fig. 3.)

A. Si tres concurrentes PA, PB, PC se cortan por dog
iransversales , dos segmentos cualesquiera de la primera trans-
versal son proporcionales @ los correspondientes de la sequnda,
con tal que cada segmendo se divida por la distancia de su ex-
tremo al punto de concurso P.
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Llamando nﬂ 4 la razon de las distancias de un punto cual-

quiera de PB 4 PA y PC, tendremos [3]

ba  be _m ba Ve _m
Pa "Pe a’ Pd "Pd n

ba ey baet o sde

luego PiDs . Di. ibE

Del mismo modo se obtienen las relaciones

W a_oV d¢ o o _dd oF
Ps " Pc Py P’ Pa Ps DPa Py’

5. El anterior corolario puede demostrarse directamente, y
en tal caso el teorema del niimero & pasa 4 ser corolario.

En efecto: por el origen 4 de los segmentos elegidos é¢ y ¢
tracemos una paralela a" ¢"4a ¢, yporay a’ otras dos para-
lelas 4 1a concurrente PC. Los tridngulos semejantes dam, bec”
¥ los dna”, bee” nos dan

ba__am | ba” _a’n 2]
~de o ec'! Y be o'c g

Los triangulos semejantes Pae, a"an y los Pa’¢”, aa"m dan
A T i 2 S g
Pe R e PE i :

Dividiendo la igualdad [1] por 1a [3] y la [2] por la [4] ser4

ba Pa_am.a’n  ba" Pa’ _a"n.am
bes Peoerlala’ 0" S P c%cqar ]

ba Pa_ba" Pa’

de donde Yo Pl e i
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L bat A Oa Pa” Pa' i
sustituyendo 7g7 bor su igual T ¥ pg bor Py Serd

ba  Pa _ Va' Pa -

e Pe = 77 Br
ba  be _Va b¢

6 por tlti L8 o ba e
S A Pz P~ Pd ' Pe

Para deducir de este principio el del numero &, prolonga-
mos 4a hasta ¢/, y serd (Ziy. 4.)

ba  be b '@T-—é ol LR
Pa > P, Do aBe atl - 5Pgli

los tridngulos semejantes ¢'Pax y ¢'4y nos dan

Pa 4 P’ Pa. b¢
E—E,dedonde bT--—Pc—,",

] ; Pa. bc' : d ‘
sustituyendo la fraccion o por su igual &y, la primera
ignaldad sera

ba 2 EE e bo
Pa Pe ™ iy’

IL.—Conexion entre los principios fundamentales

¥y los teoremas de lineas proporcionales.

6. De dos modos se exponen en los tratados de geometria
los fundamentos de las lineas proporcionales: unos autores
apoyan la teoria en que toda paralela 4 un lado de un tridn-
gulo divide los otros dos eén partes proporcionales; ofros em-—
pleam; en lugar de trismgulo, un trapecio certado por una pa-
ralela 4 las bages. i

Ambos enunciados son igualmente restrictivos, porque la
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proporcionalidad no s6lo tiene lugar entre los segmentos aditi-
vos producidos por una paralela interior, sino que tambien
existe entre los sustractivos causados por una exterior, y en
fin son proporcionales dos segmentos cualesquiera de una trans-
versal 4 1os correspondientes de la otra, cuando los segmentos
estan determinados por tres paralelas 6 por dos paralelas y el
punto de concurso de las transversales.

El defecto apuntado suele remediarse por medio de corola-
rios, lo que complica innecesariamente la cuestion, sin que aun
asi lleguen 4 tratarse todos los casos posibles.

Creemos que, para dar 4 la proposicion que noso cupa toda
su generalidad, debe prescindirse de la idea de tridangulo 6 tra-
pecio, y decir:

Cuando ftres rectas paralelas se cortan por dos iransversa-
les, dos segmentos cualesquiera de la primera transversal son
proporcionales a los correspondientes de la sequnda.

Este enunciado comprende todos los casos. En efecto, tra-
zando dos transversales abe, a'b'c’ (Fig. 5 ) podrd suceder que
se encuenfren en una paralela exfrema A, ntm. 1, en la inter-
media B, nam. 2, fuera de las paralelas,num. 3, 6 entre dos pa-
ralelas B’y C, nim, 4, y tendremos en cualquiera de los cuatro
casos que dos segmentos @b y ac, ba y be 6 ca y ¢b de la trans-
versal afc son proporcionales & los correspondientes a'd' y a'¢’,
va'y e, ca ycl.

7. J llbtlfl(:ﬂ.d‘l la conveniencia de adoptar el enuncnado an-
terior, veremos ahora la analogia que guarda con el principio
fundamental del nam: 4.

En ambas proposiciones se establecen relaciones de magni-
tud entre los segiuentos de dos transversales producidos por
tres concurrentes 6 por tres paralelas, esto es, por tres concur-
rentes en el infinito: la cuestion propuesta es, pues, la misma,
general en el primer caso, porque la posicion del punto de con-
curso es indeterminada, particular en el segundo; luego debe
esperarse en buena léo-xca que nuestro prinecipio fundamental

del nium. 4 comprenda el de lineas proporcionales enunciado
en el num. 6.
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Y asi sucede, en efecto. Supongamos gne el punto de con-
curso P se aleje al infinifo, 6 1o que es igual que las concurrer; -
tes se conviertan en paralelas (Fig. 6). y enfoncesla relacion[4}

by be  b'al U
R aPe oBal P
s€ convertira en
b be=10'a' U

por la suprezion de los denominadores iguales Pa y Pe, Pa' v
D

Haciendo en el principio fundamental del niim. € la misma
hip6tesis. P en el infinito. la relacion

ba  be  ba
: Pu'Pe By
se convierte en
ha e b
be by
toda vez que Pe=Pe. Kn este supuesto, é¢ y bc son segmentos
de una transversal interceptados por tres rectas paralelas, y

1 Cuando el punto P (Fig. 3) se halle en el infinito, las rectas Pa,
P¢ serdn infinitamente grandes; su diferencia en cambio serd finita,
porque los extremos a y ¢ estdn 4 distancia finita de los demds pun-
tos de la figura. La diferencia finita entre dos cantidades infinitamen-
te grandes es nula relativamente 4 estas cantidades, que por lo tanto
pueden considerarse iguales.

Esto mismo lo confirman las siguientes consideraciones: si fraza-
: . - Pa.van 4
mos a'in paralela 4 g¢ (Fig. 7) seri P amo POT mucho que se aleje
r/L

el punto P esta proporcion siempre tendrd lugar, luego
a ad'
im. d— = lim. de—
lf;ra de Do Jim de i :
pero en el limite, es decir, cuando Pgy Pc sean paralelas, la figu-
ra agca’i sera un paralelégramo, y por tanto
aa' Pa 3 :
i de=——=1;1 U, de = =1, 6 sea Pa="Pe
R i Pe B0, .
Lo mismo se demuestra que P = Pg' partiendo de la igualdad
Pa ac

Pa'~ a'm
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ba, by tas distancias entre las paralelas correspondientes; lue-
go el principio que nos ocupa es una generalizacion del si-
guiente:

Dos segmentos_cualesquiera de wna transversal inlerceptados
por tres paralelas son proporcionales i las correspondientes dis-
tancias entre éslas.

Esta proposicion, demostrandola directamente, pudiera Yy
acaso debiera adoptarse como base de las lineas proporciona-
les, por ser muy expresiva.

Queda, pues, sentado que los dos principios relativos & rec—
tas concurrentes cortadas por transversales, expuestos en los
nimeros $ y 4, son generalizaciones de los en que se funda la
teoria de lineas proporcionales. Al pasar del caso general, pun-
to de concurso cualquiera, al particular, punto de concurso en
el infinito, los denominadores de los seg'mentos, que sonlas
distancias de los extremos respectivos al punto de concurso,
desaparecen; deben, por lo tanto, mirarse como correcciones
debidas d la falta de paralelismo de las concurrentes en P.

8. No carece de interés ohservar que al paso que desapa-
rece el paralelismo, las igualdades relativas 4 los segmentos
se complican: la interseccion de un sistema de paralelas por
otro tambien de paralelas origina la igualdad de segmendos; con-
viértese uno de los sistemas en haz de rectas concurrentes, y la
igualdad de segmentos se convierte en wyualdad de razones:
cambiase tambien el segundo sistema de paralelas en haz de
rectas concurrentes, y 4 la ignaldad de razones de lineas suce—
de la igualdad de razones de razones.

9. Todavia vamos 4 considerar el principio fundamental del
num. & bajo otro punto de vista, tan interesante como el an-
terior.

o be = e
Pa"PoT iy
puede esecribirse en la forma

ba  Pa I

be " Pec By’

La relacion

¥ traducirse al lenguaje vulgar del modo signiente:
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8% desde el vértice P de un tridangulo Pac (Fig. 2) se traza
' siith
wna recta Ph que encuentre al lado opuesto, la relacion % de los

1 :
segmendos de dste v la Fg de los lados del angulo son proporeio-

nales @ las distancias del pié de dicha recta ¢ los mismos lados.

Este teorema es una generalizacion del que se enuncia en
los tratados de geometria elemental diciendo:

La bisectriz de un dngulo inlerno o exlerno de un trigngulo,
divide al lado opuesto en dos scgmentos proporcionales & los lados
del dngulo.

En efecto: trazando la bisectriz AD [#%y. 1) y las distancias
DE y DF del punto D 4 los lados AB y AC, tenemos

DB AB DI

pero el punto D perteneciente 4 la bisectriz del dngulo BAC 6
del externo B'AC equidista de los lados del angulo, y por tanto
PE: 1: luego -
DF ey

DB AB

DC ™ AC®

Como al demostrar el teorema del niim. < no nos hemosser-

vido de este nltimo, podemos considerarle como“corolario de
aquel.

I —Grado de generalidad de los principios
fundamentales.

10. El teorema del niimero & se verifica dunen el caso par-
ticular de que la transversal sea paralela 4 una de las concur-
rentes. En tal supuesto, alguno de los puntos de interseccion
a. b, ¢ se aleja al infinito, y las distancias 4 los ofros puntos de
la figura deben considerarse iguales, siempre que su diferencia
sea finita.




Seofs-

Suponiendo, para fijar las ideas, que la transversal sea pa-
ralela 4 la concurrente PC, propongémonos demostrar el teo-
rema para los segmentos enyo origen es ¢, es decir el punto en
el infinito, :

La relacion del easo general

ce ¢b  ca
Pa: Ph g8 2

llamando ¢x y ¢3 4 las perpendiculares bajadas desde el pun-
to en el infinito 4 las concurrentes PA v PB. se convierte
ahora en ¢
Pé  ¢a
Pa— 62

toda vez que ¢a y cb, magnitudes infinitas cuya diferencia ab
es finita, son iguales; no diremos lo mismo de g« ¥ ¢B, magni-
tudes tambien infinitas, porque no consta que su diferencia sea
finita, y ademas porque sabemos que las distancias de los dj-
ferentes puntos de PC 4 las rectas PA y PB guardan una ra-

: e ; :
zon constante, y por lo tanto 75 10 €s,en general, igual ala
p !

> Ll R : ; ]
unidad, sino 4 la relacion 7 de un punto cualquiera ¢’ (#7%g. 8)
de PC 4 PA y PB.

Puesto que la eleccion de punto en la concurrente PC es
arbitraria, damos la preferencia al ¢', interseccion de PC con
una paralela tirada por 4 4 la bisectriz P del angulo APB.

Debemos, por consiguiente, demostrar 1a igualdad
Do ot
Pg ~ cF -

El tridngulo Péa’ es isésceles, luego

P — Vg,

Inego i
¥ P 7 ¢pt’
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Si queremos demostrar el teorema para los segmentos cuyo
origen comun es 4, la relacion del caso Zeneral serd
ba  be b

Pg "Pe ™ it
¥ la del particular que consideramos

ba e

Pa~ 7y
puesto que de = Pe.

Para demostrarla, trazaremos la bisectriz Pd del dngulo
APC (Fig. 9), y por b una paralela, que encuentra en ¢’ yc
4 PA y PC. El tridngulo Pa'¢’ es isésceles, asi como tambien
su semejante daa’, 2

’
lueco &i <25 E ba = aa’
o !716, ])T y ?

por consiguiente 48 = 4 = 4 sief 0 :
b Pa Pa ™ bc = by
Analoga demostracion empleariamos si'quisiéramos consi-
derar los segmentos que ticnen su origen en . s
EX. - Siendo cierto el teorema en el caso particular que aca-
bamos de tratar, ipualmente lo serd el corolario; por manera
que si @'d' (L%g. 10) es una transversal paralela 4 la concurren-
te PC, y ade una transversal cualquiera, sera

ab, ac 4 ba. be_ Ua ca, cb_ Py
Po" Pe™ Py’ PaPe” Pa’Pa‘Dp—DPa -

S1 la transversal ad¢ se supowe tambien paralela al radio
PC (#ig. 11), las dos primeras igualdades anteriores ge con-
vierten en

ab__ a'?t’ ba Vo
Po = Py PpiPg?




D D

es decir: Las partes de dos reclas paralelas interceptadas por
los lados deun angulo, son proporcionales i las distancias de sus
extremos de un mismo lado al vértice.

Tambien es cierto el corolario cuando las coneurrentes se
suponen indefinidas ensus dos direcciones; porque la demos—
tracion del caso general esaplicable; asi pues, tenemos (#4g. 12)

Py Pe Py P’
h_@. ic—‘])lul : &"C’
Pz Pz Pg P2
ca ¢ cd Y
Pa'P6 Pd= Py

Resulta de la anterior discusion que los prineipios funda-
mentales son ciertos en todos los casos.

IV.—Delerminacion de Ia posicion relativa de tres

rectas concurrenies.

¥2. Las rectas PA, PB, PC, consideradas dos 4 dos, forman
tres angulos APB, APC, BPC, cada uno de los cuales depende
de los otros dos.

Sidos haces de fres rectas tienen sus angulos respectiva-
mente iguales, las relaciones compuesias

A ab. ac. da -l
—_ =, == l'=—1tgfc,
PeioPer e PPy
tendran valores iguales en los dos haces, porque estos son su-
perponibles.

Otro tanto puede decirse de los haces cuyos dngulos sean
unos iguales y otros suplementarios, porque los radios de un
haz pueden sustituirse por sus prolongaciones, lo que equivale.
& cambiar algunos angulos por los respectivos suplementos.




De esta observacion se deduce:
1.° 8% los radios de dos 6 mas Jaces nscriplos en wuna cir—

cunjferencia pasan por tres punlos fijos de esta curva, las rela—
ciones compuesias de estos haces son iquales. :

Los tres 4ngulosgan respectivamente iguales, por compren-
der entre sus lados I'gmismos arcos, 6 bien unos serdn igua=
les, por dicha razon, y los otros suplementarios, por compren—
der entre suslados arcos cuya sumaes igual 4 la circunferencia.

2"  Uniendo el centro de un cirenlo 4 los puntos de intersec—
cion de tres tangenies fijas con una langente movil, se forman
haces ewyas velaciones compuesias son respectivamente iguales.

En efecto: 4 todo haz cen tral, de las condiciones menciona—
das, corresponde otro mseripto, cuyo centro estd en el punto de
contacto de la tangente mdvil, Y cuyos radios pasan por los
puntos de contacto de las tres tangentes fijas; estos dos haces,
central é inscripto, se componen de radios respectivamente per-
pendiculares, luego los dngulos son iguales 6 suplementarios,
Y como las razones compuestas del inseripto son constantes,
tambien lo serin las del central,

XB. Siempre que tengamos un haz de tres concurrentes en
P cortado por una transversal, las razones compuestas entre
las distancias de los puntos @, b, ¢, P podran expresarse me-
diante 1a relacion simple de las perpendiculares trazadas desde
un punto de una concurrente 4 las otras dos, 6 de dos segmen-—
tos determinados por nna fransversal paralela & una concur-
rente, Hstas razones simples son constantes para unos misinos
angulos, y varian evidentemente con éstos.

Tratemos ahora, 4 fin de completar este estudio, de resolver
la cuestion siguiente:

Conociendo dos relaciones compuestas de un haz de tres rectas
concurrentes cortado por wna lransversal, delerminar los dn—-
gulos que forman las concurrentes.

Supongamos conociidas las relaciones compuestas (Fig. 10)

b Pb__ m be Pa _ p
h 2 B e S el
en las que ¢ y 4 son los origenes de log segmentos.
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Haciendo que el tercer punto ¢ se aleje al infinito, 6 lo que
es igual, frazando ¢'4' paralela 4 Pe, sera
(_l_b_gi__ﬂ’__ﬁ_l _&il-l_)j‘..—-@—-ﬁ [a]
@ P PO w ' To'PooRaT g
luego los lados del triangulo Pa'd’ deben satisfacer 4 las eondi-
ciones
al' _ m ba _p

PO PR g
¥ es claro que construyendo dicho fridngulo, 6 bien otro seme-
jante, y trazando PC paralela al lado @'0' estara resuelta la
cuestion, porque en el haz que formen los lados Pa'y P4 con
la paralela PC se verificarén las relaciones [a].
Ahora bien, las condiciones indicadas se satisfacen hacien-
do @'t/ =m, P¥ =n, y determinando Pz’ por la proporcion

R
A
es decir construyendo una cuarta proporcional 4 p, ¢ y m.
Como consecuencia del anterior analisis, tenemos la siguien-
te regla: constriyase un triangulo Pa'é’, cuyos lados sean m, u
Y una cuarta proporcional £ 4 las magnitudes conqcidas gy
m, pudiendo tambien construirse con otras tres rectas propor-
cionales & m, n y 4;:tracese por el vértice P una paralela al lado
opuesto @'4': las tres rectas que parten de P forman el haz que
se pedia.
R4, Observacion. Si conocemos una sola relacion com-
puesta, por ejemplo
ab  Pb__ m

w "Pe a’

el problema es indeterminado, pues de la igualdad anterior se
deduce unicamente la condicion

@b __m
Py T

pudiendo tener Pe’ una longitud cualquiera.
2 q

8iSC
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Si se dan tres relaciones, el problema en general sera im-
posible, porque cada una de las tres relaciones principales

@ . P b4 Pa . o1iPa
At P onsles SUnPai: L rehere Pl

de un haz de tres rectas cortado por una transversal se deduce
de las otras dos, como es facil comprobar; por manera que asig-
nandolas valores arbitrarios resultardn incompatibles en la ma-
yoria de casos.

Luego para determinar las posiciones relativas de lres rectas
concurrentes, se necesita y basta conocer dos de las tres relacio-
nes compuestas que originan dichas rectas cuando se cortan por
una transversal.

V.—Notacion,

15. Las razones compuestas 4 que dan lugar las anteriores
proposiciones, y otras de indole andloga que trataremos en
breve, pueden expresarse por medio de una notacion sencilla,
que facilitard nuestras investigaciones, la cual consiste en es-
cribir dentro de un paréntesis las letras de los tres puntos de
interseccion de la transversal con las concurrentes y la del
punto de concurso, unas & continuacion de otras, en esta forma:

(abeP).
Esta expresion denota que la razon de las distancias del ter-
cer punto ¢ 4 los dos primeros debe dividirse por la razon de
las distancias del cuarto punto P & los mismos @ y 4; por con-

siguiente -
eas=Pa
ch * Pb

Mediante esta notacion, las expresiones del principio [&],
equivalentes &
ab- “Pb a¥ - PV la Pa ba  Pa ca Pa.ce . Pa

T "Pcoac Do 'he Pe b Pceh Ph ¢b - DY
4

(abeP) =




ey T S

se escribiran en la forma
(beaP) = (6'c'a’P), (acdP) =a'c't'D), (abeP)= (a'4c'P),
6 mas sencillo (dcaP) = constante, (achP) = tonstante, etc.

26. Una razon compuesin no se allera permutando dos de sus
letras, con tal gue se permuten tambien las otras dos.

Decimos que (@bcP) = (cPab),
donde se han permutado @ con ¢ y & con P.

, eq . Pe  ca.Pb
En efecto: (abcP) = DR e
ac . bc  ac.bP

{ p _— = 3
A P 7D Dl
10 que demuestra Ia proposicion.

13, Permutando las dos ilimas 6 las dos primeras lelras
de una razon compuesta, la razon se invierte.

o e R O 3 SERn R ) A

En efecto: mh’P)“_c_é'P&’ -\a&lc)-ﬁ.a,;,
; \iz00 B0 Pa  cq
(éaCP)——E&.m-_'P—&.C—&'.

18. Cada una de las razones compuestas
(6caP) , (ctaP), (actP), (cabP), (abeP), (bacP) [aj

yue resultan aplicando los principios fundamentales, da lugar
a ofras tres equivalentes, que se obtienen permutando en aque-
llas dos letras cualesquiera y 4 la vez las otras dos. Asila ra-
zon (a@4eP) produce las equivalentes

(6aPe), (cPad), (Pcba);

lo mismo puede decirse de las demas; luego el niimero total de
razones compuestas que se pueden formar con los segmentos



D) (B

que unen los puntos @, 4, ¢, P es 24, como debia suceder, pues-
to que con cuatro letras se forman 24 permutaciones.

De estas 24 razones s6lo -son distintas las seis que hemos
sefialado con []. Tres de ellas se obtienen aplicando los prin-
cipios fundamentales sucesivamente 4 los segmentos que par—
ten de @, de & y de ¢; otras fres invirtiendo las anteriores; y
cada una de las seis produce ofras tres equivalentes 4 ella, per-
mutfando dos letras y 4la vez las ofras dos de todas las mane-
ras posibles.

Es claro que todas son independientes de la direccion de la
transversal.

9. Ahora podemos enunciar los dos principios fundamen~
tales del modo siguiente:

8% en cualquiera de las razones compuestas de un hazs de tres
rectas corlado por una transversal, hacemos que el punto P.ocu—
pe el wltimo lugar ' , la razon es igual al cociente de las distan~
cias del tercer punto & las concwrrentes que pasan por los dos
primeros. Todas las razones son constantes, cualquiera que sea
la, transversal.

Asi, (cPab) = (abcP) = g = constante.

P

3 ;
(Pacd) = (9caP) = % = constante.

1. Basta permutar la letra P con la iltima y 4 la vez las otras dos.







CAPITULO SEGUNDO.

TEORIAS DE GEOMETRIA MODERNA (UE SE DEDUCEN INMEDIATAMENTE
DE LOS PRINCIPIOS FUNDAMENTALES, -

i —Entroduaceion.

20. Cuando se consideran en una recta indefinida uno 6
mas segmentos de la misma, puede tenerse en cuenta, ademss
de la longitud de cada segmento, su direccion, & partir de un
extremo considerado como or4gen. Por manera que un segmen-
to estard completamente determinado si conocemos el origen 6
punto de partida, el sentido en que debe llevarse sobre 1a recta,
¥ su longitud.

La oposicion en el sentido de los segmentos se expresa por
los signos contrarios mds Y ménos: todos los segmentos diri-
gidos en un mismo sentido convenido se consideran posilivos,
¥ todos los segmentos dirigidos en el sentido contrario se consi-
deran negativos.

Si convenimos en considerar como positivas las longitu-
des contadas de izquierda 4 derecha, las que se cuenten de de-
recha 4 izquierda seran negativas. El segmento a4 (Fig. 13
€S positivo, el Juz es negativo, v como en longitud son iguales.
fenemos

ah=—lta & wh -~ ha = ().
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Si en una recta indefinida XY consideramos dos puntos
fijos a y &, y otro punto cualquiera #, las distancias de m aay
4 tendran el mismo signo 6 gignos contrarios, segun que 7 esté
en la prolongacion de ad 6 que esté entre ay Z; la relacion de
las distancias serd, pues, positiva en el primer caso y negativa
en el segundo. Asi

ma _ma Siaiis S I8
R e | positivas, o,

BN, Sienuna recta indefinida XY (Fig. 14) marcamos dos
puntos fijos a y b, eviste siempre un punto y sdlo uno en Lo recia,
tal que la razon de sus distancias @ los puntos fijos es igual en

negafiva.

§ X ; : HIr

magnitud y en signo & una relacion dada = Dicho punto se ha-
, : ,m s

Uard en la prolongacion de ab si < €8 positiva, y entre & Y b

.1m :
si— s negativa.

Trazo por el punto @ una recta que forme con la ab un an-
gulo cualquiera; tomo en dicha recta, 4 partir del punto , una
longitud @m = m; trazo por / una paralela d e¢m igual en lon-
gitud & n, hécia el mismo lado que a7 con respecto & XY, sila
relacion dada es positiva, y héacia lado-distinto, si es negativa:
sea &n en el primer casoy 47’ en el segundo; uniendo 7 con 7
6 con 7' 1a recta de union encuentra 4 XY en 4 6 ene, y serd

da _am _m o am 7

&b tm a’' b - @
. i i ?
Si —, &8 mayor que la unidad, sera da > db, ca > cb; luego
7

los puntosd y ¢ caerén respectivamente 4 la derecha de by de
0, medio de ad.

Si %]: es menor que la unidad, serd do <<db, ca<cl; luego
los puntos & y ¢ caeran respectivamente 4 la izquierda deayo.

Si% es igual 4 la unidad, sera ca = — ¢, y el punto ¢ cae-
ra en el medio de 2. En cuanto al 4, tendremos

Ty

URL®
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da _ di+la ba
luego g—;: 0, 4d = o ; por consiguiente el punto ¢ se aleja al

infinito, lo que por otra parte es evidente, toda vez que, en la
hipbtesis actual, siendo am y dn iguales y paralelas, la figura
amné es un paralelégramo, y por lo tanto 7z paralela & XY.

e ; . m iy
Por tltimo, si 1a relacion o~ vale cero 6 infinito serd da = 0,

ca=0 en el primer caso, 46 =0, ¢/ =0 en el segundo; luego
d v ¢ se confunden con @ 6 con 2.

Los puntos € y ¢ son tinicos, pues si ¢ se mue*.;;a acercandose
6 alejandose de &, lostérminos de la fraccion tﬁdlsmmuyen
6 aumentan en cantidades iguales, luego la fraccion varia cons-
tantemente en el mismo sentido, pasando por valores todos

m : :

mayores 0 todos menores que =iy Slg semueye acercandose al
o Cl A BHaE

punto ¢ 6 alejandose, el numerador de 3 disminuye 6 aumen-

ta y el denominador varia en sentido contrario, adquiriendo la

fraccion valores sucesivos todos menores 6 todos mayores
m :
que — ,

7 <

; e et
Andélogo razonamiento se aplica si la relacion — €s menor
7

que uno, y por lo tanto el punto 4 esté 4 la izquierda de «.

ii.—Transversales.
TeorEMA. (Ffig. 15).

22, Si dos concurrentes en O se cortan por varias (ransver-
sales que parten de un punlto P, los segmentos de las concurren—
les, cuyos origenes comunes son las intersecciones con una mis-
ma transversal, son proporcionales, con tal que cada seqgmento se
divida por la distancia de su extiemo al punto P.
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Sean ¢ y #' los origenes comunes i los segmentos de las
concurrentes en (). Tenemos [A] |
ab , ac__ @l ac
Ps"Pe P2 PC
e ad ad ad
Pe” Pd— Pe " Pd
: ab @b _ ac ac
) SEda S
e P’ Py Po Pc’
ac d¢ __ ad od
“Pe'~ Pd Pd
ab @'l ac ac ad a'd
lnego R T = e ]l
Py P7 T Pe’ =~ Pd’Pd

@3, Escoro 1.° Enlugar de dos puntos distintos en linea

recta con P, puede tomarse para origen comun de todos los
segmentos el punto de concurso O, pues la demostracion seria
semejante, por consiguiente

02,00 _
Pa ' Pa'

:P—a .

05 0V _
Py

Oc , Oc
P¢ i Pc'

Sl

4. Escouio2.” SiP se aleja al infinito, es decir, sitodas
las transversales son paralelas entre si, tendremos

Bai—PaiaPi—Pd

Pe = P¢' ete.

luego las séries [] y [4] se reducen, en este caso particular, &

abs wbe=—=qp: qlc—=lad < adizds

Oa: 08 =105 08i=.0¢::0¢ .05

(@]
[

Donde vemos que este teorema es una generalizacion del

siguiente:




T

&

Una série de paralelas divide ¢ dos rectas cualesquiera en
parites proporeionales. Ahora podemos decir: una série de con-
currentes divide 4 dos rectas cnalesquiera en partes porporcio -
nales, con tal que se haga en ¢éstas la correccion debida & la
falta de paralelismo, y que se cuenten desde origenes comunes
en linea recta con el punto de concurso. Esta condicion aqui
necesaria, no lo es en las lineas proporcionales.

Silas concurrentes en O se convierten en paralelas, el pun-
to O se aleja al infinito, y serd Oa=04a', 04=0%, Oc=0¢" etc.;
por consiguiente la série [4] se convierte en :

Pa/ Pa o P& =R "Pc

que tl aduuda al lenguaje ang'ar c;mmﬁca

Dos paralelas damden ¢ varias concurrentes en partes pro-
porcionales. :

En la misma hlpétesﬂs la série [!z] escrita en la forma

@b P6_as.Pc _ ad Pd
(E'&’ 5 Pé: == a : ] Pc: _m '_'Pdr 22827y

se cmwmrt.e por ser 1guales las segundas razones, en

RO ab’—(w. czad.ad'....,
i 2 :

lo que nos.dice: . e : {
Dos pamlel(&s' que encuentran i varias concurrentes ]w’d(m
divididas por éstas én paries proporcionales, ;

5. Sientre los extremos de una recta limitada a4 se mar-.
ca un‘punto ¢, queda la recta dividida en -dos segmentos, lla—
mados. aditivos porque a¢ —+ ¢b=ab. Por extension, si en la
prolongacion de @4 se marca un punto ¢, se dice que este
puntodivide & la recta @4 en dos segmentos suséractivos, por—
que c& — ¢4 = ab. En ambos casos se considera el punto ¢ como
origen comun & los dos segmentos, y al cociente de éstos le
llamaremos 7azen segmentaria de la recta limitida ad.
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TrorREMA.

®8. Sidos lados de un trianguio se cortan por una trans-
versal no paralela al tercer lado, los segmentos de los primeros
son proporcionales, siempre que se haga en cada uno la correc-
cion debida a la fella de paralelismo.

Sea ABC (#%g. 16) el triangulo cortado por la transversal
abe.

[maginando una recta @A, y considerando las fres concur—
rentes en a, aA, ac, aB cortadas por las transversales AB y AC,
sera [4)

cA. cB' ~ JA. 4C
aA ES_H&T‘

Si en lugar delos segmentos de cada lado, tomanios los la~
dos enteros AB, AC y dos ?egnmntos correspondientes, tamn-
hien se verifica el teorema. Asi :

AB:Ac - AC  Ad
aB " ac aC @b’

BA Be_ CA G2

aA " ac uA " ab

En estas tres igualdades, leyendo solamente los numerado-
res, se ven las proporciones que tienen lugar entre los segmen-
tos de dos lados de un triangulo ABC cortado por una paralela
%ie al tercer lado; los denominadores desaparecen cuando sSupo-
nemos 4 en el infinito.

2%. Escouo. Lasegunda proporcion
AB “A¢AG A

B’ ac aC ' ab
puede escribirse en la forma

AB_AC _(ZB.E,‘
Ac" Ab aC'ab
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Considerando 1a figura como un cuadrilitero BCle, cuyos
lados opuestos se han prolongado hasfa su encuentro enAya,
la expresion tiltima nos dice:

Lrolongando los ladps opuestos de win cundrilitero hasta sy
eacuentro, y considerando log Seqmentos gue delerminan los PUuin-
tos de concurso, las razones Segmentarias de dos lados opuestos
Sou proporcionales d las razones Segmentarias de los otros dos. 1

**8 Todavia puede escribirse la ultima expresion en ofra
forma, que no carece de interés, & saber:

AB a0 .5 aCa A g AC..aB,

4 sea, en términos vulgares,

Lrolongandn los lados opuestos de un cuadrililero hasta'que
Se encuentren, y considerando los Segmentos que en cada ledo de-
lerminan los punios de concurso, el producto de cuatro Seqgmen—
tos, sin sequndo extremo comun, perlenccientes a distintos lados
del cuadrilitero, és tgual al producto de los otros eualio,

LTroreva. (Iig. 17.)

RO, Si desde el punto de encuentro P de dos lados opuestos
de wn ewadrilitero ABCD se traza Una transversal gue corte d
108 otros dos lados, los seqmentos de estos serdm proporcionales.
con tal gue se haga en eada uno br correceion debida a ln falta
de paralelismo.

Tenemos en efecto [4],

2B aA " (Ol b
PB.PA = PGEPDE

1 Al eseribir la‘proporeion debs cuidarse: 1.9 (e tomar las ra-
zones segmentarias todas mayores  todas menores que la unidad;
2." de poner en ambas razones eom puestas para primer término la ra-
zon segmentaria del lado mis lejano al punto de concurso opuesto, ¢
en ambas la del Iado mds préximo,




Si en lugar de los segmentos de los lados AB y CD toma- -
moes los: lados enteros y des segmentos correspondientes, se
verifica tambien el teorema; asi

AB :&a DC  De
PB.Pz  PC P’
BA .Ba_'CD Cc
PA ' Pa PD Pc

Leyendo los numeladores de las tres igualdades se ven las -
proporcmnes 4 que da lugar un trapec:o cuando se corfa por
una paralela & las bases. El trapeeio se obtiene. suponiendo P
en el infinito; en tal caso lo§ denominadores de.sapareuen =

30. Eseorio. La pl‘lmera. igualdad del namero anterior
puede escribirse asi 5 , £ 5

aB cC PB PA
aA " ¢D PC PD°

Considerando los segmentos que los puntos 2 y ¢ determi-
nan en ABy DC, y los que determina P en AD y BC, pode-
mos decir:

St desde el punto de concurso de dos andos opuesios de un cua-
drildlero se traza una transversal que corte @ los otros dos lados,
las razones segmentarias de dos lados opuestos son proporeiona- - -
les d las razones segmentarias de los olros dos.

31, La Gltima expresion equivale a

aB: PG eD PA== A7 PB: U, PD;,

es decir:

1 La regla mds facil para eseribir la proporeion consiste en apliear .
la de la nota del niimero 27, sustituyendo el punto de concutso de los
lados AB y DC, origen comun de los segmentos, por los origenes res-
peetivos 2 y ¢ del teorema actual.
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Lrazando desde el punto de concurso de dos lados opuestos de
un cuadrililero una transversal que corte d los otros dos lados,
Y considerando los segmentos que determinan el punto de con-
curso y los de interseccion, el products de cuatro segmentos sin
extremidad comun, pertenceientos a distintlos lados del cuadyila-
lero, es igual al producto de los otros cuatro.

TroreMar. (Fig. 18). “

2. 8i desde cada punto de concurso de los lados opuestos de
un cuadrilitero ABCD se traza una transversal que corted los
otros dos lados, las razones Seqmentarias de dos lados opuwestos
son proporcionales ¢ las razones seqmentarias de los olros dos.,

Considerando las tres concurrentes en P cortadas por AB
CD, y despues las tres concurrentes en Q cortadas por BC

¥
Y
AD, tenemos [4]

aB  cC PBYRC ‘
aA " ¢D = PA " PD”’ <
4B d_\ _ QB QA
5C°dD T QC QD

Considerando.ahora las tres concurrentes en Q, QB, QC,

QP, cortadas por PB Yy PA, es ficil ver [4] que los segundos
miembros de las igualdades anteriores son iguales; luego

-eB_¢C__IB dA ¢
@A ¢D — 3C°aD "
33. Laigualdad anterior equivale 4

aB. ¢C. ¢D. dA. = 4A. }B. ¢C. aD,

esto es:

1 Para escribir esta proporcion sigase laregla de la nota del nii-
mero 27, sustituyendo el origen Q por 4 Y ¢ yel origen P por by d.
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8t desde cada punto de concurso de los lados opuesios de un
cuadrildalero se traza una (ransversal que corle @ los otros dos
lados, éstos quedan divididos en ocho segmentos, y el producto de
cuatro de ellos, sin extremidad comun, es igual al producto de
los olros cuatro.

34. Los teoremas de los numeros 27, 30 y 32 pueden re-
fundirse en el ultimo, del que los otros son casos particulares,
pues suponiendo que la transversal que parte de P pase por Q
y la que parte de Q por P, resulta la proposicion del nimero
*37; v haciendo esta hipGtesis para una sola fransversal, re-
sulta el nimero S0.

Kisconio GENERAL.

35. Siempre que los segmentos de dos concurrentes en O,
producidos por transversales que parten de un punto P, deban
corregirse de la falta de paralelismo dividiéndolos por las dis-
tancias de sus extremos 4 P, se puede sustituir en esta correc—
cion el punto comun P por varios puntos distintos, uno de cada
transversal, en linea recta con el de concurso O.

Asi, en lugar de la série [¢], nimero 22,

L S T
Pie . PR S Poc Po TR B
podremos escribir esta ofra (/g. 19)

ab @b  ac _ac _ad dd

Wi e Tl

donde las correcciones
Pb, P¥, Pe, Pc' ete.

tienen, en lugar del origen comun P, los origenes

Wy Dyl ae s
en linea recta con O.




En efecto, considerando sucesivamente los cuadrilateros
beb'e’, bdb'd’ ete. tendremos [2F y 30)]
PosPe 06708 b pe
Py Pd = 0c 0c nb" pe

Pb Pc b pe :

F Py Pe- T b pc'’
i Pb Pd _ab qd
P/ PE T w g@

lo mismo

de donde
P,b_n_é_Ii go_ Pd_gd
Py’ " ad — P¢' * pe’ — Pd'
pero la série [a] puede escribirse

* ab _Pb aee. =Poeieiad Pl ;
RS T iy o SRR
y sustituyendo las segundas fracciones de las razones com-
puestas por sus proporcionales 2
nb  pe  qd
W gd
ab  nb ac  pe ad _qd
resulta 5,2}; . ;J.Z; — EE' . ?3? = a-,a—, . qd, .....
ah d¥ __ac a¢ _ad ad
nb'ul " pe’pd  qd gd

S

Trorema. (Fig. 15).

B6. 87 dos concurrentes en O se cortan por olras dos concur-
rentes fijas Paa', PoV, toda transversal Pec' mdvil alrededor del
punio P dem'mm(z en Iczs primeras concurrentes segmentos lales
que la relacion

ca - cal
ch"to'h

[

e8 constanle,




A
Tenemos en efecto [E3)]
(abeP) = (a'd'e'P),

: ¢a’; ca = Pa “Pa'
o bien o 75 =P Dl [a] .
es decir ca ca

P constante [a],

puesto que siendo Paa’ y Péd' fijus, el segundo miembro es

constante, y el primero independiente de la transversal moévil.
Advertencia. Pueden considerarse como fijas dos cuales-

quiera de las rectas que parten de P, ylas demas como diver-

sas posiciones de una transversal mévil.

TrorEMA. (F7g. 15).

B5. Sidos concurrentes en O se cortan por una transversal
Jija Paa’ y otra Pec' mdvil aliededor de un punto P de la prime-
ra, la velacion

ca _c'a

cO " ¢'0
Pa
es constante ¢ igual a Par
Suponiendo que la transversal fija P44’ del teorema ante-

rior pase por O, los puntos 4 y & se confunden en O; P4y P#
serdn iguales; luego la relacion [«] se reduce 4

ca.  ca Pa
¢Q-=¢/0; 7Pg *

cuyo segundo miembro es constante, por ser Pae’ una trans-
versal fija.
’ r

ca e
Obsérvese que la relacion 20" 70 sera positiva si el punto

P es exterior al angulo MON, y negativa en el caso contrario.

U D
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Adverlencia.  Puede demostrarse directamente este teorema
por medio de la relacion :

T(EUCPH; — .“rl'Oc’l’,‘ .

TEOREMA REGIPROCO.

BS. 8 dos concurventes en O se corian por varias transser-
sales, unw de ellas aa’ consideradn como fija, de tal modo gue lu

o - o v )Y
relacion 0 5 70 sea constante, lodas lns transversales concur—
ren en un mismo punto, tal que la relacion de sus distancias a
y a’ esigual d dicha constante.
Llamando P al punto en que ¢¢” encuentra 4 aa' tendremos,
en virtud del teorema directo,

s Sl =1/
O g0 Pyt
pero segun la hipétesis, el primer miembro de la igualdad an-

terior es constante, cualquiera que sea la transversal, luego

tambien serd constante el segunto miembro; por consiguiente
D

S oo P
todas las transversales dividen & a2’ en la relacion Do’ ¥

comg s6lo existe un punto que divida & esta recta on dicha re-
lacion, todas las transversales pasardu por el mismo punto P,
Advertencia. En ias proposiciones anteriores, Paa’ era la
transversal fija; pero se puede suponer fija cualquiera de las
otras, por ejemplo Peg¢, Yy entonces las demds seran diferentes
posiciones de la movil,
#9. La proposicion del numero 36 disfruta igual grado de
generalidad que la del 4, puesto que en ella se funda.
Supongamos la transversal mévil Pec’ (Fig. 15) paralela &
una concurrente OM: el punto ¢ se aleja al infinito, la fraccion

ca R
o vale uno, y la‘relacion [4] es

A L
da — P PR




B 1 P

Aqui tenemos una expresion de la constante mas sencilla
que la del caso general. Llamando A al punto en que una pa-
ralela tirada por P & OM encuentra & ON, tenemos

ca_ ca A
& el

Llamando B al punto en que una paralela & ON encuentra

4 OM sera

= consiante =

e wALs Bas o
E. ST constante = B [2].
De las expresiones [1] y [2] se desprende
AV _Ba
Aad -Bb’

Dadas las rectas OM, ON y el punto P, la posicion del pun-
to A queda desde lnego determinada independientemente de
las transversales fijas Paa’ y P##, sin mas que tirar desde P

“una paralela & OM (#%g. 20). Esta observacion puede servir
para trazar las transversales fijas, de mode que la constante
tenga un valor dado de antemano.

Se trata, en efecto, de marcar en ON dos puntos &' y o' tales
que la relacion de sus distancias al punto A tenga un valor

dado ik, cuestion que se resuelve tomando un punto arbitra-

rio &, y determinando el @' de modo que satisfaga & la con-
dicion
AV m

20. Supongamos que la transversal fija P44’ sea paralela
4 OM; el punto & se aleja entonces al infinito, los segmentos ¢/
v P4 son iguales, luego la relacion general [¢] del nimero 36
se reduce &
L

al
1T st @ Py = constante.
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Si las dos transversales fijas Paa’, PO¥ son paralelas res-
pectivamente 4 ON y OM, tambien se aleja al infinito el punto
@', y los segmentos ¢'a’, Pa' seran iguales; por tanto la tiltima
relacion serd (Fig. 21)

ca. ¢ = Pa. P&’ = constante.

TrorEMA. (Fig. 16).

AN S5 dos lados de un tridngulo ABC, considerados como
tadefinidos, se cortan por wna transversal abe, las razones seq—
mentarias de dichos lados son proporcionales 6 los segmenlos del
tercero delerminados por la transversal.

Es decir que

4C B aC
AATa

En efecto, considerando las concurrentes AC ¥ AB cortadas
por las-transversales aCB y afde, siendo fija la primera, el teo-
rema del nimero $7 nos dd la igualdad [a].

Podria tambien deducirse directamente del principio del
nimero 4 que, suponiendo una recta ¢A, daria

4C . aC _ ¢B  aB
BA " aA ¢A" @A’

fécil de transformar en la relacion [a].
Escorio 1.° Si la transversal ade es paralela al lado BC, el

punto & se aleja al infinito, y la relacion s-]—(;' es igual & 1;
lnego '

i _ B

bA T eA

es decir: doda paralela 6 un lado de un tridngulo divide los otros
dos lados en paries proporcionales.
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Escovio 2. Kl importante teorema anterior se encuentra
vaen lus Zsfericas de Menelao, gedmetra griego que vivié 80
afios despues de Jesu-Cristo, v suele enunciarse del modo si=
goiente: '

St bos tres lados de un tridagulo, considerados como indefini-
dos, secortan poi una lrinsversal, ésta determing seis seqmen-
tos tales que el producto de tres de ellos sin extremidad comun es-
igual al producio de los olros tres. ;

Se ve efectivamente que la igualdad [4] equivale 4 esta otra

aB. 6C. ¢cA = aC. BA. ¢B.

Nuestro enunciado ofrece la ventaja de patentizar la co-
nexion entre el teorema de Menelao y el de las lineas propor-
cionales, del que es una generalizacion, como acertadamente
expresa M. Chasles en su historia de'la Geometria. !

-TrEorEMA REciPROGO.

A2, Sien los tres lados de un (riingulo, considerados
como indefinidos, se marcan lres puntos, demodo que las razo-
nes segmentarias de dos ludos sean proporcionales d los segmen—
tos del tercero, dichos tres puntos estaran en linea recia.

Supongamos que entre log segmentos determinados por los
puntos @, &, ¢ exista la relacion

gL
BAEASTS R AT
Considerando las concurrentes AC, AB y la transversal fija
BC, la recta que une 4 con ¢ tiene que pasar por ¢ [38)].
; : aC A
Escorio 1.° Si la razon — vale 1, es decir si

aB
IC__cB
GA T cA” :

1 Apercu historigue swr 1 origine et le développement des méthodes en
Géométrie. Paris 1875, pig. 27.
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la transversal J¢ es- paralela al lado BC, delo contrario ;f%

no tendria el valor 1, luego: si wna reeln divide en partes pro—-
porcianales.d dos lados de ww tridngulo es paralela al tercer lado.
Escorio 2.° El reciproco anterior se enuncia comunmente
asi: “ : : : ' :
Cuando sobre los lados de iun tridngulo, considerados como tn-
definidos, se marcan (res puntos tales que el producto-de tres
Segmentos sin extremidad comun ‘sea iyual “al producto de los
oiros tres, dichos tres puntos estin en lineq recta. -

“TEOREMA. (Fig. 22).;

-

A8, Si desde upn puiito P lomado en una diggonal de un cua-

drilatero ABCD se trazan dos transversales cortando cada una

@ dos lados adyacentes, las razones seqgmeniarias de dos de dsios
Son proporcionales & las razones sepmentarias de los otros dos.
Tenemos, en efecto [4N]
Sl DR s | e
GA L dA T PD e o R0 0 T PD : : oy
“aB dD BB ¢D:

]ll(’,‘l’ﬁ ‘ﬁ" .;]A- = rc 3 _CTC ff’_f.]
, 4B 0B . dD D
6% L= D

kTR W

1 Estas oxpresiones puden eseribirse asi:
A OB, O dD —=aB. 40: e, dA.

1o que permite enunciar el toorema te ofro modo:

S desdewn punto de wnd diaganat de wn cuadrilitero se- lrazan dos
transversales coriando cada wia & dos lados adyacentes, resultan ocho seq-
mentos, tales que el producto de.cvatro de ellos sin extremidad COMUR e85
igual alprodusto de los otros cuatin.

UNI@
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SIROREMA RECIPROGO.

AL, Silas cuatro lados de i cuadvililero se dividen en dig
Segmentos poi miedio de puntos a, b, ¢, d, de tal modo quelas ra-
sones segmentarias de dos lados adyacentes sean proporcionales
& las razones segmentarias de los otros dos. las rectus ad 7 be
concurren en un puato de la diagonal BD, y las ab y de concur-
ren en un punto dela otra diagonal AC,

Tenemos por hipétesis

aB  dD _IB D
T 1 o) ST

llamando P al punto en que @/ encuentra 4 BD, el primer
)

miembro de la ignaldad [¢] valdrd [AH]. lnego

PD
/B ¢ __ PB
JC= 0T PD

lo que exige que 4¢ pase tambien por P [H°2).
Andloga demostracion se aplica # 4 ¥ de, partiendo de la
ignaldad [4] del niimero anterior,

ConroLarios,

5. 1" Sidesde wn punto P de wna diagonal BD de un cua-
driliatero se trazan dos transversales cortando cada wna 6 dos
lados adyacentes, las rectas que unan los puntosay d de inler-
seccion de una de ellas respectivamente con losb ycde lo olra
concurren en wa punto de la sequnda diagonal AC,

Puesto que, segun el teorema directo, las razones segmen-
tarias producidas por Pad y Ple son proporeionales, luego,
segun el reciproco, las transversales a4 ¥ de concurren en un
punfo de AC,
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BG. 2. §idesde los puntos de concurso B y ¥ (Fig. 23) de
los lados opuestos de un cuadrilitero ABCD se trazan dos trans-
versales que corlen a los lados del mismo en puntos b y d. ay c,
las reclas que unen a con d y b con ¢ concurren en un punlo de
la diagonal BD, y las que wnen a con'b, ¢ con A concurren én un
punto de la otra diagonal AC,

Tenemos, en efecto [3:2],
B, ¢C 4B dA
@AY %D 30 b

que se convierte en
e¢B dD B D

A TAA O Bl

luego el corolario es cierto [H4].

TrorEMa. (Fig. 24).

BS. 8 todos los lados de un poligono, considerados como in-
definidos, se corian por una transversal, ésta defermina en cada
lado dos segmentos. y el producto de todos los que wo tienen nin—
gun extremo comun-es igual al produto de todos los demiis.

Sea ABCDE el poligono, MN la transversal ya, b, ¢ de
los puntos en que ésta corta 4 los lados de aquel.

Trazando las diagonales AC, AD del poligono y prolongdn-
dolas hasta la transversal, tendremos varios triangnlos ABC,
ACD, ADE cortados por la transversal comun MN; luego [4K]

B WGy A8 GG DD el D« ek - gl

GRS ASRC . TR A el DA A AR
multiplicando ordenadamente y simplificando resulta:

aB  eB _ U8 (G . aD
iy Sy T N ]

6 aB. 00. ¢D. dE. eA = aA. 4B, ¢C, dD, ¢B,

lo que debiamos demostrar,
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Teorema, (Fig. 25).

A8. Dadas lres civeunferencias A, B, C, si considerandolas
dos d dos trazamos las langentes comunes exvieriores, los tres
puntos a, b, ¢ en que éslas encuentran @ las respectivas rectas de
los centros estin en lineq recta. X

Sean A, B, C los radios de las circunferencias.
Tenemos la igualdad evidente por si misma

B.C_B
A AT

pero los radios de dos circunferencias son proporcionales 4 las
distancias del punto en que concurren las tangentes comunes
i los centros respectivos, luego ~ -5

B IC__aB
eX " PA T aC

loque demuestra que @, 4 v ¢ estian en linea rebta.

TrorEMA. (Fig. 26). $

AD. 80 desde dos puntos fijos A, A' de dos rectas concurren—
les OM, ON se trazan pares de transversales Aa’ ¥ Ala; Ab' 'y
A'b ete. cuyas interseceiones 2, Bele. estan en linea recta con 0,
¥ se considera como fijo uno de los pares Aa’, A'a, la relacion

ba  ba’ e
b0 * YO :

es constante.
En efecto: si atendemos al cuadrilitero Qaza’ ¥ & las trans-
versales A'l y A trazadas desde un punto 3 de la diagom;l Oz,

U
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las cuales cortan, la primera 4 los lados adyacentes 20 y a« en
by A, ylasegunda & los otros dos @O y a'zen &'y A, ten-
dremos [AMB]

bo . Aa_ Vd . Ad

Lot do Ve Na Ad
O bien B0 0T A R

Trazando desde A y A’ otras dos transversales que se corta-
sen en la recta 023, obtendriamos de igual manera una expre-
sion cuyo segundo miembro-seria idéntico al de [#], luego los
primeros miembros serian iguales: por tanto

ba Ua

-];*()" . '7;';'(—) = consiante. {t’l |

Troreya. (Fig. 27).

20. 57 dos concurrentes OM, ON se cortan por pares de
transversales Ab' y A'b, Ac' y A'c gue parten de dos punlos fijos
Ay A tomados en las concurrentes. y cuyas intersecciones 3,
estin en linea recta con O, la relacion

bA  BIA!
b0 O

1:’&
PTG

Suponiendo gue las dos transversales fijas A’ y A'a el teo-
rema anterior se confundan en una sola recta AA’, los numera-
dores A'a y Aa' del segundo miembro de la relacion [«] seran
ignales y de sicnos contrarios, lnego

es consinnie ¢ igual @ —

DA DA aA
50550 = .ok




e B

Y como el segundo miembro es constante, el teorema es
cierto.

Obsérvese que la relacion g-:\ X % es positiva si la recta

OK es interior al angulo MON, y negativa si OK es exterior,

TEorEMA RECGIPROGCO,

L. Sidesde dns puntos 7ijos A y A’ tomados en dos concur-
rentes OM, ON se trazan pares de rectas Ab'y A'h, A¢' Y Ale
que delerminen en las concurrentes segmentos tales que la ye-
lacion

bA b'A’
b0 * B0

Sea conslante, ias intersecciones 8. v...de cada par de vectas
estin en otra recta que pase por Oy que divide i AA' en dos’
segmentos, cuya relacion es igual y de $igno. contrario d dicha
constante.

Sea ? la interseccion del primer par de rectas AV, A%, ¥ xel
punto con que O3 encuentra 4 AA’. Por e! teorema directo
tenemos

bA THA! g i .
20 F0T 5 o

el primer miembro es, por hipétesis, constante: e] segundo ten-

" drd que serlo tambien; luego todas las rectas tales como 03 di-
¢ . % 3 i

viden 4 AA’ en la relacion — 2A : POr consiguiente todas pa-

e .

snn’umor # confundiéndose en una sola.

TrorenA, (Fiy. 28).

2. Sidesde un punto fijo P se trazan varias. transversales
Paa’, Pbh'. .. que corten G dos concurrenies OM, ON, Zas rectas
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que unan los puntos de inlerseccion a y a! de cualquiera de ellas
con los respectivamente opuestos b'y b, ¢'y ¢ de las olras, s¢ cor-
tardn en puntos en lnea recta con O. :

Segun el teorema [37]

ba b'd ca  ca by
— 1 —— = —— | == = CONSi

40" 'O 0 Bl 6] :
luego en virtud del [SR], los puntos , 7.. estin en linea rec-
ta con O.

TrorEMA. (Fig. 28).

53. i desde dos puntos fijos a y &' tomados en dos rectas
concurrentes OM, ON se trazan pares de rectas ab' y a'b, ach ¥
a'C... que se corten en punlos en linea recta con O, las reclas que
unan a con a', b con b', ¢ con ¢ efe. CORCUTTINAN en W MISMO
punto P. -

Segun el teorema [50]
bao ba _ca @
3070 —¢0 0.3 constante
luego en virtud del [38], las rectas aa', 40, ec' ete, concurren
en un mismo punto. » \

TeorEMA. (Flig. 29).

4. Sidesde un punto L tomado en el plano de un triangulo
ABC se tiran rectas a los tres vértices, prolongadas hasta les
lados opueslos, el cociente de las razones segmentarias de dos
lados es igual y de signo conlrario @ la razon seqmentaria del
fercero,

s decir que

@‘EE——.__EHC_ [({]
GAS A T B o
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En efecto: considerando Jas concurrentes AC, AB, y las
transversales Bé, (¢ qué parten de los puntos fijos By C, el
teorema es consecuencis inmediata del [30].

33.  Cororario. Si g es el punto ‘medio de BC, 1a relacion
aC

7B vale — 1, luego

0 B 0 B

e ey

o
4A T p

esto es, las rectas que partiendo de dos vértices de wun tridngulo
§e cortan en la mediana tirady desdp el lercero, dividen ¢ los lq-
dos opuestos en paries proporcionales.

Segun esto, la recty Je serd pavalela 4 B(,

36. Esconio. Kl teorema anterior, debido al gedmoetra

italiano Juan de Cleva ', suele enunciarse asi:

Cuando desde un punto tomado en el plano de un Liidngulo
Se livan rectas d los lres vértices. estas rectus delerminan sobre
los lados opuestos seis Segmentos tales que el producto de tres de
ellos sin catremidad comun s tynal y de'signo contrarie qi de
(08 0lros tres,

En efecto: 1a igualdad [a] equivale 4 esta otra:

@B G e aC. 2\, ¢B.

TrorEMA RECIPROCO. (Fhg. 20 ).
g i

3. Sidesde los tres vertices de un triangulo se tiran reclus
@& las lados opuesios de modo yue el cociente de las razones seq-
mentarias de dos lados seq igualy de signo. contrario g ln 7700
Segmentaria del tercero; dichas rectas CORCUTTEN. R VR IS0
punto,

e e ALt L RN

1 Seencuentra en una obra de este autor titulada: De ineis reclis
8¢ invicem secantibus, statica constructio. Milan, 1678,
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Tenemos por hipotesis

0 B
GA e AT S B

luego las rectas BJ y Ce, que parten de los puntos B y C to-
mados en las concurrentes AB y AC, tienen que cortarse en una
8

recta que pase por A y divida & BC en la relacion — ;:E [o1],

por lo tanto es claro que se cortan-en A,
38. [sconio. Hé aquielenunciado usual de este importan-
te reciproco:

S en los Lres lados de un tridugulo, considerados como inde-
Sinidos, se marcan res puntos a, b, ¢, {ales ue el producto de
lres seqmentos sin extremidad comun sea iqual y de- signo con-
trario al de los otios tres, las rectas que wnen los punios a. b, ¢
con los vériices oprestos concurren en wn mismo punto.

ConrolARIOS,

29. 1" 5ilospuntosd y e dividen a los lados AC y AB en -
partes proporcionales, esto es, si fe es paralela al lado BC, sera
%%: — 1, 6 aC e aB, de modo que @ sera el punto medio
de BC: luego si dos lados de un tirigagulo se cortan por parale-
las al tereer lado, las reclas que wnan los extremos de cada para-
lela eon los vértices opuestos del tercer lado se cruzardn Sobre
la mediana correspondiente al misnio.

La recta que une los puntos medios de las bases de un tra-
pecio pasa por el punto de concurso de los lados no paralelos:
es por consiguiente una mediava en la gne se cruzaran las dia-
gonales del trapecio: luego

Bl punto de inlerseccion de [ty diggonales de wn (rapecio y
los puntos medios de las bases estin en linea recla con el punio
de concurso de los lados no piralelos.




Sl o

60. 2° Sia, 4, ¢ sonlos puntos medios de los lados del
triangulo ABC, sera
C . eB 4G
VT e 8 i

luego las tres rectas Ag, Bb, Ce concurren en un mismo punto
I, es decir: ; 3
Las tres medianas de un (riangulo concurren en un mismo
punio.
61. 3" Sia, b, ¢son los piés de las bisectrices de los dn-
gulos A, B, C, tendremos

%C _BC ¢B CB
oA BA R AT DAY

luego i e
3 bA” cA T

por tanto:
Las tres bisectrices de los dngulos de un (riangulo concurren
en un mismo punfo.
De igual modo se probaria que
Las bisectrices de dos dangulos externos de un tridugulo y lg
del dngulo interno no adyacente d los anleriores, concurren en
Un mismo punto.
62. 4° Sia, b, ¢ son los piés de las tres alturas, los tridn-
gulos semejantes BA%, CA¢ nos dan ]
£a 0 On
6A " BA ’
de igual modo se halla
aB__AB 4C __BC
eBT G e s A
multiplicando las tres igualdades resulta
¢A gB 4C CA.AB.BC g
6A " ¢B'-qC~ BA.CB.AC




que puede escribirse asi

o8 200 L aaBE
eA L OA G . Al
luego .
Las tres alturas de un tridngulo concurren en un mismo
punto. ‘
63. 5. BSitenemos un triangulo ABC circunscrito & un
circulo (#%g. 30/, llamando @, 4, ¢ 4 los puntos de contacto de
los lados BC, AC y AB, tendremos

cBL G B aB

TR CPRST. OO e GO
toda vez que eA =/4A, ¢B = aB, /C = aC, luego
Ln todo trigugulo circunscrilo @ un cirenlo, las reclas que
winen los tres vertices con los puntos de contaclo opuestos con-
CUTTEIL en UL TS MO PUlo.
La misma propiedad se verifica cuando se considera un
triangulo y un circulo ex-inscripto.

61. 6.° Dadas las circunferencias A, B, C (Fig. 25, gi
considerandolas dos @ dos trazamos las tangenies comunes in—
leriores, las rectas que unan el cenlro de cada circunferencia con
el punto en que las tangentes @ las olras dos encuentren @ la res-
pective linea de los centros, concurrirdn en wn Mismo punto.

Sean @/, 4/, ¢’ los puntos en que las tangentes comunes in-
teriores cortan 4 las rectas de los centros. De la igualdad evi-
dente

C

K —

Pl =
ol

se deduce, como en el ntumero 48 y teniendo en cuenta que las
razones segmentarias de las lineas de los centros son negativas,

EBL LR
TSN T ;

loquedemuestra que A/, BY, C¢’ concurren en unmismo punto,
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Il —Relacion a narmonica.

65.  Se llama relacion anarmdanica de cuatro puntos @, 4, e,
d en linea recta, el cociente de las razones de las distancias de
dos de estos puntos 4 los otros dos.

Por ejemplo 1g.31)

ca  -da b da
b db’ Fe' de
Estas relaciones se CXpresan por una notacion andloga 4 la
explicada en el niimero B35 a5

/
et  da bt n’a: (acéd),

— e (gbed) o, G
¢h " db \dbed), be * de

En las relaciones anarmonicas se considera el valor absoli -
to y el signo; para determinar éste se observa que cada razon
consta de dos segmentos con el mismo origen, siendo positiva
0 negativa, segun el sentido de los segmentos [®0], y el signo
de la relacion anarménica se hallara aplicando la regla de la-
division algebraica 4 los signos de las razones simples: en la

e ca  da o
relacion \@bed) las dos razones &% ¥ 75 5on positivas, luego la

ch

: e e g y ba
relacion serd positiva; en (@cdd) la primera razon e ¢S nega-

tiva y la segunda % positiva, luego la relacion sera uegativa,

Una relacion anarménica no s¢ allera permutando entre si
dos letras, econ {al que se permulen d la vez las otras dos.

Esta proposicion se ha demostrado ya [06] para los valores
absolutos, y es ficil cerciorarse de que tambien es cierta para
los signos.

66. Cuatro letras «. b, ¢, d ze ordenan de 24 maneras dife-
rentes, por consiguiente cuatro puntos en linea recta dan 24
relaciones anarmoénicas; s6lo seis son distintag, y atin de éstas
tres son inversas de as otras tres.
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Cuando enunciemos un teorema sin referirnos expresamente
dninguna de las relaciones anarménicas en particular, se en—
tenderd que el teorema es cierto para todas,

63. Conocido el valor # de una relacion anarmonica (aded),
y dados en una recta indefinida tres puntos cualesquiera de di-

cha relacion, 4, 4, 4 por ejemplo, puede determinarse el cuartoe.
En efecto: de (abed) = r se deduce

ca " r.da
e 7 e

El segundo miembro es cantidad conocida; si le representa-

(i
mos por — serd
(8

o "

ob:

¥ la cuestion actual entra en ofra Ya resuelta [2H].

Si 7= 0 serd ce =0, luego ¢ se confundira con a; si » —oe

: : ;  CX da
serd ¢4 =0, luego se confundirécon J; si r=-1 SemEZ:ﬁ ;
Y ¢ se confundira con 4.

En cualquier otro caso podra determinarse un punto ¢ y s6lo

A STEEen : .
uno, distinto de @, # y d, tal que la relacion 5 sea 1gual a .
en magnitud y en signo [*2R]: luego la relacion anarménica de
cuatro puntos distintos puede tener todos los valores positivos y |
negativos, exceplto 0, 00 y - 1.

Hé aqui, ahora, el procedimiento geométrico ¥ general para
determinar un punto cualquiera ¢ de una relacion anarmoénica
(@bed), conociendo el valor » de ésta y la posicion de los otros
puntos.

Permutese el punto ¢ que se husea con el altimo y ala vez
los otros dos, lo que no altera la relacion. Tricese por el primer
punto b de la relacion fransformada (badc) una recta indefinida,
Y tomense en ella dos longitudes 4u y ba’ (Ifig. 14) cuya rela-

8
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eion sea igual 4 # !, hacia un mismo lado de XY si7.es positi—
va y hécia lados distintos si » es negativa. Tracese por el se-
gundo punto @ una paralela & 22, inase el #ercer punto d con el
extremo # de la longitud que representa al numerador de la
relacion dada 7, prolongando la recta de union hasta que en-
cuentre en 7 4 ma: la recta ma/, prolongada si es preciso, en—
contraré & XY en el punto buscado ¢.

En efecto:
an da  am

: o @
luego

S (abed) = ».

TrorEMs. (Fig. 32).

68. 5% un haz de cuatro rectas concurrentes en O se corta
por una lransversal, la relacion anarmdnica de los cuatro PN~
tos de inlerseccion es constante, cualguiera que sea la direccion
de la transversal.

Vamos & demostrar este teorema para una relacion anarmoé-
nica cualquiera, por ejemplo (abed): es decir que trazando otra
transversal @' §' ¢’ d' se verifica

(@bed) = (a' 7' ¢’ d') = constante.

Considerando ad y @'d' como dos concurrentes cortadas por
¥arias transversales que parten de 0, siendo fijas las Oaa’, 066"
correspondientes & los dos primeros puntos de las relaciones
cuya igualdad se quiere demostrar, tenemos [36]

@ G —-E' 5 ‘f,{" = consiante
b TP dbCadd T &

1 Si#»esuna fraccion cuyos términos scan dos rectas, se tomarin
by bn' iguales 4 ellas; si dichostérminos §0n numeros, se tomaran
dos ]ongitudes proporcionales 4 los nimeros dados, sirviéndose de
una unidad arbitraria.
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-

£ cw  du e’ da
O sea = . AT : T conslanle,

lo cual debiamos demostrar,
Es claro que este teorema se verifica en ol caso de coinci-
dencia de dos puntos homoélogos,

69. Nola. Lavproposicion anterior, que se encuentra ya
en las Colecciones matematicas de Pappus, siglo IV de la‘era
cristiana. y en la que M, Chasles ha fundado su excelente 7%-
tado de (Feometria superior ', puede deducirse directamente del
principio numero 4, base del presente estudio.

Tenemos, en efecto,
(@bc0) = (@' ¥ ¢’ 0) (@6d0) = (a' & &' 0),

dividiendo estas igualdades, con objeto de eliminar O, resulta

ca  da cd _dd
eb " db T el @b
70. FEl teorema de la relacion anarménica es enteramente
general. Si suponemos una transversal 4’ ¢ ' (£73g. 33) parale-
la 4 un radio Og, tendremos

ea  da- dY
¢hb " ds T ¢l

toda vez que halldndose el punto @ en el infinito es ca' =d'a'.
Esta observacion ofrece un medio sencillo y facil de retener
para hallar el cuarto punto de una figura rectilinea cuando ses
conocen fres y el valor de la relacion anarménica -
Supongamos conocidos los puntos @, &, ¢, y tratemos de
hallar el cuarto & por la condicion
(aded) = 7,

Desde nn punto, exterior 4 la recta dada, tricense tres ra-
?

1 “Paris,-1852.




R Vs

dios 4 los puutos «, 4, ¢; tirese una transversal paralela a cual-
quiera de ellos, al Oz por ejemplo, esta paralela encuentra & Ou
en un punto en el infinito, que llamaremos a'.

Ahora bien,

(abed) = (a: b ' d') =7

ca  da

6 sea T A=

r,

it bt

a
(SN § [
= d'a, luego — = 7.
pero ¢'a i'a’, lueg b

El punto ' se determinard por esta condicion, y trazando
el radio O, su interseccion con la recta dada sera el punto o
que buscabamos. :

“1. . Llamaremos relaciones anarmoénicas de un haz de cna-
tro rectas & las relaciones anarmoénicas de sus cuatro puntos de
interseccion con una transversal cualquiera.

Cuatro rectas concurrentes en un punto, consideradas dos &
des, forman seis angualos. Dos haces d2 cuatro rectas, cuyos du-
gulos sean respectivamente iguales, tendran las mismas rela-
eiones anarmoénicas. Otro tanto decimos de dos haces cnyos
angulos sean nnos iguales y ofros suplementarios, porque los
radios de un haz pueden sustitnirse por sus prolongaciones, lo
que cambia algunos angulos del haz en sus respectivos suple-
mentos, ;

De esta observacion se desprenden proposiciones analogas
4 las tratadas en el nimero B2, ;

1.* 8% los radios de dos ¢ mas haces de cuatyo rectas inscrip-
{6 e waa civcunferencia pasan por cualro punlos fijos de esta
curoa, las velaciones anarmonicas de los haces son iguales.

2.0 Sielcentro de un cireulo se une con los punios en que
cualro langenles fijas son corladas por wna quinta tangenle
navil, las relaciones anarmonicas de los fiaces son econslantes.
cualquicra que sew la langente movil.

¢2. Se llaman relaciones anarmonicas de cuatro puntos
situados en una circunferencia. las relaciones anarmoénicas de
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un haz inseripto, cuyos radios pasan por log cuatro punfos,

Se llaman relaciones anarménicas de cuatro tangentes fijas,
las relaciones anarménicas de un haz central cuyos radios
pazan por los puntos de interseceion de las tangentes con una
quinta tangente mévil,

Las velaciones anarminicas de cuatro tangentes G ung cir-
cunferencia son iguales 4 las relaciones anarmonicas de los cun-
(ro puntos de contacto. ]

Puesto que el haz central, cuyos radios pasan por los cua-
tro pantos de interseccion de las tangentes fijas con la movil,
tiene las mismas relaciones anarmoénicas que el inseripto cuyo
centro esta en el punto de contacto de esta quinta tangente y
cuyos radios pasan por los enatro puntos de contacto de las
fijas [H2]. 3

Troreva. (1. 34:)

8. Sidos figuras de cuatro puntos en linea iecla abed y
ab'e'd’ tienen wna velacion anarmonicn tgual y wn punto howud-
logo comun a, las tres rectas que wnen dos d dos los otros Piilos
homdlogos concuriren en un mismo punto.

Supongamos

(abed) = (a b ¢ d').
Ista ignaldad puede eseribirse asi

te ca - da | da

TR

conziderando las dos concurrentes en « cortadas por las trans—
versales 44, ec' y dd', siendo fija la 44, las transversales con-
curren en un punto O [38)]. .

4. Laigualdad entre dos relaciones anarmoénicas puede
establecerse de cuatro modos, porque permutando en una de
ellas dos de sus letras y & la vez las otras dos, la relacion no
varia, subsistiendo igual 4 la otra.
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Asi, delaigualdad
(abed) = (@' U ¢' &)
pueden deducirse estas tres
(abed) = (B'a'd'e), (abed) = (¢'d'al), (abed) = (d'¢'d'd’),

que se han obtenido permutando sucesivamente en [a'dlc'd'), @
y¥.a yc,dyd,yalavezlas otras dos lefras.

En consecuencia, cnando dos figuras rectilineas de cuatro:
puntos tienen una relacion anarménica jgual, haciendo coin-
cidir dos puntos cualesquiera, aunque no sean homo6logos, los
demis unidos dos 4 dos, de mamnera conveniente, dan tres rec-
tas que concurren en un punto.

Si tenemos, por ejemplo,

(aled) = (ab'c'd),

U

y hacemos coincidir los puntos no homoélogos & y ¢, permu-— -
tando en el segundo miembro 4’ con ¢’ y ' con d', serd

(abed) = (d'c't'a’),
donde & y ¢ son homologos, luego, segun el teorema, las
rectas que unan ¢, ¢, ¢, puntes de la primera relacion, con
sus homologos enla segundad', V', @' concurriran en un punto 0.
%5. Cororamio. S%dos figuras rectilineas de cuatro pun—
tos que se corresponden tienen und relacion anarménica igual,
las demis relaciones anarmonicas son respectivamente iguales.
Haciendo coincidir dos puntos homologos, las rectas que
unan los demas dos 4 dos concurrirdn en un mismo punto, lue-
go todas las relaciones anarmoénicas anilogas de las dos figu-
ras seran respectivamente iguales [68)].

TrorEMA. ((Fig. 35.)

$6. Nilos radios de dos haces O y O' de cuatro rectas se
cortan dos @ dos en puntos @, B, 1, 8 situados en linea recla, los
haces tienen iquales relaciones anarmonicas. ]
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Demostremos el teorema para una relacion anarmoénica
cualquiera: por ejemplo, probemos que

(abed) = (abe'd).

Considerando los primeros radios 04, O'a como dos concur—
rentes en , los segundos 04, 0'4' como dos fransversales fijas
que parten de puntos fijos 0, O’ tomados en las concurrentes,
Y los demés como transversales que parten de los mismos pun-
tos y se cortan dos & dos en puntos en linea recta con a4y B,
tdndremos [49)]

m_l_ ca. _ da  da
& PF T A g

6 bien (abed) = (ab'c'd).

Es claro que esta proporcion se verifica tambien en el caso
de confundirse dos radios homologos en uno solo.

Nota. - El teorema anterior puede demostrarse por la simple
consideracion de ser @B/ una transversal comun alos dos
haces; pero hemos preferido conservar la correlacion entre las
propiedades de las figuras rectilineas de cuatro puntos y las
andlogas de los haces de cuatro rectas concurrentes,

Troremas. (Fig. 36).

9. Sidos haces O y O de énatro rectas tienen una relacion
anarmonica igual y un radio homdlogo vemun, los tres punlos
de interseccion da los otros radios correspondientes, lomados dos
@ dos, estin en linea recta.

Suponiendo (0, ABCD)=(0",A'B'C'D’), queremos demos-
trar que las intersecciones a, 8, v de los radios homoblogos estin
en linea recta. :

[in virtud de la hipétesis, la relacion anarménica de los
cuatro puntos de interseccion del haz O,ABCD con una recta
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enalquiera sera igual 4 la velacion anarmoénica de los cuatro
puntos de interseccion del haz O',A’B'C’D’ con otra recta: luego

(@beV') = (al'¢'O) ,

relacion que puede escribirse asi

ca, ca_ Oa O
¢h el = 0% 08 . .

Considerando los primeros radios OA, O'A’ como dos con -
currentes en ¢, y los demas como transversales que parten de
dos puntos fijos O y O’ tomadoes en aquellas, siendo fijas 04 y
0%, es claro que los puntos %y 7 estardn en linea recta con
a [5H]. :

8. Cuoando dos haces de cnatro rectas tienen una relacion
anarmonica igual, haciendo coincidir dos radios cualesquiera,
aunque no sean homologos, habra siempre tres pares de radios -
que dos & dos se cortardan en tres puntos en linea recta.

Si tenemog, por ejemplo,

(0,ABCD) = (0, A'B'C'D".

y hacemos coincidir los radios OA, 0'C’ no homéblogos, permit -
tando en la igualdad anterior C' con A’ y D' con B’ serd

(0,ABCD) ={0".C'D'A'BY),

donde los radios que coinciden OA, 0'C’ son homélogos; lue-
go, segun el teorema, los puntos de interseceion de OB, OC,
0D con O'D’, O'A’, O'B' estardn en linea recta.

9. Cororario. - 8% dos haces de cuatro reclas que se cor-
responden tienen wna velacion anarmdnica igual, las demis serdn
respectivamente iquales.

Haciendo coincidir dos radios homologos las intersecciones
de los demds estaran en linea recta [§7]; luego todas las rela-
ciones anarmoénicas andlogas de los dos haces seran respecti-
vamente iguales [§6],

U
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TrorEMA. (Iig. 37).

80. Dado un exdgono inscripto en wna circunferencia, $i se
prolongan cada dos lados opuestos AB y DE, BC y FE, CD »
FA hasta suencuentro, los tres puntos de interseccion L, M, N
estardan en linea recita.

Tenemos [1]
(A, BDEF) = (C, BDEF) ;

el primer haz determina en una recta LD los puntos L, D, E, G,
y el segundo determina en MF los M, H, E, F; luego

(LDEG) = (MHEF) ;

estas dos figiiras rectilineas fienen un punto comun E, luego
las rectas LM, DH, GF concurren en un migmo punto N, 6 lo
que es igual, los puntos L, M, N estdan en linea recta. *

81. Inscribiendo en una circunferencia un pentidgono, cua-
drilatero 6 tridngulo, y trazando por uno, dos 6 tres vértices
respectivamente tangentes 4 la circunferencia, podran consi-
derarse estas figuras como exagonos inscriptos en los que uno,
dos 6 tres pares de vértices consecutivos se han reunido en un
punto, y el teorema anterior sera aplicable, porque no depende
de lalongitud de los lados del exagono.

Fundados en esta observacion diremos:

1.°  Hu todo pentagono inscripto en wuna civcunferencia, el
punto de concurso de la tangente en un vértice con el lado opues—
to, y las intersecciones de los otros cuatro lados dos a dos, son
ires puntos en linea recta. ;

R.°  En todo cuadrilitero inscripto, las tangentes en dos vér-
tices opuestos se cortan sobre la recta que une los puntos de con—
curso de los lados opuestos.

1 Este teorema es un caso particular del ezagrama mistico que Pas-
cal descubrié 4 los 16 afios de edad (1639}, y del que dedujo cuatro-
cientos corolarios. g
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3.° Entodo cuadrilitero inseripto, el punlo de concurso de dos
lados opuestos y los puntos en que las prolongaciones de los otros
dos lados opuestos encuentran a las tangentes trazadas por los
extremos de uno de los primeros, son tres puntos en linea recta.

4.°  Bn todo tridngulo inscripto, los tres puntos de inlersec-
cion de los lados con las tangentes tirndas por los vértices opues-
los estan en linea recta. '

TeorEMA. (Fig. 38).

82. Hntodo exigono civeunserito d un cireulo. las reclas
AD, BE, CF gue unen los vertices opuestos se cortan en un mis-
mo punto O,

En efecto: considerando los lados BC, DE, EF y FA como
cuatro tangentes fijas, y los no consecutivos AB ¥ CD como dos
posiciones de una tangente moévil, vemos que la AB esta cor-
tada en los puntos B, H, L, A, ¥ 1a CD lo estd, porlas mismas
tangentes, en C, D, M, N; luego [7H)

(BHLA) = (CDMN).

Tomando E y F para centros de dos haces cuyos radios
pasen respectivamente por los puntos anteriores, sera

(E, BHLA) = (F,CDMN) :

pero estos haces tienen un radio comun EL, FM, luego las in-
tersecciones O, D, A de EB con FC, EH con FD y EA con FN
estan en linea recta, es decir que las diagonales EB y FC se
cortan sobre la AD; por consiguiente las tres concurren en un
mismo punto O. ! :

83. Circunscribiendo & una circunferencia un pentagono,
cuadrilatero 6 triangulo, y considerando uno. dos 6 tres pun-
tos de contacto respectivamente como vértices de angulos cir-

1 Este teorema se debe & Brianchon,
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cunscritos, podran mirarse las mencionadas figuras como exa-

gonos circunscritos enlos que uno, dos 6 tres angulos son igua-

les iudos rectos; y el teorema anterior sera aplicable 4 ellas, pues-

to que es mr}epeurhente del valor de los fngulos del exagono.
De esta observacion se deduce:

1.° Hn todo pentigono circunserito @ wn cireulo, la recta que
une un vertice con el punto de contacto del lado opuesto, y las
dos diagonales que unen los otros cuatro vértices, se cor z’rm en
U MASMO PUnto.

2" L todo cuadrilatero circunserito é un circulo, las rec—
tas que unen los puntos de contacto de ludos opuestos sé cortan
en el punto de interseccion de las diagonales.

3.°  Hn todo cuadrililero circunscrito, la recla que une dos
vértices opuestos. y las que unen los olros dos con los puntos de
condacto de dos lados adyacentes ¢ uno de los primeros vérdices,
son tres reclas que se cortan en un punto.

4. FEn todo lrz'ri'nmffo circunscrito a wn circulo, las tres vec—
las de unton de los veértices con los puntos de contaclo opwestm
concurren en un punto.

TrorEMA. (Fig. 39).

SA.  Sidos tridngulos ABC, A'B'C’ tienen sus vértices. colo-
cados. dos i dos sobre tres rectas concurrentes en O, sus lados
se cortan dos @ dos en puntos a, b, ¢ en linea recta.

Sean D, E, F los puntos en que la recta @ encuentra & las
tres concurrentes. Es evidente que

& 4 ‘a, OBEB') = (4, OBEB) .
luego (OADA'y = (OCEC'},
por consiguiente las rectas AC, DF 6 a4 y A'C’ concurren en

un mismo punto ¢, 61o que es igunal, los puntos @, 4, ¢ estdn
en linea recta.
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TEOREMA RECiPROCO.

85. 8% los lados de dos triangulos ABC, A'B'C’ se cortan
dos d dos en tres puntos a, b, ¢ situados en linea recta, sus vér—
tices estan situados dos a dos en tres rectas concurrentes.

Sean G y H los puntos en que AC y A’CY cortan 4 BB,

Es evidente que
(B, aEde) = (B, akde)
luego (AGC¢) = (A'HCY) ;

por consiguiente las rectas AA’, GH 6 BB’ ¥y CC' concurren en
un mismo punto 0.

Nota 1.* Los dos teoremas precedentes estdn comprendi-
dos en el corolario del niimero 45, kn efecto: prolongando BA
y BC hasta que encuentren respectivamente 4 B'A’ y B'CY tam—
bien prolongados, se forma un cuadrilitero BaB'4, del que BB’
es una diagonal; y como desde un punto O de ésta tenemos dos
transversales QA A’, 0CC', las rectas AC, A'C’ que unen los
puntos A y A’ respectivamente con C ¥ C’concurren en un pun-
to c de la otra diagonal ¢4, luego @, 4 y ¢ estin en linea recta,

De un modo semejante demostrariamos el reciproco.

Nota 2.* Son ciertos los dos teoremas anteriores para dos
flguras rectilineas cualesquiera, cuyos vértices estén en rectas
concurrentes 6 cuyos lados se corten en una misma recta.

Por manera que estas dos condiciones son consecuencia una
de otra. El punto de concurso se llama centro de homologia, y la
recta eje de homologia; 1as figuras se llaman homoldgicas, de-
nominacion debida 4 Poncelet, si bien los teoremas particula-
res se deben & Desargues. Haciendo que una de las figuras ho-
molégicas gire alrededor del eje de homologia saliendo fuera
del plano, las rectas AA’, BB', CC’ siguen concurriendo en 0,
esto es, son perspectivas, !

1 Para conocer el inmenso partido que se puede sacar de la proyec-
cion central 6 perspectiva, pueden verse, entro otras, las obras siguien-
tes: fralado de las propiedades proyectivas de las figuras, por Poncelet,
Paris 1865 y 1866; Zlementos de Geomelria proyectiva, por Cremona,

traducidos por Dewulf, Paris 1875.
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EV.—Proporcion armdénica.

86. Cuatro puntos en linea recta estan en proporcion ar-
monica cuando alguna de sus relaciones anarménicas tiene el
valor particular — 1.

- Si(abed) = —1 (Fig. 40), los puntos @, 4, ¢, d estan en pro-
porcion arménica.,
De (aded) = — 1 se deduce
e da
ehT

donde vemos que el punto ¢ divide la recta ¢4 en dos segmen—
tos aditivos, y el & la divide en dos sustractivos; siendo la ra-
zon de los primeros igual en valor absoluto 4 la de los segun-—
dos. Por esto se dice tambien que los puntos ¢ y d dividen ar-
monicamente el segmento ab, 6 que son conjugados armdnicos
con respecto 4 ab.

La expresion (abed) = — 1 puede escribirse asi

b ad

)= — LA
(deda) 1. O 7 i

luego tambien los'puntos @ y 4 son conjugados arménicos con
respecto & cd, ¢ dividen arménicamente el segmento ed.

Segun el nimero 2K, uno de los puntos ¢, d estd entre @ y &
y el otro en la prolongacion de @/, los dos 4 la derecha de o,
medio de ab, y de & respectivamente, 6 los dos 4 la izquierda de
0y a. Sic estd en medio de @ su conjugado 4 se aleja al infi-
nito, y reciprocamente el conjugado de un punto en el infinito,
con respecto 4 un'segmento @4, es el punto- medio o de éste.

Dados tres puntos de una proporeion arménica, se determi-
na el cuarto por el procedimiento general de las relaciones anar-
ménicas [6F], sin otra particularidad que tomardn = én' hacia
distintos lados de XY, puesto que » vale — 1.




e e

TeorEMA. (Fiy. 41.)

83. Sidesde un punto A se trazan lransversales que en-
cuentren a los lados de un dngulo MON, Iz recta delerminada
por el vértice O y la inlerseccion i de las ab' y ba' que unen los
exztremos opuestos de dos segmentos tnterceptados por el anglo,
es el lugar geométrico de los punlos armdnicos conjugados del d
con relacion é dickos seqmentos.

Sea ¢ el punto en que O7 encuentra 4 la transversal dbu.
Considerando ésta como flja, tenemos [B% y 29|

a¢a Vb de - da ¢ {1 ci;
GO OO W R PO ek

et ci

I o R S ) ‘/—:-*
7 509 (abed) 1

luego
lo que demuestra que ¢ es conjugado arménico de d con res—
pecto al segmento a4, ;

Trazando ahora una transversal cualquiera, d4”a” por ejem-
Plo, tendremos [68]

(@bed) = (a"&¢"d)
luego (@/0%"d) ===1.

88. Segun este teorema, si la transversal de gira alrede-
dor del punto d, el arménico conjugado de¢ éste con relacion al
segmento interceptado por el angulo MON recorre la recta 0K;.
poresta razon OK se llama polar del punto Z con relacion al
angulo MON, y el punto & polo de la OK,

Es indudable que si el polo esta fuera del dngulo la polar
estard dentro y vice-versa,

89. Se llama Aaz armdnico todo haz de cuatro rectas, al-
guua de cuyas relaciones anarmonicas es igual & — 1.

Todo haz cuyos radios pasan por cuatro puntos @, 4, ¢, & cn
proporeion arménieca, es armoénico [68]. ¥ cortandolo por una
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transversal cualquiera quedara ésta dividida arménicamente;
los puntos del radio que pasa por ¢ tendran sus conjogados ar-
monicos en el que pasa por @, y los del Og estarin en 04. Por
- esto, los radios Oc, Od se llaman conjugados arménicos con
respecto al dngulo 204, y los Oz, 04 1o son tambien con res—
pecto al dngulo ¢04.

(CoROLARIOS.

90. 1" Sidesde un punto d se trazan varias transversales
que encucnbren & los lados de un dngulo MON (Fig. 41), las rec-
tas ab’, ba' ele. que uncn los extremos opuestos de dos seqmentos
de las transversales. interceptados por los lados del dngulo, se
cortan dos d dos en la polar del punto d con respecto al dngulo
MON.

En efecto: todas las rectas 0i, O7'... deben determinar so-
bre una misma transversal, dba por ejemplo, un punto comju-
gado del & con respecto al segmento a3, y como este punto es
unico se confundiran todas en una sola, que serd la polar OK
del punto 4 con respecto al angulo MON.

DA 2" S lenemos tres rectas OA, OB, OD (Fig. 42) con-
currentes en O, y desde diferentes puntos d, d'... de una de ellas
OD se trazan paies de transversales que encuentren @ las olras
dos OA, OB, las rectas que unen los extremos opuestos de los seq-
menlos de cada par interceptados por estas dos concurrenles se
cortai sobre el radio arminico conjugado de OD con respeclo al
angulo AOB.

Segun el corolario anterior, dos rectas tales como al', a'b se
cortan en la polar del punto d con respecto al angulo AOB;
pero todos los puntos de OD ticnen la misma polar OC; luego
todas las rectas tales como @é', a'4 se cortaran en la OC.

92. Ahora podemos resolver, sin emplear otro instrumen—
to que la regla, los problemas signientes:

L.° Dado wn punto d dz was recta, hallar su armdnico CONYU-
gado con relacion & wn s2gmento ab de dicha recta.
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Constriyase un angulo AOB (#7g. 42) cuyos lados pasen
por a y 4, tricese desde & una transversal di'a’, y determinese
bor interseccion de @/’ con da' el punto 7, que, unido al vértice
0.del 4ngulo, da la polar OC del punto 4, ¥ por tanto el punto
¢ conjugado del & con respecto & ab.

La misma construccion se empleard para determinar la po-
lar de un punto con relacion 4 un angulo dado; y para hallar
el radio arménico conjugado del OD con respecto & un angulo
AOB.

El problema Aallar el polo de una recta con respects G un dn-
gulo dado, tiene infinitas soluciones, porque a4 una polar OC
corresponden como polos todos los puntos del radio OD conju-
gado arménico de OC. -

B3. 2° Dadas dos rectas que no se pueden profongar, tra-
zar por un punto dado otra recta, tal que si las tres se profon—-
Jasen concurrigran en un mismo punto. ;

Sean MN y PQ las dos rectas dadas, m el punto dado, que
podra estar dentro del 4ngulo de aquellas (Fig. 43) 6 fuera.

Desde el punto dado m tracense dos rectas mab, ma'd’ que
corten 4 las dadas en cuatro puntos; (inanse éstos dos & dos por
dos nuevas rectas a#/, a'd, que se cortardn en un punto n.

Repitiendo la misma construccion para el puntoz y las
rectas dadas se -determina un punto ' de la recta pedida.
Uniendo 7 con ' esta resuelto el problema, puesto que, segun
el corolario del numero 30, la recta XY determinada por las
intersecciones 2, m' es la polar del punto z con respecto el dn-
gulo de MN y PQ; luego XY pasa por el punto de concurso de
MNy PQ.

TrorEMA. (Fig. 44.)

4.  Bnun haz arménico, toda transversal paralela ¢ wno
de los radios queda dividida por los otros tres en dos paries
iquales.

En efecto: el haz arménico (O, ABCD) determina sobre una
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transversal a4 paralela & OD cuatro puntos «, 4, ¢, d en pro-
porcion arménica; pero hallindose el cuarto punto 4 en el in—
finito, su conjugado ¢ debe ser el punto medio de b [86].

TEorREMA RECIPROCGO.

D5. i una transversal paralela ¢ un radio de un haz queda
dividida por los otros tres en dos partes tguales, el haz es ar-
MONICo.

Siendo ¢ el punto medio de @b, su conjugado estd en el in-
finito, punto de encuentro del radio OD con la transversal ad:
se ve, pues, que el haz determina en una transversal 2 cuatro
puntos armoénicos, luego es arménico. ;

CoRroLARIOS.

B6. 1.° 8 dos radios conjugados OC, OD (F ig. 44) de un
haz armdnico son perpendiculares entre si, son bisectrices del
dangulo AOB que forman los otros radios, y del suplemento A'OB,

Trazando una transversal 2/ perpendicular & OC, ser4 pa-
ralela 4 OD, lnego ca=cd. De aqui se deduce que los tridn-
gulos rectangulos Oca, Oct son iguales, luego dng. a0c =
ang. 60¢, lo que praeba que OC es hisectriz del dangulo AOB, y
es claro que la perpendicular OD lo serd del A’OB adyacente
al AOB, toda vez que las bisectrices de dos angulos adyacentoes
son perpendiculares entre si,

9%. Reciprocamente. Las bisectrices de wn dngulo AOB Vi
del adyacente A'OB forman con los lados del angulo un haz ar-
MONICO.

Trazando una transversal a/ perpendicular 4 OC serd para-
lela & OD; pero los tridnguloes rectingulos Oca, Ocd son igua-
les, por tener un cateto comun Oc¢y un dngulo agndo igual,
luego ca = cb; por consiguiente el haz (0, ABCD) es armé-
nico (93] ;

10
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Obsérvese que el vértice del angulo se hallara en la eircun -
ferencia descrita sobre el segmento de la.transversal que in-
terceptan las bisectrices, considerado como didmetro, vy que,
por consiguiente, todas las eircunferencias descritas sobre los
segmentos de varias transversales interceptados por las bisec~
trices pasan por un mismo punto. 7

98. 2.° 80 cuatro puntos de una recta estin en proporcion
airmdnica, describiendo una elrcunferencia sobre uno de los seq—
mentos conjugados como didmelro, y uniendo wn punto cualquic-
ra de la curva con los cuatro puntos dados, las rectas que pasan.,
por los exlremos del didmetro son disectrices del angido que for-
mai las otras dos y del adyacente.

Las cuatro rectas forman un haz armonico, y las que pasan
por los extremosdel didmetro son rectangulares, luego este co-
rolario es consecuencia del 1.°

99. Prolongando los lades opuestos de un cuadrilatero
ABCD (Z7g. 45) hasta su encuentro en E ¥ I, se forma una
figura ABCDEF que ha recibido el nombre de cuadrilitero
completo.

Tiene tres diagonales: las AC y BD del cuadrilatero simple
ABCD, y la EF que une los puntos de concurso de loslados
opuestos.

Teorema. (17g. 45).

N0O. Los punlos medios m, v, p de las tres diagonales de un
cuadrilalero complelo estin en linea recta.
Considerando el tridngulo ¥DC cortado por la transversal
EA, se tiene [41]

AD ' BC _ED
AF S BE= R0

AF BF __ EC ;
AD' BC ED 1491




Uniendo los puntos medios G, H, L de los lados del mismo
triangulo por medio de rectas, la GL pasard por el punto me-
dio 2 de la diagonal AC, LH pasard por 2, medio de la BD, y
HG por p, medio de EF. :

Sustituyendo los seis segmentos de la igualdad [«] por sus
mitades respectivas, sera

mG ol pG
ml "l pH’

Tenemos, pues, que en el triangulo GHL, los puntos m y #
determinan en dos lados LG, LH razones segmentatias pro-
porcionales 4 los segmentos que el punto 2 determina en el
tercer lado GH; luego los tres puntos s, #, p estaran en linea,
recta [A%2].

TreorEMA, (g, 16,

VON.  Los cuatro ludos dewn cuadritatero completo ABCDELR,
las tres diagonales, y las dos reclas gue unen los punlos E v F
con la inlerseccion G de las diagonales interiores, son niueve
lineas divididas arminicamente.

La simple inspeccion de la ficura manifiesta que Ed es po-
lar del punto I con respecto al dngulo AED, lo que demuestra
el teorema para BC, AD y FG. Tambien se ve que Fa es polar
de E con relacion al éngulo AFB, lo que demuestra el teorema
para CD, AB v EG.

Llamando H' al punto en que la diagonal BD encuentra &
EF, vemos que AH es polar de H' con relacion 4 EAF: luego
el teorema es cierto para BD y EF,

Por iltimo, H'C es polar de A cou respecto al dngulo BH'E,
lo que demuestra el teorema para la diagonal AC.

Se notara que cada lado del cuadrilatero es dividido armo-
nicamente por uno, de los vértices B, I' y uno de los puntos
@, ¥, ¢, d en que las transversales EG y FG encuentran a los
lados: cada diagonal estd dividida armoénicamente por las otras
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dos; y lag transversales EG v F(r estin divididas por dos la-
dog opuestos del cuadrilitero.

102. [scouo. Las rectas ad y 4c concurren en un punts
dela diagonal BD, y las ¢/ y de en uno de la AC aunque las
transversales Bd, Ya no pasen por G [A6]. Silas transversales
Ed y ¥a pasan por (G, los mencionados puntos de concurso se-
»ran los conjugados armodnicos H'y H en que lag diagonales
BD y AC encuentran & la tercera diagonal EF; porque consi-
derando las concurrentes AE, AF, como los pares de rectas ED
v FB, Ed y Fa se cortan en puntos C y G en linea recta con A,
las rectas BD y ad concurren en un mismo punto dela EF
[3]. De un modo anédlogo, considerando las concurrentes BE,
BF y los pares de rectas EG y FG, ED y FD, cuyus intersec-
ciones G y D estén en linea recta con B, se demuestra que a4,
AC y de concurren en H.

Por tiltimo, haremos notar que los lados del cuadrilatero
abed estdn armoénicamente divididos por las tres diagonales
del ABCDEF.

103. Lasrelaciones

%, B_a

5A ' ¢cA” 4B’
. B__
SATS AT T saB Y

de los teoremas de Menelao [40] y de Ceva[54], pueden escri-
birse en esta forma:

aB G cA___l
GCCWA S eBE

(4]
B I A,
aC  FA B

Si en un lado, BC por ejemplo, del tridngulo ABC se de-
termina el punto conjugado armoénico del @ con relacion & di-
cho lado, y le llamamos &', sera

eB__ 4B
T T




RS 1 A
Hamando 4"y ¢' & los puntus conjugados arménicos de & yoe
con respecto 4 los lados AC y AB en que éstos se hallan situa-
dos, tendremos tambien
oC o'C e lpdrdil)

ALY A
OB BAL SR o B’

l

Segun esto, si en una de las relaciones [2] se sustituye un
namero impar de puntos @, 4, ¢ por sus conjugados resultara
la otra relacion: y sustituyendo dos de los tres puntos @, 4, ¢
por sus conjugados la relacion no se altera.

Ahora bien, cuando se verifica la primera de las relaciones
[2], los puntos a, &, ¢ estin en linea recta, y cuando se verifica
la segunda, Jas tres rectas Aa, B4, C¢ concurren en un mismo
punto, luego

Cuando en los lados de un tridngulo tengamos tres puntos
en linea recta se podran obtener tres rectas concurrentes en un
punto, sustituyendo un namero impar de puntos por sus con-
jugados armoénicos; y reciprocamente, cuando tengamos tres
rectas partiendo de los vértices y concurrentes en un punio, se
obtendrén del mismo modo tres puntos en linea recta. Cuando
tengamos tres puntos en linea recta se obtendran otros tres en
linea recta cambiando dos de los puntos por sus conjugados
armoénicos; y cuando tengamos tres rectas concurrentes en un
punto se hallarin de igual manera otras tres concurrentes.

Esta observacion nos permite enunciar varias proposiciones.

L 8% un tridngulo se corta por una transversal en tres pun-
losa, b, c, las rectas que unan los puntos o/, b, ¢, conjugados ai-
monicos de a, b, ¢ respecto de los lados del tridgngulo, con los véy-
tices opuestos, se cortan en un mismo punto.

2.5 8% un tridngulo se corta por una transversal en lres pun-
l0s a, b, ¢, uno cualquiera de estos puntos esta en linea recta eon
los conjugados armdnicos de los otros dos.

3.% Si un tridngulo se corta por una transversal en trus pun-
tos a, b, ¢, las rectas que unan dos-de estos puntosa, b y el con—
Jugado ¢ del tercero con los vértices opuestos, concurren em wn
mismo punito, : :
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4."  Dado un punto 1 en el plano de wn triangulo, las polares
del-mismo punto con relacion @ los tres angulos, encuentran d los
lados opuestos en res punlos en linea recla.

5. . Las polares de | con relacion @ dos angulos del triangu-
lo y la vecta que une el punto 1 con el lercer vertice, concurren
en W MISMo punlo. ;

6."  La polar de I con relacion @ wn dngulo A del (ridagwlo
y las rectas que wnen 1 con los otros vértices B y C, encuen-
tran & los lados opuesios en tres puntos en linea recid.

7.0 Las biseetrices delos tres angulos externos de un tridn-
gulo encuentran @ loslados opuestosen tres puntos en linea recia.

8.% Las bisectrices de dos angulos externos de un {riangulo y
del lercer angulo inlerno, concurren en wn mismo punlo.

0.*  Las biseclrices de dos angulos de un tridngulo y ln del
suplemento del lereero, encuontran & los lados opuestos en tres
puntos en linea recta.

A4, Hemos visto {8 y @8] que considerando dos a dos
fres circunferencias dadas ¥ trazando sus tangentes comunes
exteriores ¢ interiores. los puntos a, 4, ¢ [I7g. 25) en que las
exteriores encuentran a las respectivas lineas de los centros
estan en linea recta: y las tres rectas que unen cada uno de.los
centros con los @', 4, ¢/ en que lus tangentes interiores encuen-
tran i las lineas de los centros, concurren en un-punto.

Una de esfas propiedades es consecuencia de la otra, en vir-
tud de Ja observacion general expuesta en el niimero anterior,
toda vez que 2, £, ¢' son puntos conjugados armonicos de a, &, ¢
con respecto & los lados del tridangulo ABC; y de cualquiera de
ellas pueden dedugirse consecuencias bastante curiosas. .

Consideremos los tres puntos @, 4, ¢en linea recta, v cam-
biemos algunos de ellos por sus conjugados.

Cambiando @ y b pora’ y &' se deduce: ', 3'y ¢ en lincarecta,
aycpora ye a', ¢y bren linea recta,
byepor d y¢' ¥, ¢' y aenlinea recta.

Cambiando « por &', las rectas Aa', B4, Ce son concurrentes,
b pord . B, Aa, C¢ son concurrentes,
¢ por ¢’ Aa, B4, O¢’ son concurrentes.
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V.—Division homogrifica.

E05. Si tenemos dos lineas rectasy suponemos en cada
una dos puntos fijos y uno mévil, de modo que los cocientes de
las distancias de éste 4 los fijos respectivos estén en relacion cons-
tante, los puntos moviles forman en las rectas dos divisiones
homogrdficas.

Sean «, 4 los puntos fijos de la primera recta y ¢ el movil,
sean @', /', ¢' los andlogos en la otra: estas rectas se hallardn
homograficamente divididas si se verifica la relacion

=

ca. cla
i consiante. ¢

B06. Segun esta definicion, el teorema del nimero $6 nos
dice que cuando dos rectas se cortan por dos transversales fijas
que parten de un punto P, toda transversal mévil alrededor de
dicho punto determina en las primeras rectas dos divisiones
homogriéficas; y pudiendo considerar como fijas dos transver-
sales cualesquiera, enunciaremos asi dicho teoremas:

87 dos rectas se cortan por varias transversales que parien
de un mismo punto, quedan divididas homograficamente. !

Los puntosfijos son doscualesquiera de la primerarecta y sus
homélogos en la otra. El punto de concurso de ambas rectas es
homélogo desi mismo en las dos divisiones, porque una de
las transversales que parten de P puede pasar por dicho punto.

105. Reciprocamente. 5% Zacemos coincidir dos puntos
Jijos homdlogos de dos reclas divididas homograficamente, las
reclas que unan dos dos @ dos los demdas puntos homilogos con—
curren en wn mismo punto (8], 2

108. Cuando dos rectas concurrentes se cortan por varias
transversales que parten de un punto, pueden considerarse
como fijas dos cualesquiera de ellas [36]; luego, teniendo pre-

1 Chasles, Traile de Géometrie supérienre, num, 102,
2 Id. id. niun, 103,
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sente el reciproco anterior, diremos: en dos rectas divididas
homogrificamente pueden considerarse como fijos dos puntos
cualesquiera de la primera y los homdlogos de la segunda,
siendo todos los demds diversas posiciones del punto mévil.

109. Supongamos dos rectas divididas homograficamente.
Sean a, &, ¢, d cuatro puntos de la primera y @', &', ¢',d’ los cor-
respondientes de la segunda. Consideremos como fijos los ¢y 4,
a' 'y ¥, y sera [103]

ca ca  de  da 5 L0 da: ¢a da
ch b T dbh A T R A

esto es (abed) = (a' ¥V ¢ d') ;

luego cuando dos reclas estin divididas homograficamente, cua-
iro puntos de la primera y los correspondientes de la segunda
tienen iguales relaciones anarmonicas.

Reciprocamente, cuando dos rectas estin dividilas por pun—
tos que se corresponden, de modo que la relacion anarmonica dé
cualro puntos cualesquiera de la primera sea igual @ la relacion
anarmonica de los cuatro puntos corrvespondientes de lasegunda,
las rectas estin divididns homograficamente. :

Si a,d, ¢, d son cuatro puntos de la primera division y
a', V', ¢, d los correspondientes, tenemos por hipétesis

(@bed)=(a' &' ¢’ d) ,

cg Cd  da da
de donde PRt ek [a].

Tomemos tres puntos de los anteriores @, 4, d y un cuarto e,
¥ los correspondientes &', &', &', ¢/, y seré

(abde) =(a' &' d' €) ,

da  da __ea ea

de donde 77 2 7 o oy [4].

kY
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De esta manera pudiéramos continuar mdeﬁmdamente De
las relaciones [a], {4], ete. se deduce

ca ca _da da _ es ed
AR ) Ly P
lo que demuestra que los puntos a, 4, ¢, d, e.. ll v U6 el
forman dos divisiones hnmomaﬁcaa

Nota. Las conclusiones anteriores se deducen tambien de
los teoremas niimeros 107 y 106, El #0% demuestra que dos
rectas divididas ‘homogrificamente pueden colocarse de ma-
nera que uniendolos puntos de una con los homélogos de la
otra las rectas de union concurran en un iismo punto; luego
cuatro puntos cnalesquiera de la primera recta tendran igna-
les relaciones anarmoéunicas que los correspondientes de la se~
gunda [6GS)].

Reciprocamente, sicuatro puntos cualesquiera a, 4, ¢, d de
la primera recta tienen igual relacion anarmoénica que los cor-
respondientes ', ¥, ¢', d' de la segunda, haciendo coincidir dos
puntos ]mmu]owma Y @' las rectas que nnan & con &, ¢ con ¢,
d con 4’ serdn concurrentes [7-3] considerando otros cuatro
puntos &', ¥/, &', ¢, la recta e¢’ pasara por el punto de concurso
de las tres anteriores, y asi sucesivamente. Siendo, segun esto,
concurrentes todas las rectas 48, ec', dd', ee’ ete. las dos divisio-
nes son homograficas [R06).

Se habra observado ya que la relacion anarménica es un
caso particular de la division homografica: aquel en que los
puntos de division son cuatro.

REO. Si nos proponemos marcar una division homografica
de otra dada @, 4, ¢. d, e...., tomaremos tres puntos arbitrarios
a', ¥, ¢ en linea recta y determinaremos un cuarto punto & por
a condicion

a ¥ d) = (abed),
siguiendo la regla del nimero 6%: determinando sucesiva-
mente otros por las condiciones

(U )= akce), (0D [)= (abef) ete.

se tendrin dos divisienes homograficas [RO®)].
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HMN.  Dos haces de rectas concurrentes son homograficos si
cortandolos por transversales quedan éstas divididas homogra-
ficamente. .

Es claro que si dos transversales estin divididas homogri~
ficamente por dos haces, otras dos transversales cualesquiera lo
estaran tambien, porque las nuevas divisiones serdn homogra-
ficas con respecto 4 las primeras [#086]: luego serdn homogra-
ficas entre si.

N2, Sivarios radios que parten de dos puntos fijos se cor—
tan dos @ dos en puntos situados en lineq recta, los kaces que for-
man son homogrdficos. * [AD),

Observacion. La recta que une los centros de los dos haces
es un radio homélogo de si mismo comun & los dos haces.

M3, Rucieroco. Haciendo coincidir dos radios homdlogos
de dos haces homogrificos los demis se cortan dos d dos en pun-
tos situados en linea recta. 2 [3H].

m N
'EorEars.

NBA. Sidos rectas estin divididas homograficamente, v en
la recta que une dos puntos de division komdloges marcamos des
puntos fijos Py P', uniendo P con los puntos de division de una
recta y P' con los respectivos homdlogos de la otra, las rectas
de union se cortan dos G dos en puntos situados en linea reciq. s

Porque las rectas que parten de Py P’ forman dos haces
homograficos con nn radio comun 212 :

Si las divisiones homogréficas tienen un punto homélogo
comun ¢, es claro que la recta lugar geométrico de las inter—
secciones de los radios que partende Py P’, pasara por a; porque
este punto pertenece en tal caso al lugar geométrico men-
cionado. /

1 Chasles, nim. 104,
Id. nam. 105,
g Id. nam. 106,




TEOREMA.

WU5.  Dados dos haces homograficos, si por la interseccion de
dos radios homdlogos trazamos dos transversales, las rectas que
unen los puntos de interseccion de una transversal yun haz con
los de la otra tranversal y el otro haz concurren en un mismo
punto. !

Porque las transversales quedan divididas homogrificamen-
te por los haces y tienen un punto homélogo comun.

- Si los haces homogréficos tienen un radio homélogo comun,
el punto de concurso estara en este radio.

TEoOREMA.

W8. §idos rectas estin divididas homograficamente, y uni-
mos dos puntos de la primera con los homdlogos de la sequnda
tomados inversamente, las reclas de union se cortan Stempre
sobre una misma recta fija.

Sea AB' (#7ig. 47) el punto de concurso de las dos rectas,
que designaremos por A cnando se considere como punto de la
recta M y por B' cuando se considere como punto de la recta N.
Sea A’ el punto de la N correspondiente al punto A de la M,y
B el punto de la M correspondiente al B’ de 1a N

Segun esto, 4 los puntos ¢, 4, A, B de la recta M correspon-
denenlaNlosda', ¢, A', B'; luego (109]

(@bAB) = (a' & A’ B');

permutando las letras delfsegundo miembro de modo que en
la igualdad resultante los puntos A y B’ sean homélogos, ten~-

dremos
(@bAB) = (¢'a’ B' A') ;

1 Chasles, niim. 107.
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luego las rectas que unen ¢ con &', b con @' concurren en un
mismo punto de la BA’ [94]. y como ésta es fija, queda demos-
trado el teorema. !

Si AB' fuese un punto homoélogo comun 4 las dos divisiohes,
la recta map pasaria por dicho punto, y seria la polar del pun-
to de concurso de las rectas a7/, %', ec’ ete. con respecto al fin-
gulo que forman las M y N.

CoroLARI0.,

WG, 5S¢ en dos rectas M ¥ N lomamos dos séries de tres
puntos cualesquiera a, b, ¢ ya, b, ¢ que se correspondan uno a
uno, las rectas ab’y a'b, ac’ ya'c, he' ¥ b'c se cortan en tres
punlos m, n, p situados en linea recia. *

Puesto que el razonamiento del teorema somote la posicion
de los puntos a, 4, ¢ y a', ¥, ¢ 4lannica condicion de que per—
tenezcan 4 dos divisiones homograficas, y esto se puede siem-
pre suponer de tres puntos marcados arbitrariamente en dos
lineas rectas [110)].

TrorEMA, (Fig. 48.)

1ES. Dados dos haces homogrdficos, i consideramos dos
radios OA, OB del primero ¥ los dos correspondientes O'A’, (/B!
del segundo, la recta que wna los punlos m, n en que los prime-
r0s radios encuentran d los segundos, tomados inversamente, pa-
sard siempre por wn mismo punto fijo.

Sea Oz el radioque en el primer haz corresponde al 0’0
del segundo, O'a’ el radio del segundo haz que correspon-
de al OO' del primero, ¥ P el punto de encuentro de Oz y
O’a’. Como los radios 00 ¥ 00’ son fijos, sus correspondientes

1 Esla demostracion de Chasles, . nimero 108, modificnda en su
segunda parte,
2 Chasles, niim, 109.




Oa y O'a’, y por tanto ¢l punto P, tambien lo-son: vamos ahora
a demostrar que los puntos m, n estin en linea recta con el
punto fijo P, :

Tenemos, en efecto:

(0, ABU'a) = (0, A’ B 4/ O} ;
haciendo homoélogos los radios 00 ¥y 0’0 que coinciden sera
(0, ABOe) = (0, B"A’ Oa'),

luego los radios OA y O'B’, OB y 0'A”. Og ¥y O'¢’ se cortan en
tres puntos u, n, P en linea recta.

Cororario. (Fig. 49).

WUD.  5i lres dngulos A, B, C sublienden una misma cuer—
da O0', tomdndolos dos ¢ dos sublienden otras tres cuerdas,
las cuales concurren en wn wismo punto.

Del punto O parten tres radios 04, OB, 0C, y del O’ otros
tres O'A, O'B, O'C, y podemos suponer que los primeros cor-
responden & los segundos bajo el punto de vista de la homo-
grafia; luegola recta que una los puntos de interseccion de dos
de ellos OA, OB con sus correspondientes 'B, O’'A tomados
inversamente, es decir la recta ma/, pasard por un punto fijo P.

Considerando otros dos radios OA, OC del primer haz ¥ los
correspondientes 0'C, O'A del segundo tomados inversamente,
tendremos la recta #a’, que pasara por el punto fijo.

Lo mismo sucede con pp’, que resulta de considerar OB, OC
y 0'C, O'B.

1 Esla demostracion de Chasles, nam. 111, modificada en su se-
gunda parte.
2 Chasles, nam. 112.







CAPITULO TERCERO.

CONEXIONES ENTRE LOS PRINCIPIOS FUNXDAMENTALES, EL TEOREMA
DE TRANSVERSALES Y EL DE L\ RELACGION ANARMONICA.

B20. Desenvueltas ya las teorias que inmediatamente se
deducen de nuestro segundo principio fundamental [4], poco
necesitamos esforzarnos para demostrar el principal papel que
esta llamado & desempeniar en la geometfria moderna.

Importante y fecundo es el teorema de Menelao, relativo &
los seis segmentos determinados en los lados del tridngulo por
una transversal rectilinea.

Carnot lo acredita fundando en él la interesante teoria de
transversales «que no es en el fondo sino la de coordenadass !,
Chasles lo confirma en su historia de la geometria diciendo: es
una generalizacion del principio fundamental de la teoria de
lineas proporcionales, 4 saber: ung recta trazada paralelamente
@ la base de un trigngulo, divide d los ludos en partes propor-
cionales, Esta observacion basta, aflade, para vislumbrar cudn
util puede ser en geometria este teorema. Conceptuandole dig-
no de hacer su historia, le consagra una larga nota, la VI,
donde despues de consignar jue se atribuye indebidamente &
Ptolomeo, quien le tomé de las Lisféricas de Menelao, resefia
el partido que de é1 han sacado, en el siglo IV Pappus, yen la

L Essai sur la théorie des transversales, Paris, 1808,




época moderna Finée, Stifel, Cardan, Frisius, J. Schoner,
Maurolycus, Bressius, Mersenne, Stevin, Snellius, Beaugrand,
Desargues, Pascal, Guarini, Schubert, Fuss y Carnot, apli-
cindole 4 cuestiones las mdis diversas de aritmeética, geome-
tria, trigonometria y mecinica

Aun prescindiendo de tan preclaros antecedentes histdricos
y atendiendo s6lo al teorema en si, se concibe cual debe ser su
importancia considerando que relaciona por una sencilla ecua-
cion de dos términos, y de seis en seis, los segmentos en que
mutnamente se dividen cuatro rectas indefinidas trazadas al
azar en un plano, toda vez que tres de ellas formaran, en ge-
neral, un triangulo, y la cunarta serd una transv eraal que en-
confrard 4 los tres lados del mismo.

Solamente hay un caso en que el teorema no puede aplicar-
se, y es aquel en que el triangulo se reduce a un punto situa-
do 4 distancia finita 6 en el infinito, es decir, en que tres de las
rectas concurren en un mismo punto ¢ son paralelas.

Sea un triangulo ABC (/%g. 16) cortado por una transver-
sal abe. Eacrlbamm la relacion de los seis segmenfos bajo la
forma

oB 4B _cA
GO a G AAY

suponiendo ahora que la transversal gire alrededor del punto @
hasta pasar por el vértice A, los segmentos A y ¢A se anulan,
y sin embargo su razon no se anula ni es indeterminada, por-
que el primer miembro de la igualdad anterior adquizre el va-
lor determinado

AB B
ACETC

j 3 . cA
#Qué relacion debera sustituir 4 Ii en el caso actual? El

teorema de Menelao no responde & esta pregunta, ni 4 la and-
loga que puede hacerse suponiendo paralelas tres de las rectas
dadas.
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2. Demostrando la importancia y fecundidad del teore-
ma de Menelao, hemos hecho el mejor elogio del nuestro, pues-
to que aquel es uno de los multiples y variados casos particu-
lares que éste comprende.

Dos transversales cualesquiera cortando & tres rectas con-
currentes en un punto, presenta el caso general: supénganse
paralelas las tres concurrentes, Y resultard, por supresion de
rectas iguales infinitamente grandes, el principio de propor-
clonalidad de los segmentos causados en dos rectas cnalesquic-
ra por tres paralelas [¥]; hagase la hipétesis andloga en el
teorema de Menelao, es decir supongase la transversal paralela
dun lado, y resultara, por la supresion tambien de rectas
iguales, el principio de proporcionalidad enfre los segmentos
de dos concurrentes cortadas por dos paralelas [, escolio 1°°].
De estos dos principios de lineas proporcionales, pertenecientes
al 6rden de teoremas 4 que dan lugar las rectas paralelas cor-
tadas por transversales, el segundo es caso particular del pri-
mero, el caso en que dos puntos de las fransversales situados
en una misma paralela se unen reduciéndose 4 uno sélo, y por
tanto la paralela es inutil: luego de las respectivas generaliza-
ciones, pertenecientes & otro 6rden superior de teoremas a que
dan lugar las rectas concurrentes corfadas por transversales,
la segunda es un easo particular de la primera, el caso en que
dos puntos de las transversales situados en una misma concur-
rente se unen reduciéndose 4 uno s6lo, y por tanto la concur-
rente es inatil. Esto se demuestra (Fig. 16) observando que la
igualdad (CAda) = (BAca), comprendida en nuestro principio
fundamental [4], no es otra cosa que el teorema de Menelao.

Para deducir del teorema relativo al triingulo cortado por
una paralela & la base, el andlogo velativo 4 los segmentos de
dos transversales interceptados por tres paralelas, es necesario
convertir el fridngulo en trapecio, trazando la tercera para-
lela AA’ y afiadiendo el paralelégramo ABA'B’ (Fig. 50), ¥ sus-
tituir los segmentos cA,ch’ por los ignales ¢’A’, ¢'B’; de este
modo se obtiene % — Z—:-,% . Pues asi tambien, para elevarse
del teorema de Menclao al nuestro es necesario i:g)mvertir el




tridngulo ABC /#%g. 51) en trapezoide, trazando la tercera con-
currente ¢A y afiadiendo el trapecio ABA'B’, y sustituiren la
relacion de aquel teorema

B IC_aB. oA

FACCEP ST aUETa A
4l bor las iguales ﬁ ¢ EB—
_L]. Gl rf\-l} GA.,?
cB' 6C"__aB" aC
»X" A r.s}x"&?{'

Las consideraciones precedentes determinan de un modo
preciso las conexiones del teorema de Menelao con el nuestro,
v las de ambos con los de lineas proporcionales.

Convendra resumirlas diciendo: 1.° el teorema de Menelao es
un caso particular del expuesto en el niimero 4; 2.° los teore—
mas de lineas proporcionales relativos al triingulo & trapecio
cortado por una paralela 4 la base 6 bases, son _casos particula-
res del de Menelao y del nuestro respectivamente; 3.° se pasa
del teorema del tridngulo al del {rapecio sustituyendo algunos
segmentos por otros iguales, ¥, de una manera analoga, se pue-
de pasar del teorema de Menelao al 4, sustitoyendo algunas
razones por otras ignales.

22, FKl teorema de la relacion anarménica [68] no cede
en importancia al de Menelao. Chasles lo ha demostrado bri-
llantemente en su admirable 77atado de Geometria superior al
que sirve de base: una sola proposicion, dice el autor, forma la
base de toda la obra ¢ introduce naturalmente el principio de
los signos. Esta simple igualdad, la de dos funciones anarmé6-
nicas de segmentos y de senos !, tiene algo de mas general y
de més primordial que las dos proposiciones que sirven de base
4 la Trigonometria y 4 la Geometria analitica 2 ; porque éstas
pueden considerarse como consecuencias de la primera.

las razones asl se tiene

cB
AY

1 Pronto veremos que la relacion anarménica puede considerarse
igualmente como funcion de senos que como funcion de segmentos.
2 Desenvulvimiento de sen (@ + 5), y ecuacion de la linea recta.
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Pues bien, este interesante teorema se deduce inmediata-
mente del nuestro [4], por una simple eliminacion delos seg-
mentos que concurren en0,segun se ha visto en el nimero 69,

123. Siendo el teorema de Menelao y el dela relacion
anarménica consecuencias de una misma proposicion, deben
estar unidos por mas puntos de contacto de los que se perciben
4 primera vista, y no carece de interés descubrir la dependen~
cia y lugar respectivo de las tres proposiciones.

Generalmente aquellos dosteoremas se presentan como inde-
pendientes uno de otro, con sus demostraciones propias. Chasles
ha deducido, sin embargo, el primero del segundo ! mediante
lainvolucion, fundandose en que los vértices del triangulo y los
puntos de interseccion de la transversal con los lados, pueden
considerarse como los seis vértices de un cuadrildtero comple-
to, cuyas proyecciones sobre una recta estdn en involucion, y
en que los segmentos proyectados son dos 4 dos proporciona-
les & sus proyecciones; y tambien lo deduce empleando un haz
de cuatro rectas cortado por dos transversales, una de las cua-
les es paralela 4 un radio del haz. :

Nosotros afiadiremos que el principio de ]a relacion anar—
ménica puede 4 su vez ser deducido del teorema de Menelao.

Sean, en efecto, dos transversales abed y @' ' ¢’ d' (I 17 52).
Trazando por @ una paralela 4 la segunda transversal, ¥y con-
siderando el tridngulo adm cortado por las transversales Ocn,

Odp sera

.m0 & pm_0b
ce'na Om’ da pa~ Om’
¢b  nm __db pm a&_d&_@_pﬂz.

de donde — : — = — : — == : ;
ca na da’ pa ce-da  na " pa s
nm  pmo__ ¢V 4
ne " pa ca@ - dd
luego c_&d_b=c’_b:_(_7_'_&_
ca " da cad " dad

pero

1 Niamero 352.
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Conceptuamos del mayor intorés para la ciencia analizar y
descubrir los puntos de contacto entre las diversas proposicio-
nes: las verdades aisladas no deben satisfacernos hasta encoti—
- trar el vinculo que las une 4 una teoria determinada, hasta sa-
ber el lugar que deben ocupar en la ciencia, la que sera tanto
mas perfecta, cuanta mayor continuidad exista entre sus par-
tes; y uno de los medios mas adecuados para lograr este fin
cousiste, 4 nuestro juicio, en elevarse 4 puntos de vista gene-
rales, cuidando de no introducir en los enunciados ninguna
idea que restrinja 6 limite su natural aleance.

Buen nimero de teoremas geométricos se presentan como
propiedades del tridngulo,. sin que esta idea sea esencial. Cier-
to que el tridngulo resulta en los casos generales, Yy su consi-
deracion como sujeto del enunciado abrevia y facilita el len-
guaje, pero esta ventaja queda destruida por inconvenientes de
mas peso, siendo uno restringir el alcance del enunciado: con-
secuencia ineludible dela infraccion de las ieyes logicas en que
Incurrimos al presentar, como sujeto de una proposicion, una
figura cuya existencia es accidental, y de cuyas propiedades no
se hace uso alguno en la demostracion.

Ejemplo y prueba de lo dicho es el teorema de Menelao.

Se ha mirado esta proposicion como propiedad del tridn-
gulo, aunque dando mds extension 4 la idea, suponiendo los
lados indefinidos; pero gno ganard en generalidad el teorema
prescindiendo de la figura, y considerando tan sélo dos rectas
concurrentes y una transversal fija, segun lo hacemos en el
numero 3%? Es indudable que s, porque de este modo se puede
tratar el caso de una transversal fija paralela & cualquiera de
las concurrentes, y tambien el de dos concurrentes en el
infinito, hipétesis muy violentas en una figura cerrada como
el tridngulo.

Suponiendo, pues, dos concurrentes cortadas por una trans-
versal fija y otra mévil alrededor de un punto P de la primera,
tendremos

ce  ca _ Pa
07570 = EP
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¥ como el segundo miembro es independiente de la direceion
de la transversal mévil, el teorema de Menelao se enuneiars
como se ha visto en el nimero $%.

Ahora es evidente la conexion entre el principio de la divi-
sion homografica [E®6], el de la relacion anarmoni a y el teo-
rema de Menelao.

Partiendo de la relacion /g, 15)

aiePy="{a’ By
eserita bajo la forma

w cu_ P Pa
by sy el Uiy

Yy suponiendo fijas las transversales Pa2’, P##', si considera-
mos un numero indefinido de transy ersale*-. anV]le.‘s Pec', Pdd’,
Pee' ete. y prescindimos del segundo miembro, serd

¢ c'a’  da da  eq e
¢h "l db T dY T eb el

que es el principio de la division homografica. Si s6lo conside-
ramos dos transversales moviles, seri
ca ca do  da

o T R
ce da ca  da
ch "t dh T dY AV

que es el principio de la relacion anarménica.

Si consideramos una transversal mévil y suponemos que
una de las fijas pase por 0, tendremos, tomando en cuenta
el valor del segundo miembro,

rh g o

0 707 Pa’

que es el teorema de Menelao,




S

W24, Alos tres principios que acaban de ocuparnos corres-
ponden otros tres: 1.° haces homograficos [#N2]; 2.° haces
anarménicos [96]; 3.° teorema de Céva [34]. Todos tres estamr
comprendidos en la relacion [¢] del nimero 49, asi como los
anteriores lo estin en la relacion [4] del numero 36.

Si de los puntos fijos A y A’ (Fig. 26) parten pares de ra-
dios cuyas intersecciones O, =, §... estén en linea recta, consi-
derando dos pares AO y A’O, Aa' y A’z como fijos y prescin-
diendo del segundo miembro de la relacion

ba Vo Aa Ad 2
30 70 Ala' Ay @

ba Va' _ca cd _da da
O 00 B0 RO B
lo que demuestra que los haces A y A" son homngréficos.
Si s6lo se consideran cuatro pares de radios sera

ba Vd _ca
0" 40 ¢0"

6 bien

ba ca Vo ca

50" ¢c0~ 70 °¢0’

luego los haces (A, Oa' %' ¢') y (A, Oale) tienen iguales relacio-
nes anarmoénices,

Por iltimo, considerando un s6lo par fijo AO, A’O, supo-
niendo que el segundo A2, A's se reduzea & larecta AA', y
t;):rmando en cuenta el segundo miembro de la ecuacion [a],
resulta (Fig. 27)

JA JA'  «A
805805 = aAl

que es el teorema de Céva.




CAPITULO CUARTO.

APLICACION DE LOS PRINCIPIOS FUNDAMENTALES A LA TRIGONOMETRIA.

25. Hasta ahora nos hemos limitado & estudiar las relg-
ciones entre segmentos delineas rectas; ahora vamos & esta-
blecer, como prucha de las variadas aplicaciones & que se presta
el principio del ntimero $, algunas proposiciones anilogas en
las que los segmentos estaran reemplazados por senos de angu-
los, la ecuacion de la linea recta ¥ las formulas fundamentales
de la Trigonometria.

Se habra observado, sin duda, que las distancias. day gy
(£'ig. 2) del origen 4 de los segmentos de una transversal abe
& las concurrentes PA y PC son los senos de los angulos
BPA,BPC que la concurrente PB forma con las otras dos, pues

s : b= / :
s1 bien estos senos en realidad son las razones 7P ﬁl)' de las
/3

ordenadas J= y 4y al radio P#, como en el prineipio del niime—~
ro B consideramos el cociente de los senos, podemos prescin-
dir del radio, y mirar las distancias 4« Yy &t como senos
de los dngulos mencionados.

De esta observacion se infiere que nuestros principios fun-
damentales son igualmente utiles para descubrir relaciones
eutre segmentos de rectas, por la eliminacion de senos, segun
se ha visto en este estudio, 6 entre senos de angulos, por elimi—
nacion de segmentos, pudiendo servir tambien para descubrir
6 demostrar relaciones entre rectas ¥ senos.
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TrorEMA. ([ig. 28).

126. Sidos concurrentes OM, ON se cortan por una trans-
versal fija Paa' y olra mdvil POV alrededor de! punto P de la
primera, la velacion

sen ba'a  sen b'an’
sen 4a’0 * sen /a0
. sen POa

es constante ¢ igual 6 ————— |
4 sen POz

Iin efecto:

sen ba'a  ba _a'a sen baa' b’ aa'

sen 20’0 40 "0’ snda0 - F0 - a0’
sen ba'a  sen Vua'  Pa  Oa _ sen POz
sen 4a'0 " sen 4«0 Pa' " 04 T sen POg'

W2T. Cororawo., Siun tridangulo ABC se corla nor una
i

lnego

transeersal abe (Fig, 15), sz verificn Lo relacion

SN ff_li(;‘- L sen ((B_ sen aAC
sen JBA Csen ¢CA T sen aAB

Iis consecuencia inmediata del teorema, considerando las
concurrcntes AB, AC cortadas por Ju transversal fija ¢CB y Ia
moévil ale.

Obsérvese la analogia entre esta propesicion v el teorema
de Menelao.

TrorEMS. (fog. 2T.)

28, Sidesde dos punlos fijos A, A', tomados en dos roncur-
rentes en O, se trazan pares de veclas Ab', A'b elc. que se corten
en punlos en linea vecta con O, la relacion

sen JA'A  sen J'AA!
sen 4A'0 " sen 4'A0
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es constante ¢ igual d BonAt
eisie " sen z OAL

En efecto:

sen JA'A A A'A sen VAA' VA" AA
sen JA'O — 20 A0’ gen A0 ~ 40" A0’

de donde

sen JA'A sen FAA’ - A OA __sen a0A
sen A0 “sen A0 - «A' DA’ sen «0A

B2D. Cororario. 8% desde un punto I (Fig. 16) tomado en
el plano de un triangulo ABC se trazan rectas @ los tres vérii-
ces, pmlan_gandolas hasta que encuentren & los lados opuestos
ena', b, ¢, se verifica la relacion .

sen JBC  sen ¢CB _ sen ¢/AC
sen 4BA “sen ¢cCA ™~ + sen ¢’/AB

Es consecuencia inmediata del teorema.

Este corolario tiene con el teorema de Céva la misma ana=
logia que el anterior-con el de Menelao.

De los dos corolarios anteriores se deduce

sen ¢AC __ sen ¢'AC (]
sen ¢AB —  sen #AB ;

¥30. Sellama relacion anarminica de un haz de cuatro
rectas el cociente de las razones de Ios senos de los angulos que
dos de estas rectas forman con las otras dos:

Cuando una relacion anarménica tiene el valor particu-
lar — 1, el haz es armdnico.

La igualdad [#] expresa que el haz cuyo centro es A y cu-
yos radios pasan por C, B, @, & es arménico. Los radios
Aa, A’ dividen arménicamente el dngulo CAB de los otros
dos, 6 son conjugados arménicos respecto de CAB; lo mismo
AC y AB son conjugados arménicos respecto del zinlg,"gulo aAa'.




TroreMA. (Fig. 32).

A3 Las relaciones anarmdnicas deun haz de cualro rectas
son iguales d las relaciones anarminicas de los cuatro puntos
en que una transversal coria a dichas rectas.

Tenemos, en efecto (3]
sen COA__ca Oz  sen DOA da  Oa
sen COB™ ¢4 04’ sen DOB™ 42 " 05
de donde, por division,

sen COA  sen DOA ¢z  da
sen COB “sen DOB ™ ¢} " db °
X32. Cororaro. I haz cuyos radios pasan. por cwatro
puntos en proporcion armdnica, es armdnico.

Propurma. (Fig. 53).

A33.  Dividir un dngulo en dos partes cuyos senos guarden

3 m
entre st una relacion dada i

Sea el angulo ABC. Trazo el arco correspondiente, divido
la cuerda en dos partes DA, DC 6 D'A, D'C que sean como

?ﬂa : las rectas BD y BD' resuelven el problema, porque

DA BA_ sen DBA
DC *BC ~ sen DBC’
pero BA = BC, luego

sen DBA__ DA
sen DBC ~ DC~ 7 °




TeorEMA. (Fig. 54).

ABA.  Ellugar geométrico de los puntos O de un plano lales
que, unténdolos & tres puntos fijos'A,B,C en linea recta, los senos
de dos de losy@ngulos resultantes guarden siempre entre si una

. . m ¢ .
misma relacion o 68 una circunferencia.

Tenemos, en efecto,

BA OA _ sen BOA
BC " OC ~— sen BOC’

siendo constante % porque A, B, C son puntos fijos,-y

sen BOA s x : OA :
Sen BOC por hipdtesis, tambien lo seré ©oc ¥ reciproca-
sen BOA

mente, si —8% es constante lo sera ~en BOC ; Pero el lugar

geométrico de los puntos cuyas distancias 4 dos dados Ay C
estdn en relacion constante es una circunferencia, que tiene por
didmetro la distancia entre dos puntos arménicos conjugados
con respecto a AC, tales que cada uno divida 4 este segmentoen
la relacion dicha; luego el lugar geométrico del presente teo-
rema sera una circunferencia.

Para determinarla hay que dividir AC en dos segmentos
cuya relacion sea igual 4

BA m __ BA.a
BC » BC.m’

! - BA.a BAae: i a
Haciendo e sera Bom — BC luego debe-

B 4 AB L,
mos determinar « por la condicion % ==, Y dividir AC
en partes proporcionales 4 = y BC.

Tomo (Fig. 55) Am = m, An =mn, uno mconn y trazo
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por B la paralela Bz 4 mn; Ax serd igual 4 . Trazo ahorg
por C una paralela B'B” & Aa, tomo OB' = CB” — CB; unien-
do « con B’ y con B” se determinan los puntos X,Y extremos
del didmetro que se buscaba.,

Caso particular. Si %b- =1, OB es bisectriz de AOC, el

punto Y serd el conjugado de B con relacion 4 AC; luego el Zu-
gar geométrico de los puntos O tales que OB sea biseggpiz de AOC
€s una circunferencia, que tiene por didmetro la distancia del
punto B d su conjugado con relacion i AC.

ProBLEMs. (Flg. 56.)

V35,  Huallar la ecuacion de la linea vecta.

Sea la recta AB determinada porla ordenada en ¢l origen
OB =4, y por el dngulo MA2 =8 que forma con el eje de
las z. Llamemos « g] angulo %0z de los ejes, y sean MN, MP
las coordenadas de un punto cualquiera M de la recta.

Considerando las tres concurrentes en M, MP, MB, MN
cortadas por la transversal Oy, tenemos [B]

BP_ sen B:\IP
MP ™ sen BMN '

Y:=0 "7 senp
Z  sen(a—B)’

I3
d _ . senf ;
de donde Y Yy ) z-4-4

TrorEvas. (Fg. 57).

136. 7Zn todo ridngulo los lados son proporcionales a los
senos de los dngulos opuestos. :

Sea el tridngulo ABC, Tracemos por un vértice C la para-
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lela CD al lado opuesto, y consideremos tres rectas concurren—
tes CA, CB, CD cortadas por la transversal AB. Llamando M
al punto en que AB encuentra 4 la concurrente CD, puntc en
el infinito, sera [B]

MA CA _ sen DCA

MB ' CB — sen DCB '’

MA ; ‘ ﬁ

pero MNE = 1, sen DCA —sen BAC, sen DCB = sen ABC ,

CB  sen BAC
luego _— =

A " sen ABC

TrorEMA. (Fig. 58.)

AB7.  S% tres concurrentes en O se cortan por wne transvey—~
sal en tres punios a, b, ¢ se verifica la relacion

sen AC sen 4 = sen AB sen ¢ 4 sen BC sen 4.

Tenemos, en efecto,

ac = ab - de,
ab . be
de donde 1._(76..{_4_6,
& a_& _ 04 sen AB _.sen¢ sen AB
pe ac Oc ' sen AC ™ send ' sen AC’
be Qb sen OB  sena sen CB
ac Oz "sen CA _ sen & sen CA '
Lo j—Sen ¢ sen AB Feeles s CB
2 " send “sen AC " sen b sen CA’
6 sen AC sen 4 = sen AB sen ¢ - sen BC sen @ [a].

1 Designamos los dngulos en O por las letras de los radios que les
forman; asi AC es el dngulo AOC; los dngulos en a, b 6¢ tienen todos
igual seno, por cuya razon los desiznamos con solo la letra del vértice.
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Nota. Para escribir esta relacion se sustituyen los segmen-
tos de la igualdad
; : ac = ab - be
por sen AC, sen AB, sen BC multiplicados respectivamente

por seh 4, sen ¢, sen a.
E38. ' Considerando los radios OB, OC (Fig. 58) y un ter-
cero OA’ perpendicular 4 OA, tenemos

sen BA’ sen ¢ =sen BC sen @' 4- sen CA’ sen 4
6 sen CA’ sen 4 = sen BA’ sen ¢ — sen BC sen 2
cambiando ahora el radio OA’ por el OA, sera

cos CA sen 6= cos BA sen ¢ — sen BC cos Oac [2].

ProBLEMA.

39. Dados los senos y cosenos de dos angulos, hallar los
Senos y cosenos de la suma y diferencia de dichos angulos.
Suponiendo que la transversal ebc de los niimeros anterio—
res sea sucesivamente perpendicular 4 los radios 0A,0By 0OC,
- las relaciones [4] y [4] dardn

sen AC cos AB = sen AB cos AC+-sen BC  [1]
sen AC =sen AB cos BC -}- sen BC cos AB

sen AC cos BC =sen AB-- sen BC cos AC

co8 AC = cos AB cos BC —sen BC sen AB

cos AB=cos AC cos BC 4-sen BCsen AC  [5].

Llamando ¢ al ziugulb AB, 5 al BC, ya-4 al AC, las for-
mulas [2] y [4] nos dan

sen (@ -~ 4) = sen @ cos & -~ sen & cos «
o8 (¢ &) = cos ¢ cos & — sen 4 sen ¢
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Llamando ¢ al 4ngulo AC, 4 al BC, y a—54 al AB, las for-
mulas [3] ¥ [5] nos dan :

sen (@ — 4) =sen a cos & — sen 4 cos a,
€08 (@ — &) = cos @ cos & - sen 4 sen a.
140. Sumando las ecuaciones [1] ¥ [2] se obtiene
sen AC (14 cos AB ) = sen AB (cos AC - cos BC)
+ sen BC (1 cos AB),

6 (sen AC — sen BO) (14-cos AB)=sen AB (cos AC+-cos BC);
sen AC —sen BC woissen AB
cos AC+-cos BC ™ 1d-cos AB
Restandolas serd

sen AC (1 —cos AB)=sen AB (cos BC — cos AC)
—sen BC (1 —cos AB),

6 (sen AC+sen BC) (1 — cos AB) = sen AB (cos BC—-cos AC);

sen AC+sen BC_ sen AB B
lueg cos AC—=¢os BO © i=boa AR~ 7.0 2 AR,

luego =i % AB.

Representando en los dos resultados obtenidos AC por a,
BC por 4, AB por ¢ — 4, sera
seng—sens ® ]

cosaFcosb B3

(@ — &) [6]

sena-send 1
R el e e
Partiendo de las ecuaciones [1] y [3], y llamando « al éngu-

lo AB, 4 al BC, 2+ ¢ al AC, se obtiene de un modo anélogo

sen @ +4-senéd Ll
Cos @ cos b g5 (el B

sen ¢ — sen & 1
—-——.-.-:—-‘t-— .
COS @ — CCs & 3 21 &0 [9]
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Dividiendo las ecuaciones [8] y [6], asi como tambien las
[9] ¥ [6], resulta

1
sen cz—|—sen!;__t‘[" g (10}
sen@—send 1 %
g5 (@—0)
cosa--cosd 1

1
m“~00t§((l+&) CUt?((l—'b} [11].
4N, Supongamos un haz de cuatro rectas concurrentes
en O (fig. 59), y cortémosle por una transversal paralela &
OD; tendremos [#37]

sen AC sen 4 =sen AB sen ¢ 4 sen BC sen «.

Sustituyendo los angulos en &, 4, ¢ por los respectivos su-
plementos en O, serd

sen AC sen BD = sen AB sen CD + sen BC sen AD [e]
relacion que se halla en la Geeomelria superior de Chasles, n.° 24.

TEorEMA DE ProromEo.

RA2.  Fn todo cuadrilatero inscripto en un cirewlo, el pro-
ducto de las diagonales es igual @ la swma de productos de los
lados opuesios. "

Suponiendo un haz de cuatro rectas, cuyocentro sea un pun-
to cualquiera P de la circunferencia, y cuyos radios pasen por
los vértices @, 4, ¢, d del cuadrilitero inseripto, el seno de un
angulo ¢Pe¢ del haz serd la mitad de la cuerda ae del arco duplo
del correspondiente & #Pe; luego si en la formula [¢] sustituimos
los senos por las cuerdas ae, &d etc. no alteraremos la igualdad,
porque todos sus términos resultardn multiplicados por4;luego

ac. bd = ab. ed -} ée. arl;‘

¥ como ac, 4d sou las diagonales, ¢4 y ed dos lados opuestos, y
be, ad los otros dos, queda demostrado el teorema.
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TrorEMA. (Fig. 60.)

WAB. 5% lres arcos de eirculo marimo concurrentes en P se
corlan por olro arco de circulo mazimo en ires punfos a, b, c,
los senos de dos segmentos cualesquiera de éste divididos por los
senos de los arcos gue unen los extremos de dichos segmentos con
el punido de coneurso P, son proporeionales @ los senos de los dn—
gulos que el arco que pasa por el origen forma con los otros dos
concwrrentes.

Es decir que

sen ba sen dc  sen iPa
" sen Pz " sen Pc  sen 4Pc’

sen ¢e  sen ¢b  sen cPa
sen Pg “sen PJ sen cPh’ (el

sen ac sen ab _ sen aPe
sen Pe *sen P4~ sen aPb’
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Demostremos la primera de estas relaciones.

Por un punto p del radio OP trazo un plano perpendicular
4 OP; sea @' 4’ ¢’ su interseceion con el plano ¢O¢; uno p con ',
8" y ¢+ los dngulos &'pa’, &'pe’ tienen igual medida que los es-
féricos éPa y &Pe. '

Ahora bien

sen 00a _ 4a'  Oa'

sen 40c ™~ %% ' O¢

sen bpa’ Y’ pa’
sen d'pc’ —4'e " pe’
de donde, por division,
sen 00¢ _ sen d'pa’ pa’  pc' _sen POq
sen 60¢ “sen d'p¢’ — Oa' " O¢ ~ sen POg’

sen 60  sen POs _ sen ¥'pa’
sen $0c * sen POc ™~ sen 4'pc’’

luego, por ultimo,

sen fa sen Pa_ sen 4Pg
sen éc " sen P¢~ sen 4P¢°

Del mismo modo se demuestran las otras dos relaciones.

144, FEscolio. En lugar de tres arcos concurrentes en P, se
pueden considerar tres planos zOP, 40P, ¢OP con una recta
comun PO, cortados por el plano @0c, y sustituir en las rela-
ciones [] los senos de arcos por senos de dngulos planos, y los
senos de dngulos esféricos por senos de dngulos diedros. Por
consiguiente

sen 60a  sen POq  sen 460Pg
sen 60c¢ “ sen POc™ sen 40P¢ '

Lo mismo las otras dos.
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CoroLARIOS.

WAS. 1.° Los pirimeros miembros de las-relaciones [a] tie-
nen un valor constante, cualguiera que sea el arco transversal.
146. 2.° ZFlarco bisector de un. dngulo de un tridngulo es-
Jerico divide el lado opuesto en dos Seqmentos, cuyos senos son
proporcionales d los senos de los lados que forman el dngulo.
Si en la primera de las férmulas [@] suponemos 4Pq = 4Pe,
sera
sen b __ sen Pa
sen fc  sen Pe’

N23. 3.° 7 plano bisector de un dngwlo diedro de wn trie-
dro divide la cara opuesta en dos Seqmentos, cuyos senos son pro-
porcionales d los senos de las caras que forman el diedro.

UAS. 4.° ZKlarco trazado desde el vértice de un tridgngulo
esferico al punto medio de la base divide el dngulo en el vértice

en dos segmentos, cuyos senos son inversamente proporeiona les @
los senos de los lados que forman el angulo.
Si en la formula primera de las [q] suponemos e = be, sera
sen fPa  sen Pe
sen /P¢  sen Pg’

H49D. 5.° Analogo al anterior en un triedro.

150. 6.° 8% unimos el vértice de un tridngulo isosceles cou
un punlo cualquicra de la base, por un arco de circulo mdximo,
queda ésta dividida en dos arcos, cuyos seios son proporeionales
d los senos de los dngulos que forma el arco con los lados iguales.

De donde se deduce:

Bl area de civeulo mizimo que une el vértice de un {ridngulo
isdsceles con el punto medio de la base, es bisector del dngulo en
el vértice, y reciprocamente.

15K 7.° Andilogo al anterior en un triedro,







CAPIiTULO SEGUNDO.

TEORIAS OUE SE DEDUCEN DE L0S PRINCIPIOS FUNDAMENTALES.

852, Verificindose nuestros principios fundamentales en la
esfera, sin mas que sustituir las lineas rectas por arcos de. cir-
culo maximo, las longitudes de los segmentos rectilineos por
los senos de los segmentos de arco, y los senos de 4ngulos rec—
tilineos por senos de gulos esféricos, es claro que tambien
se verificardn muchas de las proposiciones que de aquellos
principios se deducen inmediatamente, siendo las demostracio—"
nes enteramente andlogas. Por esto nos limitaremos 4 indicar
los enunciados de los teoremas, mientras su indole especial no
nos obligue & dar demostracion.

E.—EIntroduccion,

153. Sien una circunferencia O se tienen dos puntos fijos
@y b (Fig. 61), y se marca otro cualquiera ¢, para hallar el sig-
. 8en ¢a
no de la relacion

sen ¢
no de cada seno (positivo si el arco es menor que 180° y nega-
tivo si es mayor): 2.* 1a direccion relativa de los segmentos 4
partir de ¢: si se cuentan en el mismo sentido la relacion sera,

por este concepto, positiva, y negativa en el caso contrario.
Con arreglo 4 estas observaciones, se vé ficilmente que sie
estd entre @ y 4, esto es, en el arco menor de log que unen

hay que atender 4 dos cosas: 1.2 el sig-
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. senca
to ! f ) 1
los puntos @ y 4, 6 entre &' y 2, la relacion i

va, cualquiera que sea el sentido en que se cuente cada uno de
los arcos, ¥y si ¢ estd en el arco ' 6 en el @'4, dicha relacion es
siempre positiva.

Es ademds evidente gque dado un arco tzZa puede siempre

es negati-

en ¢
marcarse un punto ¢ tal que la relacion —oo et tenn'a un valor

dado en magnitud y en signo [N33], ue existen dos puntos
. = -y £ - y - - - .

en la circunferencia que satisfacen 4 esta condicion, siendo faeil

probar que tales puntos son extremos de un mismo didmetro®

—Arecos transversales.

154, Teorema. Sidos arcos de cireulo mazimo se cortan
por ofros varios que parten de un punto Rgse verifica

sen ad _sen a'd __sen ac _sen a'¢ _sen ad _sen a'd (@
sen PJ " sen P4' ~ sen P¢ * sen P¢’ ~ sen Pd " sen Pd'

sen Oz sen Oa' _sen 04 sen OF  sen Oc sen O¢' 0
sen Pa " sen Pe' ~ sen P4 " sen P/ sen Pe” sen P’ "

Se demuestran estas relac:ones como sus andlogas de los
numeros 22 y 23.

155. TroreMma. 8ilos lados de un triangulo esférico ABC
se cortan por un arco de circulo mdazimo en lres puntos a, b, ¢
se verifica

sen ¢A  sen ¢B'  sen JA | sen 4C

sen ¢A * senaB ~ sen @A ° sen aC
sen AB  senAc¢  senAC | sen A)
sen @B " sen a¢c = sen aC ° sen ab

sen BA _ sen Be sen CA  sen CJ
sen @A © sen ¢~ sen aA ' sen ab

Demostracion del nimero 26.
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Prolongands los lados vpuestos de un cuadrililero esférico
hasta su encuentro, y considerands los senos de los segmentos que
determinan los puntos de concurso, las razones de senos de seq-~
mentos de dos lados opuestos son proporcionales G las de los
0lros dos [R%F], 6 en vtros términos, el producto de senos de cua-
lro segmentos, sin sequndo extremo comun, pertenecientes d
distintos lados del cuadrilitero, es tgual al producto de senos de
los otros cuatro [28).

U58. TroreMA. 87 desde el punto de encuentro P de dos
lados opuestos de un cuadrilitero esférico ABCD s¢ traza un
arco de circulo mdzimo que corte d los olros dos lados en a ye
se verifica

sen aB  sen ¢A _ sen ¢C _sen ¢D
sen PB " sen PA ™ sen PC " sen PD’
sen AB sen A¢ _ sen DC - sen De¢
sen®B " sen Pz~ sen PC " sen P¢’
sen BA sen Ba _ sen CD _sen Ce
sen PA " sen Pa  sen PD ° sen D¢

Demostracion del ntimero 29,

% desde el punto de concurso de dos lados opuestos de un
cuadrilitero esférico se trazaun arco de cireulo maximo que cor-
te & los otros dos lados, las razones de senos de seqgmentos de dos
lados opuestos son proporcionales a las de los otros dos [30], 6
en otros términos, e/ producto de senos de cuatro segmentos sin
extremidad comun, pertenccientes & distintos lados del cuadrili—
tero, es igual al producto de senos de los otros cuatro [3H].

A5%. TroreMA. 8% desde cada punto de concurso delos Ig-
dos opuestos de un cuadriltero esférico se traza un arco de iy
culo mdzimo que corle d los otros dos lados se verifica

sen aB  sen ¢C __ sen PB _sen PC
sen ¢A "sen ¢D  sen PA *sen PD’
sen 4B  sen dA _ sen QB  sen QA
sen 4C " sen dD ~ sen QC “sen QD °
sen aB sen ¢C __ sen /B _sendA
sen@A “senc¢D © sen 4C "sendD ™
Demostracion del niimero $2.




sagn.

St desde cada punto de concurso de los lados opuestos deun
cuadrililero esfeérico se traza un arco que corte d los otros dos
lados, éstos quedan divididos en ocko seqmentos, y el producto de
los senos de cuatro de ellos, sin extremidad comun, es igual al
producto de senos de los otros cuatro. [33)]. _ ’

A538. Teorema. §% dos arcos de circulo mdzimo que con-
curren en O se corlan por olros dos arcos fijos Paa’, Pbb, fodo
arco de circulo mazimo Pec' movil alvededor de P delermina en
los primeros segmentos tales que la relacion

sen ca  sen c'a
sen cb ' sen c'b’

es constante. [BG]. 3

159. Trorema. 8% dos arcos de cirenlo maximo que con-
curren en O se corlan por un arco fijo Paa’ y otro Pec' movil al-
rededor de un punto P del primero, la relacion W

sen ca _senc'a’
sen cO " sen 'O
Yy , Sen. Pa S
es constante é iqual DL [37].

B8O, Trorevia ricieroco. Si dos arcos de circulo maximo
que eoncurren en O se cortan por varios arcos, uno de ellos aa'
sen ca | sen c'a’
sen ¢O * sen ¢'0
sea constante, todos los arcos concurren en un mismo punto, tal
que larelacion de los senos de sus distancias esféricas i agya
es tgual a dicha consiante. [38).

TGH. Supongamos dos arcos de cireulo maximo OM, ON
(Fig. 62) cortacos por dos arcos fijos Paa’, P44’ que parten del
punto P, y sea PAm una posicion del arco mévil determinada

por un punto A situado & 90° del medio de 4. La relacion cons-
tante [158)]

considerado como fijo, de {nlmodo que la relacion

sen ca sen ¢'a’ : sen Az _ sen ma'
P — sea = - e
sen ¢/ sen ¢4 sen Ad ° sex md'’
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; } sen i’ sen Ag ;
tiene cn este caso el valor ——, porque ———— =1, it can-
sen ma sen AJ
sade ser Az y A suplementarios.
Sea PBz otra posicion del arco moévil determinada por un
punto B sitnado & 90° del medio de #'4'. La relacion constante

sen¢e  senc'a : sen na  sen Ba

_ ol 4 0 T o} et i AT
sen el " sen ¢'d sen ad ° sen B

: , _ sen ua sen Ba'
tiene en este caso el valor ———— | porque ——, =
sen uh sen B/

De lo dicho se desprende

sen w4 sen na

senma’  sen nb

Si suponemos el punto P distante 90° del medio de
“Iig. 63), v Pec’ es una transversal cualquiera, la relacion

sen ¢e  sen ¢'@’  sen Pg sen Pd

: = = = constante,
sen ¢ "~ sen ¢4 sen PH° sen P/

se reduce

senca’ senca  sen PY s
sen ¢b “sen ¢'d' T sen PH T i

Si la'transversal movil Pee’ pasa por un punto ¢ distante 90"
del medio de a4, 1a interior relacion serd

sen ¢'d’  sen PY
sen¢'a’  sen Po’
Sila transversal mévil pasa por O, sera

sen Oz  sen Oa’  sen P/
sen 04 “sen 04~ sen P&’
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Si P dista 90° del medio de aa’ y del medio de 44, condicio-
nes i las que siempre es posible someter los arcos OM y ON,
tendremos

senca  senc'a
sen ¢4 sen¢d’

si, en el actual supuesto, ¢ dista 90° del medio de ab, seri
sen ce =sen ¢4, por consiguiente sen ¢'a’ = sen ¢, lo que
exige que ¢'a’ y ¢'/’ sean suplementarivs, esto es, que ¢’ diste
tambijen 90° del medio de a'4'.

Si, en el mismo supuesto, el arco movil pasa por (), sera

sen Oz _senOa’
sen O) ~ sen 04 °

862, TeoreMa. S los lados de un triangulo esférico ABC
(Fig. 64) se cortan por un arco de circulo mazimo en [res punios
a, b, ¢, se verifica la relacion

sen 4C  seneB sen aC
sen JA " sencA ~ sen B

[a].

Demoxstracion del ntiimero 4K,
263. Cororario. Siel punto ¢ dista 90° del medio de BC,

sen aC

sera — =1,
: sen aB

sen 4C  sen ¢B
sen 4A ~ sencA

¥ por tanto [7].

luego: Si en la base de un triangulo esférico se marca un punlo
a 90° del medio de dicha base, todo arco de circulo mazimo que
parta de aguel punto dividira los lados en Seqmentos cuyos senos
Son proporcionales.

Reciprocamente: 8% dos lados de un trigngulo se dividen por
un arco de modo que los senos d: los segmentos sean proporciona-
les, el arco pasard por un punto del teveer lado @ 90 Jel puilo
medio.
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Si 4 yeson los puntos medjos de los lados AC y AB, el
arco Je cortara al lado BC en un punto @ distante 90” del medio
de BC.

Notr.  De la proporcion [4] no se deduce, como en los tridn-
gulos rectilineos, otra formada con los lados enteros y dos seg -
mentos correspondientes; tenemos, en efecto,

sen AC _sen AB _ sen «C _ sen aB
sen Al "sen Ac  sen ab’sen ac’

y como sen ¢! = sen B, resulta

sen AC _sen AB  sen ac
sen AJ"sen Ac  senad’

sen AC " sen AB
sen AJ~ sen Ac'
sen @c = sen @b, condicion que en general no se verifica.

#64. Escorio. Kl corolario anterior ofrece” un medio de
dividir un arco dado de circulo maximo en dos segmentos de
senos proporcionales 4 los senos de los segmentos en que estd
dividido otro arco dela misma esfera. Si el arco que se quiere
dividir es AB, trazaremos por A un arco AC igual al dividido
que se nos da, y el arco BC; tomando el punto ¢ 4 90° del me-
dio de BC, y uniéndole con el punto de division dado 4, el
punto ¢ en que a? encuentra al lado AB resuelve la cuestion.

165. TroreMa reEcieroco. 8% en los lados de un tridngulo
esférico ABC se mrean tres puntos a, b, ¢ dz modo que

sen 4C _sene¢B  sen aC (al
Sen BA-iGeneh sanab s e
los puntos a, b, ¢ estardn en ung Mmisma circunferencia Marima.
Sea a' el punto en que el arco ¢ encuentra al lado BC; de la
hipétesis v del teorema directo se deduce

luego para que fuese seria necesario que

sen aC__ sen a'C
senaB  sen /A’

para que esta condicion e verifique es necesario [153] que @ y a
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se confundan en un sélo punto, 6 que sean los dos extremos de
un didmetro del circulo maximo que pasa por By C, ¥ en eual-
quiera de estas hipétesis ¢, 4 y ¢ pertenceen & una misma civ-
cunferencia maxima. : ‘

166. Cororario. Sien los lados de un tridingulo ABC
marcamos tres puntos a, 4, ¢ distantes 90 de los respectivos
puntos medios, se verifica la relacion [a]: luego

Los puntos marcados en los (res lados de un triangulo esféri-
co @ 90" de los puntos medios, ¢stan en wna misma civeunferencia
MmALIMa. ; :

16%. Trorema. S¢ desde wa punto lomado en uno de los
arcos diagonales de wn cuadrilitero esferico se (razan dos arcos
cortando cada uno ¢ dos lados adyacentes, las razones enlre los
senos de los seqmentos de dos de eslos lados son proporeionales
@ las razones entre los senos de los seqmentos de los olros
dos [&:B]. 7

168. Rucirroco.. 8% los cualro lados de un cuadrililero
esferico ABCD se dividen en dos sepmentos por medio de punlos
a, b, ¢, d, de tal modo que las razones entre los senos de los seg-
mentos de dos lados adyacenles sean proporcionales d las razo-
nes entre los senos de los seqgmentos de los olros dos, los arcos ad
9 be de cirenlo mazimo concurren en un punto del arco diagonal
BD, y los ab y dc concurren en un punto del olro avco dia—-
gonal AC [A4]. ;

869. Cororario 1.° 87 desde un punto P de un avco diago-
nal BD de wn cnadrilitero esferico ABCD se trazan dos arcos
transversales corlando cada uno ¢ dos lados adyacentes, los arcos
que unan los punios a y d de interseceion de un areo transversal
con los b y ¢ del otro concurren en vn punto del arco diago-
nal AC [45].

2%0. Cororario 2.° 87 desde los puntos de concurso By ¥
de los lados opuesios de un cuadrilatero esférico ABCD se tra-
zan dos arcos transversales corlando ¢ los lados del mismoen
puniosbyd,ayc, los arcos queunen acond y b conc concur-
ren en wn punto del diagonal BD, y los que unen a con'b, ¢ con d
concurren en un punto del otro dingonal AC [A6).
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B3N. Trorema, 8% todos los lados de un poligono esferico
se cortan por un arco de cirewlo mizimo, éste delermina en cada
lado dos segmentos, y el producto de senos de lodos los segmentos
sin extremidad comun es igual al producto de senos de todos los
demas AT ).

032, Treorema. NS¢ dos arcos OM, ON se corlan por uno
fijo Paa’ y olro mdpil Py alrededor del punto P, la relacion

sen ba'a  sen b'aa
gen ha'Q * sen a0

es constante ¢ igual a M ¢
sen POa'
Demuéstrase como el del nam. E26. :

193, Conrovarto, AS? un lridngulo esferico ABC se corta
por wn wrco transversal abe, se verifica la relacion

sen bBC  sen ¢cCB -~ sen aAC
“ sen bBA " sen ¢cCA T sen aAB
85 consecuencia inmediata del teorema.

BGA. ‘Troruma. S desde dos punios fijos A, A' de dos ar-
cos de cirendo mdazintg OM, ON se (razan pares de arcos
Aaly A'a, Ab' y A'b ele. cuyas inlersecciones =, 3 ele. esten en un
arco de circulo marimo que pase por O, y consideramos uno de
los pares Aa', A'a como fijo, l1 relacion

sen ba  sen b'a’
_ sen bO " sen 'O
es constanie | R,

5. Treorema. Sidos arcos OM, ON se corlan por pares
de arcos transversales Ab' y A'b, Ac' y A'c que parten de dos
puntos fijos A y A' tomados en los primeros, y cuyas inlersec—
ciones B, Y estan en otro arco que pasa por O, la relacion

sen DA sen b'A’
sen O * sen b'O

sen oA (50
sen oA’

es constante é igual & —
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196. TroreMa nrucieroco. S desde dos puntos fijos Ay A’
tomados en dos arcos OM, ON se (razan pares de arcos Ab" y
A'b, Ac' g A'e... que delerminen en los primezros segmentos tales
que la relucion ' : '
sen bA  sen b'A’
sen bO * sen b0

sea constante, las inlersecciones 3, v... de cada par de arcos estan
en ofro que pasa por O yque divide @ AA" en dos segmentos, cuyos
senos guardan entre st wna relacion igual y de signo contrario
& dicha constante [B1].

9%. Trorema. S desde un punto fijo P se trazan varios
arcos transversales Paa’, Pbb'... que corlen & otros dos OM, ON.
los arcos que unan los puntos de interseccion a y a' de cualguier
transversal con los respectivamente opuestos b’ y b, ¢’ y ¢ de los
demds, se cortan en puntos de wuna circunferencia Marima que
pasa por O [52].

198. Trorema. % desde dos puntos fijos a ya' lomados en
dos arcos OM, ON se trazan pares de arcos ab' y a'b, ac' y ac...
que se corten en una circunferencia marima pasando por 0, los
arcos que unan a con a', b con b’ ele. concurrirdan en wn MisMmo
punto P [53].

199. Teorema. Dado un tridngulo esférico ABC, si desde
un punlo dela superficie esfeérica se trazan arcos d los tres
vértices A, B, C. prolongados hasta encontrar a los lados apues—
tos en puntos a, b, c, se verifica la relacion

sen bC  sencB _ sen aC

o4].
sen bA “sencA  sen aB (o4

180. Cororario. Sia es el medio de BC serd

sen C _ sen ¢B
sen A~ sencA’

esto es, los arcos que partiendo de dos vértices de un tridngulo
esferico se cruzan en el que une el tercer vertice con el punio
medio del lado opuesto, dividen los otros dos ladss en seqgmentos
cuyos senos son proporcionales,
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Segun esto, el arco ¢ encontrari al lado BC & 90° de su
punto medio.
ESK. TeoreMa rECieROCO. S desde los (res vértices de un
triangulo esférico se trazin arcos a los lados opucstos de modo
que se verifique la relacion

sen bC  sen ¢B sen aC
sen bA " sen cAT  senaB’

lus tres arcos concurren en wn mismo punto [T .

U82. Cororawio 1.° 8¢ desde un punto distante 90° del me-
dio de la base de wn trigngulo es/érico se trazan arcos transver—
sales que corlen d los lados, Y se wien los puntos de interseccion
de cada arco transversal con los vértices opuestos por pares ‘de
arcos, las intersecciones de dstos estén en el gue une el vértice con
el punto medio de la base [5B)].

E83. Cororario 2.° Los arcos que unca los lres vértices de
un {riangulo esfeérico con los puntos medios de los lados opues-
tos, concurren en un mismo punto [G0). ' '

A84. Corotario 3.° Los arcos que unen dos puntos mareados
en dos lados de un tridngulo ¢ 90° de sus puntos medios con los
vérlices opuestos, y el que une el lercer vértice con el punto me—
dio del lado opuesto, concurren en wn mismo punto.

U835. Cororario 4.° LZLos tres arcos bisectores de los dn—
gulos de un tridngulo esféricoconcurren enun mismo punto [GH].

U86. Cororario 5.° Los arcos biseclores de dos angulos ex—
ternos de wn tridngulo esférico y el bisector del interno no ad-
yacente & los anteriores, concurren en un mismo punio [GA].

U87. Teorema. Sidesde dos puntos fijos A, A', tomados en
dos arcos OM, ON dé circulo mizimo, se trazan pares de arcos
AV, A'b efe. que se corten en olro que pase por O, la relacion

sen bA'A  sen H'AA’
sen bA'O " sen D'AO

sen 20A
sen 20 A’

es constante ¢igual 4 — [(128).
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U88. Coronarto. 8% desde un punto 1 de la superficie de
una esfera se trazan arcos @ los tres vertices de un tridangulo es-
JSeérico ABC, prolongdndo’os hasta que encuentren a los lades
opuestos en a, b, ¢, se verifica la relacion '

sen /BC sencCB ~ senAC
sen ABA “sen¢CA T sen gAB

Hil.—ERelacion anarmonica.

189. Sustituyendo en la relacion anarménica de cnatro
puntos en linea recta, la recta por un arco de cireculo maximo
¥ los segmentos de aguella por los senos de los segmentos del
arco, se pasa de la relacion anarmdnica rectilinea & la relacion
anarmonica esférica.

190. Troreva. 8% un haz de cualro arcos concurrentes en
O se corta por un arco transversal, la relacion anarmdnica de los
cualro punios de interseccion es constante [68].

BDHE. Prosreya. Dados en un arco de circulo maximo (res
puntos a, b, ¢ de la relacion anarmdnica (abed), y el valor v de
la relacion, determinar el cuarto punio d.

Trazo por ¢ un avco de circulo m#aximo, tomo dos arcos
iguales ma — mé', marco el punto ¢’ distante 90° del s, uno
& con s’y ¢con ¢ sea O el punto de encuentro de 44" y ec'.

Suponiendo resuelto el problema y que & sea el cuarto pun-
to buscado, sera

(abed) = # , luego (abc'd) =7

sen ¢'a  sen d'a

O bien Bt e e
sen ¢'¢' " sen d'¥

- . sen. e
pero, en virtud de la construccion, T 1. luego
5

C
sen d'0' 3
sen d'a

Determinando ' por esta condicion, el puntoen que Od’
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encuentre al arco dado a@bc serd el cuarto de la relacionanar-
monica.

Para que la construccion indicada pueda efectuarse enla
esfera; es preciso que 7 sea la razon entre los senos de dos ar-
cos de la misma esfera en que debe ser resuelto el pro-
blema [RGA].

192, TeoreMa.  Sidos figuras de cualre punlos en circulo
mdzimo abed y ab'e'd’ Lienen wna relacion antrminica igual y
un punto komdlogo comun a, los tres arcos que wien dos a dos los
olros puntos homdlogos conrurren en wn mismo punto [93].

CAsS0 PARTICULAR. - 1 arco que une los puntos medios de dos
lados de un triangulo esférico, y el que wne los sitwados ¢ 90
de dichos punlos medios, concurren en un mismopunto del tercer
lado. .

193. Sellama relacion anarmdaice de un haz de cuatro ar-
cos de cirenlo maximo el cociente de las razones entre los senos
de los dngulos que dos de los arcos forman con los otros dos.

¥94. Tronema. /Las relaciones anarmdnicas de ww haz de
cuatro arcos de circulo mdzimo son iguales @ las relaciones
anarménicas de los cualro puntos en que un arco transversal
corta a los radios del haz (R3],

195. TroreMa. Dos haces de cualro arcos, cuyos radios se
cortan dos @ dos en puntos situados en una misma circunieren=
cia mazima, tienen iguales relaciones anarmonicas [46)].

196. TroreMA. Sidos haces de cualro arcos tienen wnd re=
lacion anarmdnica tgual y un radio homdlaogo comuin, los lres
puntos deinterseccion de los otros radios, tomados dos & dos,
estdn en una misma circunferencia mdazvima [9%).

19%. Tromrnvma. 87 dos lridngulos esféricos licnen sus vér-
tices colocados dos @ dos en tres arcos concurrenles en uin punto,
sus lados se cortan dos G dos'en lres punlos de una misma clir-
cunferencia mazima [S4].

198. Rucicrocor 87 los lados de dos tridangulos esfericos
se corlan dos @ dos en (res puntos de wnd circunfereicia ma.rima,
sus vértices estan situados dos @ dos en (res arcos concurrenles
en wn punlo (8],

16
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IV.—Proporcion arméniea.

199. Cuatro puntos de una cireunferencia maxima estan
en proporcion armdnica, cuando alguna de sus relaciones anar-
ménicas tiene el valor particular — 1. :

PO00. Teorems. Si desde un punto dado se trazan arcos
transversales que encuentren & los lados de un angulo esferico,
el clrculo maximo determinado por el vértice ¥ la inlerseccion de
los arcos que wnen los extromos opuestos de dos seqgmentos inler-
eeplados por el dngulo, es el lugar geomslrico de los puntos ar-
monicos conjugados del dado con relacion i dichos segmentos [8%].

201. Cuatro arcos de circulo miximo concurrentes en un
punto forman Zaz armdnico, cuando alguna de las relaciones
anarmonicas del haz vale — 1,

202. Cororario 1.° 87 desde un punto dado se trazan ar-
cos transversales que encuentren ¢ los lados de un angulo esfe-
rico, los arcos que wnen los exlremos opuestos de dos segmentos
interceptados por los lados del angulo se cortan dos ¢ dos en el
arco polar del punto dado con respecto al dngulo [D0)].

203. Cororario 2.° Dados ires arcos concurientes, st des-
de diferentes puntos de uno de ellos se trazan pares de arcos
transversales que encuentren é los otros dos, los arcos que unan
los extremos opuestos de los segmentos interceptados se cortarin
sobre el radio armdnico conjugado del primero con relacion al
dangulo de los otros dos [91].

204. Las proposiciones anteriores ofrecen medios sencillos
de resolver los problemas siguientes:

1> Dado un punto de wn arco, kallar su arménico conjugado
con relacion & un segmento de dicho arco.

2. Dado un punto y un dngulo esferico, hallar el areo polar
del punto con relacion al angulo.

3.°  Dado un dngulo esferico y un arco qite pasa por el vérti-

ce, hallar el arminico conjugado de este arco con relacion al
angulo.




—123—

4.°  Dados dos arcos de circulo mizino que no se pueden pro-
longar, trazar por un punlo dado otro arco, tal que si los tres
se prolongasen concurrieran en umn mismo puwilo.

Véanse los niimeros 92 y 93.

205. Dado un haz de cuatro arcosconcurrentes en O, siem-
pre se puede cortar por otro arco transversal en cuatro puntos,
de modo que la razon entre los senos de las distancias esféricas
de uno de éstos 4 dos de los otros sea igual #4la unidad. Esto
puede conseguirse de dos modos: haciende que dichas distan—
cias sean dos arcos suplementarics 6 dos arcos iguales.

Sea el arco abed (Fig. 66).

Describo el arco a'd'c'd’, desde O como polo y con un radio
igual 4 la cuerda de un cuadrante maximo; los dngulos en O
tendran por medida los segmentos correspondientes de a'd'¢'d’;
ahora bien

sen da  sen Oa _ sen dOg __ sen d'a’
sen @5 " sen 00 sen dO4 ~ sen d'd’

3 . sen da 5
si suponemos da - db = 180°, sera T 1, por consi-

1

guiente
sen 04  sen d'a’
sen Oz~ sen d'd’

tomando, pues, O = &4, 04 = d'a’, el arco determinado por @
¥ & sera tal que da -+ db = 180°.
Lo mismo
sen ce sen Oa sen cOa __ senca
sen ¢b " sen 04~ sen ¢04 ™ sen ¢4’

D ca S
si suponemos ¢a = cé, selé. T 1, por consiguiente

sen 08 __senc'a
sen Oz~ sen ¢'d’

tomando, pues, O¢ = ¢'¢’, 06 = ¢'@/, el arco determinado por &
¥ & serd tal que ca = ¢.
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R06. Trorems. 80 un hazarménico se corty por un arco
transversal, de modo que da 4 db = 180°% serd@ ca = — cb; y re-
ciprocamente, §i ca = — cb, serd da -+ db = 180".

sence  senda

Tenemos e
. sen ¢b sen db

5 X , sen da Sen o
Si da + db = 180", sera = 1, luego e
20 8

sen df e

donde ¢a = — ¢4,
sen da
sen db

: ., Sen ca )
Sica = — ¢b, serd - — 1, luego

sen ¢b
de 4 db = 180°. %
P03, TroreMa.  Dado un haz cortado por un arco lrans-
versal en cualro punlos a, b, ¢, d, sise verifican las dos condi-
ciones da + db = 180°, ca = — cb, ¢/ haz es armonico.

=1.dedonde

PoiiEy Sen g | sen da
rque de —_— = — =
1 sen ¢b ' sen db

se deduce sen (aled) = — 1

RPO8. Tveorevs., S dos radios conjugados de wn has ar-
monico son reclangulares, dividen en dos parles iguales al dn.
gtlo de los otros dos radios y al suplemento.

Sea el haz arménico O, ABCD en el que suponemos que los
radios conjugados OC, OD se cortan en angulu recto.
sendOa ~ sene¢Oa , coseOn  sen eOg
et 5 35, Ll e
sen d04  sen cOd cos c04  sen ¢04’

Tenemos

lo que exige que sea c0a = ¢0/.
20D, Recirroco. Los arcos bisectores de un dngulo AOB
¥ del supiemento A'OB forman con los lados del angulo un haz
armonico.
sen ca _sen Oa sends  sen Oa
¢b " sen 04’ sendb sen 05’

sen ¢4 sen da
senc)  sendb

En efecto

luego
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200, Tronevs.  Loscualro Lados de un cuadrilalero esfe-
wico complelo, los tres arcos diagonales, y los dos que wnen los
puntos de concursode los lados opuestos con la inlerseccion de lus
wrcos diagona'es inleriores, sonnueve arcos divididos arminica-
menle [ROR], .

ls aplicable al cuadrilitero esférico el escolio del nim. 102,

280, La observacion general del niim. 893 se aplica ignal-
mente 4 las figuras esféricas, por consiguiente las nueve pro-
posiciones enunciadas en dichio numero, se verifican tumbien
en los tridingulos esféricos.

V.—Wivision homografica.

282, A fin de no cansar la atencion dellector con nuevas
repeticiones, nos limitaremos 4 consignar, para concluir, que
todas las proposiciones relativas & la division homogrifica de
doslineas rectas, y 4 los haces homogrificos rectilineos, trata-
dus en los numeros B®3 a 38Y, son aplicables 4 las figuras es-
féricas correspondientes, sustifuyendo, como se ha visto hasta
ahora, las lineas rectas por arcos de circulo miaximo, las longi-
tudes de los segmentos rectilineos por senos de arcos, v los se-

nos de dngnlod rectilineos por senos de anoulos esléricos.
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