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Resumo

Un dos problemas clasicos que impulsou importantes avances en élxebra é o Problema Inverso
de Galois, proposto por Hilbert en 1892. Inspirado por este problema e seguindo unha loxica
semellante, xorde a comezos do século XX o problema de realizacion de grupos, que formula unha
cuestion aparentemente sinxela: dada unha categoria C e un grupo G, existe algiin obxecto de
C cuxo grupo de automorfismos sexa isomorfo a G? Cando isto ocorre para todo grupo (finito),
dise que a categoria ¢ (finitamente) universal. Un dos primeiros avances neste &mbito débese a R.
Frucht, quen en 1939 demostrou que a categoria dos grafos simples finitos é finitamente universal
[12]. Dende enton, o problema foi estudado en diversas categorias 3] e continta a ser, a dia de

hoxe, un tema de interese na investigaciéon en alxebra.

O obxectivo deste traballo é introducir o problema de realizacion de grupos, presentar as
ferramentas maéis relevantes para o seu estudo e aplicar estas técnicas para abordar, por primeira
vez na literatura, a universalidade finita da categoria dos aneis de fusion, estruturas alxébricas
que xorden de forma natural tanto en dlxebra como en certos contextos da fisica tedrica dentro

do marco actual de investigacién.

Abstract

One of the classical problems that has driven significant advances in algebra is the Inverse
Galois Problem, proposed by Hilbert in 1892. Inspired by this problem and following a similar
logical framework, the group realization problem emerged in the early 20th century, posing a
seemingly simple question: given a category C and a group G, does there exist an object in
C whose automorphism group is isomorphic to G? When this holds for all (finite) groups, the
category is said to be (finitely) universal. One of the earliest breakthroughs in this area is due to
R. Frucht, who in 1939 proved that the category of finite simple graphs is finitely universal [12].

Since then, the problem has been studied in many categories 3] and remains an active area of
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research in Algebra.

The aim of this paper is to introduce the group realization problem, present the most relevant
tools for its study and then apply these techniques to address, for the first time in the literature,
the finite universality of the category of fusion rings — algebraic structures that naturally arise

both in algebra and in certain theoretical physics contexts within the current research framework.



Introducion

Un dos problemas clasicos que deu lugar a importantes desenvolvementos en alxebra é o
Problema Inverso de Galois, proposto por Hilbert no ano 1892. Este problema formula a seguinte
cuestion: dado un grupo finito G, atopar unha extension de corpos finita L|g tal que o seu grupo
de Galois sexa isomorfo a G. Tratase dun problema ainda aberto en xeral e a sia relevancia é
tal que conta cunha entrada especifica na Mathematics Subject Classification (MSC 12F12). Este
tipo de cuestioéns, nas que se parte dun grupo abstracto e se procura “realizalo” como o grupo
de simetrias dun certo obxecto matematico, serve de inspiracién para formulaciéns anélogas en

contextos diversos.

Neste traballo ocupamonos do que se conece como o Problema de Realizacion de grupos, que
segue a mesma estrutura loxica que o problema inverso de Galois. Dada unha categoria fixada C,
sabemos que o conxunto dos automorfismos dun obxecto X en C forma sempre un grupo. Unha

cuestion natural que xorde inmediatamente é a seguinte:

Problema. Dada unha categoria C e un grupo G, decidir se existe algin X € obx(C) tal que o

seu grupo de automorfismos sexa isomorfo a G.

Se ocorre para un grupo G fixado, dicimos que dito grupo é realizable en C. No caso de que
a resposta sexa afirmativa para todo grupo G, dicimos que a categoria C é universal e, se se

verifica para grupos finitos, falamos de categoria finitamente universal.

As categorias (finitamente) universais constitiien unha lina de traballo cun papel destacado
nas matematicas, como evidencian os traballos publicados en revistas de elevado prestixio inter-
nacional. Asi, un dos primeiros exemplos destacados desta lina de investigaciéon atopamolo no
traballo de Robert Frucht, quen demostrou en 1939 [12] que todo grupo finito é isomorfo ao gru-
po de automorfismos dun grafo simple finito, é dicir, que a categoria dos grafos simples finitos é
finitamente universal. Mais tarde, no ano 1960, Gert Sabidussi ampliou este resultado permitindo
grafos infinitos, e conseguiu asi realizar calquera grupo (non necesariamente finito) como o grupo
de automorfismos dun grafo [22]. Dende entén, moitos autores exploraron estruturas distintas co
mesmo obxectivo: realizar todolos grupos finitos (ou, en ocasions, todolos grupos) como grupos

de simetrias da estrutura considerada. Entre os exemplos méis significativos destacan: reticulos
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distributivos (Birkhoff, 1946, [6]), superficies de Riemann (Greenberg, 1960, [13]), planos pro-
xectivos (Mendelsohn, 1972, [19]), corpos (Fried e Kollar, 1978, [I1]), variedades hiperbdlicas de
volume finito en dimension fixa (Belolipetsky e Lubotzky, 2005, [5]), espacios elipticos (Costoya
e Viruel, 2014, [9]), alxebras conmutativas diferenciais graduadas (Costoya, Méndez e Viruel,

2020, [8]), entre outros (véxase a introduccion de [17]).

O noso obxectivo sera desenvolver os conceptos fundamentais da teoria de categorias (fini-
tamente) universais e as técnicas do problema de realizacion de grupos, asi como revisar algin
dos resultados mais importantes de universalidade. En concreto, detendrémonos no teorema de
Frucht, que constitiie unha das ferramentas clave no estudo deste tipo de problemas. No resto
do traballo estudaremos, por primeira vez na literatura, a universalidade dunha categoria en
concreto: a dos aneis de fusion. Estes aneis son estruturas alxébricas de especial interese dentro
da investigacion en matematicas [2, 10} [1]; ainda que tamén aparecen en certas ramas da fisica

en auxe, como poden ser a computacion cudntica [25] ou a teoria conforme de campos [4].

A continuacion, describese o contenido de cada capitulo e a organizacion do traballo. No
Capitulo [I] realizarase un breve repaso dos conceptos de teoria de categorias, grupos e aneis ne-
cesarios para desenvolver os contidos posteriores.

No Capitulo [2] motivase o problema de realizacion de grupos, danse as definicions principais e
estudase dito problema en dias categorias: a dos grupos, que non ¢é finitamente universal, e en
contraposicion, a dos grafos simples finitos, chegando ao resultado de Frucht, do que comentare-
mos o seu papel clave nas demostracions de universalidade.

Despois, no Capitulo [3] dase ao lector unha introduciéon aos aneis de fusiéon, construindoos a
partir dunha estrutura alxébrica ben conecida: os aneis asociativos e unitarios. Estudanse ta-
mén as sias propiedades e proporciénase, a modo de motivacién e sen entrar en detalle, un dos
exemplos destacados da alxebra en que aparecen este tipo de aneis de xeito natural: o anel de
Grothendieck da categoria das representacions de dimension finita dun grupo finito G sobre C.
No Capitulo [4] preséntase unha construcion alternativa e equivalente dos aneis de fusiéon partindo
dun conxunto de regras de fusién, definindo con ela o concepto de morfismo de fusiéon e a catego-
ria asociada. Finalmente, introdiicense os automorfismos internos dun anel de fusién, analizando
as suas propiedades principais. A importancia deste capitulo reside en que se proporcionan as
ferramentas necesarias para o estudo da universalidade finita da categoria dos aneis de fusion.
Na dltima parte do traballo, o Capitulo[] probase, por primeira vez na literatura, que a categoria
dos aneis de fusion é finitamente universal. Mais concretamente, demostrase, por un lado, que to-
do grupo abeliano finito é realizable como o grupo de automorfismos internos dun anel de fusién
asociativo; e por outro lado, que todo grupo finito é realizable como o grupo de automorfismos
dun anel de fusién non asociativo. Estes resultados constitiien unha achega orixinal ao estudo do

Problema de realizacion de grupos.



Capitulo 1
Teoria de categorias

Neste primeiro capitulo, introduciremos a linguaxe de categorias que empregaremos ao longo
do traballo e lembraremos algtins conceptos de interese relativos a categorias xa conecidas como

son a dos grupos ou a dos aneis unitarios.

1.1. Categorias e funtores

O proposito desta primeira seccién é dar as definicidéns dos conceptos de categoria e funtor,
asi como outras nocions fundamentais da teoria de categorias que seran necesarias en capitulos

posteriores. Seguiremos [15].
Definiciéon 1.1. Unha categoria C é unha clase de obzectos obx(C) equipada con:
» Un conxunto Hom¢(A, B) para cada A, B € Obx(C). A cada elemento deste conxunto
chamarémolo morfismo (de dominio A e codominio B).
» Unha lei de composicion, isto é, para cada A, B,C' € Obx(C), unha aplicacion:

Hom¢ (A4, B) x Home (B, C) —— Hom¢ (A, C)

(f,9) g9f,

que debe satisfacer os seguintes tres axiomas: se A, B,C, D € Obx(C),
1) Se (4, B) # (C, D), entén Home (A, B) N Home(C, D) = (.
11) A composicion é asociativa, isto é, (hg)f = h(gf) para todo f € Hom¢(A, B), g €
Home(B,C) e h € Home(C, D).
1) Existe elemento unidade, o que quere dicir que para cada A € obx(C), existe un
tnico elemento 14 € Home(A, A) tal que f14 = f se f € Home(A,B) e 149 = g se
g € Home(B, A).
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Observacion 1.2. Sexa C unha categoria arbitraria e A, B € Obx(C). Denotaremos por frecha de
A en B a cada elemento f € Hom¢ (A, B).

Podemos definir os diagramas conmutativos entre obxectos da mesma maneira que en teoria
de conxuntos. Por exemplo, dados A, B,C' € obx(C) e f unha frecha de A en B, g unha frecha
de B en C' e h unha frecha de A en C, o diagrama

a—71 .p
g

h ‘/

C

dise que conmuta ou que € conmutativo se gf = h.
Exemplo 1.3. Vexamos algins exemplos de categorias xa conecidos.

= Os conxuntos forman unha categoria que denotaremos C = Set. Os obxectos son precisa-
mente os conxuntos e, para cada A, B € obx(Set), definese Homset (A, B) como o conxunto

de aplicacions de A en B. A lei de composiciéon é a composicion de aplicacions.

= Os grupos tamén forman unha categoria, C = Grp, onde os obxectos son os grupos e para
cada G,G’ € obx(C), Homg, (G, G’) é o conxunto de homomorfismos de grupos entre G e

G'. A lei de composicion é a composicion de aplicacions (véxase a Seccion |1.3.1)).

» C = Ab é a categoria dos grupos abelianos. E a categoria Grp restrinxida aos grupos

abelianos.

» C = Ring é a categoria dos aneis unitarios, onde R € obx(C) é un anel unitario e tomamos

os homomorfismos de aneis e a composiciéon de aplicaciéns para completar a definicién

(véxase a Seccion [1.3.2)).

= Para cada corpo K, C = Vectg a categoria dos espazos vectoriais finito-dimensionais sobre
K, onde os obxectos son ditos espazos, os morfismos son as aplicacions lineais entre eles e

a lei de composicién é a composiciéon de aplicaciéns.
Notemos que en todos estes exemplos o elemento unidade é sempre a aplicacién identidade.

Observacion 1.4. En xeral, non se pode pensar en obx(C) como un conxunto. No caso en que

obx(C) sexa un conxunto, a categoria C dise que é pequena. Por exemplo, Set non é pequena.

Definiciéon 1.5. Sexa C unha categoria e A, B € Obx(C). Unha frecha f € Hom¢(A, B) deno-
minase isomorfismo se existe g € Home (B, A) tal que fg=1p e gf = 14.

Observacion 1.6. Nas condiciéns da definicién anterior, de existir dita g, é unica e denotarémola

g = f~!. En efecto, sexa h unha frecha de A en B tal que fg = 1g = fh, entén (gf)g = (gf)h,
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logo 149 = 14h e asi g = h. Por outro lado, notemos que ff~' =1ge f~'f = 14, de forma que
(f~H~! = f. Ademais, (h=1f~1)(fh) = R~ (f~1f)h = h"1(14h) = h™'h = 15 e viceversa, co
que, pola unicidade, (fh)~t =h=1f~L

Definiciéon 1.7. Sexa C unha categoria e A € obx(C). Unha frecha f € Hom¢(A, A) dise que é

un automorfismo de A se f é un isomorfismo.

Proposicion 1.8. Sexa C unha categoria e A € obx(C). O conzunto de automorfismos de A,

Aute(A), ten estrutura de grupo coa lei de composicion da categoria en cuestion.

Demostracion. Comprobemos as propiedades. Sexan f, g, h € Aut¢e(A).
(1) Asociatividade: por definicion, (fg)h = f(gh).
(11) Elemento neutro: f =14 € Aute(A) é o elemento neutro.
(111) Inversos: f~! existe por definiciéon de isomorfismo, como vimos na Observacién

O

E sinxelo caracterizar os grupos de automorfismos das categorias do Exemplo como aque-
les morfismos que tenen inversa respecto 4 composiciéon de funciéns, pois se pode comprobar

facilmente que dita inversa é tamén un morfismo na categoria en cuestion.

Definiciéon 1.9. Consideremos C e D dtas categorias. Un funtor (covariante) F de C en D,
F : C — D, esta formado por unha aplicacion F' : obx(C) — obx(D) (coa notacion F(A) = FA) e
ademais, para cada A, B € obx(C), unha aplicacion F' : Hom¢(A, B) — Homp(F A, F'B) inducida

por F' que cumpre:

» F(14) = 1pa,
» Fac(gf) = Fpc(9)Fag(f) para cada f € Home(A, B) e g € Home(B, C).

Definicion 1.10. Tomemos C,D duaas categorias e F' un funtor de C en D. F dise fiel se a
aplicacion inducida F4p € inxectiva para todo A, B € obx(C). F dise pleno se F4p é sobrexectiva
para todo A, B € obx(C).

1.2. Algutns tipos especiais de categorias

Co obxectivo de introducir un exemplo a modo de motivacién no Capitulo [3] serd necesario
definir certos tipos especiais de categorias. Dado que o estudo en profundidade destes conceptos
escépase dos obxectivos do traballo, deselvolverémolos brevemente buscando comprender as ideas

clave, e remitimos ao lector interesado en profundizar mais s referencias empregadas [20] e [18].
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Definiciéon 1.11. Sexa A unha categoria. A dise aditiva se cada conxunto Hom (A, B) esta

dotado dunha estrutura de grupo abeliano e satisfai os seguintes axiomas:

1. A composicion é bilinear respecto 4 estrutura de grupo abeliano.

2. Existe un obzecto 0, de forma que existe un tnico morfismo f: A — 0 e outro g : 0 — A,
para todo A € obx(A).

3. Para cada par de obxectos A, B € obx(.A), existe un obxecto suma directa A®B € Obx(A).

Definicion 1.12. Sexa A unha categoria aditiva. Definese o nicleo dun morfismo f : A — B,
Ker(f), como un obxecto K xunto cun morfismo k : K — A tal que fk = 0 e de forma que ¢ tinico
salvo isomorfismos. Definese o conicleo dun morfismo f : A — B, Coker(f), como un obxecto
C xunto cun morfismo ¢ : B — C tal que ¢f = 0 e de forma que é tnico salvo isomorfismos.

Coémpre notar que o nucleo e o conticleo dun morfismo non sempre existen.

Definicion 1.13. Sexa A unha categoria aditiva. A dise abeliana se existen o nicleo e o coniicleo
de todo morfismo f : A — B e este admite unha factorizacion canoénica a través dos mesmos. Di-
remos ademais que un morfismo f : A — B é un monomorfismo se Ker(f) = 0 e un epimorfismo
se Coker(f) = 0.

Observacion 1.14. Nunha categoria abeliana, se temos un morfismo f : A — B con
ker(f): K 5A e coker(f): B5 C,
podemos definir a coimaze de f como
coim(f) := coker(k),

e a imaze de f como:
im(f) := ker(c).

En xeral, podese probar que existe un isomorfismo canoénico ¢ : coim(f) — im(f), de forma que

a factorizacion candnica de f é a seguinte:
A — coim(f) 2 im(f) — B.

Definicién 1.15. Sexa A una categoria abeliana. Un obxecto S € Obx(.A) dise simple se todo
monomorfismo f: A — S en A é isomorfo & inclusiéon 0 < S ou 4 unidade 1g : S < S. De xeito

intuitivo, .S non ten subobxectos propios non triviais, s6 o 0 e el mesmo.

Definicion 1.16. Sexa A unha categoria abeliana. Dicimos que A é semisimple se todo obxecto
de A é suma directa finita de obxectos simples. Deste xeito e tendo en conta a definicién anterior,
podemos atopar unha “base” de obxectos simples {S;};c; de maneira que tédolos obxectos de A

poden descomponerse como suma directa deles.
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Definicién 1.17 (Categoria monoidal rixida). Una categoria monoidal rizida ¢ una categoria
monoidal (C,®, 1), ou sexa, dotada dun obxecto unidade 1 € Obx(C) e dun funtor ® : C x C —
C chamado produto tensorial; na que ademais cada obxecto X € Obx(C) poste un dual pola
esquerda X* e un dual pola dereita * X, xunto cos respectivos morfismos chamados evaluacion e
coevaluacion:

evy X' X —1, coevy : 1 - X ® X",

evy : X ®@*X — 1, coevly 1 1 = *X @ X,
tales que:
(Idx ®evx) o (coevy ® Idx) = Idx,

(evly ® Idx) o (Idx ® coev'y) = Idx.

1.3. Teoria de grupos e aneis

Como se expuxo no Exemplo[I.3] os grupos e os aneis unitarios conforman as stias respectivas
categorias. En todo este texto empregaranse conceptos fundamentais da teoria de grupos e aneis,
polo que compre establecer a notacién e lembrar aqueles elementos de interese e algtins resultados

xa cofiecidos. As referencias utilizadas nesta seccion son [14], [21] e [16].

1.3.1. Grupos e a stia categoria

Definicion 1.18. Un grupo (G, -) é un conxunto G dotado dunha operacion binaria - : GXG — G
que é asociativa e para a que existe un elemento neutro 1 e un elemento inverso ¢~! para cada
elemento g € GG. Se ademais é conmutativa, GG dirase abeliano. Xeralmente nos referimos ao grupo
(G, ) polo nome G do conxunto subxacente.

A orde do grupo é a cardinalidade do conxunto GG. Diremos que G é finito se a sta orde é finita.

Observacion 1.19. Na maioria dos casos en que tratemos con grupos abelianos, cambiaremos a
notacion multiplicativa (operacion: -, neutro: 1 e inversos: g~ 1) pola notacion aditiva (operacion:

+, neutro: 0 e opostos: —g).

Notacion 1.20. Sexa G un grupo. Empregaremos a seguinte notacion:

= H < (G para denotar un subgrupo H de G, ou H < G se o subgrupo é normal.

» Denotaremos a orde de G por |G| ou por ord(G).

Dados G e H grupos, definese un homomorfismo de grupos como unha aplicacion f : G - H
que preserva a operacion, ¢ dicir, tal que f(ab) = f(a)f(b), para cada a,b € G. E sinxelo

comprobar que todo homomorfismo de grupos f : G — H cumpre f(1) = 1, que a identidade é
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un homomorfismo de grupos e que o conxunto Home, (G, H) de homomorfismos de grupos entre

G e H é pechado para a composicién de aplicacions.

Deste xeito, podese definir a categoria C = Grp, como se fixo no Exemplo

Conceptos de interese

Teorema 1.21. (Orde e existencia de subgrupos.) Sexa G un grupo finito. Enton:

1. A orde de todo subgrupo de G divide d orde de G, en particular, a orde de todo elemento

g € G divide d orde de G.

2. Se G € un grupo ciclico de orde n, entdn para cada divisor d|n, G ten un unico subgrupo
de orde d.

Definicién 1.22. Sexa G un grupo. Definese o centro de G, Z(G), como o conxunto de elementos

que conmutan con calquera outro, isto &,

Z(G) ={a € G:ax =za, paratodo z € G}.

-

Proposicion 1.23. Sexa G un grupo. Enton Z(G) € un subgrupo normal de G e se G/Z(G) é

ciclico, enton G € abeliano.

Enunciaremos agora os teoremas de isomorfia e o de correspondencia de grupos para fixar a

notacion.

Teorema 1.24. (Primeiro teorema de isomorfia.) Sexa f : G — H un homomorfismo de grupos.

Enton

G/Ker(f) = Im(f).

Teorema 1.25. (Segundo teorema de isomorfia.) Sexa G un grupo e H, K subgrupos normais
de G tales que K € d sua vez un subgrupo normal de H. Tense
G/K
H/K

Teorema 1.26. (Teorema de correspondencia de grupos.) Seza G un grupo e H un subgrupo

~ G/H.

normal de G. Os subgrupos de G/H son os grupos cociente da forma K/H tales que K é un
subgrupo de G con H C K.

Definiciéon 1.27. Sexa G un grupo e X un conxunto. Unha accion de grupo (pola esquerda) de

G sobre X é unha aplicacion f : G x X — X, coa notacion f(g,z) = gz que verifica:

1. g(¢'x) = (9¢')x, para todo g,¢’ € G e para todo x € X.

2. 1lx = x, para todo x € X.

A accion pola dereita definese de xeito analogo.
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Grupo libre

Sexa X un conxunto e X ' un conxunto bixectivo con X tal que X N X! = (). Tomemos
tamén un conxunto {1} tal que {1} N (X UX~1) = 0.

Definicion 1.28. Definimos as palabras en X como as expresions da forma z7'---z5", con
g; €{0,1,—1}, para cadai € {1,...,n}. A palabra 1---1 & a palabra baleira. O conxunto F'(X)
de palabras reducidas (i.e., eliminando os 1 e os elementos consecutivos iguais con superindices
opostos), xunto coa palabra baleira e coa operacion zustaposicion (entendendo por isto pegar as

palabras e logo calcular a reducida) é un grupo, chamado grupo libre sobre X.

Proposicion 1.29. (Propiedade universal do grupo libre.) O grupo libre F(X) € o inico grupo
tal que dado un grupo G e unha aplicacion f: X — G existe un unico homomorfismo de grupos

h:F(X)— G conhov=f (cont a aplicacion inclusion).

Definiciéon 1.30. Unha presentacion (libre) de grupo é unha expresion da forma (X | R) onde
X ¢é un conxunto e R é un subconxunto do grupo libre sobre X. Toda presentacién de grupo
define un grupo da forma (X | R) = F(X)/Ra4, sendo R4 o subgrupo normal de F(X) xerado

por R C F(X). O conxunto X denominase conzunto de zeradores e R conzunto de relacidns.

Proposicion 1.31. Todo grupo G admite unha presentacion. Isto €, todo grupo € cociente dun

grupo libre.

Grupos abelianos

Definicién 1.32. Nas condiciéns da Definicién o conmutador de dous elementos z, 2’ € X
é a palabra [z, 2] = x2’271(2")~1. Consideremos R = {[z,2'] : z,2’ € X}. Asi, o grupo abeliano

libre sobre X ¢é o grupo dado pola presentacion Fp,(X) = (X | R).

Teorema 1.33. (Teorema de estrutura de grupos abelianos finitos). Sexa G un grupo abeliano
finito de orde |G| = p{* ---pSm, con pi, ..., pm nUMeros primos e oy, . .., 0y, enteiros positivos.
Enton

G= G(p1) D G(pm)’

onde, para cada i € {1,...,m},
Gpl = prl @ e @prn7

para certos enteiros positivos ki, ..., k,. Dendtase por Z «; ao grupo ciclico de orde pfj, Z/pij.
p.

k3

Definicién 1.34. Sexa G un grupo abeliano finito. Definimos Tory(G) como o conxunto de

elementos de G de orde 2, engadindo 0 € Tory(G).
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Observacion 1.35. Notemos que Torg(G) é un subgrupo de G para todo grupo abeliano finito G,
pois se h, g € Tora(G), enton

2(h+g9)=2h+29g=0+0=0,

co que h + g € Tory(G); a asociatividade herédase de G, o elemento neutro é 0 € Tora(G) e o

oposto dun elemento de orde 2 é el mesmo.

Proposicion 1.36. Sexa {G;}icr un conzunto de grupos abelianos finitos, onde o cardinal |I| =
n. Enton

TOI'2 (@ Gz) = @TOI‘Q(GD.

el el

Demostracion. Sexa (g1, ...,gn) € Tory (@iel Gi). Enton 2(g1,...,9,) = 0, coque (2g1,...,29,) =
0 e asi 2g; = 0, para todo i € I. Reciprocamente, se (g1,...,9n) € @,;c; Tora(G;), enton
(2g1,-.-,2g,) =0, co que 2(g1,...,9,) =0, e asi (g1,...,9n) € Tory (®i€[ Gi). O

Proposicion 1.37. (Xeralizacion de [21], Theorem 2.30) Sexa {G;}icr un conzunto finito de
grupos abelianos finitos e { H; }ier un conzunto de subgrupos normais de forma que H;<1G;, para

cada 1 € I. Enton

®iel Gi
= G;/H;.
EBieI H; ZGE?
Demostracion. A aplicacion
¢
@iel Gi @iel Gi/H;

(glv"'vgn) — (gl+H17---7gn+Hn),

¢ un homomorfismo de grupos. En efecto, é evidente tendo en conta que, para cada i € I,
(9 + Hi) + (h; + H;) = (gi + h;)H;. Ademais, como cada aplicacion ¢; : G; — G;/H; con

gi — g; + H; é sobrexectiva, ¢ tamén o é. Por ultimo, calculemos o niicleo de ¢:

Ker(¢) = {(gl,...,gn) € @Gi:gi € H;, paratodo i€ I} = @Hz

el i€l

Finalmente, aplicando o Primeiro Teorema de isomorfia (Teorema [1.24)), concluimos a proba. [
1.3.2. Aneis e a stia categoria
Definicion 1.38. Un anel é un conxunto R dotado de diias operacions binarias +: R x R — R

(suma) e - : R X R — R (produto), de forma que (R, +) é un grupo abeliano e a operacion - é

distributiva respecto de +. Ademais:
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= Se - € asociativa, diremos que o anel é asociativo.

= Se existe elemento neutro 1 para o produto, diremos que o anel é unitario.

No caso en que (R, -) cumpra as duas condicions anteriores, diremos que R é un anel asociativo

e unitario. Por tltimo, se - é conmutativa, R dise que é un anel conmutativo.
Ao igual que cos grupos, denotaremos un anel (R, +, ) polo nome R do conxunto subxacente.
Consideraremos de agora en adiante aneis unitarios.

Definimos o concepto de homomorfismo de aneis como unha aplicacion entre dous aneis R
e S, f: R— S, que preserva o neutro multiplicativo, a suma e o produto, ou sexa, f(1) =1 e,
para todo z,y € A, f(x +vy) = f(z)+ f(y) e f(z-y) = f(z) - f(y). E sinxelo comprobar que a
composicion de homomorfismos de aneis é un homomorfismo de aneis e que a identidade tamén

o é.

Desta maneira, obtemos a categoria C = Ring dos aneis unitarios como no Exemplo [I.3]

Necesitaremos mais adiante o concepto de anti-isomorfismo de aneis.

Definicion 1.39. Sexan R e S dous aneis calquera e f : R — S unha bixeccion. Enton f dise que

é un anti-isomorfismo de aneis se preserva o neutro multiplicativo e a suma e ademais cumpre:

flz-y) = f(y) - f(x), paratodo z,y € R (Anti-produto).

Anel grupo

Definicion 1.40. Sexa R un anel asociativo e unitario e G un grupo. Chamamos anel grupo de

G sobre R ao anel (R[G],+, "), onde:

R[G] = Z agg :ag € R, e case todo ay =0
geG

Notemos que as expresions » agg son formais e denotan as combinacions lineais sobre R dos

geG
elementos de GG. A suma e a multiplicacion definense do xeito esperado:

Z agg + Z bgg = Z(ag +bg)g,

geG geG geqG
Z agyg <Z bhh> = Z Z(agbh)gh.
geG heG ge€G heG

Observacion 1.41. E sinxelo comprobar que R[G] é un anel asociativo e unitario, sendo o neutro

para a suma 0 = e Org, onde Or denota o neutro para a suma do anel R; e os elementos
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opostos _(deG agg) = deG(_ag)g' Por ultimo, o neutro para o produto é 1 = deG 1Rrg,
onde 1 é o neutro para o produto do anel R.

Notemos que se identificamos cada elemento do anel r € R e cada elemento do grupo g € G cos
respectivos rlg (1g é o neutro do grupo G) e 1rg, podemos considerar R como un subanel de

R[G] e G como un subgrupo do grupo de unidades de R[G], que denotaremos U (R[G]).

Exemplo 1.42. Consideremos o grupo (ciclico) multiplicativo Z/2Z = {1, 7} e o anel asociativo
e unitario Z. Entén, podemos construir o anel grupo Z|[Z/27], onde os elementos tenen a seguinte
expresion:

a+br, a,beZ.
Se a,b € Z, a suma serfa da forma:
(a+br)+ (c+dr)=(a+c)+ (b+d)T,
onde os elementos entre parénteses simanse como no anel Z. E a multiplicacion:
(a+b7)(c + dr) = ac + ber + adr + bdm* = (ac + bd) + (be + ad)T,

onde os elementos entre parénteses simanse e multiplicanse como no anel.

Consideracions de teoria de moédulos sobre aneis

Fixemos A un anel conmutativo e unitario.

Definicion 1.43. Un A—mddulo é un grupo abeliano G equipado cunha operacién externa

A x G = G, (a,g9) — ag que satisfai, para cada g, h € G e cada a,b € A,
= (ab)g = a(bg),
= (a+b)g=ag + by,
= a(g+h) =ag + ah,
= lag=y.
En particular, se A é un corpo, entéon un A—moddulo é un A—espazo vectorial.

Observacion 1.44. Un grupo abeliano G é equivalente a un Z—modulo mediante

g+---+g, se n >0,
n-g=<0, se n =0,

(—g)+---+(—g), se n<O0,

conn € 7.



Capitulo 2

O problema de realizacién de grupos:

categorias (finitamente) universais.

Dada unha categoria fixada C, sabemos que o conxunto dos automorfismos dun obxecto
X € obx(C) forma sempre un grupo (véxase a Proposicion [1.8), que se denota por Aute(X).

Unha cuestiéon natural que xorde inmediatamente é a seguinte:

Problema 2.1. Dada unha categoria C e un grupo G, decidir se existe algin X € obx(C) tal que

o seu grupo de automorfismos Aute(X) sexa isomorfo a G.

No caso de que a resposta sexa afirmativa para todo grupo G, dicimos que a categoria C ¢é

universal e, se se verifica para grupos finitos, falamos de categoria finitamente universal.

Tal e como comentamos na introducion, as categorias (finitamente) universais, cuxo estudo
comeza a principios do século XX, conforman un campo de estudo de gran relevancia dentro do
panorama actual da investigacion matemética. Ao longo deste capitulo, veremos que non toda
categoria poste esta propiedade; de feito, a propia categoria dos grupos serve como contraexem-
plo. En contraste, analizaremos o traballo de Frucht, probando que a categoria dos grafos simples
finitos é finitamente universal, resultado que constittie un pilar fundamental no desenvolvemento

do estudo deste tipo de categorias. A referencia principal empregada nesta parte do capitulo é
131
Recordamos as definicions xa vistas no paragrafo de introduccion:

Definiciéon 2.2. Sexa C unha categoria. Un grupo G dise realizable en C se existe X € obx(C)

tal que Aute(X) e G son isomorfos.

Exemplo 2.3. O grupo multiplicativo G = Z/27Z é realizable na categoria dos grupos C = Grp.

En efecto, sexa o grupo

Z/3Z={g|g°=1)={1,9,9°}.

11
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Calculemos os posibles automorfismos de Z/37Z. En primeiro lugar temos sempre o automorfismo
identidade oy = Idy3; € Autc(Z/3Z). Por outro lado, se o2 € Aute(Z/3Z) & distinto da
identidade, como necesariamente o2(1) = 1 e ten que ser bixectiva, a tinica opcién que temos é que
02(g) = g%, e queda determinado o automorfismo, con 03(g?) = 02(g)o2(9) = g* = g®g = 1g = g.
Asi,

Aute(Z/3Z) = {o1, 02},

onde o neutro para a composiciéon ¢ g1 e 05 = 1. Como hai un tinico grupo de orde 2 salvo

isomorfismos, Autc(Z/3Z) = Z/27Z.

Definiciéon 2.4. Sexa C unha categoria arbitraria. Dicimos que C é (finitamente) universal se
para todo grupo (finito) G existe X € obx(C) tal que Aute(X) = G. Equivalentemente, unha

categoria C é (finitamente) universal se, e s6 se todo grupo (finito) é realizable en C.

Dada a natureza combinatoria dos grafos e o feito de que todo grupo finito pode realizarse
como grupo de automorfismos dun grafo finito, o esquema bésico da maior parte das demostra-
cions de universalidade consiste en tomar un grafo cun grupo de automorfismos dado, e codificalo
noutro tipo de estrutura: nun corpo, nun espazo racional, nunha alxebra de evolucion, etc. Es-
ta codificacién baséase na construcién dun funtor que sexa suficientemente “bo” e que permita

trasladar informaciéon dende a categoria universal conecida & categoria que se desexa estudar:
Teorema 2.5. Sexa C unha categoria (finitamente) universal e D outra categoria arbitraria. Se
existe un funtor F : C — D que € fiel e pleno, enton D € (finitamente) universal.

Demostracion. Primeiro, se F' é fiel e pleno, entén a aplicacion Fup asociada a F' (véxase a
Definicion [1.9)), con A, B € obx(C), é bixectiva e cumpre, por definicion de funtor,

Fac(g9f) = Fpc(9)Fap(f) paracada f € Hom¢(A,B) e g€ Home(B,O).

Notemos entén que se X € obx(C), a aplicacion Fxx induce un isomorfismo de grupos de
Fxx

X
forma que Aute(X) = Autp(FX). Agora, tomemos G un grupo finito. Por ser C finitamente
universal, existe X € obx(C) tal que Autc(X) = G. Polo isomorfismo anterior,

AutD(FX) = Autc(X) =@,

co que G é realizable en D. Dado que G era arbitrario, D é finitamente universal. O

2.1. Existencia de categorias non finitamente universais: C = Grp

Acabamos de ver que existen grupos finitos realizables na categoria dos grupos (véxase o

Exemplo[2.3]). Sen embargo, como veremos nesta seccion, non todo grupo finito pode ser realizado
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en dita categoria, concluindo que nin sequera a propia categoria dos grupos, C = Grp, é capaz de

realizar tédolos grupos finitos.
Definicién 2.6. Dado G un grupo e a € G, a aplicacion 7, : G — G definida por v, (z) = aza™?,
para todo € G denominase conzugacion (pola esquerda) por a. Chamaremos automorfismos

interiores de G ao conxunto Inn(G) = {v, : a € G}.

Recordemos que Z(G) denota o centro do grupo G introducido na Definicion m
Lema 2.7. Sexa G un grupo e a € G. Tense que:

1. A aplicacion v, € un automorfismo de grupos.

2. O conzunto Inn(G) € un grupo coa composicion de aplicacions.

3. G/Z(G) = Inn(G).

1

Demostracion. 1. Para ver que v,: G — G, definida por 7,(x) = axa™", é un isomorfismo de

grupos, primeiro comprobamos que é un homomorfismo. Dado z,y € G, temos:
-1 -1 -1 -1 -1
Ya(zy) = a(zy)a™ = (ax)(a” a)(ya") = (aza™ )(aya™") = Ya(r)7Va(y),
polo que 7, conserva a operacion, é dicir, ¢ un homomorfismo. Para ver que é sobrexectiva,
tomamos x € G e consideramos:

Yo(a ™ za) = a(a  za)a™ = (aaV)z(aa™t) = =,

asi que Im(v,) = G, polo que 7, é sobrexectiva. Finalmente, para demostrar que é inxectiva:
Ker(va) ={z €G:va=1}={z€G:aza ' =1} ={z € G:x=aa"'} = {1}.
Concluimos que 7, é un isomorfismo.

2. Imos ver agora que o conxunto Inn(G) = {7, : @ € G} forma un subgrupo de Aut(G):

s Clausura por composicion: para a,b € G e x € G,
(Ya 0 1) () = Ya(bab™") = aba(b™'a™") = (ab)z(ab) ™" = yap(2),
asi que Y4 0 Y = Yap € Inn(G).
= Asociatividade: séguese da asociatividade da composicion de funciéns.
» Elemento neutro: vi(x) = 117! = z para todo x € G, logo 71 = Idg é o neutro.

n [nversos:

1 1

(Ya=1 0 7a) () = Yp=1(aza™') = a taza™ a = x,

polo que 7,1 =7, %, e 7, & invertible en Inn(G).
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3. Para demostrar que G/Z(G) = Inn(G), definimos a aplicacion:

a1 Inn(G)

a4 ——————— Yq.
Esta aplicacién é un homomorfismo, xa que
f(ab) = vap = va 0w = f(a) (D),
segundo vimos anteriormente.

Estudamos agora o nicleo:
ker(f) ={a € G: v, =Idg} ={a € G:azxa™' = x para todo = € G}
={a € G : axr = za para todo z € G} = Z(G).
Como Im(f) = Inn(G), aplicando o primeiro teorema de isomorfia (Teorema [1.24)) temos:
G/Z(G) = Inn(G). O

Teorema 2.8. A categoria C = Grp non € finitamente universal.

Demostracion. Por reduciéon ao absurdo, supofiamos que C = Grp ¢ finitamente universal. Enton,
para cada p € Z impar, o grupo multiplicativo G = Z/pZ = (g | g? = 1) cumpre que existe un
grupo G’ € obx(Grp) tal que Autgp(G') = Z/pZ.

Agora ben, empregando o Lema 2.7, Inn(G’) C Autgp(G’), co que podemos definir o homomor-

fismo inclusién para ver Inn(G’) como un subgrupo de Autg,(G'):
v G'/Z(G') 2 Inn(G') ——— Autgp(G') = Z/pZ.

Agora, o feito de que Autgp(G') = Z/pZ indica que Autg,(G') € ciclico e, polo tanto, todo

subgrupo tamén o é, en particular Inn(G’).
Distingamos dous casos:

= Se Inn(G’) non é trivial, enton existe a € G’ con a ¢ Z(G') tal que Inn(G’) = (v,) (posto
que v, = Idg para todo a € Z(G')). Agora ben, como a ¢ Z(G'), existe b € G’ tal que
non conmuta con a. Finalmente, dado v, € Inn(G’), existe s € Z tal que 7, = (74)®, e como
ab # ba,

a#bab™! =y(a) = (va)*(a) = (Ya 0 - 0 7a)(a)
S———

o cal é unha contradicion.
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» Se Inn(G’) = {Idg'} entén, como Inn(G') = G'/Z(G'), terase que G'/Z(G') é o grupo

trivial, co que G' = Z(G’) e G’ é abeliano. Agora ben, isto implica que a aplicaciéon

i — G

h—— i(h) = h~L,

¢ un homomorfismo de grupos. En efecto, se g,h € G', i(hg) = (hg)™! = g~ 'h™! =
h=lg=t = i(h)i(g), por ser G’ abeliano. Asf pois, i € Aute,(G’), pero i2 = Idg e |i| =
2. Sen embargo, dado que a orde de todo elemento dun grupo divide & orde do grupo,
|i|||Autcrp(G')|, ou sexa que 2|p, pero p era impar por hipotese, logo chegamos a unha

contradicion.

O

Observacion 2.9. Notemos que, esencialmente, o motivo que impide que a categoria C = Grp
sexa finitamente universal é que hai grupos finitos G, para os que non podemos atopar ningin
obxecto X € obx(Grp) tal que o grupo dos automorfismos interiores Inn(X) (como subgrupo
de Autgp(X)) se corresponda con algtn subgrupo de G. Deste modo non se pode establecer
o isomorfismo entre Autg,p(X) e G. En resumo, non todo grupo finito G é realizable como os

automorfismos interiores doutro grupo finito H.

2.2. Existencia de categorias finitamente universais: C = Graphs

A pesar de que na seccién anterior comprobamos que non toda categoria é finitamente uni-
versal, si existen categorias que cumpren esta propiedade, sendo Frucht quen atopou a primeira,
como xa comentamos no paragrafo introdutorio. Nesta seccion, desenvolveremos os conceptos
necesarios de teoria de grafos para definir a categoria dos grafos simples finitos, C = Graphs,
probaremos o resultado de Frucht e comentaremos o seu interese nas probas de universalidade.

Os contenidos das duas primeiras partes desta seccion foron extraidos na sta maioria de [7].

2.2.1. Grafos e a sta categoria

Primeiro comezaremos establecendo as nocions de interese da teoria de grafos que imos em-

pregar nesta seccién e definiremos a categoria dos grafos simples finitos.

Definicién 2.10. Un grafo (finito) non dirizido G é un par (V(G), E(G)) formado por dous

conxuntos finitos V(G) # 0 e E(G), cuxos elementos son da forma

{u,v} € E(G), wu,veV(G).
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Cada elemento de V(G) denominase vértice e cada elemento de E(G) denominase arista. Podemos
representar graficamente un grafo G debuxando os vértices como puntos e as aristas como linas

que OSs unen.

Observacion 2.11. Se o grafo non dirixido G do que se esté a falar se sobreentende, denotaremos
por comodidade V = V(G) e E = E(G). Ademais, cada arista {u,v} € E denotarémola por uv,

onde u diremos que é o comezo de uv e v o seu final.
Definicion 2.12. Sexa G = (V, E) un grafo non dirixido.

(1) Se dous vértices u,v € V forman unha arista de G, isto é, uv € E, dise que son adzacentes.
(2) Unha arista da forma uu € E denominase lazo.

(3) Dous vértices u,v € V dise que estan unidos pola arista e € G se o comezo de e é u e o0 seu

final é v.

(4) Duas aristas dinse adracentes se comparten o comezo de unha e o final da outra, ou sexa,

se son da forma uv,vw € E.

(5) O grafo G dise simple se non presenta lazos nin aristas miltiples (ou sexa, dous vértices

estan unidos, ao sumo, por unha tnica arista).

(6) O namero de elementos de V é a orde de G e o de E o tamano de G.

(7) Un camino en G é unha sucesion (vy,...,v,+1) de vértices e unha sucesion (eq, ..., e,) de
aristas tales que e; = v;v; 41, para cada i € {1,...,n}. Diremos que a lonzitude do camifio
én.

Definiciéon 2.13. Sexa G = (V, E) un grafo. O grao de v € V, d(u), é o nimero de aristas da
forma uv € F tales que v € V. Se o grafo é simple, coincide co nimero de vértices v € V tales

que uv é unha arista de G.

Definicién 2.14. Dicimos que un vértice u € V dun grafo simple finito G = (V, E) é final se
d(u) = 1.

Definicion 2.15. Sexan G, H dous grafos simples finitos. Un morfismo de grafos é unha aplica-
cion f: V(G) — V(H) que preserva a adxacencia, isto é, se uv € E(G), enton f(u)f(v) € E(H).
O morfismo f dise que é un isomorfismo de grafos se f & bixectiva e uv € E(G) se, e s0 se,
f(u)f(v) € E(H). Se ademais H = G, f dise que é un automorfismo de grafos.

Lema 2.16. Seza G = (V, E) un grafo simple finito, e f : V(G) — V(G) un automorfismo de
grafos. Enton d(u) = d(f(u)) para todo uw € V.

Demostracion. Por ser f un automorfismo de grafos non dirixidos, uv € F se, e s6 se, f(u)f(v) €

E, de forma que para cada v’ € V, uv' € E se,es6se f(u)f(v') € E, co que o nimero de elementos
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v' € V tales que uwv’ € E coincide co de f(v') € V' (todos distintos por ser f inxectiva) tales que

fu)f() € E. .

Proposicion 2.17. A composicion de morfismos de grafos é un morfismo de grafos.

Demostracion. Tomemos G, H, K grafos simples finitos e f : V(G) = V(H), g : V(H) = V(K)
morfismos de grafos. Vexamos que a composicion preserva a adxacencia: se uv € E(G), enton

f(u)f(v) € E(H), co que g(f(u))g(f(v)) € E(K). i}

Definicion 2.18. Coa proposicion anterior e tendo en conta que a identidade é trivialmente un
morfismo de grafos, definimos a categoria dos grafos simples finitos C = Graphs, onde os obxectos
son os grafos simples finitos e, para cada G, H € Obx(Graphs), Homgaphs(G, H) ¢ 0 conxunto de

morfismos de grafos de G en H, coa composicién de aplicaciéns.

Por 1ltimo, podemos caracterizar os automorfismos f € Autgraphs(G) como os morfismos dun
grafo en si mesmo que tefien inversa respecto 4 composicion f~!. En efecto, tendo en conta a
Definicion [1.5( e a Definicion basta ver que f~! ¢ un automorfismo de grafos: uv € E(G) se,
e so se

wo = f(f7H(w) f(f7H(v) € E(G),

se e s0 se, por ser f un automorfismo de grafos,

FHwfH(w) € B(G).

Dende aqui é evidente que a definicion categérica de automorfismo en C = Graphs é equivalente
4 dada na Definicion 215

2.2.2. O grafo de Cayley

Arthur Cayley introduciu, en 1878, un tipo especial de grafos que permiten representar os
grupos finitos e que serdn de utilidade 4 hora de probar que a categoria C=Graphs é finitamente

universal.

Definicién 2.19. Sexa G un grupo finito que admite a presentacion libre G = (H | R), con
xeradores H = {hq,...,h,}. Chamamos grafo de Cayley de G asociado a H, Cay(G, H), ao
grafo (V, ﬁ), con V =G e H} o conxunto de aristas coloreadas polos elementos de H. Isto
dltimo significa que os elementos de ﬁ son os pares ordenados (g, gh;) para cada g € G e
hi € H,i=1,...,n. Neste senso, diremos que a arista (g, gh;) esta coloreada por h; ou que ten

cor i. Podemos denotar a arista (g, gh;) por g — gh;.

A definicién anterior permite representar calquera grupo finito cofiecendo un conxunto de

xeradores e engadindo unha etiqueta a cada arista segundo a cor que tena asociada:
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Exemplo 2.20. Lembremos que o grupo multiplicativo G = Z/pZ, p > 2, admite a presentacion

libre Z/pZ = {a | a’? = 1). Por exemplo, se p = 4, Cay(G, {a}) ten vértices V = G = {1, a,a?,a®}
e aristas coloreadas {a} = {(1,1-a), (a,a-a), (a? a®-a),(a®,a® - a)}. Neste caso s6 temos unha

cor (con etiqueta a, pois o tnico xerador é a) co que se pode representar G como:

Na Figura [2.I] podese observar a representacion do grafo de Cayley asociado ao grupo
Z)2Z. 7./27 (grupo de Klein) dado por {(a,b | a®> = > = 1,ab = ba) e, na Figura , a

representacion do grupo simétrico S3 cos xeradores:

1 2 3 1 2 3
T = , 0= ,
2 1 3 2 31

de forma que 72 = Idg, e 0® = Idg,.

o [g
b

Figura 2.1: Grafo de Cayley do grupo de Klein Figura 2.2: Grafo de Cayley de Ss.

Definiciéon 2.21. Sexa un grupo finito G = (H | R), con H = {hq, ..., h,}. Un automorfismo
de grafos de Cayley é unha permutaciéon 6 do conxunto de vértices G tal que, para cada i €
{1,...,n},se ki,ka € G e h; € H, enton k1h; = ko se, e s6 se, 0(k1)h; = 0(kz). Isto ¢, o seguinte
diagrama conmuta, para todo k € G e para todo h; € H :

k—" s kb,

| lo

(k) s 0(k)hi
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Observacion 2.22. Podese comprobar de forma sinxela que o conxunto de automorfismos de
grafos de Cayley dun grupo finito G é, en efecto, un grupo coa composicién de aplicaciéns.

Denotarémolo por Aut(Cay (G, H)).
Teorema 2.23. Sexa G = (H | R) un grupo finito con H = {h1,...,hy} un conzunto de
zeradores. Enton Aut(Cay(G,H)) = G.

Demostracion. Dado k € G, a aplicacion ¢y, : Cay(G, H) — Cay(G, H) dada por ¢i(g) = kg ¢é

un automorfismo de grafos de Cayley. En efecto, fixemos h; € H e tomemos (g, gh;) € ﬁ Enton,
er(ghi) = k(ghi) = (kg)hi = ¢r(g)hi-

Agora, vexamos que a aplicacién
G — 2  Aut(Cay(G, H))
h ——— &(h) = vn,

¢ un isomorfismo de grupos. Imos por partes:

» E un homomorfismo. Consideremos h, g € G e outro k € G. Tense que

d(hg)(k) = ong(k) = hgk = ¢n(gk) = @n(py(k))
= on(p(g9)(k)) = d(h)(o(g) (k) = (¢(h) o d(9)) (k).

» Inzectividade. Dados h, g € G, temos ¢(h) = ¢(g) se, e s6 se, ¢, = 4. Sexa agora a € G,
on(a) = @4(a), co que ha = ga, asi que h = g.

» Sobrezectividade. Sexa 6 € Aut(Cay (G, H)). Temos que atopar h € G tal que ¢;, = 6. Imos
comprobar que h = 6(1). En efecto, como G = (H | R), entén cada k € G pddese escribir
como:

k:thi ---hzz, con a; € Z.

Notemos que para cada A, con a € Z, tense que
0(kh$) = O(khe N h; = 0(kh$™3)h? = --- = 0(k)h¢, para cada k€ G. (2.1)
co cal,

0(k) = 0(1k) = O(Lhg! - hjr) =

= = O(DRM R = O(1)k = hk
& (Dhgh -~ by = 6(1) 7

e finalmente 0(k) = @p(k).



20 2. O problema de realizacién de grupos: categorias (finitamente) universais.

2.2.3. O Teorema de Frucht

En 1939, Robert Frucht probou, manipulando adecuadamente os grafos de Cayley, que todo
grupo finito é isomorfo ao grupo de automorfismos dalgin grafo G € Obx(Graphs). No que segue,
demostraremos este resultado basedndonos no proceso de substitucion de frechas levado a cabo
por Frucht en [12].

Substitucién de frechas

Dado un grupo finito G = (H | R), con xeradores H = {hy,...,h,}, podemos transformar o
seu grafo de Cayley Cay(G, H) nun grafo simple mediante un proceso denominado substitucion
de frechas. Comeza do seguinte modo: por separado, centrémonos en cada arista (g, gh;) (con

etiqueta fixa i € {1,...,n}).

g hi > gh;

O proceso consiste en engadir un camino de lonxitude ¢ + 2 para codificar o sentido e a etiqueta

(cor) da arista:

(1) Introducimos wvi,...,v;41 vértices na arista (quitando a frecha que marca o sentido e a
etiqueta).
g Cal e Vj j— Vit1 = gh;
(2) En vq,...,v; engadimos un camino de lonxitude 1 que chegan a novos vértices vy/, ..., vy.
g v Vi — Vit1 —{ gh;
vy (%

(3) En v;41 engadimos un camifio de lonxitude 2, con dous novos vértices v(;;.1) € V(1.

g v Vi — Vit1 — gh;

vy (] U(z’+1)/
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Desta forma, as aristas viv],...,v;v; codifican a cor i e as outras daas o sentido, xa que
queren dicir que a direccién orixinal era do vértice que conecta con v; ao vértice que conecta
con v;4+1. Este novo grafo denotarase por Gsp(G, H) = (V, E) e é un grafo simple finito, logo
Gsr(G, H) € obx(Graphs).

Exemplo 2.24. O grafo de Cayley do grupo de Klein (do Exemplo véxase a Figura

tras realizar o proceso de substituciéon de frechas descrito anteriormente, darfa lugar ao grafo

simple da Figura [2.3

Figura 2.3: Grafo de Cayley asociado ao grupo de Klein tras a substitucién de frechas.

Observacion 2.25. Dado un grafo de Cayley, Cay (G, H), asociado a un grupo finito G = (H | R),
con H = {hy,...,h,}, denotaremos cada vértice v € Gsp(G, H) \ G como segue: para un i €
{1,...,n} fixado, v = v?i ¢ 0 j—ésimo vértice engadido na arista que unia, no grafo Cay(G, H),
os vértices g — gh;, onde j € {1,...,4,1"..., ¢, i+1, (i+1), (i+1)"}. Os novos vértices engadidos

cumpren que o seu grao, por construcion, é

3 seje{l,...,i+1},
dwi ) =9 1 seje{l/,....7 (i+1)"},
2 sej=(i+1).

Teorema 2.26. (Teorema de Frucht). A categoria C = Graphs € finitamente universal.
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Demostracion. Sexa G = (H | R) un grupo finito onde H = {hqy,...,h,} é o conxunto de
xeradores. Consideremos o grafo de Cayley asociado Cay(G, H). Polo Teorema terase que

Aut(Cay(G, H)) = G.

Por substitucion de frechas, obtemos o grafo simple Gsr(G, H) que denotamos Ggr para simplifi-
car a notacion. Dado que G se realiza a través de Cay (G, H), basta probar que Autgraphs(Gsr) =

Aut(Cay(G, H)) e entén xa estara. Con este proposito, definamos a aplicacion

Aut(Cay(G, H)) SN Autgraphs(Gsr)

0 ¢(0) : Gsp — Gsr
v ¢(0)(v),

dada do seguinte modo: se v € G, ¢(0)(v) = 0(v) e se v = vfi € Gsr \ G (véxase a Observacion

2.25)), definimos qb(&)(v]gi) - U]?(g)i.

Vexamos que ¢ esté ben definida e que é un automorfismo de grupos:

(1) Esta ben definida. Hai que ver que ¢(f) preserva a adxacencia: se uv € F(Gsp) é unha
arista, enton, se u e v non pertencen ao grafo orixinal, uv é da forma U?ivii e a arista
de chegada é U?(g)ivz(g)i, co que se preserva a adxacencia. No caso en que algin nodo
pertenza ao grafo orixinal, pofiamos primeiro u = g € G, uv debe ser da forma gvfi, logo
a arista de chegada é G(Q)Uf(g )i, preservando tamén a adxacencia. E por ultimo, se uv é da

forma vigjrl ghi, enton a imaxe por ¢(f) é, por ser  un automorfismo de grafos de Cayley,

H(g)ie

vy 0(g)hi, conservando a adxacencia. Asi, ¢(f) é un automorfismo de grafos.

(2) E un homomorfismo de grupos. Sexan 61,0y € Aut(Cay(G, H)) e un vértice arbitrario
v € Ggp. Sewv € G,

6(0102)(v) = 01(05(v)) = $(01)(6(02)(v)) = (6(01)6(0)) (v).
E se vf' € Gsp \ G,
B(0102) (1)) = 01 (0729 = o= = (01) (2D = ((01)(02))(v])-
(3) Inzectividade. Calulemos o nicleo de ¢:
Ker(¢) = {0 € Aut(Cay(G, H)) : $(8)(v) = v, para todo v € Gsp}.

Como necesariamente debe ocurrir, para que 6 € Ker(¢), que cada v € G cumpra ¢(6(v)) =

0(v) = v; entoén 0 = Idcay(q,m) © Polo tanto o nicleo é trivial, co que ¢ é inxectiva.

(4) Sobrezectividade. Sexa ¢ € Autgraphs(Gsr). Estudemos como se comporta en cada arista.

Para isto, teflamos en conta as seguintes propiedades:
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(C1) ¢ é un automorfismo de grafos non dirixidos, logo polo Lema m presérvase o grao

de cada vértice.

(C11) Por preservacion da adxacencia, a imaxe por ¢ dunha sucesion de vértices distintos
que formen un camino de lonxitude arbitraria n en Ggr debe ser outra sucesién de

vértices que formen un camino de lonxitude n en Ggp.

Por a imaxe por ¢ do camino de lonxitude i + 2 engadido na arista (g, gh;), debe
ser outro camino de lonxitude 7 + 2. Ademais, non pode ser un camino dentro do grafo de
Cayley orixinal porque este non ten vértices finais (e o grao debe preservarse), co que se
debe corresponder con outro caminio de lonxitude ¢ + 2 engadido noutra arista da forma
(k,kh;), con k € G. Asi, ¢ leva aristas de cor i en aristas de cor 1.

Agora, por os graos deben preservarse, de forma que, pola Observaciéon como

_ ki
H—l)’) = Uit1y-
, son adxacentes, logo

quz+1), é o tnico vértice con grao 2 dentro do camino de lonxitude i+2, ¢(v (
Agora ben, por preservaciéon da adxacencia, como v( +1)’ e vf +1)

go(v(gjﬂ) ) e p(v (Z-‘rl)”) tamén o son. Notemos que (v (z—i—l)’) (z+1)’ e os Gnicos vértices

adxacentes con v( 1) son v( +1),, ev( ' 1)) Pero d(v (+1)) =3ed(v (+1),,) 1. Como v( 1y

ten grao 1, debe ser ¢(v ( = vé“ Analogamente, cp(v(g Asi, probamos

z+1)”) i+1)"" z+1))
que os vértices que codifican a direcciéon seguen codificando direccién.

ki
U(Hl)

Notemos agora que ¢(gh;) e deben ser adxacentes pola adxacencia de gh; e v(

(z+1)
Como 0s unicos vértices adxacentes con ”Ué;

z+1)
1) son vk e kh;, pero d(vF) = 3 e d(kh;) =

d(gh;) (que deben ter o mesmo grao par, pois no grafo de Cayley hai unha frecha que entra

no vértice e outra que sae por cada xerador), enton
¢(ghi) = khi. (2.2)

O seguinte paso é notar que v( +1) e o(vf ) deben ser adxacentes €O que un razoamento
analogo ao dos pasos previos leva a que ¢(v" ) = v . Deste xeito, realizando o proceso
consecutivamente, por preservaciéon do grao, debe ocurrir que gp(vj ) = vj , para todo
j€{l,...,i—1}. Anilogamente, p(v}') = v}“i, para todo j € {1,...,i'}. O que acabamos

de probar é que
) =79 paratodo je{l,...,i+1,1,...,(i+1),(i+1)"}. (2.3)
Razoando da mesma maneira que en tdédolos casos anteriores,

o(g) = k. (2.4)

Sexa entén a aplicacion

Cay(G, H) ——%—— Cay(G, H)

gt » 0(g) = ¢(9)-
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Polas Ecuacions (2.2]) e (2.4)), est4 ben definida e é un automorfismo de grafos de Cayley.
Ademais, se v?i € Gsr \ G, terase que

6)(u%7) = i — P _
6(0) (v7") = )" = v;

co que # é o antecedente por ¢ do automorfismo de grafos non dirixidos ¢.

gt
QO(U]- )a

O

Do Teorema de Frucht extriese directamente o seguinte Corolario, co que facemos notar a

stia importancia nas demostraciéns de universalidade, xa comentada ao comezo do capitulo:
Corolario 2.27. Sexa C unha categoria arbitraria. Enton, se existe un funtor F : Graphs — C

fiel e pleno, C € finitamente universal.

Demostracion. Polo Teorema [2.26] Graphs é finitamente universal co que o Teorema [2.5| garante,

por existir o funtor do enunciado, que C é finitamente universal. O



Capitulo 3

Introducién aos aneis de fusidon

Os aneis de fusion son estruturas alxébricas que xorden de maneira natural en diversos con-
textos da alxebra moderna, entre os cales destaca a teoria de representaciéons de grupos finitos.
En particular, o anel de Grothendieck da categoria das representaciéns de dimensién finita dun
grupo finito G sobre C constitiie un exemplo canénico deste tipo de estrutura. Neste capitulo,
familiarizaremos ao lector co concepto de anel de fusidon e desenvolveremos brevemente o exemplo

anterior a modo de motivacion.

3.1. Definicién e propiedades

Esta primeira seccién estd dedicada a introducir o concepto de anel de fusion e estudar as
stias propiedades bésicas, empregando para iso a referencia [10].
No que segue denotamos Zy = {m € Z : m > 0}, o conxunto dos enteiros non negativos.

Ademais, d;; (ou d;;) denotara a delta de Kronecker nos indices i e j.

Definiciéon 3.1. Sexa (A, +,-) un anel asociativo e unitario tal que o grupo abeliano (A, +) é

libre como Z-mo6dulo. Chamase Z—base de A a unha base B4 = {b; }ier que cumpre:

bib; = Zcfjbk, con cfj € Z, para todos i,j € I.
kel

Observacion 3.2. Dado que a multiplicaciéon debe estar ben definida dentro do anel, dedticese

que, para cada i,7 € I, o conxunto {k € I : cfj # 0} debe ser finito.

Definiciéon 3.3. Un Z,—anel é un anel cunha Z, —base fixada (A, By ), no que o neutro para
o produto 1 é unha combinacién lineal non negativa dos elementos da base. Se ademais 1 € By

dise que (A, B) é unital.

25



26 3. Introducién aos aneis de fusién

Definiciéon 3.4. Sexa (A, By ) un Z4 —anel, con By = {b; }ic1, € sexa
= {i € I : b; aparece na expresion de 1 na base By }.

Definimos o morfismo de grupos 7 : (4, +) — (Z,+) dado polos elementos da base:

1, se i € Iy,
(b)) = Y
0, se i ¢ .

Proposicion 3.5. Sexa (A, Bt) un Zi—anel. Enton, para cada i,j € Iy (introducido na Defi-
NnicIon , con i # j, cumprese que b? =b; ebb; =0.

Demostracion. Sexa Ip = {bi,,...,b;. }. Podemos escribir 1 € A como
1= aybi, +--+a;.bi, a;; >0paratodoje{l,...,7}. (3.1)
Fixemos agora b;, € Iy, con s € {1,...,r}, e multipliquemos pola dereita a expresion anterior

por b; . Obtemos:

T

bi, =Y aibyb Zaz ( Zﬂs> b
= k=1

7j=1
T n n T
— azj Cijis bkn — Ozzj Cijis

j=1k=1 k=1 \j=1

Como {b;}ics € unha base, a expresion de b;, é tnica. Asi, para cada k # is tense

r
E N E —

azjcz‘jis =0, OQ] 1]7,5 -
Jj=1

Agora, como estamos nun Z,-anel, tédolos coeficientes ck > 0, e como «;; > 0 para todo j,
dediicese que

. =0, paratodote {1,...,7}, etodo k # is. (3.2)

itls

De forma anéloga, multiplicando pola esquerda por b;, na ecuacion (3.1)):
' T n
bZS = Zaijbisbij = Zaij (Z Cfsij) bk
j=1 j=1 k=1

T

n
k
PILUL A 2oy | b

j=1 k=1 k=1 \j=1



3.1. Definicién e propiedades 27

Pola unicidade da expresion, temos de novo:
T T
E aijcfsl-j = 0 para todo k # ig5, e E aijcﬁzij =1.
j=1 J=1

E, como antes,
. =0, paratodote {1,...,7}, etodo k # is. (3.3)

isit

Combinando as ecuacions (3.2) e (3.3), dedticese que os tnicos coeficientes non nulos dos

produtos b;;b;, (con j € {1,...,7}) son os cﬁzis. Ademais, como

T
— Coabs o s
1= E QijCity. = QigCily s
j=1
obtense cﬁjig = 1, e en consecuencia:

bi;bi, =0paraj #s, e b =b;,.

O

Definicion 3.6. Sexa A un conxunto. Unha aplicaciéon bixectiva f : A — A dise unha involucion
se f2=1dy.

Definicion 3.7. Un anel base ¢ unha terna (A, B4, *) onde (A, By) é un Zy—anel equipado

cunha involucién * : I — I tal que os elementos da base B4 cumpren:
1, sij=1*
7(bibj) = .
0, sij#1

E ademais tal que a extensiéon natural de * no anel A dada por

a= E o;b; — a* = E a;bix, o; € 7,
el el
sexa un anti-isomorfismo involutivo (véxase a Definicion [1.39)) no anel A. Notemos que b;+ = b},

co que se empregaran ambas notaciéns indistintamente.

Proposicion 3.8. (Propiedades dos aneis base). Seza (A, By, *) un anel base, enton

(AB1) 1= Y b

1€l
(AB2) i* =i para todo i € Iy.
(AB3) 7(x) = 7(z*) para todo x € A.

(AB4) (Reciprocidade de Frobenius). Os coeficientes cfj* son invariantes por permutacions ciclicas
det,7,k e l.
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Demostracion. Comecemos probando [(AB1)l Se 1 € A descomp6n no anel como

1= Zaibi, o > 0,

1€l

enton, para cada j € Iy, tense que

o = Z OZZ'(SJ'Z‘ = Z Oéﬂ'(bjb:) =T Z Olzb]b;k =T bj Z alb;k = T(bj 1) = T(bj) =1

icly icly icly icly

A propiedade [(AB2)| deducese da Proposicion pois b? = b; e desta maneira,
’7’(512) = T(bzbl) = T(bl) = 1,
de forma que, por unicidade, ¢ = i*, para todo ¢ € Ij.

Imos agora con |(AB3)| Temos que, para un x € A fixo,
¥ = Zaib;k, o; € 7,
el
logo podemos expresar
x*):T<Zaibf>:Zaﬂ(b* Zal i) —T<ZO[Z Z)ZT
iel il 16[ il

onde a igualdade (f) é consecuencia de que b; € Iy sé e s6 se bf(= bi) € Ip, o cal dedicese
directamente de |(AB2)]

Para probar |(AB4)| comecemos vendo que c = 7(b;ib;bi). En efecto, se primeiro descompo-
nemos
bib; = > chiby,
kel

podemos, fixado k& € I, multiplicar por by e obter

bibjbr, = > clibiby.
lel
Finalmente, aplicando o homomorfismo de grupos 7,
T(bibibi) = > cim(bibr) = > chibper = ¢
lel lel
Agora, probemos que, para cada z,y € A, tense que 7(zy) = 7(yx). Isto é sinxelo utilizando a

estrutura de Z-modulo:

T(my) =T Z aibz- : Z 5]‘[)]‘ = Z Z OziﬂjT(bibj)

il jel iel jel

= Z Z OéiﬁjT(bjbi) =T Z ijj . (Z Oélbz> = T(yl‘)

il jel jel il
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Notemos que a igualdade 7(b;b;) = 7(b;b;) séguese trivialmente do feito de que ¢ — 7* é unha
k*

involuciéon. Das dias propiedades probadas concliese que ¢;; ¢ invariante por permutacions

ciclicas de 4,5,k € I. O

Definiciéon 3.9. (Anel de fusion). Diremos que un anel base (A, By, *) é un anel de multifusion
se ten unha base de rango numerable. Se ademais é unital, i.e., 1 € B4, diremos que é un anel
de fusion.

Observacion 3.10. Un anel de multifusion é de fusion se, e s6 se o cardinal |Ip| = 1. Isto é evidente

xa que 1 estd en na base considerada se, e s6 se se cumpre a condicién pedida.

3.2. O anel de Grothendieck de C = Rep(G)

Esta secciéon incliese co proposito de motivar ao lector, mostrando como os aneis de fusién
aparecen de xeito natural en alxebra. Con todo, o estudo detallado da teoria de representacions
non forma parte do obxectivo principal deste traballo. Para unha exposicién méis ampla sobre o

tema, remitimos ao lector interesado as referencias usadas [10], [23] e [24].

3.2.1. O anel de Grothendieck

Os conceptos necesarios relativos as categorias foron introducidos na Secciéon

Definicion 3.11. Sexa C unha categoria abeliana e semisimple. O seu grupo de Grothendieck,

que se denota por K(C), definese como o grupo abeliano libre xerado polo conxunto
{[S5] - S5 € B},

onde B é unha base de obxectos simples de C, e [S3| designa a clase de isomorfismo de Sg, isto &,
a clase de equivalencia dos obxectos isomorfos a Sz. Ademais, este grupo esta dotado da seguinte
relacion:

[X]=[Y]+[Z] sempreque X =Y @ Z.

Exemplo 3.12. Considérese a categoria C = Vecte (Exemplo|1.3)). E abeliana e semisimple, pois
todo espazo vectorial sobre C é isomorfo a C". O tnico obxecto simple (salvo isomorfismos) é C.
O grupo de Grothendieck Kj(Vectc) identifica clases de obxectos coa stia dimensiéon, mediante

o homomorfismo:

V] ———— dim¢(V),
que é un isomorfismo de grupos. O seu inverso esta dado por n — n - [C], polo que

V]=[c"=n-[C)
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Definicion 3.13. Nas condiciéns da Definicion [3.11] se ademais C é monoidal, o produto entre

clases de isomorfismo

(X]-[Y]:=[X VY],

induce, ao estendelo bilinealmente, un anel conmutativo e unitario, que denominaremos anel de

Grothendieck de C.

3.2.2. A categoria C = Rep.(G)

Fixado G un grupo finito e C o corpo dos ntmeros complexos, definese a categoria das

representaciones finito-dimensionales de G sobre C, C = Rep¢(G), do seguinte xeito:
» Obxectos: pares (V, py) onde V é un K —espazo vectorial de dimension finita e py : G —
GL(V') é un morfismo de grupos, ao que nos referimos como representacion linear de G.

= Morfismos: seran as aplicacions lineais f : V — W que satisfan
flov(9)(v)) = pw(9)(f(v)), paratodoge G, veV.

Diremos que unha representacion py € irreducible se non existe ningtin subespazo W C V

con W # {0} que sexa G—estable, isto é, tal que p(g)(W) C W para todo g € G.

A continuacién enunciaremos un resultado fundamental. Non incluiremos a demostracién
completa, mais ofreceremos unha idea do seu argumento co obxectivo de proporcionar ao lector

non experto a intuiciéon que facilite a comprension do teorema.

Teorema 3.14. A categoria Repc(G) € abeliana, semisimple e monoidal rizida.

Idea da demostracion. A categoria ¢ abeliana: o obxecto nulo ¢ o espazo vectorial {0} dotado da
representacion trivial. Ademais, todo morfismo é unha aplicacion linear compatible coas accions
de G, polo que admite nicleo e contcleo. Tamén, a suma directa de obxectos (Vi, p1) e (Va, p2)

constriese sobre V) @ Va, coa representacion p; @ pa : G — GL(V; @ V3) definida por

(p1 @ p2)(9)(v1,v2) = (p1(g)v1, p2(g)ve).

A categoria é semisimple segundo o Teorema de Maschke (véxase [23]), que garante que toda
representacion finitamente xerada de G sobre C é suma directa de representaciéns irreducibles.

Estas tltimas son precisamente os obxectos simples da categoria.

Finalmente, Repc(G) ¢ monoidal rixida: o obxecto unidade é (C, pyiv), onde pyiv(g) = 1 para
todo g € G. O produto tensorial definese como o produto tensorial de espazos vectoriais xunto

co produto tensorial de representacions:

p1®p2: G — GL(VI®@Va), (p1® p2)(g)(v1 @ v2) = p1(g)(v1) @ p2(g)(v2).
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O dual dun obxecto (V, py) é (V*, p},), onde V* = Homc(V,C) e

*

Py (9)(p) == popy(g™'), parape V™

Isto define unha accién natural de G sobre o dual, o que completa a estrutura monoidal rixida. [

Definicién 3.15. O anel de Grothendieck de Repq(G), Ko(Repc(G)), denominarase anel de

representacion complexo de G.

Imos agora a introducir todalas ferramentas necesarias para demostrar que Ko(Repc(G)) é

un anel de fusién.

Proposicion 3.16. Sexa K un corpo e V,W K —espazos vectoriais. Enton
1. V=V,
2. (VoW 2w e V*.

Dado (V, py) € Obx(Repc(G)), o subespazo invariante de V' definese como
VG .={veV:p(g)(v) =v, paratodo g€ G},
e a sta dimensién coincide coa cantidade de copias que hai en V' da representaciéon trivial.
As seguintes propiedades, cuxas demostracions se poden consultar en [24], seran fundamentais
no que segue:
Proposicioén 3.17. 1. (Lema de Schur). Para calquera grupo finito G e calquera par de re-
presentacions irreducibles (V, py) e (W, pw), temos:
C, se V=W,

Homgep () (V. W) =
{0}, seV W

2. Dada unha representacion (V,py), o seu dual (V*, py,) € irreducible se, e so se, (V,py) €

1rreducible.

Lema 3.18. Sexa G un grupo finito e (V, pv), (W, pw) € Obx(Repc(G)). Entdn, a representacion

trivial aparece con multiplicidade 1 en V Q W se, e sé se W = V*,

Idea da demostracion. Imos dar unha idea de como se pode probar s6 cos resultados vistos ata
agora, sen utilizar a denominada teoria de caracteres (véxase [23]). Primeiro, ¢ sinxelo comprobar
que a representacion trivial aparece en V ® W se, e s6 se hai algiin vector G—invariante en
V ® W distinto do trivial, ou sexa, (V ® W)% # {0}. Agora, notemos que, pola definicién de

Homgep,, (c) (V, W), & isomorfo ao subespazo V&, Tamén se ten:

Homge, () (V*, W) = Homgep, () (C, V@ W) = (V & w)<.
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Por tltimo, aplicando o Lema de Schur, como (V, py) e (W, py) son irreducibles,

] c 1, se W=x=V*
dim((V e W)~) =
0, noutro caso.
O
Teorema 3.19. O anel Ko(Repc(G)) €, para todo grupo finito G, un anel de fusion.
Demostracion. Denotemos por {[V;] :i € I ={1,...,7}} o conxunto de clases de isomorfismo das

representacions irreducibles de G, onde V; = (V;, py;). Enton, Ko(Repc(G)) é o grupo abeliano

libre xerado por esas clases, coa relacion:

V=S mlvl s vy
=1 =1

Esta estrutura esténdese naturalmente ao anel de representaciéon complexo de G, dotado do

produto:
Vil- Vi = Vi@ Vil = ) el Val,
k=1
onde os coeficientes cfj € Z>p son as multiplicidades de Vi, en V; ® V.

Este anel é claramente un Z, —anel con base By = {[V;] : i € I'}, e é unital xa que a unidade

do produto tensorial é (C, piiv), que pertence & base.

Para verificar que se trata dun anel de fusién, resta definir unha involucién * : I — I como

require a Definicion [3.7] Tal involucién vén dada, para cada [V;] € By, por:
[Vi]* == [Vi'l,
¢ dicir, pola clase da representacién dual (V;, py,).

Suponamos, sen perda de xeneralidade, que [V;] = [C]. Enton:

(Vi Vi) = 7 (Z cif;[vk]) =S (i) el
k=1 k=1

onde (®) é consecuencia de que o anel é unital e 7([V]) = dx1. Agora ben, ¢
de C en V; ® V; co que, polo Lema

1

;; € a multiplicidade

1 sej=1"
0 sej#i*.

Finalmente, grazas 4 Proposicion * define un anti-isomorfismo involutivo de aneis, o que

concliue a demostracion. O



Capitulo 4
A categoria dos aneis de fusion

Ao longo deste capitulo presentarase unha definicién alternativa de anel de fusion, partindo
do que conecemos como regra de fusion, que resultard mais ttil & hora de definir o concepto de
morfismo de fusion e construir a categoria correspondente. Esta definiciéon de anel de fusion, que
se basea na presentada en [2], ten un caracter mais combinatorio ca alxébrico e admite aneis non
asociativos, ainda que é equivalente, no caso asociativo, & exposta no capitulo anterior. Porén,
considerar este novo enfoque facilitaranos notablemente a andlise da universalidade finita da
categoria dos aneis de fusion.

Na parte final do capitulo, abordaremos o estudo das unidades nos aneis de fusién e, a partir
delas, definiremos os seus automorfismos internos, o que nos permitird realizar unha analise
similar & realizada coa categoria dos grupos no Capitulo [2]

Compre destacar que a maior parte dos resultados e as definiciéns incluidos neste capitulo non
aparecen explicitamente na literatura, ata onde sabemos, e polo tanto, constitien unha achega

novidosa ao estudo dos aneis de fusion e das stas propiedades.

4.1. Construcion alternativa dun anel de fusién

Como comentamos no parédgrafo introdutorio, é conveniente, para o noso caso, tomar unha
definicion alternativa de anel de fusion. Presentaremos entén nesta seccién un enfoque combina-
torio similar ao que aparece en [2] e probaremos que coincide, no caso asociativo, coa definicion
dada no capitulo anterior. [lustraremos as definicions e os resultados a través do exemplo do anel
grupo sobre Z (véxase a Definicion .

2

Definicién 4.1. Un conzunto punteado é un par (Z,0), onde Z é un conxunto e o € Z ¢
un elemento fixado, chamado elemento distinguido. Un morfismo de conxzuntos punteados entre

(Z1,01) e (Z2,02) é unha aplicacion f: 77 — Zo tal que f(01) = 09.

33
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Definiciéon 4.2. Sexa (Z,0) un conxunto punteado numerable. Unha regra de fusion asociativa

en (Z,0) ¢ un conxunto de enteiros non negativos
N = {N(z,ﬁ € Z+ : Oé,ﬁ,’)/ EI}?

cuxos elementos satisfan os seguintes axiomas:

(F1) Base. Para cada par de elementos «, 8 € Z, o conxunto {y € Z : Nlﬂ # 0} ¢ finito.

(F2) Asociatividade. Para todo «, 8, € Z, cimprese que

ZNO)‘\WBN;/Y ZNfB’Y a\

AET AET

para todo u € Z.
(F3) Euzistencia de unidade. Para todo «a, € Z, tense Nc’io = E,Q = 0q,3-

(F4) Dualidade. Para todo o € Z existe un tnico a* € T tal que N 5 = Ng | = 0q+, para todo
Bel.

(F5) Anti-involucion. Para todo «, 8,y € Z, N(Zﬁ = Ng* o

Proposicion 4.3. (Reciprocidade de Frobenius). Sexa N unha regra de fusion asociativa en

(Z,0). Enton para todo o, 5,y € L, N;,,B = Nf*ﬂ = NJg.

Demostracion. Notemos primeiro que, polo axioma |(F4)l (a*)* = «. Comezaremos probando
que N 5 = NS 5

NV,/BZZN,/B%Z apMNio = > N3N

AeL AEL )\GI
g 5 VAN = X N = N g N
)\GI AET

A segunda igualdade é sinxela de comprobar de xeito similar facendo uso do anterior:

N =3 N) Oxg =) N NS > N
Y Y 7 ,,3 'yﬁ
\eT ] \eT m/\ez
= «NP E Oy = N%5 = N7 ..
ﬁ Aa* B Ao = ¥y 8 By
(F4) \eZ \eT

O

Observacion 4.4. Supohamos que se cumpren os axiomas da Definicion salvo |(F2)l Enton

non necesariamente se ten a reciprocidade de Frobenius. En efecto, sexa o conxunto punteado
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({0,1,2},0) e o conxunto de enteiros non negativos indexados en «, 8,7 € {0,1,2} como segue:
B _ N8B _

NO,oc - Ya,0 T 50437

NP,z = Ng,l =1,

N11,2 = N12,2 =2, N12,1 - N21,2 =1,

N21,1 = N22,1 =1, N11,1 = N22,2 =1
Por construcion, tense os axiomas [[F1)[(F3)I(F4)| e [[F5)l Agora ben, se a = 1,8 =2,y =1¢
p=2,

NPoNGy + N{pNT + NPoNG i =1-042-142-1=4,
mentres que
N3 Nfo+ Ny NP+ N3 Nfg=1-0+1-1+1-2=3,

e por tanto non se cumpre o axioma E sinxelo ver entén que non se cumpre a reciprocidade

de Frobenius tendo en conta que 1* =2 e 2* = 1. Por exemplo, se a =1, =2ey=1:
N11,2 =2#1= N11,1 = N11,2*-

Definiciéon 4.5. Sexa (Z,0) un conxunto punteado numerable. Unha regra de fusion non aso-
ciativa en (Z,0) é un conxunto de enteiros non negativos N que cumpren toédolos axiomas da

Definicion (4.2 salvo [(F2)l Engadese neste caso como axioma:

: . : v _ N8B
(F6) Reciprocidade de Frobenius. Para todo «, 3,7 € Z, Ny =Ng = NJg..

Definiciéon 4.6. (Anel asociado a unha regra de fusion). Sexa (Z,0) un conxunto punteado
numerable, e N = {N] 5 € Zy : «, B,y € T} unha regra de fusion (asociativa ou non asociativa)

sobre (Z,0). Construimos o grupo abeliano libre xerado polo conxunto B = {[a] : a € T}:

F(N) = {Zna[a] i N € Z, e case todo ng —0}.

acl
Equipando este Z-mo6dulo cunha operacion de multiplicaciéon definida sobre os elementos da base
[a] - 18] = Y N 501 (4.1)
vel

obténse unha estrutura de anel, chamada anel de fusion asociado d regra de fusion N.

Observacion 4.7. Notemos que, desta maneira, dados dous elementos calquera de F(IN), a suma

e o produto que estamos considerando son, respectivamente:

Zna[a] + Zn;[a] = Z(na +n;)[a]7

a€el a€l a€l

(Znaw)' S nsl8] | = 30 3 nanlol - 8D

acl BEL o€l e
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Proposicion 4.8. Nas condicions da Deﬁm'cz'dn a multiplicacion en F(N) estd ben definida

e proporciona unha estrutura de anel coas operacidns indicadas na observacion anterior.

Demostracion. Temos que ver que (F(N),+,-) estd ben definido e que se ten a propiedade

distributiva de - sobre +.

» O Axioma |(F1)|asegura que a multiplicacion esta ben definida en termos da base, xa que

a suma na Ecuacion (4.1]) ten un namero finito de sumandos non triviais.

» O produto é distributivo respecto da suma: primeiro, dados enteiros n,m € Z e [a], [8] € B,

pola estrutura de Z—moédulo tense que

(n+m)([a] - [8]) = (n+m) Y N s =n)_ NJsh)+m Y NJ 50

~ET ~ET vel
— n(fa] - [8) + m(la] - [8).

Sexan agora tres elementos calquera de F (NN ), expresamolos en termos da base e operamos:

(Zna[a]) > nplB+ > nilB] Z(Zna[a]> > (nfs +np)[B]

a€T BET BET a€Z BET
= Zzna (nj +n5)([e] - [8])
a€l el
=SS ] 8 + 3 3 metel - 9)
€l BT acT BeT
= (Z na[aJ> >8]
acl BeT
+ (Z N [a]> > nglB)
acel BeT

O

Observacion 4.9. Podemos notar as seguintes propiedades para os aneis de fusion asi construidos:

» Se se cumpre o Axioma |[(F2)| entén o anel F(NV) é asociativo. En efecto, comprobémolo
para os elementos da base: se «, 8,7y € Z,

([a] - 18) - 7] = (ZNQ,MAO =) Nag(N DD = Nag | D Ni,ul

\ET \eT \ET HeL

_ZZNAﬁva ZZ o, /\,v F2 ZZ By a>\
NET puel HEL NeT LET NET

=N "N ONE [ =Y N (] - [N) = [a] - (Z NMM)
AET RET AET AET

= [o] - ([8] - 7))
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» O axioma asegura que [o] é a identidade multiplicativa en F(N). Sexa a € Z:

[a] - [o] =) NJ.o] — > by = [al,

v€T yeT
e comprobase do mesmo xeito que [o] - [a] = [a].
» O Axioma|(F5) asegura que [i]* := [i*] define un anti-isomorfismo de aneis involutivo sobre

F(N). En efecto, a aplicacion x : F(N) — F(N) dada por

(Z naw) =3 nalo) = Y me]

acl ael acl
¢ unha involucion:
((Z na[@]) ) = (Z na[a*]> =Y nalaT =) nal(@)] =) nald]
acl acl acl acl acl

Ademais, é un anti-isomorfismo no anel F(N). En efecto, é evidente que [o]* = [o] e tense,

para a suma:

(Z nala] +) n&[@]) = (Z(na + n&)[@]) =D (na +ng)[0"]

acl acl acl acl
=3 nala’ ]+ > njla] = <Z na[oz]) + (Z n'a[a]) ,
a€l a€l ael a€el
e para o anti-produto:
D nala]d nslBl | = DD nan(al-B) | =D nanj(lal - [8)
a€L BET a€l BeT a€l BeT
-3 St (Sl ) D 3) D) WRATHIS
a€l BeT \eZ o€ BEL NET
= nam, N o nan’, N} *a*
2 2 2 e = 2 2 et | 2
=3 nan([87]- [07]) = Y 05[] > nala
€T BeT BeT €T
AL <Z na[a]> :
BeT a€l

Observacion 4.10. Coa observaciéon anterior concliese que, dada unha regra de fusiéon asociativa
N dun conxunto punteado numerable (Z,0), F(N) é un Z, —anel unital onde a base numerable
é B ={[a]: a € T}. Esta ademais dotado do anti-isomorfismo involutivo * e, como o neutro [o]

esta na base, é evidente que F (V) é un anel de fusion segundo a Definicion
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Proposicion 4.11. As definicions de anel de fusion (Deﬁnicz'o’n e a definicion de anel de
fusion asociado a unha regra de fusion asociativa dun conzunto punteado (Definicion @ son

equivalentes.

Demostracion. A observacion anterior pon de manifesto que a segunda definicion implica a pri-
meira. Comprobaremos entén que a primeira implica a segunda. Sexa (A, By,*) un anel de
fusion. Vexamos que existe un conxunto punteado (Z,0) e un conxunto de regras de fusion N
tal que o anel de fusion asociado a N é A. Basta considerar Z = I o conxunto de indices que
indexa a base By co elemento distinguido o = ¢ € I tal que b, = 1, que esta en B por definicion
de anel de fusion. Agora, N = {cfj 4,7,k € I} é un conxunto de regras de fusion. En efecto,

vexamos que se satisfan os axiomas:
(F1) E consecuencia da Observacion
(F2) Sexan i, 7,k € I fixados. Pola asociatividade do anel A, tense que
(bibj)by, = b;(b;by).
Desenvolvendo cada lado da igualdade obtemos

= (S = e = (S

lel lel lel el

A I A
=D e =) cijciba,

lel el Ael lel

por un lado e

bi(bjbr) = b; (Z cgkbl> = b)) =y (Z cf}b;)

ler lel lerl el
PN 1A
= E E Cjkcz'lbx\ = E E Cjkcilb)w
leT Ael el lel

por outro. Agora ben, por unicidade da expresion de (b;b;)by = b;(b;by) na base {b; }icr do
Z—modulo (A, +), terase que

LA LA
Z chicik = chkcil , para todo A€l
lel lel

(F3) Podemos escribir

bi=bi-1=0bi-bo=)» chbs.
kel

Agora ben, como {b;};cs é base de (A,+) entén, por unicidade da expresion, ck = .

Anéalogamente, clgi = 0,k
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(F4) Basta empregar o homomorfismo de grupos 7, xa que por linearidade:

T(bibj) =T <Z cfjbk> = Zcf]r(bk) = Zcfjéko = cpy-

kel kel kel

Agora, pola Deﬁnici(’)n ¢y = 7(bibj) = 0;=; e entén o elemento dual i* de i € I é o dado
pola involucién ¢ — 7*.
k*

(F5) Lembremos que, pola Proposicion ci; = T(bibjby), 7(x) = 7(2*), T(wy) = 7(yz) € que

(bibj)™ = b3b; (isto tltimo por ser * un anti-isomorfismo de aneis). Enton:

cfj = 7(bib;by) = T((bib;bp)*) = 7(br(bib;)*) = T(beblb}) = 7(bb}bi) = c;?::,.*.

(F6) A reciprocidade de Frobenius esta probada de duas formas, unha nesta seccion e outra na

Seccion 3.1} na Proposicion [3.8

Concluindo, dado que a base é B = {b; }icr, que o anel de fusion asociado a N, F(N), constriese
a partir do Z—modulo libre xerado por By e que a multiplicacion dos elementos da base coincide

nas duas definicions (sen mais que observar as expresions), F(N) = A. O

Proposicion 4.12. Sexa G un grupo numerable (ou finito) con elemento neutro 1 € G (coa
notacion multiplicativa), e consideremos (G,1) como un conzunto punteado numerable. Enton,

o conzunto de enteiros non negativos Ng = {Ngﬁ ca, B,y € G} dado por

N 1, seaf =+ (co produto en G),

a?ﬁ - .
0, en caso contrario,
define una regra de fusion asociativa sobre (G,1) onde o* = a~'. Ademais, o anel de fusion

F(Ng) € isomorfo ao anel de grupo Z[G].
Demostracion. Para ver que é unha regra de fusion asociativa, verifiquemos os axiomas:

(F1) Sexan a, 8 € G, o conxunto {y €7 : Ngﬁ #0}={y€Z:af=v}={aB}, que é finito.

(F2) Temos que comprobar que dados «a, 8,7 € G,

ZNE\,“/NS,A = ZNo)z\ﬁNf\L,'y )

AeT \eZ
para todo p € Z. Fixados «, 8,7 € G, terase que, para A € G, os coeficientes Né:7 son nulos
salvo cando A = (37, de forma que o tnico sumando do lado esquerdo que pode non ser
nulo para algin p € G é N gzN a” By Anéalogamente, no lado dereito obtemos que o tnico
sumando que posiblemente non é nulo é N;Z%N (5,8,7' Do mesmo xeito, ambos sumandos

anularanse cando u # a8 e valeran 1 cando u = a7, o que conclie a igualdade.
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(F3) Dado que o 1 é o neutro do grupo G, al = la = «, de forma que N(ﬁl = Nf:a = 0aj-
(F4) Sexa o € G arbitrario, o inverso a~! € G é o tinico elemento que cumpre aa™! = o la =1

e asi, Ncluﬁ =N}, = 0013

(F5) Tense que f*a* = f~la~! = (aB)~!. Entén, por unicidade do neutro, (a8)~! =~y ! see

s6 se aff =, de forma que N, = Ngila—l = Ng*a*.

Por ser asociativa a regra de fusion, cumpre a Reciprocidade de Frobenius tamén.

Comprobemos agora que, en efecto, F(N¢g) é isomorfo a o anel grupo Z[G] (Definicion |1.40)).
O anel de fusion xerado pola base {[g] : ¢ € G} é da forma

F(Ng) = an[g] ing € Z eng =0, para case todo g € G
geG

Co cal, as definiciéns son equivalentes, asi como as operaciéns, polo que basta considerar a

aplicacion f: F(N) — Z[G] dada por f ([g]) = g, estendida naturalmente como

f an[g] = Zagf([g]) = Zagga

geG geG geG

que é trivialmente un isomorfismo de aneis. O

4.2. Morfismos de fusion

Nesta secciéon, definiremos as aplicacions que conservan a estrutura entre aneis de fusién
e estudaremos as sdas propiedades, co obxectivo de definir a categoria dos aneis de fusion e

caracterizar os seus grupos de automorfismos.

Empregaremos o termo regra de fusidn cando queiramos referirnos indistintamente a regras

de fusion asociativas e a regras de fusién non asociativas.

Definicién 4.13. Sexa (Z;, 0;) un conxunto punteado numerable e N; unha regra de fusion sobre
(Z;, 07), para ¢ = 1,2. Un morfismo de conxuntos punteados f: (Z1,01) — (Z2,02) dise que é un

morfismo de regras de fusion se para cada «, 8 € 11,

E’Yef_l({li}) Nlﬂ, se Kk € f(Il) C I,

0, se k €\ f(Th) C Is.

Nfw).18) =

Ademais, se (Z1,01) = (Z2,02) e f & bixectiva, diremos que é un automorfismo de regras de

fusion.
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Definicion 4.14. Nas condiciéns da definicion anterior, se f é un morfismo de regras de fusion,
chamamos morfismo de fusion asociado a f & aplicacion F(f): F(Ni) — F(IV2) estendida pola

conservacion das operacions da estrutura. Isto é, para cada a € F(Ny):

F(f)(@) =F(f) | Y nalal | = > nalf(e)].

De xeito que para cada «, 8 € 71,

F(A)([@lIB]) = F(f) | 20 NagN | = D NaslfV].

AeTy eIy

Exemplo 4.15. Sexa N unha regra de fusion sobre o conxunto punteado (Z, o). Entén, a apli-
cacion identidade no anel de fusion Idr(y), ¢ un morfismo de fusion asociado ao morfismo de

regras de fusién dado pola identidade Idz.

As duas proposicions seguintes séguense inmediatamente da Definicion

Proposicion 4.16. Sexa (Z;,0;) un conzunto punteado numerable e N; unha regra de fusion
sobre (Z;,0;), para i = 1,2. Todo morfismo de fusion F(f) asociado a un morfismo de regras de

fusion f: (Z1,01) = (Z2,02) € un homomorfismo de aneis.

Demostracion. Sexa F(f) o morfismo de fusion asociado a f e a,b € F(N). Por un lado,
F(f)([o1]) = [f(01)] = [02]. Por outro lado, para a suma, se a,b € F(Ny),

F(Ha+b)=F(f) [ Y nalad + Y nolal | = D (na +ng)[f(@)]

o€l acly a€ly

=Y nalf(@)] + Y nolf(@)] = F(f)(a) + F(f)(b).

a€cly a€cly

Para o produto, vexamos o que ocurre primeiro cos elementos da base. Sexan «, 8 € 71,
F(N)([B) = F(f) | D Nagl | = > Naslf vl
AeTy ALy

Por outro lado,

F(H)([DEAB]) = F@NF B = D Nfay ) [H]

KEL>

= Y Niasall + D Niaselkl
kef(T1) K€L\ f(Z1)
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Agora ben, por ser f un automorfismo de regras de fusion, a segunda suma é cero. Empregando

enton a definicién de morfismo de regras de fusién,

F(A(DEN) = Y Niasplkl= > > N | LX)
)

k€ f(Ty kEF(T1) \vef-1({x})
= 3" N2LFON] = F(H)([][8).
eI,

Finalmente, a extension a calquera par de elementos de F(N) é sinxela:

F(f) | D _nalal Y nGl8] ) = F() [ DD nans(dlB]) | =D > nanbF(f)([a]l8])

o€l BET a€T BeT a€T BeT

=35 nany F(H) (D) F()((B])

a€l el

=> " naF(f)([a]) > nlF(f)(18])

acl BeL

= F(f) (Zna[a]> F(f) anﬁ[ﬁ]

acl BeT

Proposicion 4.17. A composicion de morfismos de fusion € un morfismo de fusion.

Demostracion. Sexa (Z;,0;) un conxunto punteado numerable e N; unha regra de fusion sobre
(Z;,04), con i = 1,2, 3. Consideremos, para cada i = 1,2, 3 o anel de fusion asociado a N;, F(N;).
Tomemos ademais dous morfismos de regras de fusion fi : (Z1,01) = (Z2,02) e f2 : (Z2,02) —
(Z3,03) e os morfismos de fusion asociados F(f1): F(N1) — F(N2) e F(f2): F(N2) — F(N3).
Comecemos vendo que fa o fi é un morfismo de regras de fusiéon. En efecto, pola Definicién

fa(fi(o1)) = fa(02) = 03 e, para cada «a, f € Z;, tense:

N _ ) e @ Niwney s R € (D),
Fa(f1(e). f2(f1(8)) 0. se K € I3\ f(Za).

Agora, como f; é un morfismo de regras de fusion,

e s ({RY) (Zvefﬂm) N&yﬁ) , sek € fa(Te) e ¥ e fillh),

0, noutro caso.

N (F1(0)), f2(11(8))

Notemos que se y € fi(Z1), enton K = fo(7) € f2(f1(Z1)), logo

eyt Nagr e F € fa(fi(T2),

N (h(@)) fa(a8) = {
0, noutro caso.
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Asi, fo o f1 € un morfismo de regras de fusion, do que se segue que F'(fz o f1) é un morfismo de

fusion. Finalmente, sexa o € 77,

F(fao fi)([ad) = (f20 fi)([a]) = fa(f1([a])) = f2(F(f1)([a])) = (F(f2) o F(f1))([a]),

co que
F(f20 f1) = F(f2) o F(f1).
O

Definicién 4.18. Tendo en conta a Proposicion [£.17] e o Exemplo [£.15] podemos definir a
categorfa dos aneis de fusion C = Fus como segue: os obxectos son os aneis de fusién asociados
a unha regra de fusiéon nun conxunto punteado numerable, para cada F(Ny), F(N3) € obx(C),
Hompg,s(F(N1), F(N2)) € o conxunto de morfismos de fusion de F(Np) en F(Nz2); e a lei de

composiciéon é a dada pola composicién de aplicacions.

Caractericemos agora os automorfismos en C = Fus. Sexa (Z,0) un conxunto punteado nu-
merable e N un conxunto de regras de fusiéon en (Z,0). Para empezar, se f : (Z,0) — (Z,0) é un
automorfismo de regras fusion (Definicion 4.13)), entén f~!(01) = f~(f(01)) = 01 e, ademais,

- NI , para todo vy € 7.

N )
Nos = Ni-1@).1(-1(8) = Ny-1(a).5-1(8)

S~ e)

Notemos que como f & bixectivo, Z; \ f~1(Z;) = 0. Asi, f~! ¢ un automorfismo de regras de

fusién. Agora, observemos que, pola Proposicion [4.17]

F(f)oF(f™) = F(fo [™') = Idrn,),

e viceversa, co que F(f)™' = F(f~!). Concliese directamente que F(f)~! é un morfismo de
fusion. Deste xeito e tendo en conta a Definicion caracterizamos de duas formas os automor-

fismos de C = Fus (que denominaremos automorfismos de fusion):

(AF1) Son aqueles morfismos de fusion F(f) : F(IN) — F(IN) que posten inversa para a compo-
sicion de aplicacions.
(AF2) Son os morfismos de fusion F(f) : F(N) — F(N) tales que f é un automorfismo de regras

de fusion.

Notemos finalmente que, pola Proposicion o grupo de automorfismos de fusion Autgys(F(V))
¢ un subgrupo de Autging(F(N)).

Exemplo 4.19. Todo automorfismo de fusién é un automorfismo de aneis, pero non necesaria-
mente coinciden ambos grupos. Por exemplo, consideremos o grupo multiplicativo Z/27Z = {1, 1}
e o seu anel de grupo sobre Z, Z[Z/2Z], xa detallado no Exemplo [1.42| Pola Proposicién

podemos ver Z[Z/27Z] como un anel de fusion sobre o conxunto punteado (Z/27Z,1). Neste caso,
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dado que os isomorfismos de conxuntos punteados deben cumprir f(1) = 1, o tnico posible é a

identidade. Asi pois, todo automorfismo de fusién debe cumprir, para calquera n,m € Z,
fin+m7)=nf(1)+mf(r) =n+mr,

co que Autrys(Z[Z/2Z]) = {Id}. Sen embargo, f: Z[Z/2Z] — Z[Z/2Z] dado por f([r]) = —[7] é

un automorfismo de aneis que non é un automorfismo de fusion.

Sabemos que todo morfismo de fusion é un morfismo de aneis (Proposicion [4.16)), pero o
reciproco non ¢é certo (Exemplo [4.19)). A seguinte proposiciéon da unha condicion suficiente para

que un morfismo de aneis sexa un morfismo de fusion.

Proposicion 4.20. Sexa (Z,0) un conzunto punteado numerable, N unha regra de fusion sobre
(Z,0) e consideremos un morfismo de conzuntos punteados que é unha permutacion dos indices

f:(Z,0) = (Z,0). Se F(f) € un homomorfismo de aneis, enton é un morfismo de fusion.

Demostracion. Por ser F'(f) un homomorfismo de aneis, se o, € Z,

Agora ben, por un lado,

f(a[B]) = f (Z NS,g[M]) =D Nagf(N) = Naglf ],

AT AET AEL

e por outro, empregando a bixectividade de f,

Fa)F(8) = (@B = SN o PO

AEL
Finalmente, pola unicidade da expresion de F(f)([a][8]) = F(f)([o])F(f)([8]) na base {[q] :
a € 7} do Z—modulo (F(N), +), temos que

N]{((;\)),f(ﬁ) = é‘ﬁ, para todo A € Z.

Asi, f é un morfismo de regras de fusion O

Proposicion 4.21. Sexa G un grupo numerable con elemento neutro 1 € G (notacion multipli-

cativa), e consideremos o anel de grupo sobre 7 asociado, Z[G], como un anel de fusion, como

na Proposicion . Enton, Autrys(Z[G]) = Autgp(G).

Demostracion. Lembremos que na Proposicion toméabamos (G, 1) como o conxunto puntea-
do numerable sobre o que se definia o anel de fusion Z[G]. Asi, todo automorfismo de grupos
[ € Autgrp(G) € un morfismo de regras de fusion. En efecto, f(1) =1 e se o, 8,7 € G, tense

1, seaf =7y

¥ Y ’
NOé

B .
0, en caso contrario.
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E tamén

WL se i@ = £q).
Jla),f(8) —

0, en caso contrario.
Agora ben, como f é un automorfismo de grupos,
flap) = f(@)f(B) = f(7)-
Pola inxectividade, isto é equivalente a que a8 = -y, co que
F) _ N7
Nia).s08) = Nag-
Notemos que, por ser f bixectiva, G\ f(G) = 0. Agora ben, cada f € Autg.p(G) induce entén

un automorfismo de fusion F(f) € Aut,s(Z[G]). Sexa a aplicacion
Auterp(G) —— Autpys(Z[G))
fr——— F(f) : Z|G] —— Z|G]

de(; agg — deG agf(.g)

Polo feito ata agora, esta ben definida. Vexamos que é un isomorfismo de grupos:

» F(fog)=F(f)oF(g), segundo o visto na Proposicion
= Comprobemos a inxectividade:
Ker(F) = {f € Auterp(G) : F(f) = Idgq},

logo se f € Ker(F), F(f)(g) = f(g) = g para todo g € G, entén f = Idg e o nucleo é

trivial.

» Para a sobrexectividade, como cada F(f) € Autgus(Z[G]) ven inducida por un morfismo
de regras de fusion f € Autgp(G) (Definicion [4.13), enton f é o antecedente buscado.

4.3. Unidades nos aneis de fusion

Nesta seccién imos definir as unidades nos aneis de fusion, elementos especiais que nos permi-
tirdn introducir os equivalentes, neste contexto, da conxugaciéon e dos automorfismos interiores
dun grupo. Lembremos que estes tltimos, tal e como se indicaba na Observacion [2.9] constittien

a obstruccion principal para que a categoria dos grupos non poida ser finitamente universal.
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Definiciéon 4.22. Sexa N unha regra de fusion sobre un conxunto punteado numerable (Z,0).

Dado v € Z, dicimos que [v] é unha unidade no anel de fusién F(N) se N« = N& , = do o para

todo a € Z. Isto &, [v] € unha unidade en F(N) se, e s se, [V][v*] = [v*][v] = [o]. O conxunto de
unidades en F(N) denotase por U(F(N)).

Observacion 4.23. Notemos que se [v] € U(F(N)), enton [v*] € U(F(N)), xa que [(v*)*] = [v].

Para o que resta desta seccién, N denotara unha regra de fusién asociativa sobre un conxunto

punteado numerable (Z,0).

Lema 4.24. Sezxa [v] € U(F(N)). Enton para todo o € T existe v € T tal que [v][a] = [7].

Demostracion. Sexa [v] € U(F(N)) e a € Z. Enton,

o] =Y N,

yeL

onde todolos coeficientes son non negativos. Empregando a asociatividade e que [v] é unha

[o] = [ole] = W ]([V]la) = D NJal I =D Y NoaNp-

yEL 6€Z veT

unidade,

Agora ben, posto que B = {[v] : v € Z} é unha base do Z—mddulo (F(N),+), a unicidade da

ZN7 Ng. . =

YEL

expresion implica

E como N, = N% ~ bola Reciprocidade de Frobenius, obtemos

D (NP =1,

yeEL
o cal é posible en Z se, e s6 se todolos sumandos, excepto un, son triviais e o sumando non

trivial é igual a 1. Dito doutro modo, se, e so se [v] - [a@] = [y] para algtn vy € Z. O

Lema 4.25. Se [v] € U(F(N)), enton para todo o € T existe v € T tal que [a][v] = [v].

Demostracion. E exactamente igual ca do Lema pero multiplicando pola dereita en vez de

pola esquerda. O

Lema 4.26. Sexza U(F(N)) o conzunto de unidades no anel de fusion F(N). Enton, a multi-
plicacion en F(N) dd lugar a unha estrutura de grupo multiplicativo sobre U(F(N)) na que o

elemento neutro € 0] e, para calquera unidade [v], o seu inverso en U(F(N)) € [v*].
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Demostracion. Sexa [v], [u] € U(F(N)). Segundo o Lema existe v € Z tal que [v][u] = [7].
Como [i]* := [i*] induce un anti-isomorfismo en F(N) (pola Observacion [4.9),

Para [y*][y] = [o] é analogo co Lema Asi, [y] € U(F(N)). E dicir, a multiplicacién en
U(F(N)) é pechada. Ademais, - é asociativa en F(N) co que tamén o serd en U(F(N)).

Por outro lado, o elemento neutro en U(F(N)) é [o], xa que é trivialmente unha unidade e o

neutro multiplicativo en F(N).
Finalmente, se [v] € U(F(N)), enton [v*] € U(F(N)) (pola Observacion [4.23) e [v][v*] = [o]
implica que [v*] actiia como [v]~! en U(F(N)).

O
Exemplo 4.27. Sexa G un grupo numerable con elemento neutro 1 € G (coa notaciéon mul-
tiplicativa). Consideremos Z[G] como un anel de fusién como na Proposicién [£.12} Enton G

U(Z|G]). En efecto, pola Observacion G pode identificarse cun subgrupo de U(Z[G]) e
resulta evidente que dito subgrupo é U(Z[G]), por definicion.

Definicion 4.28. Sexa [v] € U(F(N)). Chamase conzugacion de fusion por v & aplicacion:

F(N) -2 F(N)
la] — [V][a][v"].
Proposicion 4.29. Nas condicions da definicion anterior, 1, € un automorfismo de fusion para

cada [v] € U(F(N)).

Demostracion. Fixado [v] € U(F(N)), polo Lema existe un tnico v € Z tal que [v][a] =
[1] e polo Lema existe un tnico v € Z tal que [y1][v*] = []. E dicir, para cada a € T existe
un tnico v € 7 tal que [v][e][v*] = [y]. Polo tanto, podemos establecer unha bixeccion en Z dada

por f,(a) =~. Agora ben, notemos o seguinte:

= Primeiro, se tomamos o € Z, temos que

co que f,(0) = 0. Asi, f, € un morfismo de conxuntos punteados.
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» Para calquera a, 8 € Z,
Yu([a][B]) = [V][a][B][v*] = V][] [v][v*][B][v"] = ¢u (o) ([B])-

Entoén, pola Proposicion F(f,) =1, e un morfismo de fusion. O

Definicion 4.30. O conxunto de conxugacions de fusion por cada unidade,
Inn(F(N)) == {thy : [v] € U(F(N))},
denominase automorfismos de fusion internos de F(N).

Proposicion 4.31. Nas condicions da definicion anterior, Inn(F(N)) ten estrutura de grupo
coa composicion de aplicacions e, polo tanto, € un subgrupo do grupo de automorfismos de fusion
en F(N).

Demostracion. Vexamos primeiro que a composicion ¢ pechada en Inn(F(N)). Sexan [v], [u] €
U(F(N)). Polo Lema {.26], [v][n] = [y] € U(F(N)), co que 1, esta ben definida. Agora, temos

que, para cada o € Z,

(Vw0 Yu)([ed) = ¢ ([l [w7]) = (D[ (W ][v]) = D[edlv'] = ¢4 ([al).

Asi, a composicion de conxugacions de fusion é unha conxugacion de fusion.

Por outro lado, a asociatividade séguese do feito de que a composicion de aplicacions é asociativa.

Notemos ademais que

Yo([8]) = [o][B][o] = [B], para todo 5 € T.

Co que 1o = Idz(ny ¢ 0 elemento neutro en Inn(F(N)). Finalmente, se [v] € U(F(NV)),

Yy 0 thyr = thyx 0Py = Po = Id]-'(N)a
logo 1,1 = 1)« e temos un inverso para cada elemento de Inn(F(N)). O

Exemplo 4.32. Sexa G un grupo numerable con elemento neutro 1 € G (coa notacion multi-
plicativa) e consideremos a Z[G] como un anel de fusién como na Proposicion Xa vimos
que Autpys(Z[G]) = Autgrp(G) na Proposicion e que G = U(Z[G]) no Exemplo Enton,
para cada g € G, o morfismo de fusiéon 1), da Definicién non é mais que o inducido pola
conxugacion (pola esquerda) por g (véxase a Definicion .



Capitulo 5

Realizacion de grupos na categoria dos

aneis de fusion

Este tdltimo capitulo estéd dedicado demostrar a universalidade finita da categoria dos aneis
de fusion, C = Fus (véxase a Definicion . A partir de agora, dividiremos a categoria dos aneis
de fusion en dous e denotaremos por AFus a (sub)categoria dos aneis de fusion asociativos e por
NAFus a dos aneis de fusién non asociativos. Este capitulo dividese en duas partes, presentando

o estudo do problema de realizacién en cada unha das categorias anteriores.

Na primeira parte, retomamos a dificultade que impedia a universalidade finita da categoria
C = Grp: non todo grupo finito G pode realizarse como o grupo de automorfismos interiores
doutro grupo H (véxase o Teorema e a Observacion . Mostramos que esta limitacién non
aparece na categorfa C = AFus cando o grupo en cuestiéon é abeliano. Para iso, baseAmonos no
estudo da Seccién e utilizamos un anel de fusién particular, o chamado anel de fusion de
Haagerup-Izumi, descrito en [25]. Isto permitenos realizar grupos abelianos finitos como grupos

de automorfismos internos de aneis de fusion asociativos.

Na segunda parte, estudaremos a universalidade finita de C = NAFus (e, polo tanto, de
C = Fus) a través dun novo obxecto matemético: o anel de fusién asociado a un grafo simple.
Esta construcion aproveita o teorema de Frucht (Teorema para demostrar que todo grupo
finito pode realizarse como o grupo de automorfismos dun anel de fusién, que neste caso sera non
asociativo. Con esta construciéon, mostramos que a categoria C = Fus é finitamente universal,
resultado que, ata onde sabemos, non fora demostrado con anterioridade e que constitiie unha

achega orixinal deste traballo.

49
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5.1. Realizabilidade en C = AFus

Nesta seccién resolveremos parcialmente o problema da realizaciéon de grupos finitos na ca-
tegoria C = AFus. En concreto, resolveremos a dificultade exposta no Capitulo [2| (véxase a
Observacion [2.9) demostrando que todo grupo abeliano finito pode realizarse como grupo de

automorfismos internos dun anel de fusién asociativo.

5.1.1. O anel de fusién de Haagerup-Izumi

Os conceptos de regra de fusion, Definicion [£.2] e de anel de fusién, Definicion [£.6] son

esenciais para comprender con claridade a construcidén que se presentard a continuacion.

Definicion 5.1. Sexa G = {g1 = 1,...,¢g,} un grupo abeliano finito (notaciéon multiplicativa).

Sexa {t1} un conxunto de forma que podemos considerar o conxunto finito (de xeito formal)
T = {t; := 1ty, to:=got1,...,tn := gnl1}.

Chamamos anel de fusion de Haagerup-Izumi asociado a G, que denotamos por HI(G), ao anel
de fusion xerado polo conxunto punteado (G U T, 1) equipado coa regra de fusion N que induce

en F(INV) o seguinte produto X entre os elementos da base:

gi X gj = 9i9j,
gi X tj = (gigj)t1,
ti x g5 = (gig; t1,

n
t; X tj = gigj_l + Ztk.
k=1

Proposicion 5.2. Sexa G un grupo abeliano finito. Enton HI(G) € un anel de fusion, que é

ademais asociativo.

Demostracion. Comecemos recordando a Proposicion [I.11] pola que é suficiente probar que
(F(N),+,-) é un anel asociativo, que 1 é a unidade multiplicativa en F(N) e que existe un

anti-isomorfismo involutivo * : F(N) — F(N).

= Asociatividade. Temos que comprobala para tédolos elementos da base. Empregaremos a

asociatividade en G. Primeiro, suponamos que temos tres elementos de G:

(9i % g5) X gk = (9ig5) % g& = ((9:95)9r) = (9i(959%)) = 9i % (g59r) = gi % (g5 X gr)-
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Agora, tomemos dous elementos de G e un de T

(9i % gj) %tk = (9i95) * te = ((9i95)9x)t1 = (9:(gi9%))t1 = gi % (gj9)t1 = gi ¥ (g5 X ti).
(i % t;) % g = (9i97)t1 % gk = ((9:97) 95, Vi = (9i(g59; )1 = gi % (9595 Vt1 = gi x (; % gr).

(t: % g5) % g = (9i9; Yt % g = ((939; g, Hta =, (9ilgion)” Yt = gi x (gjgr) = ti x (g; X gr)-

Continuando co proceso, se temos un elemento de G e dous de T

(gi X t;) Xt = (9i95)t1 X te = ((9:95)9 ") + Z 1= (9 (959: ) + Zgzgltl

n
= gi % (995, + D _t) = gi x (t; x tg).
=1

(ti % g;) * te = (gi9; )t X te = (997 Dag ") + th = (ailgige) ™) + th = t; X (g500)t1

=1; X (gj X tk>.
(ti x t5) X g = <gzgj +th> x gk = ((9i9; " gk) +Zgzgk t1 o) (9i(g595, ") +th
=1 =1
=1; X (.gjg]; )tl =1; X (tj X tk).
Por dltimo, para o caso dos tres elementos en T', notemos primeiro que
n n n
(t; x ;) X ty = (gz-gj_l + Zm) x te = ((gi9; ge)ti + ) (919131 T ZU> )
1=1 =1 A=1

e, por outro lado,

n n
ti X (tj X tr) = t; X (gygk + th) (9:(gjg, )t + Y (gigz + th)
=1 A=1
n
((9:95 ) t1+z 99 th :
(1).(2) = —~

Nas igualdades anteriores, en (®) empregamos o feito de que G é abeliano e en (1) que en
todo grupo G tense, para todo g;, g € G, ;G = G = ng*l, o cal é evidente pola existencia

dos inversos de cada elemento de G.

» Que 1 € G é a unidade multiplicativa en F(N) é evidente por ser g1 = g = 1g para todo
g € G e pola definicion de HI(G).

= Comprobemos agora que todo elemento en G LIT ten un dual. Notemos primeiro que a
unidade 1 estd na base GUT, co que o homomorfismo de grupos 7 : HI(G) — Z (véxase a
Definicion [3.4)) se trivializa e resulta, para cada x € GUT),

1, sex =1,
m(z) = {

0, noutro caso.
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5.1.2.

1

Deste xeito, para os elementos de G, como g x g~ = 1, temos que 7(g X g_l) =1 e, pola

propia construcién de HI(G) (Definicion [5.1)), 7(g x s) = 0 para cada s € HI(G) con s # g.
Asi, segundo a Definicion , tomamos g* := g~ 1.

Centrémonos agora nos elementos de 7. Sexa i € {1,...,n} fixado e t; € T'. Por definicion,
n
Xt = gig; ' + Ztk,
k=1
para cada j € {1,...,n}. Agora, por ser 7 un homomorfismo de grupos,
n
T(ti x tj) = 7(gig; ) + Y m(tk) = 7(gi9; ")
k=1

Deste xeito, segundo o que comprobamos para os elementos de G, 7(t; X t;) = 1se j =1
e 7(t; x tj) = 0, se j # 4. Agora ben, tendo de novo en conta a definicion de HI(G),
7(t; x s) =0, para todo g € G. Finalmente, podemos definir ¢} := ¢;.

Co anterior, temos unha aplicacién * : G UT — G UT que cumpre a primeira parte da
Definicion [3.7] Vexamos que a extension natural ao anel é un anti-isomorfismo involutivo:
que é involutivo é evidente por selo na base, e para comprobar que é un anti-isomorfismo
de aneis, basta probar o anti-produto nos elementos da base. En efecto, considerando

9i,9j,ti,t; € GUT e tendo en conta que G ¢ abeliano:

(gi % 95)* = (9i95)" = (9ag;) " = 9; "9, " = g} x g},
(g5 x t5)* = ((gig;) - t1)* = (gig;) - t1 = (g5(g; ) ™") - t1 = (t; x g ") = (£ x g}),

(ti % g;)" = ((9ig; 1) -t1)" = (gigy ") -t1 = (95 '90) - t1 = (g; " x ta) = (9] x t7),

n n
(t; x 1) = (9ig; ") Ztk (g7 )7+ Dtk = (997 ) + Y _te = (5 x 1),
k=1 k=1

En conclusion, F(N) é un anel base unital cunha base de rango finito, co que é un anel de

fusion (véxase a Definicion |4.6]).

Resultado principal

Unha vez introducidos os aneis HI(G) para cada grupo abeliano finito G, estamos en condi-

cions de demostrar que todo grupo abeliano finito é isomorfo ao grupo de automorfismos internos

dalgin anel de fusion asociativo F(NN) € obx(AFus). Con iso, resolvemos o obstéculo sinalado no

Capitulo [2| (véxase a Observacion [2.9)) no caso abeliano, o que constitiie un avance significativo

na realizacién de grupos finitos como grupos de automorfismos de aneis de fusién asociativos.



5.1. Realizabilidade en C = AFus 53

Lema 5.3. Sexa G un grupo abeliano finito. Enton o grupo de unidades (Definicion
UHI(G)) = G.

Demostracion. Os tnicos elementos s € G U T tales que o seu dual en F(N) cumpre s X s* =1
son os elementos de G, co que a bixeccion f : U(HI(G)) — G dada por f(g) = g é trivialmente

un isomorfismo de grupos. O
Lembramos que, para un grupo abeliano finito G, Tors(G) denota o subgrupo de G dos

elementos de orde 2 (véxase Definicion [1.34)).

Teorema 5.4. Sexa G un grupo abeliano finito. Enton, existe un anel de fusion asociativo
F(N) € obx(Fus) tal que
G/ Tora(G) = Inn(F(N)).

Demostracion. Primeiro de todo, polo Lema UHI(G)) = G, co que para cada g; € G,
os automorfismos 1y, € Inn(HI(G)) (Definicion [4.28)), estan ben definidos. Ademais, por ser G

abeliano, cumpren
Vg, (95) = gi X gj X gf = 9i9;9; " = 9j,
Vg, () = gi X t; x g5 = ((9ig5) - t1) x 9§ = (9i959:) - t1 = (g79;) - t1,

co que 14, serd trivial se, e s6 se (g?gj) -t1 = tj, 0 que ocurrird se e sO se gggj = g; ou,

equivalentemente, se e s6 se gi2 =1.

Sexa agora a aplicacion
Y : G — Inn(HI(G)),

dada por ¥(g;) = 14,. Vexamos que é un homomorfismo de grupos: se g;,g; € G,
¥(gigj) = z/’gigj = thg, © ng = (gi) o ¥(g;),

onde a segunda igualdade esta probada na Proposicién Agora, se calculamos o nucleo de 1,
Ker(y) = {g: € G : ¢y, = Idmic)} o {9i € G : g7 =1} = Tory(G),

onde a igualdade (®) séguese da equivalencia obtida mais arriba.

Isto garante que Tors(G) é un subgrupo normal de G por ser o nicleo dun homomorfismo de

grupos. Finalmente, grazas ao primeiro teorema de isomorfia (Teorema [1.24]), deducimos que

G/ Tora(G) = Inn(HI(G)).
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Contamos xa con todos os elementos necesarios para probar que todo grupo abeliano finito

podese realizar como grupo de automorfismos internos dun anel de fusion.

Corolario 5.5. Sexa G un grupo abeliano finito. Enton existe un anel de fusion F(N) tal que
Inn(F(N)) =G.

Demostracion. Polo Teorema podemos escribir G como
G= G(Q) G H,
onde H é un grupo de orde impar e
Go) = Loy @ -+ @ Ligin,

para certos ki, . . ., k, enteiros positivos (notemos que G/ ¢ o grupo trivial no caso en que 2 { G).
Definimos
G X Ligky11 D -+ D Lggp 11 & H.

Comprobemos agora que G =2 G/ Tory(G). Primeiro, pola Proposicion m temos que
Tora(G) = Torg(Zok, 1) @ . . . @ Tora(Zogkn+1) @ Tora(H).

Agora ben, como cada subgrupo Zy, ¢ ciclico e 2|2% polo Teorema cada un destes grupos
contén un tnico elemento de orde 2. Dito elemento é, precisamente, 2%, pois 2 - 2k = 2kitl =

(ou sexa, 28 4 2% = 0). Ademais, Tory(H) = {0}, xa que & un grupo de orde impar. Deste xeito,

TOI"Q(G) =7o® - D Lo.
-
n)

Notemos agora que, para cada i € {1,...,n}, polo teorema de correspondencia de grupos (Teo-
rema [1.26]), 2kiZ/2ki“Z ¢ un subgrupo de Z/2%%1Z. Vexamos que ten orde 2: polo segundo
teorema de isomorfia (Teorema [1.25)),

Z/2% 17,
ord (W) = ord <Z/2kZZ> == Qki;

e ademais ord(Z/2%F17Z) = 2k+1 o que

ord(Z/2%+17)

d(2kiz/2%*7) =
ord(2"Z/ ) = oz )

= okt joki = o,
Como hai un tnico grupo de orde 2 salvo isomorfismos, Z /27 = okiz, / 2ki+t17, e enton, aplicando
de novo o segundo teorema de isomorfia (Teorema [1.25)):

Lgk;+1 Z/2% 17

& =Tk .
Loy 2Rz j2Rit17, — T2
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Empregando agora a Proposicion [1.37}

— — Zioky+1 D - D Ligkn+1 © H Zioky+1 Ziokp+1 H
G/ Tory(G) = =21 2 > 2 g PP X Lo, D DL OH = G,
/ Tors(G) To 576 (0] 7, Zy Oqoy = Lo ® Bl ®
Finalmente, polo Teorema tense que
Inn(HI(G)) = G/ Tory(G) = G.
O

5.2. Universalidade finita de C = NAFus

Ao considerar grupos finitos arbitrarios (non abelianos) non se poden empregar procedemen-
tos similares aos utilizados na secciéon anterior para estudar se son realizables en C = NAFus.
Nesta seccion, empregaremos unha ferramenta importante no estudo da universalidade finita de
categorias: o teorema de Frucht, que nos garante a universalidade finita da categoria dos grafos
finitos e simples. Para levar a cabo esta tarea, imos analizar como se relacionan os grafos cos

aneis de fusién a partir dun novo obxecto: o anel de fusion asociado a un grafo simple.

Dado un grafo simple finito G = (V, E), consideremos o conxunto
B = {(v.w) : {v,u} € B},

de todolos pares ordenados formados polas aristas de E. Sexa ademais un conxunto {o} tal que
{o} N (EUV) = 0. Finalmente, definimos

Ig=FE UV U{o}.
Definicién 5.6. Definimos a operaciéon concatenacion no Z—modulo xerado por Zg como segue:

= Se (u,v), (w,t) € B,
(u,t), se v=w e u#t,
(u,v) - (w,t) = o, sev=w e u=t, (5.1)

0, noutro caso.

= Se v,w € V, entonces

(v,w), se {v,w}eFE e v#uw,
vow = o, se v=uw, (5.2)

0, noutro caso.
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» Se (u,v) EEeweV,

0, mnoutro caso.

u se vV =w
(U,U)'w:{ ) )

v, se w=u
w-(u,v):{ ’ ’

0, mnoutro caso.

Finalmente, a concatenacion co elemento distinguido o definese como segue: se (u,v) € E

(U,U)'OZO'(U,’U):(U,U),
w-0=0 w=w,

O-0 =0.

(5.3)

(5.4)

(5.5)

Recordemos que na Definicién introducimos a nocion de anel de fusion F(N) asociado a

unha regra de fusién N.

Proposicion 5.7. Seza G = (V, E) un grafo simple finito e (Zg,0) o conzunto punteado dotado

das regras que inducen a operacion concatenacion, que denotamos por Ng. Enton, Ng € un

conzunto de regras de fusion, e polo tanto F(Ng) € un anel de fusion, que denominaremos anel

de fusién asociado a G.

Demostracion. A proba reducese a calcular Ng e probar que é un conxunto de regras de fusion.

Tendo en conta a definiciéon da concatenacion, é sinxelo ver que, para cada v € Zg fixado, os

elementos N(Z 5 € Ng, con «, 8 € Zg son da forma que se describe a continuaciéon. Utilizaremos

a notacion d; ; para referirnos & delta de Kronecker:

Y —
N ), () &) O (

u,t)-

Para dous vértices u,v € V tales que {v,w} € E, tense

N), = 0 .
v,w ’Y?(’U7w)

Para unha arista (u,v) € E, empregando as Ecuacions (5.3) e (5.4),

Ny w = Or
J:(U‘/U) - 5771}.

Dada unha arista (u,v) € E e un vértice w € V, pola Ecuacion (5.5)),

Yy — v —
No,(u,'u) - N(u,v),o =0

T N —
No,w = Nw,o = 57,107

Y
Nlo =00

’Y7(u7v) ’

Se temos duas aristas (u,v), (w,t) € E distintas e incidentes, ou sexa v = w e u # t, enton
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» Finalmente, notemos que se (u,v) € E e w € V, empregando de novo a Ecuacion (5.5,

o __ o __
Nw,7 — Ntﬁ - 5’77“”

N&vv)ﬁ - N’$7(u7v) = 577(7)7“)’ (57)
Ng7’y = N;)?O - 67’0.

O resto dos elementos de Ng son todos cero. Deste xeito, pasemos a comprobar os axiomas da
Definicion B2
(F1) E evidente por ser o grafo G finito.

(F3) A unidade é o elemento o, como amosa a Ecuacion (5.6)).

(F4) Da Ecuacion (5.7)) dedicese que os vértices v € V' e o elemento o son autoduais. En canto
a unha arista (u,v) € E, ten por dual (v,u) € E.

(F5) Temos que comprobar que, para todo a, 8,7 € Zg, N s =N ol o+ Tenamos primeiro en

conta os que son distintos de cero. Tomemos u,v € V e (u,v), (v,t) € E.

N = 1= NiEm = N

Nt = 1= N = N way
N&,U),u =1= fo,(u,u) = Nf:,(u,v)*’
fo,(u,v) =1= N(Uv,u),u = N&u)u

No caso de que apareza o como indice en Nz 5 € Ng, ¢é evidente que se ten |(F5)| po-
las Ecuacions (5.6) e (5.7). Finalmente, como o resto dos elementos de N 5 € Ng e os

.
correspondentes Ng* o+ Son cero, cimprese trivialmente para eles.
b

(F6) En principio, non temos asegurado que este anel sexa asociativo (Definicion , co que
temos que comprobar a reciprocidade de Frobenius. De novo, verémolo para os elementos
distintos de 0, téndose ent6én directamente para o resto de elementos de Ng. Sexa u,v € V
e (u,v),(v,t) € E.

1= NG = Ny o) = Nww) w0
1= N o = N ut) = Nosneay
L= Ny = Ny = Vi,
L= N2 =N = N2

Co que, tendo en conta que u e v son autoduais e que (u,v)* = (v,u) e (v,t)* = (t,v), xa estaria
demostrado. No caso en que o apareza como indice, é evidente polas Ecuacions (5.6) e (5.7). O

Observacion 5.8. En xeral, o anel de fusion F(Ng) non é asociativo. Por exemplo, se temos o

seguinte grafo simple finito:
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U1

U2

N

U3 Uy

enton, (vy - v3) -vs = 0-wvg = 0, pero vy - (v3 - v3) = v1 - 0 = v1. Tenlamos en conta que isto é
posible facelo para todo grafo que non sexa completo, de maneira que este tipo de grafos non

dan lugar a aneis de fusién asociativos.

O seguinte paso é estudar o que ocurre cos elementos de Autpys(F(Ng)), para tratar de

establecer algunha conexiéon cos automorfismos de G.

Recordamos que na Definiciéon [4.13] e Definicién [4.14] introducimos, respectivamente, os mor-

fismos de regras de fusién e morfismos de fusién.

Lema 5.9. Sexa G = (V, E) un grafo simple finito. Enton, se f : g — Ig é un automorfismo

de regras de fusion, a restricion fi, : V — 'V € un automorfismo de grafos.

Demostracion. Temos que ver que f|v leva vértices en vértices e que preserva a adxacencia.
Primeiramente, notemos que os tnicos elementos autoduales en F(Ng) son os vértices, como
vimos na proba da Proposicion [5.71 Agora, por ser f un automorfismo de regras de fusion, o

automorfismo de fusion F(f) inducido en F(Ng) satisfai:

o= f(o) = F(f)(v-v) = f(v)- f(v),

logo f(v) é o seu propio dual, de forma que f(v) ten que ser un vértice de G. Agora, como f é
bixectiva, se (u,v) € E, entéon f((u,v)) € E, e tendo en conta a definicion de E, f preserva a
adxacencia. Notemos que, como f é un automorfismo de regras de fusion, f~! tamén o é, e polo

tanto a adxacencia consérvase tamén no sentido contrario. O
Lema 5.10. Sexa G = (V, E) un grafo simple finito. Enton,

AutFus(f(Ng)) = AUtGraphs(g)'

Demostracion. Polo lema anterior, todo automorfismo de fusién induce un automorfismo de gra-
fos. Resta entén comprobar que todo automorfismo de grafos pode estenderse a un automorfismo
de fusion. Sexa f: V — V un automorfismo de grafos de G e consideremos a stia extension a Zg

dada, para cada x € Zg, por
(f(u), f(w)), se z=(u,w)€ E,
fte (z) = o, se T =o,

fv), se x=veV.
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Asi, fT9 esta ben definida e é bixectiva por ser f un automorfismo de grafos. Ademais, é un

automorfismo de regras de fusion sen mais que ter en conta a Definicion [£.13] O

Teorema 5.11. A categoria C = NAFus é finitamente universal.

Demostracion. Polo teorema de Frucht (Teorema [2.26)), dado G un grupo finito, existe un grafo
simple finito Ggr € Obx(Graphs) tal que

AutGraphs(gSF) =G.

Agora ben, por ser Ggr un grafo simple finito e polo Lema
AUtFuS(]:(NQSF)) = AUtGraphs(gSF) =G.

Por outro lado, tendo en conta que o grafo Ggr asociado ao grafo de Cayley dun grupo finito

non é completo, e a Observacion obtemos que F(Ng,,.) € non asociativo.

Finalmente, dado que G foi escollido arbitrariamente, concluimos que C = NAFus é finitamente

universal. O

Do resultado anterior séguese inmediatamente o seguinte corolario:

Corolario 5.12. A categoria C = Fus € finitamente universal.
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