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Traballo proposto

Area de Conecemento: Matemaética Aplicada

Titulo: Ecuaciéns lineais en diferenzas e as stias aplicacions

ao estudo teodrico de métodos lineais multipaso para EDOs

Breve descricion do contido

O programa da materia "Métodos Numéricos en Optimizaciéon e Ecua-
cions Diferenciais" contén unha breve introducién aos métodos lineais
multipaso. O estudo de algins aspectos tedricos de estes métodos re-
quire o uso de resultados sobre ecuacions lineais en diferenzas. O ob-
xectivo do traballo é elaborar un documento que inclia:

(1) Conceptos e resultados fundamentais relativos & estrutura das so-
luciéns das ecuaciéns lineais en diferenzas de orde k.

(ii) Un breve repaso de algtins conceptos centrais no estudo dos meéto-
dos numéricos para EDOs: converxencia, consistencia e estabilidade.
(iii) A aplicacion dos resultados do item (i) ao estudo tedrico dos

métodos lineais multipaso.

Recomendacions

Conecer os contidos sobre métodos numeéricos de resoluciéon de EDOs
abordados na materia "Métodos Numéricos en Optimizacion e Ecua-

cions Diferenciais".
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Resumo

Este traballo ten tres capitulos. O primeiro deles trata conceptos e resultados funda-
mentais relativos & estrutura das soluciéns das ecuacions lineais en diferenzas. O segundo
comeza recordando algtins métodos numéricos basicos para ecuaciéns diferenciais ordina-
rias (EDO), e contintia cun breve repaso de algins conceptos centrais no estudo xeral dos
métodos numéricos para EDO que son a converxencia, a consistencia e a estabilidade. Por
altimo, no terceiro capitulo aplicanse os resultados do primeiro capitulo ao estudo teérico
dos métodos lineais multipaso. En varias partes do traballo faise uso de algins exemplos

practicos que melloran a comprensién do estudo teérico.

Abstract

This work consists of three chapters. The first one deals with fundamental concepts
and results related to the structure of solutions to linear difference equations. The second
begins remembering some numeric basic methods to ordinary differential equations (ODE),
and continues with a brief review of some central concepts in the general study of numerical
methods for ODE which are convergence, consistency and stability. Finally, in the third
chapter, the results of the first chapter are applied to the theoretical study of multistep
linear methods. In various parts of the work, some practical examples are used that improve

the understanding of the theoretical study.

VI






Introducién

Esta memoria sobre ecuaciéns lineais en diferenzas e as stias aplicaciéns ao estudo
tedrico de métodos lineais multipaso para EDOs consta de tres capitulos ben diferenciados.
As principais asignaturas do grado relacionadas con este traballo son Métodos Numéricos
en Optimizacién e Ecuaciéns Diferenciais e Ecuacions Diferenciais Ordinarias.

No primeiro capitulo estudaremos as ecuaciéns lineais en diferenzas de orde k e a estrutura
do conxunto de soluciéns das mesmas apoyandonos nalgiin exemplo préctico para facilitar
a comprension.

No segundo capitulo repasaremos algiins métodos bésicos conecidos, definiremos a forma
xeral dun método lineal multipaso (MLM) e estudaremos a consistencia, a estabilidade e
a converxencia deste.

Por dltimo, no ultimo capitulo estudaremos os métodos lineais multipaso aplicando os
resultados tratados no primeiro capitulo, relativo 4s ecuaciéns lineais en diferenzas. Tamén
veremos a aplicacién destes resultados a algins métodos clasicos definidos previamente no

capitulo dous.

IX
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Capitulo 1

Ecuacions lineais en diferenzas de
orde k.

Neste primeiro capitulo estudaremos as ecuacions lineais en diferenzas de orde k e a
estrutura do conxunto de soluciéns das mesmas, centrandonos na meirande parte do capi-

tulo nas ecuaciéns lineais en diferenzas con coeficientes constantes.

As referencias fundamentais usadas neste capitulo son [2] e [3].

1.1. Xeneralidades.

Definicion 1.1. Sexan k un enteiro positivo e I un conxunto de enteiros consecutivos.

Chamaremos ecuacion en diferenzas de orde k a unha ecuacion da forma

Fn(ynvyn+1v"')yn+k) :07 (11)

estando as funcions Fy,(no, n1, ..., ni) definidas para n € I e para todos os valores reais das

k + 1 variables ng,n1, ..., Nk.

Esta ecuacion simboliza o problema de atopar unha sucesion de nameros {y,, }, chamada
a solucion da ecuacion en diferenzas, de maneira que (1.1) se satisface para todo n € I.

Veremos algtins exemplos a continuacién:

Exemplo 1.2. A conecida sucesién de nimeros de Fibonacct é a soluciéon da ecuaciéon en
diferenzas y, = yn—1+yn—2, para cada n > 2, coas condiciéns iniciais yo = 0 e y; = 1. Esta
sucesion aparece en multiples configuracions bioléxicas como na distribucién das ramas das

arbores, na distribucién das follas nun tallo ou na arbore xenealdéxica das abellas meliferas.
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Unha ilustracién moi conecida deste exemplo € o caso dos "coellos de Fibonacci". Consiste
en resolver a pregunta de cantos coellos haber4d nunha granxa pasados n meses partindo
dunha parella de coellos de sexos opostos sen capacidade reprodutiva e das seguintes pre-
misas:

1) Os coellos alcanzan a capacidade reprodutiva ao cumprir un mes de idade.

2) En canto poden reproducirse, aparéanse.

)
3) O periodo de xestacion dos coellos é de un mes.
4) A femia sempre ten unha parella de coellos de sexos opostos.

Dado que se parte dunha parella de coellos, o primero elemento da sucesiéon (corres-
pondente a n = 0 meses), serd yop = 1. Ao cabo de n = 1 mes, esa parella reproducirase,
polo tanto, y1 = 1. Ao cabo de n = 2 meses, nacerd unha nova parella de coellos (y2 = 2)
e a primeira parella reproducirase de novo. Ao cabo de n = 3 meses, nacera unha nova

parella de coellos (y3 = 2+ 1 = 3) e produciranse dous novos apareamentos. Polo tanto,

Y4 = Y3 + y2-

En xeral, para n > 2, o numero de parellas pasados n meses, y,, ¢ igual ao niimero de
parellas pasados n — 1 meses mais o namero de novos apareamentos ao cabo de n— 1 meses.
Este dltimo nimero é igual ao ntmero de parellas pasados n — 2 meses. Por conseguinte,

Yn = Yn—1 + Yn—2, para n > 2.

Como se pode observar, o niimero de parellas de coellos por mes estd determinado pola
sucesion de Fibonacci: {y,} = {1,1,2,3,5,8,13,21,34,...},n > 0.

Exemplo 1.3. A ecuacién en diferenzas y, = 2y,—1 + 1, con n > 2 e a condicién inicial
y1 = 1, resolve o problema das Torres de Handi, que é un xogo matematico formado por
tres montons de discos de diferentes tamanos que consiste en trasladar un montén de discos
a outro dos dous montons restantes. O estado inicial deses discos obrigatoriamente tera
que cumprir que ningin disco mais grande pode estar enriba doutro mais pequeno. As
tres regras fundamentais deste xogo son que non se pode colocar un disco mais grande
enriba dun mais pequeno, que s6 se pode mover un disco de cada vez e que s6 se pode
desprazar o disco que se encontre enriba de todo en cada montén. O nimero de movementos
correspondente a n discos é y,. O nimero de movementos para resolver o problema crece
exponencialmente conforme aumenta o nimero de discos. Veremos mais adiante que o
nimero minimo de movementos necesarios para resolver un xogo das Torres de Handi é

2™ — 1, onde n é a cantidade de discos.
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Figura 1.1: Torres de Hanéi

Esta figura foi extraida de: https://platzi.com/tutoriales/1050-programacion-basica,/1498-

tutorial-avanzado-recursividad-y-torres-de-hanoi/

Definicion 1.4. Unha ecuacion en diferenzas dise lineal se para cada n € I, a funcién F),

é afin nas variables ng, 11, ..., 7. Escribiremos unha ecuacién lineal en diferenzas como
Ok nYntk + Q1 nYntk—1 1 oo + QO 0Yn = Yntk, (1.2)
onde os coeficientes ay, p, ..., o, € 0 segundo membro 7,4 son funcions dadas de n defi-

nidas para todo n € I.

No caso de ecuaciéns en diferenzas lineais consideraremos o caso mais xeral de coefi-

cientes e segundo membro complexos.

Definiciéon 1.5. Unha ecuacion lineal en diferenzas dise homozénea se é da forma (1.2)

con Y4k = 0, é dicir,
Ok nYntk + Ok—1nYnik—1 + - + Qo pYn = 0. (1.3)
Suponiamos I = {ng,no + 1,...}.

Teorema 1.6. Suponamos que oy, # 0 para todo n > ng. Enton, calquera que sexa a
eleccion dos valores iniciais Yny, Yng+1, -+ > Yng+k—1, €riste unha unica solucion da ecuacion

(1.2) con estes valores iniciais.

Demostracion. A existencia da solucién séguese trivialmente, xa que ay, # 0 implica a

partir de (1.2) que

k—1
1 Yn+k
=— o + ) n > ng. 14
Yn+k Chm Sz:;) s;nYn+s Cm Z No ( )
Para probar a unicidade, consideremos duas solucions {y,} e {y/'}. Enton a sta diferenza
{yn} = {y}, — y/} ten valores iniciais yny, = Yng+1 = --- = Yng+k—1 = 0 e satisface (1.4) con
Ttk = 0.

Desta maneira atopamos que {y,} = 0 e concluimos a demostracion. O
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1.2. Estrutura do conxunto de soluciéns das ecuacions lineais.

Nesta seccion, para alixeirar a notacion, e sen pérdida de xeneralidade, suponeremos
que o primeiro elemento do conxunto I & o 0, e suponeremos tamén que oy, ,, # 0 para todo
n > 0.

Comezaremos estudando a estrutura do conxunto de solucions da ecuaciéon lineal en dife-
renzas homoxénea (1.3).

O conxunto de soluciéns dunha ecuacién lineal en diferenzas homoxénea dada ten es-
trutura de espazo vectorial, o cal veremos mais adiante.

Como xa vimos no teorema anterior, unha solucion de (1.3) pode atoparse sexa cal for
a eleccién dos valores iniciais yg, y1, --- , Y1, sendo esta solucién Ginica. En particular, para
os valores iniciais yg = y1 = ... = yp_1 = 0, temos a solucidn trivial y, = 0.

Se as sucesions y,, e z, son solucions de (1.3), enton evidentemente a sucesion formada

cos elementos Ay, + Bz,, onde A e B son constantes arbitrarias, ¢ unha solucion de (1.3).

Definicion 1.7. Dise que dias soluciéns y, e z, son linealmente independentes en

n =mng, ng>0,senon existen dias constantes A e B, A # 0 ou B # 0, tales que:
Ay, + Bz, =0, n—ng=0,1,...,k—1.
A definicién anterior xeneralizagse ao caso de m soluciéns como segue:

Definicion 1.8. Dise que m solucions {yh }, u = 1,2, ..., m, de (1.3) son linealmente inde-
pendentes en m = ng se non se poden atopar m constantes A,,u = 1,2,...,m, non todas

nulas, tales que:

Ay) + Agyﬁf) +d Apy™ =0, n—ng=0,1,...,k—1. (1.5)

n n

Mediante alxebra matricial elemental, esta condicién é equivalente & condicién de que

a matriz @ a a
1 1 1
Yng ynngl ynoJrk’fl
y7(12)) y(2)+1 y(2) -
O —
Mno = . no ng-I.— € Mk
(m)  (m) (m)
Uno Ynpi1 yn?—i—k’— 1

tenia rango m.
Vexamos como se obtén a equivalencia entre ambas condiciéns. En primeiro lugar:
Ay 0
T : _
(15)e M, | ¢ | =
A 0
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Ademais, dimker(M ) =m — rango(M] ) = m — rango(My,).
Polo tanto, ker(M1) = 0 < rango(My,) = m.
Séguese enton que o nimero maximo de soluciéns linealmente independentes en calquera

punto é k.

Definiciéon 1.9. Un sistema de k solucions de (1.3) linealmente independentes en n = ng

chamase sistema fundamental de (1.3) en n = ny.

Observacion 1.10. Para construir un sistema fundamental chega con determinar as k so-
lucions {yh}, n =1, ..., k, para as cales My, se reduce a I}, sendo esta a matriz identidade
de orde k.

Proposicion 1.11. Se
Qo.n 7& 07 n = no, (16)

enton un sistema que é fundamental en n = ng é fundamental en calquera n > nyg.

Demostracion. Sexa a matriz

(1 @ (1)

Vo T T

2 2 2

My=| 7 T T e Mo(©). (1.7)
k k k
y .%(H)l yiwqu

Recordemos que, para un enteiro ny € I, o sistema {yﬁ“)}ﬁzo é fundamental en n = ny
se e s0 se rango(My,) = k, o que & sta vez equivale a que det(M,,) # 0.
Procedemos por inducién en n.
Para n =ng, det(My,) # 0, xa que, por hipdtese, o sistema é fundamental en n = ny.
Suponamos certo o resultado para n = nj e probémolo para n =n; + 1.
Temos que probar que det(M,y,+1) # 0.

Consideremos, pois, a matriz

(1) (1) (1)

Yni+1 " Ynj+k—1 Yni+k
My 41 = : : : : € Mxx(C).
(k) (k) (k)
ynl-‘rl yn1+k71 yn1+k
1
o
Introducindo os vectores columna %, = : € Ck, podemos escribir My, +1 por co-
(k)
UYn

lumnas como segue My, +1 = |Un, 41| = |Unitk—1] Ynytk|-
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Por outra parte, da ecuacion (1.3) resulta que

k-1
1
yffﬁk =T Zasvnyr(ﬁzs’ p=1,...,k Vn2=>ng,
Ak,n s=0
0 que equivale a
k—1
— o 5 —
Yntk = —Z S s Y > ng.
— Qkn
s=0
Polo tanto,
N - Qsn
My, 11 = [yn1+1| |yn1+k—1’ _Z yn1+5] .

Usando agora a linealidade do determinante respecto da ultlma columna e observando que
as contribuciéns ao determinante correspondentes aos indices s = 1,...,k — 1, son nulas,

obtemos que

O‘0, N - -
det( n1+1) kndet [ynﬁ-l‘ ‘merkfl’ ynl} =
n
o, — _ N N Qp,
= - = (_1)k ldet [yn1’ |yn1+k72‘ Yni+k—1| = (_ )k nd t( ) 7é O>
Afon Afon

xa que det(M,,) # 0 pola hipotese de inducion e ag p # 0.
O

Se non se cumpre a condicion (1.6), é dicir, In € Z, n > ng, tal que ag,, = 0, entén

un sistema que é fundamental en n = ng pode non ser fundamental para algin n > nyg.

Vexamolo cun contraexemplo:

Consideramos a ecuacién en diferenzas

Ynt2 — (M —Dyny1 +(n —2)y, =0, n>0. (1.8)
Sexa {yﬁlo)}oo_o a solucion que satisface as condicions iniciais y((]o) =1, ygo) =0.
Por recurrencia, y( ) = yéo) =0e yio) = 0 e esto implica claramente que y,(lo) =
0 Vn >5 (de feito, yg) =0 Vn>3).
Sexa {yS)};;ozl a solucion que satisface as condicions iniciais y(()l) =0, ygl) =1
Anélogamente, ygl) = —1, y:(,)l) =1, yil) = 1 e & doado probar por inducién que
()—1 Vn > 5 (de feito, y()—l Vn > 3).
Vexémolo:
Tomando n = 3 en (1.8), resulta yé ) = 2y(1) yél), e como ygl) =1, yf) =1, entén
(1.

Ys
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Supofiamos como hip6tese de inducién que yg_)Q = yfll_)l =1.
Sabemos que y,(}) =(n— 3)y7(1121 —(n— 4)y7(117)2, asi que, tendo en conta a hipotese de
inducion, y,(ll) =n—3—n+4=1.
O conxunto {{yflo)}ff:o, {yg) o o} € un sistema fundamental en n = 0, pero non o ¢é

en n =nj para ny > 3.

Porén, o seguinte teorema cumprese incluso sen a condiciéon (1.6):

Teorema 1.12. Unha sucesion {y,} que é unha solucion de (1.3) paran > ng, pode expre-

sarse para n > ng como unha combinacion lineal das solucidns de un sistema fundamental

enn = ng.
Demostracion. Sexa {yh}, i = 1,...,k, o sistema fundamental dado. Determinaremos as
constantes Aq, ..., Ap mediante as condiciéns
k
> Ak =y, n=no,..,ng+k-1. (1.9)
p=1

O determinante deste sistema de k ecuacions lineais con k incognitas (as A,), é distinto
de 0, xa que as k solucions {yh} son linealmente independentes en n = ng. Polo tanto, o
sistema ten unha tnica solucion Aq, ..., Ag.

Se agora definimos
k
Zn :yn—ZAMyﬁ, n=ng,..,no+k—1,
pn=1

entén a sucesion {z, }, que é unha combinacion lineal de solucions da ecuacion en diferenzas
(1.3), & unha solucién de (1.3). Xa que zp, = Zngt1 = -.. = Zngtk—1 = 0, temos que z, = 0

para todo n > ng. Séguese enton que (1.9) se cumpre para todo n > ng. O

Estudaremos agora a estrutura do conxunto de soluciéns da ecuacioén lineal en diferenzas
completa ou non homoxénea.

Recordemos que a forma xeral da ecuacion lineal en diferenzas non homozénea é

Ak nYnik T k-1 0Ynik—1 + - + Q0 nYn = Ynik- (1.10)

A ecuacion homoxénea asociada a unha ecuacion completa ¢ a ecuaciéon anéloga a (1.10)
con Y4k = 0, é dicir, a ecuacion (1.3).
E sinxelo ver que a solucién xeral da ecuacion (1.10) é da forma {y, + z,}, onde {y,}
denota a soluciéon xeral da ecuacion homoxénea asociada e {z,} unha soluciéon particular
da ecuacion completa.

Podemos atopar unha solucién particular da ecuacion non homoxénea resolvendo (1.10)

cos valores iniciais yg =y = ... = yp—1 = 0.
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1.3. Ecuacidns lineais en diferenzas con coeficientes constan-
tes.
Nesta seccion consideraremos de novo I = {ng, ng+1, ...}, é dicir, ng non necesariamente
é0.
Definicion 1.13. Unha ecuacidn lineal en diferenzas con coeficientes constantes é unha
ecuacion da forma
L(yn) = QpYntk T Ok 1Yntk—1 + - + QOYn = Yntk, N =Ng (1~11)

onde as € C,s =0,...,k, son os coeficientes e 0os nimeros complexos 7, x Son os termos

non homoxéneos.
Definicién 1.14. A ecuacion lineal en diferenzas (1.11) dise de orde k se ax # 0 e ag # 0.
O seguinte resultado é consecuencia inmediata do teorema 1.6.

Corolario 1.15. Se a ecuacion en diferenzas (1.11) é de orde k, entén para todo vy, v1, ..., Vk—1 €

C, existe unha inica solucion {y,} satisfacendo as condicions iniciais

Yny = Vo, Ynp+1 = U1, EAR] Yno+k—1 = Vk—1- (112)

Ocuparémonos agora da ecuacién homoxénea con coeficientes constantes, é dicir,
L(y,) =0, da forma:

L(yn) = QgYntk + Ok 1Yntk—1 + ... T QOYn = 0, n > ng. (113)

Na referencia [2| introducese a seguinte definicion.

Definicién 1.16. Supofniamos que a ecuacion (1.13) é de orde k. Un conzunto fundamental

de solucions de (1.13) é un conxunto de k solucions de (1.13) linealmente independentes.

Resulta natural pensar que relaciéon existe entre este concepto e o de sistema funda-

mental.

k

Proposicion 1.17. Suponamos que a ecuacion (1.13) é de orde k. Enton, {g,/y(l“)}u:1 é un

sistema fundamental en n = ngy se e sé se é un conzunto fundamental de solucions.
Demostracion. Suponiamos que {y,(f)}’;:l ¢ un sistema fundamental en n = ng. Enton,

cada sucesion {y,(ﬂ)}nz,m é solucion de (1.13). A independencia lineal é inmediata, pois se

k
Z C’#yﬁl“) =0 Vn>ng,
pn=1
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tense esta igualdade en particular para n = ng,n9 + 1,...,n9g + £k — 1, o que implica que
Cuo=0, pw=1,..k xaque {yﬁﬂ) ﬁ:l é un sistema fundamental en n = ng.

Reciprocamente, supofiamos que {y,(ﬂ )}ﬁzl ¢ un conxunto fundamental de soluciéns de
(1.13) e vexamos que é un sistema fundamental en n = ny.
Procedemos por reducién ao absurdo.

Suponiamos o contrario. Enton, existen 4, € C, p=1,...,k, non todos nulos, tales que
k
ZANQT({“) =0, n=nmng,..,no+k—1.
p=1
Sexa l € {1, ..., k} tal que A; # 0. Podemos expresar

k
1
y) = -1 Z A“yfj‘), n =ng,...,no +k—1.
lu=1wﬁl

Sexa {zp fn>n, a sucesion dada por
1
Zp = —— Z Auyg"), n > ng. (1.14)

{#n}n>n, € solucion de (1.13) (por ser combinacion lineal de soluciéns), {yg)}nZno ¢ tamén
solucion de (1.13) e ademais yg) =z, paran =ng,...,ng + k — 1.
En virtude do corolario 1.15 temos que

()

Yp' = Zn, vn 2 no,

o que xunto con (1.14) implica que

k
ZAuny“) =0 Vn > no,
p=1
en contradicién coa independencia lineal das soluciéns {yﬁ# ) ﬁ:r
Por conseguinte, {yfl” )}Zzl ¢ un sistema fundamental en n = ng. O

Observacion 1.18. Desta proposiciéon e do teorema 1.12, deducimos que un conxunto fun-
damental de solucions de (1.13) é un sistema de xeradores do espazo vectorial das solucions.
Como un conxunto fundamental, é por definicién, linealmente independente, concluimos
que {yr(ﬂ ) ﬁ:l é un conxunto fundamental de soluciéns de (1.13) se e s6 se é unha base do
espazo vectorial das soluciéns.

Tendo en conta ademaéis a observaciéon 1.10 deducimos que a dimensién deste espazo vec-

torial é k, a orde da ecuacién.
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1.3.1. Solucidén xeral da ecuacion lineal homoxénea con coeficientes cons-

tantes de orde k.

Imos atopar un conxunto fundamental de solucions de L(y,) =0, n > ng.
Suponieremos ao longo desta subseccién que a orde desta ecuacion é k.
Sexa
pr(z) = apz® + ap_12" 1+ ..+ ap. (1.15)
O polinomio de grado k, pi(x), chamase polinomio caracteristico da ecuacion en dife-
renzas L(y,) = 0,n > np.
Buscamos unha solucién da forma y, = ax™, n > ng, onde a,x € C,a # 0,z # 0.

A sucesioén ¥, é solucion de L(y,) = 0 se e 56 se agz’ + ... + ap = 0, é dicir, py(z) = 0.

Teorema 1.19. Se as raices 1, ..., x), de pp(x) son todas distintas, enton {x7 }n>ngs - {T] n>no

son solucions linealmente independentes da ecuacion homoxénea (1.3).

Demostracion. En virtude de (1.7), temos que

x?o xrlbo—irl xrlzo+k'—1
xno xn0+1 xnoﬁ»k’fl
2 2 2
Mno = . . . )
70 no+1 no+k—1
Tk Tk L, ]
polo tanto, ) )
no
Ty 0
0 zo°
T 2
Mno = V(xly ,I’k) . . ’
70
i 0 Ty
sendo ~ _
1 1 1
X1 €2 Tk
V(xlv ,ﬂfk) - A )
aclffl mgfl :L'iil

que é unha matriz de Vandermonde.

O seu determinante vén dado por det V' (z1,...,z) = 1_[(56Z — xj), que é distinto de 0
>]
se x; # xj, para todo 4,j, ¢ # j. Por outro lado, dado que a ecuacion (1.13) é de orde k,

o coeficiente ag # 0, e polo tanto, z; # 0 para todo j =1, ..., k.

Polo tanto, det(My,) # 0, o que é equivalente a que {{z]}n>ny;v = 1, ,k} é un

sistema, fundamental en n = ny. O
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Asi pois, se as raices x1, ..., 2 de pg(x) son todas distintas, o conxunto
{{zln>no; v = 1,- ,k} € un conxunto fundamental de soluciéns. Se as raices z; non son
distintas, ainda podemos definir un conxunto fundamental de soluciéns. Sexa x1 unha raiz
de multiplicidade m; > 1 de pg(z) = 0. Enton podemos xerar unha soluciéon e derivar
sucesivamente con respecto a x1 ata a orde my — 1 para xerar mj — 1 soluciéns adicionais.

Sexa y,(ll) = z7. Agora:

d d
@y _ % ) (mi)y — @ ¢ (mi-1)
{un} dxl{yn by} dml{yn }- (1.16)

Estas sucesions son soluciéns de (1.13), pois:
Se x1 é unha raiz de multiplicidade my de pg(z), entén x1 é unha raiz de multiplicidade
my da funciéon f(z) = 2"pi(2), onde n é un ntmero enteiro arbitrario (dado que x; # 0,

podemos considerar n < 0). Logo, escribindo as relaciéns f(z1) =0 e %(ml) =0,

[=1,..,my — 1, obtemos:
aka,’f”Lk + -+ ooz =0,
ag(n+ k)z7™ 4 agnat Tt =0,

ar(n+ k) (n+k—my+ 2)m?+k7m1+1 + -+ aon--(n—mg + 2)3071177“+1 =0.

Estas relacions son equivalentes a afirmar que a sucesion {z]} e as m; — 1 sucesions
(1.16) son soluciéns da ecuacion en diferenzas (1.13).

Dado que calquera solucién pode multiplicarse por unha constante distinta de cero,
multiplicamos {yg’)} por :Ull’_l para manter as potencias orixinais de x; nos termos corres-

pondentes, é dicir, introducimos
(o} =l ), v=120m,

Os elementos destas sucesions son:

1 n
U1(1) - xla
2
’U'SL) = nw?,

oY) = n(n — 1)z,

o) = n(n—1)..(n—mq +2)x}, paran > ng.
Formando combinaciéns lineais das soluciéns {w(f/)} correspondentes a unha raiz, xq,
de multiplicidade mq, atopamos as sucesions mais simples {wr(f’)} :

1
wy) = a7,



12 CAPITULO 1. ECUACIONS LINEAIS EN DIFERENZAS DE ORDE K.

2
w,(L) = nzy,
3
wﬁl ) = n?z?,
w7(1m1) — nmlflx?, n > ng.

Estas sucesiéns son, evidentemente, linealmente independentes e son soluciéns porque
poden obterse como combinaciéns lineais das soluciéns {v,(f)}. Reciprocamente, as soluciéns
{vﬁ”)} ,v =1,...,mq, son combinacions lineais das wff), v=1,...,m.

Acabamos de ver que a raiz xq induce un conxunto de m; soluciéns linealmente inde-
pendentes onde m; é a multiplicidade de z;. Formando a unién dos conxuntos analogos
inducidos por todas as raices distintas de pg(z), obtemos un conxunto de solucions.

O seguinte resultado garantiza que tal conxunto é un conxunto fundamental de soluciéns.

Teorema 1.20. Sezan x1,...,x; as diferentes raices do polinomio caracteristico py(z),
l

Il <k, e sexa m; a multiplicidade da raiz x;. Entén as k = E m; sucesions cos elementos:
i=1

Yn =T Yp =nx s Y =n(n— 1) (n—m; +2)z7, 1=1,...,1, (1.17)

forman un sistema fundamental de solucions da ecuacion lineal en diferenzas (1.13) en

n = 0.

Demostracion. O conxunto de sucesions z', nzl', n(n—1)a? ... ,n(n—1) - (n—m;+2)z}, i=

1,...,1, serd un sistema fundamental en n = 0 se e 86 se 0 é o conxunto de sucesiéns

' e n(n — Dl 2 on(n — 1) (n —m; + 2)3@?_””“, i=1,..,1L (1.18)

)

Para este conxunto,

Ay

Az
MO = ) )

A

con Aj € My, xk(C), j=1,-,l, onde A; é o seguinte bloque:

[ x] x? aj‘;nj—l x‘];_Q x‘];,“_l 1
1 2 - (mj — 1)z (k —2)ak=3 (k — 1)ak=2
m;—3 _ _
Aj=10 0 2 - (mj—1)(m;—2)z;" (k—2)(k —3)zk* (k—1)(k —2)zk~?

(mj —1)! - - (k= 1) (k —mj + 1)z ™ |
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MO € Mk:xk:((c)-

Consideremos a interpolacién de Hermite xeneralizada con puntos x1,...,2; € enteiros na-
turais (ordes de derivacion) respectivos mj — 1,...,m; — 1 (ver [1], capitulo 1, teorema

1.2).
l

Sexa k = z:mZ Denotamos con Pp_1 o espacio dos polinomios (con coeficientes
i=1
complexos) de grado menor ou igual que k — 1. Dada unha funciéon f definida nun intervalo

[a,b] tal que z; € [a,b] para todo i =1,...,1, e que admite derivadas de orde m; — 1 no
punto x; para cada i = 1,...,[, existe un tnico px_1 € Pr_1 tal que para todo (i,1) que

cumpra 1 < <[, 0<t<m;—1setena
t
pili(@i) = 1O (ai).
Se se busca pi_1(x) na forma canoénica

k—1
pr—1(z) =ao+ a1z + ... + ap_12" ",
a matriz do sistema lineal que verifican os coeficientes aj, j =0,...,k—1, é precisamente
M. Dado que o polinomio de interpolacién de Hermite existe e é tinico, a matriz My é non
singular.
Polo tanto, o conxunto de soluciéns (1.18) é un sistema fundamental en n = 0.

O

Exemplo 1.21. Como exemplo, imos determinar en forma pechada a sucesién de niimeros
de Fibonacci.

Recordemos que dita sucesién é a solucion da ecuacion en diferenzas
yn = yn—l + yn—27 n Z 27 (119)

coas condiciéns iniciais
Y =0, yi=1 (1.20)

2

O polinomio caracteristico da ecuacion en diferenzas é p(x) = x* — x — 1. As raices

deste polinomio son x; = 1+—2\/5 e xg = 1—T\/5

Polo tanto, {(Hz‘/g)n}nzo e {(1*2‘/5)71}”20 son duas solucions linealmente independentes
da ecuacion en diferenzas (1.19).

Temos enton que a solucién xeral de (1.19) é

yn_Cl<1+2\/g> +C2<1_2\/5> , n>0, (1.21)
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onde C7 e C5 son constantes complexas arbitrarias.

Aplicando agora as condiciéns iniciais obtemos o seguinte sistema

Ci+Cy=0
(50 + (158) 0y = 1
cuxa solucién é Cq = %, Cy = \7—%

Polo tanto, a solucion & recurrencia (1.19) coas condiciéns iniciais (1.20) é a sucesion

con termo xeral y, = %((HQ‘/E)" — (1_2‘/5)”), n > 0.

1.3.2. Ecuacidns lineais en diferenzas non homoxéneas con coeficientes

constantes.

Podemos escribir a solucién xeral de (1.11) como {u, + v,}, sendo {u,} a soluciéon
xeral da ecuacién homoxénea asociada (correspondente a v, = 0) e {v,} unha solucion

particular da ecuacién non homoxénea.

Resolucion de algiins exemplos de ecuaciéns non homoxéneas.

Exemplo 1.22. Volvendo ao exemplo do problema das Torres de Handi ilustraremos como
se resolve unha ecuacién lineal non homoxénea.

Recordemos que a ecuacién que resolve este problema, é
Yn =2Yn—1+1, n=>2

coa condicion inicial
Yy = 1.

Como sabemos, temos que atopar a solucién xeral da ecuacién homoxénea asociada e
unha solucién particular da ecuacién completa.

Comezaremos buscando a solucion xeral da ecuacién homoxénea:

Yn — 2Yn—1 = 0.

A sila ecuacion caracteristica é

cuxa soluciéon é

Obtuvemos unha tnica solucién, asi que a solucién xeral da homoxénea sera:
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7(zh) _ a12n,

sendo «; unha constante arbitraria.

Agora calcularemos unha solucién particular da ecuacion completa.
Temos y, — 2y,—1 = 1. Xa que o segundo membro é un polinomio de grado 0, ensaiamos
unha solucién particular da forma y,(lp ) = ¢, onde ¢ é unha constante a determinar. Resulta
asf ¢ —2c =1, o cal implica que ¢ = —1.

Como a solucién xeral da completa é a suma da solucién xeral da homoxénea e dunha

particular da non homoxénea, temos que

Yn = 12" — 1.

Se agora utilizamos a nosa condicién inicial y; = 1, temos que 1 = 207 — 1, e asi,

a1 = 1. Polo tanto:

Yn = 21’L - 17
sendo esta a solucién do problema.

Exemplo 1.23. Veremos agora a resolucion da ecuacién lineal non homoxénea
Yn =Yn—1+Yn—2+1, n=2, (1.22)

coas condiciéns iniciais
Yo = 07 Yy = 17

que, pola sta forma, nos recorda 4 recurrencia que satisface a sucesién de ntmeros de

Fibonacci.

Como ben sabemos, a solucién xeral da ecuacion en diferenzas é a suma da solucién
xeral da ecuacién homoxénea asociada e dunha solucién particular da ecuacién non homo-

xénea.

A ecuacion homoxénea asociada & ecuacion (1.22) é a ecuacion (1.19), cuxa solucion
xeral estd dada por (1.21), como vimos no exemplo 1.21.
Agora calcularemos unha solucién particular da ecuacion completa.
Temos v, — Yn—1 — Yn—2 = 1. Xa que o segundo membro é un polinomio de grado 0, ensa-
(p)

iamos unha solucién particular da forma v, ' = ¢, onde ¢ é unha constante a determinar.

Resulta asi —c = 1, é dicir, ¢ = —1.
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Como a solucién xeral da completa é a suma da solucién xeral da homoxénea e dunha

particular da non homoxénea, temos que

1 n 17 n
y;;c):(;l( +2¢5> +02< ﬁ) —1, n>0,

2

onde C7 e (3 son constantes arbitrarias.

Aplicando agora as condicions iniciais obtemos o seguinte sistema

Ci+Cy—1=0
(50 4+ (158) 0 —1 =1

543V6 (1, — 5=3V5

cuxa solucién & C = =557, 10

Polo tanto:

1 " o5- 1-v5\"
%:5+m6<+¢j +53ﬂ( ;ﬂ)_L "o

10 2 10

sendo esta a soluciéon do problema.

Unha representaciéon dunha soluciéon particular da ecuacién non homoxénea.

Podemos atopar unha solucién particular da ecuaciéon non homoxénea resolvendo (1.11)
cos valores iniciais vg = v1 = ... = vp_1 = 0. Esta solucién pddese representar en termos
de certas soluciéns da ecuacién homoxénea asociada mediante o chamado principto de

Duhamel discreto.

Teorema 1.24. Seza {ug”)}, v=1,.. k, o conzunto fundamental de solucions da ecua-

cion en diferenzas homozénea de orde k, (1.138) que satisface as condicions iniciais
) =6, =01, k=1, v=01,. k-1

Enton a solucion de (1.11) suzeita ds condicions iniciais (1.12) con ng =0, vén dada por

Z (o —|— — Z Yk, —11)1’ n > 0. (1.23)

(k=1)

(Aqui definimos wu; =0 para todo i <0 e v, =0 para todo n < k.)

Demostracion. A primeira suma en (1.23) satisface as condiciéns iniciais (1.12) e a ecuacion

en diferenzas homoxénea (1.13). Polo tanto, s6 necesitamos mostrar que a segunda suma en
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(1.23) satisface as condicions iniciais homoxéneas e a ecuacion en diferenzas non homoxénea

(1.11), con ng = 0. Definamos
1 n—k (h-1)
— -1)
Wy = -~ E_ VitkUy, 15 n > 0. (1.24)

Entén temos w, = 0 paran =0,1,...,k — 1, recordando que ugk_l) =0parat < k—2e

Yo = 0 para n < k. De feito, pola mesma razoén, podemos escribir
- Z 71+kun l 1>
l—foo

xa que os termos adicionais son nulos. Entén:

k
Wn) = D Qstonss = Zas > il = Z%Z%+wn+s =
s=0 s=0 =0

s=0 l=—

xa que os termos correspondentes a outros valores de [ son nulos. Polo tanto,

1 < k—1
wn) = OT]C Z'}/l-l-kL(u,(@fl,)l)'
=0

Verificase facilmente que

L(Ug:l,)ﬂ = agOni,

e entén finalmente,

L(wn) = Ynik-
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Capitulo 2

Métodos numéricos para EDO:

converxencila, consistencia e
estabilidade.

Neste segundo capitulo repasaremos algins métodos béasicos coniecidos, definiremos a
forma xeral dun método lineal multipaso (MLM) e estudaremos a consistencia, a estabili-

dade e a converxencia deste.

As referencias usadas neste capitulo son [2], [3] e [4].

2.1. Algins métodos basicos conecidos.

Estudaremos a aplicacion de métodos lineais multipaso para aproximar a solucion, y(z),

do problema de valor inicial

V=flw) agssul o)

onde f(z,y) satisface as condicions:

a) f(z,y) toma walores reais, esta definida e e continua na banda
a<zx<b-oo<y<oo, onde a e b son finitos. (2.2a)
b) FEuxiste wunha constante L, tal que

[f(z,y) = f(@,9)] < Lly —9|,Vy, 5 €R, V€ [a,b]. (2.2b)

19
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Comezaremos introducindo algins métodos sinxelos.

Sexan N un enteiro, N > 2, e h = b_T“. Introducimos os puntos z = a + nh,

n=20,1,...,N, polo tanto, zg = a e zy = b. O nimero h > 0 chamase lonzitude de paso

ou, simplemente, paso, e N é o nimero de pasos.

Intentaremos xerar unha solucién numeérica y,, n =0,..., N, de forma que se h > 0

é suficientemente pequeno, y, ~ y(x,).

En canto a métodos de un paso destacaremos:

= Euler Explicito:

yn+1:yn+hf(xnayn)7 n:071727"'7N_17}
Yo=mn+1n

= Euler Implicito:

Yn+1 :yn+hf(xn+luyn+1>7 n:071727-"7N_17}
Yo =mn+1

s f-método:

Yn+1 = Yn + h{ef(wmyn) + (1 - e)f($n+1ayn+1)}7 n=01,2.. N - 1’}
Yo =1n+1 ’

onde # € R é un parametro fixo.
Esta familia inclte como casos particulares o método de Euler implicito (# = 0) e o

método de Euler explicito (0 = 1).

7 = 7n(h) é unha perturbaciéon da condicién inicial e usualmente 7 valera 0.

En canto a métodos de dous pasos sinalaremos:

= Regra do punto medio:

)

Yn+1 :yn71+2hf($n7yn)’ TL:LQ,...,N—L}
Yo,y1 €R

con ¥, y1 dados.
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2.2. Forma xeral dun método lineal multipaso.

Definicion 2.1. A forma xeral dun método lineal de k pasos é

k k
ZO&jyn+j = hz/ﬁjfnJrj, n = 0, ,N - k‘, (23&)
j=0 7=0
Yos -+ Yk—1 € R, (23b)

onde fnyj = f(Tntj,Yn+j), Kk € un nimero enteiro fixado previamente e o e f; son

constantes reais que non dependen de n.

Supofieremos que ai # 0, |ag| + 5o > 0. Debido a esta condicién, ao calcular 1
mediante a ecuacion (2.3a), utilizase y,. Por este motivo, o método é de k pasos.
Dise que o método ¢ lineal porque os valores f,1j, j=0,...,k, entran de forma lineal na

ecuacion (2.3a).

Supornieremos, sen pérdida de xeneralidade, que oy = 1, xa que como ay, # 0, podemos
dividir a ecuacion (2.3a) entre i, obtendo unha ecuacion equivalente na que o coeficiente

de yYn1r é a unidade.

Definicion 2.2. Dise que un método lineal multipaso é explicito se B, = 0 e implicito se

Br # 0.

Nun método lineal multipaso explicito pédese despexar y, k.

Proposicion 2.3. Se S # 0, € dicir, o método lineal multipaso é implicito, e h < \ﬁﬁ’
onde L é a constante de Lipschitz que aparece en (2.2), enton, dados yn, ..., Ynik—1, €xiste

unha unica solucion y,,x € R de (2.3a).

A demostracion pode verse en [4], paxina 46.

Notemos que para poifier en marcha un método multipaso con k& > 1 necesariamente temos
que ter k valores de arranque, yo, ..., Yr—1, que deberdn ser calculados a partir de yy con

un método de un s6 paso.

2.3. Algtns métodos lineais multipaso conecidos.

Existen catro familias clasicas de métodos lineais multipaso, que estan basadas nun
proceso de integracion numérica, que son: Adams-Bashforth, Adams-Moulton, Nystrom e

Milne-Simpson.
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Dado que non figura no obxetivos do TFG, non incluiremos a obtencién dos métodos
de ditas familias, senén que nos limitaremos a porer unha pequena lista dos primeiros

métodos de cada familia. A obtenciéon dos métodos pode verse en [2].

s Métodos de Adams-Bashforth:

k=1: ypt1—Yn="h~fn, n=01,..,N—1

Por conseguinte, o método de Adams-Bashforth de un paso é o método de Euler
explicito.

k=2 Ynyo—Yns1 = 2{3fny1— fu}, n=0,1,...,N—2.

k=31 Yn+s— Unt2 = 15{23fns2 — 16f0s1 +5f,}, n=0,1,...,N —3.

s Métodos de Adams-Moulton:

k=1: ypy1—Yn=hfny1, n=0,1,....,N —1.
k=1: yn+1—yn:%{fn+1—|—fn}, n=20,1,...,N — 1.
Notese que existen dous métodos Adams-Moulton de un paso, o primeiro é o método

de Euler Implicito e o segundo a regra do trapecio (o #-método para 6 = %)
k=2: Ynt2—Yny1 = 1%{5fn+2+8fn+l_fn}v n=0,1, ,N—2.
k=30 Ynis—Yns2 = 2{9fns3 + 19fns2 —5far1+ fu}, n=0,1,..,N —3.

= Métodos de Nystrom:
k=2: ypy2—yYn=2hfn41, n=0,1,....N —2.

Por conseguinte, o método de Nystrom de dous pasos € a regra do punto medio.

= Métodos de Milne-Simpson:

k=2: yTH*Q*yn:%{fn+2+4fn+1+fﬂ}’ n:Oala°"7N72'
O método de Milne-Simpson de dous pasos recibe o nome de método de Simpson.

Existe outra familia importante de MLM, os métodos de diferenciacién retrograda.

A sta construcion béasase nun proceso de derivaciéon numérica. Véxase [2] ou [4].

De novo, neste caso tamén nos limitaremos a poner un listado dos primeiros métodos:
k=1: yp+1—Yn="hfn+1, n=0,1,....N —1, (Euler Implicito).

E=2: Ynio— 8Uns1 + 5Yn = 2hfaso, n=0,1,..,N—2.

k=3: Ynt3— DUnt2+ Untl — 5Un = hfnss, n=0,1,..,N -3
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2.4. O erro local de truncamento: definicién e algins exem-
plos.

Antes de dar a definicion de erro local de truncamento para un MLM xeral, introduci-

remos este concepto nalgins exemplos concretos.

s Euler Explicito: Paran=20,1,..., N — 1, sexa

T (h) = YE=vEn)  f(g (),
sendo y = y(x) unha solucion exacta da EDO ' = f(x,y).

Desta formula podemos entender que 7,+1(h) mide ata que punto a solucién exacta

verifica o esquema.

Para este método, o erro local de truncamento no punto x,1, concepto que defini-

remos a continuacién, é T, 11 = h7pq1.

= Regra do punto medio: Paran =0,1,..., N — 2, sexa

W —2f(xn+1,y(@n+1)),

Tnt2(h) =
sendo y = y(x) unha solucién exacta da EDO ¢’ = f(x,y).

Para este método, o erro local de truncamento no punto 42 € Thi2 = hrpio.

Definicién 2.4. O erro local de truncamento no punto z, para o MLM de k pasos (2.3a)

é:

k k

Toik =D y(@ni) —h D Bif (@nijy(Tnss)),

=0 j=0

sendo y = y(x) unha solucién exacta da ecuacion diferencial (2.1).

Observacion 2.5. T, 1 depende de n, h e da soluciéon concreta y = y(x), é dicir,
Totie = Toti(hiy).

Introducimos a notacion

1
Tn+k = ETrH»k .

E evidente que

Ea

k
> ay(@nig) = Y Bif @nss Y(Tnis))- (2.4)

j=0 J=0

Tn+k =

S| =
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Requeriremos que

Tnik(B)] < Jr(R)] n=0,..,N -k, (2.5)

e que
lim 7(h) = 0. 2.6
Jim, (k) (2.6)

Notese que as ecuacions (2.5) e (2.6) implican que

lim h) =0,
h—0t Tn+k( )

para todon =0,...,N — k.
As condicions (2.5) e (2.6) implican que a ecuacion en diferenzas (2.3a) é unha aproxi-

macion da ecuacion diferencial y' = f(x,y).

2.5. Consistencia, estabilidade e converxencia dos métodos

lineais multipaso.

No estudo das propiedades dos MLM seran de gran utilidade os polinomios

k
p(r) = ajr,
j=0
que é o primeiro polinomio caracteristico, e
k
a(r) = Bir,
j=0

que é o segundo polinomio caracteristico.

Definiciéon 2.6. Un MLM da forma (2.3a) é consistente se

1f ] R)| =0
hg})kg}ggN\Tn( )

para toda solucion exacta y = y(x) da EDO ¢’ = f(x,y), e para toda f : [a,b] x R = R
nas hipoteses (2.2).

Definicion 2.7. O MLM é consistente de orde p, se p é o maior enteiro > 1 para o cal

existe hg > 0 suficientemente pequeno tal que para todo 0 < h < hy,
7(h) < MRP,

onde M s6 depende das cotas de f e das dun namero finito das stas derivadas na banda

a<zx<b —-oco<y<oo, a,bfinitos.
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Proposicion 2.8. Un MLM ¢ consistente, se e s se, se verifican as dias condicions

p(1) =0,
{p'u) —o(1) =0, 27)

Demostracion. Se y € C*([a,b]), podemos escribir o seguinte:

sequintes:

Y(xn + ) = y(zn) + jhy’ (xn) +&nj(h), 5 =0,....k,
Y (zn + jh) = ' (xn) + &, (),
onde méxo<p<N—k M8Xo<j<k [§n,j(h)| = o(h) e méxo<n<n—k méxo<j<k £, ;| = o(1).

Tense entén que

k

k
Tk = Dngk = > agy(mn + jh) =0 > By (@n + jh) = Coy(xn) + Cihy (2n) + o(h),
j=0 Jj=0

k k k
sendo Cy = Zaj eCh = Zjaj - Zﬁj, onde o termo o(h) é uniforme en n.
=0 =0

j=0
Polo tanto,
P p P(l) =0,
Pt ngzngal%(—k 7o+ 0 o {p’(l) =o(1).

Definicion 2.9. O erro puntual en x,, é

en(h> = yn<h) - y(mn)

Observacion 2.10. Sexan y;(h) =n;(h), j=0,...,k—1, os valores de arranque do MLM.
Para 7 =0,...,k — 1, tense que
lim |y;(h) —y(x;)| =0« lim n;(h) =n(=y(a)).
i {;(h) — ()| =0 Tim n;(h) = (= y(a))
Xustificamos esto a continuacién, comezando pola implicacién cara a esquerda:
Dado que lim;,_,o+ n;(h) = 7, temos que y;(h) — n converxe a 0 cando h — 07 e, ademéis,

sabemos que y;(h) —n = y;(h) —y(a). Como a + jh = x;, podemos escribir o seguinte:

yi(h) —y(a) = y;(h) — y(z;) + y(a + jh) — y(a),

o cal converxe a 0; como ademaéis limy,_,g+ y(a + jh) — y(a) = 0, obtemos que
limy, o+ |y;(h) —y(z;)| = 0, quedando esta implicaciéon demostrada. Reciprocamente, par-

tindo de que limy,_,o+ |y;(h) — y(z;)| = 0, camprese que limy, o+ n;(h) = 7.
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Definiciéon 2.11. O MLM (2.3) é converzente, se para calquera funcion f(z,y) nas hipo-
teses (2.2), baixo a hipotese de que limy, o+ (yj(h) — y(z;)) =0, j=0,...,k —1, se ten

que limy, o+ maxo<p<n |en(h)| = 0.

Se o MLM (2.3) é converxente, debe suceder que

{ 4 ) — yn(h)| = 0. 2.
i, max y(zn) = yn(h)] =0 (2.8)

En certo sentido, é unha converxencia ’uniforme’, xa que o maximo do valor absoluto

dos erros puntuais tende a 0.

Observacion 2.12. A converxencia implica que para todo x € [a, b],

lim g (h) = y(x). (2.9)
h—0t
hn=x—a

Xustificaremos esto a continuacion.
Como o método é converxente,

Ii : — =0.
S, 5l — vtz

Sexa z € [a,b], vexamos que se verifica (2.9).
Seh>0en€eZ, n>0tal que nh =1z — a, temos que

0 < |yn(h) —y()| = [yn(h) — y(zn)| < o?zi)z(v [y — y(x7)].

Sabemos que limy,_,q+ maxo<;<n |y1(h) — y(z;)| = 0, asi que, pola conecida propiedade do
sandwich, concluimos que

lim  y,(h) = y(x).
e

(2.9) ¢ un converxencia de tipo puntual, asi pois, a converxencia uniforme (2.8) implica
a converxencia puntual (2.9).

No seguinte capitulo, faremos uso da seguinte proposicién.

Proposicion 2.13. Supinase a = 0. Se o método MLM € converzente, enton para todo
c € (0,b] tense que
lim ye)(h) = y(c). (2.10)

h—0+ "R

Demostracion. Notese que, a diferencia da observacion 2.12., [{]h non necesariamente é

igual a c. Agora ben, podemos efectuar a descomposicion

9(©) = vz () = () = y([510)] + (1)) = gz () (211)
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Tense que 7 —1 < [7] < §, polo tanto, c—h < [{]h < ¢, e como a funcién y é continua
en c,
lim [y(c) —y([;-]h)] = 0. (2.12)

Por outra parte, 0 < |y([7]h)] —yj<)(h)| < méxo<n<n [y(Tn) —yn(h)], e en virtude de (2.8),

i [y([210)] = yigy (W] = 0,

o que, xunto con (2.11) e (2.12), implica (2.10). O
Definicién 2.14. O MLM (2.3a) ten orde de converxencia p, p>1, p€Z, se

4 — < M_hP
OggN!y(mn) Yn| < Mph?,

onde M, > 0 é unha constante.
Como paso previo & introducién do concepto de estabilidade, introducimos o esquema

perturbado do MLM (2.3) como sigue: dada unha perturbacion (dy, ..., dy) € R¥+! atopar
(20, ,2n) € RNTL tal que

k k
> iz =hY_ Bif(@ntjs i) + hopyr, n=0,..,N—k (2.13a)
j=0 j=0
Zj:yj—i-(Sj, 7=0,...,k—1. (2.13b)
Observacion 2.15. Os §;, [ =0,...,k — 1, perturban os valores de arranque, mentras que

088, =k, .., N, perturban o esquema MLM propiamente dito.

Proposicion 2.16. Sexa a, =1 e h > 0 tal que h|Bx|L < 1, onde L é unha constante de
Lipschitz de f respecto de y, enton existe unha inica solucion z,4x do esquema perturbado

(2.13).

A demostracion é andloga 4 da Proposiciéon 2.3.
Dada outra perturbacion (&5,...,6%) € R¥F1 denotamos con (2, ...,z%) a solucién do

esquema perturbado correspondente.

Definicion 2.17. O MLM (2.3) é estable se para toda f nas hipoteses (2.2), existen hy > 0
e K > 0 constantes independentes de h, tales que para todo h € (0, hgl e N = N(h) = [&=4],

n

se cumpre a estimacion

, ok < , Sk
onax, |z, — 25| < KOgLaSXN |0n, — 07 |

para todo (8o, ..., 0N), (85, ..., 6% ) € RNFL,
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Teorema 2.18. Se o MLM ¢ estable e consistente, enton € converzente.

Demostracion. Supofiamos que os valores de arranque satisfacen

lim |y(z;) —yj(h)| =0, j=0,., k-1 (2.14)

h—0t

A solucién numérica é a solucion de (2.3), que pode verse coma un esquema perturbado
con perturbacions nulas, é dicir, §, =0, n=0,..., V.

Introducimos 7; = y(z;) —y;, j=0,....,k—1.
Tendo en conta (2.4), resulta que a solucion exacta y = y(x) é a solucién dun esquema

perturbado con perturbaciéns 7, :

k k
Za]y($n+]) = Zﬁjf(xn+jay(xn+_])) + Tn+k> n= 07 7N - ka
7=0 j=0

y(zj)=y;+715, 7=0 .. k—1

=

En virtude da estabilidade, existen hg > 0 e K > 0 constantes tales que para todo
h € (0,hg] e N = N(h) = [254],

, B < ) o
méax |y(xy) yn|_KOg71%XN]Tn] max(

! 1 A . 2.15
0<n<N _mf‘g(_l |71, kg}%XN Tnl) (2.15)

0<5<
Ademais, limy, o+ (maxo<j<i—1|7j|) = 0 por (2.14), e pola consistencia, limy,_,o(Méxp<p<n [Tn|) =
0. Por conseguinte, tense que limy, ,o+(méxo<i<n |y(zn) — yn|) = 0, como querfamos de-

mostrar. O

Teorema 2.19. Se un MLM € estable, ten orde p de consistencia e se verifica que
ly(zj) —y;(h)| = O(RP), j=0,..,k—1, enton o MLM ten orde p de converzencia.

Este resultado é consecuencia directa das desigualdades (2.15) e (2.5) e das definiciéns
2.7 e 2.14.



Capitulo 3

Aplicaciéon das ecuaciéons en
diferenzas ao estudo dos métodos

lineais multipaso.

Neste ultimo capitulo estudaremos os métodos lineais multipaso aplicando os resulta-
dos tratados no primeiro capitulo, relativo as ecuaciéns lineais en diferenzas. Utilizaremos
constantemente a condicion da raiz, que agora definiremos. Tamén veremos a aplicacién

destes resultados a algins métodos clésicos.

As referencias usadas neste capitulo son [2], [3] e [4].

3.1. Converxencia e estabilidade dos MLM e a condiciéon da

raiz.

Definicién 3.1. Diremos que o MLM (2.3) satisface a condicién da raiz se todas as raices
do primeiro polinomio caracteristico p(r) tenen modulo menor ou igual que 1 e aquelas de

moédulo 1 son simples.
O seguinte resultado é o Teorema 1 da seccion 5 do capitulo 8 de [3].
Teorema 3.2. Se 0 MLM (2.3) é converzente, enton satisface a condicion da raiz.

Demostracion. Veremos por contradicién que a condicién da raiz é necesaria.
Supofiamos en primeiro lugar que p(r) ten unha raiz real & tal que || > 1. Conside-

ramaos
Yn = yn(h‘) = hglnv n > 0. (3'1)

29
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A sucesion y, satisface a ecuacion en diferenzas

k
Zajyn+j =0, n=0,..,N—k, (3.2)
j=0

con valores de arranque

y]<h’):h§[]7 .j:()v"'7k_17

polo tanto,

1fm y;(h) = =0, k—1. .
hlgg)yg() 0, 7=0,.., (3.3)

Interpretamos (3.2) e (3.3) como un esquema MLM para o PVI

y' =0, (3.4a)
y(0) =0, (3.4b)
cuxa solucién trivial é y = 0.

Como o método é converxente, debe suceder (2.8), o que implica (2.10), é dicir, que

para todo ¢ € (0,b],

i c1(h)| = 0. 3.5
[y (A)] (3:5)
Por outra parte, (3.1) implica que

lye)(h)] = K& > bl —pg oo, (3.6)

C

pois |§] > 1 e [§] > £ — 1, pero (3.6) contradice (3.5), logo o polinomio p non pode ter
unha raiz real & tal que |§| > 1.

Suponamos agora que p(r) ten unha raiz § € C\ R tal que |§| > 1; como os coeficientes
de p(r) son reales, & tamén & raiz de p(r).
Tomemos a sucesion y, = yn(h) dada por (3.1). Como & ¢ R, en xeral temos que

yn(h) € C\ R. En particular, os valores de arranque

poden non ser reais.
Dado que ao definir os MLM e o concepto de converxencia nos restrinximos ao caso
real, traballaremos con Re(y,) e Im(yn).

yn satisface (3.2), logo Re(yy,) satisface (3.2) con valores de arranque

Re(y;(h)) = hRe(€)) =500, j=0,....k—1.
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Podemos ver Re(y,) como a solucion dun esquema para o PVI (3.4) (concretamente,
o que resulta ao aplicar o MLM (2.3) con valores de arranque Re(y;), j=0,...,k—1).

Como o método é converxente, ocurre que

lim méax |Re(yn(h)) — 0| =0.

h—0+ 0<n<N

Aplicamos agora 0 mesmo argumento para a parte imaxinaria Im(yy), polo tanto,

hli%lﬁ- OISHTLaSXN um(yn(h)ﬂ =0

De todo esto, concluimos que
lim max h)=0
. max|yn(h)]

e entdn

Por outra parte, [yj<](h)| = h|&|l%]. Por un razonamento anélogo ao do caso anterior,
lim Alg|lh] = oo
h—0 & ’

logo o polinomio p(r) non pode ter raices complexas & tales que |&] > 1.

Como terceiro caso, supofiamos que p(r) ten unha raiz § € R tal que || = 1 de mul-
tiplicidade maior que 1.
Consideramos

Yn = hn&l', n=0,...,N. (3.7)

Como & ¢é unha raiz con multiplicidade maior ou igual que dous de p(r), entén y, é

solucion da ecuacion en diferenzas (3.2), con valores de arranque
y]:hjgljv jzoa“'7k_1a

e, polo tanto,

lim 1 (h) = i =0,.... k—1.
hgr(l)yj() 0, j=0,...,k

Interpretamos y, como a solucién dun esquema para o PVI (3.4).
Como o método é converxente,
lim y,(h) =0.

h—0
n=[£]

h

Por outra parte, yn(h) = nh§" e dado que |§] =1, |y(e)(h)| = h[] =p 0+ ¢ # 0.
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Estes dous resultados forman unha contradicion, polo que p(r) non pode ter unha raiz

real multiple de médulo 1.

Como cuarto e altimo caso, supohamos que p(r) ten unha raiz § € C\ R tal que [§] =1
de multiplicidade maior que 1.

Tomemos y, = yn(h) dada por (3.7). Ao igual que no segundo caso, os elementos yy, (h)
e, en particular, os valores de arranque, poden non ser reais.

Como & é unha raiz de multiplicidade maior ou igual que dous de p(r), enton y, &

solucion da ecuacion en diferenzas (3.2), con valores de arranque
yj =hj&l, j=0,..,k—1

e, polo tanto,

i i(h)=0, 7=0,....,k—1.
h%y]() I ] ) 9

Como no segundo caso, traballaremos con Re(y,) € Im(yy).

yn, satisface (3.2), logo Re(y,,) satisface (3.2) con valores de arranque
Re(y;(h)) = hjRe(&]) —=n-00, j=0,...k— 1.

Podemos ver Re(yy,) como a soluciéon dun esquema para o PVI (3.4).

Como o método é converxente, ocurre que

’ 7 _ — 2 Z n —
0 o MRe(yn () =01 = M, s, il Re(&F)] = 0.

Aplicamos agora o mesmo argumento para a parte imaxinaria Im(y,), polo tanto,

1f ix |1 m))| = 0.
JMm, Og%XN\ m(yn(h))|

De todo esto, concluimos que

1f ] R)| =0
Jim, O?T%XNW”( )l

e entén
lim y,(h) =0
h—0T+
n=I£]
Por outra parte, [y(¢)(h)| = h[%”fl\[fi] = h[{] =p—0+ ¢ # 0, logo p non pode ter raices

complexas miltiples de médulo 1. Como non pode darse ningtin dos catro casos anteriores,

a condicién da rafz é unha condicién necesaria para a converxencia. O

O seguinte resultado é o teorema 2 da seccion 5 do capitulo 8 de [3].
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Teorema 3.3. Se o MLM (2.3) € estable, enton satisface a condicion da raiz.

Demostracion. Introducimos os esquemas

k
Zajynﬂ =0, n=0,...,.N—k (3.8a)
§=0
yj:6j7 j:O,...,N—k: (38b)
(&
> i =0, n=0,...,N—k (3.9a)
§=0
y; =0, j=0,..,N—k (3.9b)

que son esquemas perturbados do MLM (2.3) aplicado ao PVI (3.4).
No segundo esquema, as perturbaciéns son todas nulas, é dicir, 67 = 0 para todo n =
0,..., N. A solucién correspondente é y = 0.
No primeiro esquema, as perturbaciéons §, = 0 paran =k, k+1,..., N.

Por ser o esquema estable por hipétese, existen hg > 0 suficientemente pequeno e K > 0
constantes tales que

max |y, —yn| < KoglnéSXN |0p, — 6, = Kméx( max [|0; — 6;\,kg}fi§XN |0n, — O ]).

0<n<N 0<j<k—1
Enton,
, < , '
odx - [yn| < Kosglgg_l Y5l (3.10)
N(n)=["72]

h

Supofniamos que §; é unha raiz real de p(r) tal que o seu médulo é maior que un.

Tomamos

Yn =0&', n=0,..,N,

onde d > 0. Por tanto, os valores de arranque son
y; =08, j=0,..,k—1.
(3.10) implica que

4 W < K8|EE =05 Vhe (0,h 3.11
0§£Ln§a]i7<(h) |y | = |£[ | € ( 3 0)5 ( )

con C unha constante.
Ademais
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De (3.11) e (3.12) e dado que y, é independente de h, deducimos que
4 <C6
ggwu_C,

¢ dicir, que {y,}5°, ¢ unha sucesioén acotada.

Por outra parte, como [§| > 1 e § > 0, a sucesion y, = 0§, n =0,..., N, non estd
acotada e acabamos de chegar a unha contradicién.

De esto concluimos que non podemos ter estabilidade se o primeiro polinomio caracte-

ristico ten unha raiz real con médulo maior que 1.

Suponamos que & é unha raiz complexa de p(r) tal que o seu modulo é maior que un.
Tomamos
yn =06§', n=0,...,N,

onde § > 0. Consideramos
Yn,1 = Re(0&]").

Por tanto, os valores de arranque son
yi1 = Re(6&)), j=0,...,k—1.

: o : . o
Seguindo un proceso similar ao do caso anterior, chegamos a que a sucesion {y,.1}5
estéd acotada.
Analogamente, a sucesion

Yn,2 = Im(éfln)

ten valores de arranque

yjo=Im(6€)), j=0,...k—1,

e temos que {yn2}°2, esta acotada.

De todo esto, concluimos que y, = 6 esta acotada, pero como [§| > 1e d > 0, y,
non estéd acotada, polo que é unha contradicién.

De esto concluimos que non podemos ter estabilidade se o primeiro polinomio caracte-

ristico ten unha raiz complexa con moédulo maior que 1.

Suponamos que & é unha raiz real multiple de p(r) tal que o seu médulo é un.
Tomamos
Yn =00, n=0,...,N,

onde § > 0. Polo tanto, os valores de arranque son

yj =0j&l, j=0,.. k-1,
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Enton temos (3.10) e por un proceso analogo ao do primeiro caso, chegamos a que a
sucesion {y, }7o esta acotada.

Agora ben, |y,| = on|&|™ = on, pois o0 modulo da raiz é 1 por hipétese, e esto tende
a oo cando n tende a co, co cal chegamos de novo a unha contradicién por suponer que
podemos ter estabilidade se o primeiro polinomio caracteristico ten unha raiz real multiple

con moédulo un.

Como ultimo caso, suponamos que § é unha raiz complexa multiple de p(r) tal que o
seu modulo é un.
Tomamos

Yn =00, n=0,...,N,

onde § > 0.

Consideramos

Yn,1 = Re(on&").

Polo tanto, os valores de arranque son
yj1 = Re(85€)), §=0,..k—1.

) .. ) ., 0o
Seguindo un proceso similar ao dos casos anteriores, chegamos a que a sucesion {y,1}52,
esta acotada.

Analogamente, a sucesion
Yn,2 = Im(éngln)

ten valores de arranque
yj2 = Im(6j€)), j=0,...k—1,

e temos que {yn2}°2, esta acotada.

Concluimos asi, que a sucesion {y,}22, esta acotada.

Agora ben, y, = nd¢’, asi que |y,| = nd, xa que o modulo da raiz é¢ 1 por hipotese,
pero |y,| = nd tende a oo cando n tende a 0o, co cal chegamos de novo a unha contradicién
por supotier que podemos ter estabilidade se o primeiro polinomio caracteristico ten unha
raiz complexa multiple con médulo un.

Concluimos que a condicién da raiz é unha condicién necesaria para a estabilidade.

O

O seguinte resultado ¢ o teorema 4 da seccién 5 do capitulo 8 de [3], o cal non demos-

traremos.
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Teorema 3.4. Se o MLM (2.18) satisface a condicion da raiz, entén € estable.
Observacién 3.5. Como consecuencia dos teoremas 3.3. e 3.4., o MLM (2.13) é estable se
e s0 se satisface a condicién da raiz.

Como introduce (|2]) na paxina 221 do capitulo 5, dado un Método Lineal Multipaso

da forma (2.3) podese definir o operador en diferenzas asociado como
Lly(z); h] = apy(x + kh) + - + aoy(z) — h[Bry'(z + kh) + -+ foy/ ()], (3.13)

que pode ser considerado como un operador lineal que actiia sobre calquera funcién dife-
renciable y(z).

Este operador pode expresarse da forma

Lly(z); h] = Coy(z) + - + Cyhly@ () + - (3.14)
onde os coeficientes Cy, ¢ = 0,1, ..., son constantes que non dependen da eleccién da
funcion y(z):

Co=ag+ 4+ ag (3.15&)
Cr =0+ +kag — (Bo+ -+ Br) (3.15b)
1 1
Cg=~(ar+ - +kap) = —— B+ + k6L, q¢=2,3, - (3.15¢)
q! (¢—1)!
Un operador diferencial da forma (3.13) dise de orde p se Cp = - = C, = 0, pero

Cp+1 # 0.

Proposicion 3.6. A converzencia do MLM implica que se cumpra a condicion de consis-

tencia (2.7) do mesmo.

Demostracion. Tmos demostrar que unha condicién necesaria para a converxencia é que a
orde do operador diferencial asociado sexa polo menos 1, que é a condicién de consistencia.
En termos das constantes C; definidas en (3.15), a condicién é equivalente a que Cp =
0,C7 = 0, ou o que é 0 mesmo, que se cumpran as condicions de que p(1) =0, p/(1) = o(1.)
Comezaremos mostrando que Cy = 0. Se o método é converxente, & converxente para o

PVI 3/ = 0,y(0) = 1, coa solucién exacta y(x) = 1. A ecuacion en diferencias (2.3) agora

é da forma i
>yt =0. (3.16)
§=0

Supofiendo que o método é converxente e que os valores iniciaisy, =1 (x=0,1,...,k—1),

a solucion y,, de (3.16) debe satisfacer que y,, —p—0 1, nh = x. Xa que neste caso y, non

depende de h, esto & o mesmo que dicir que ¥, —p—o0o 1. Tomando n, n — oo en (3.16),
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k
obtemos g aj = 0, e isto & equivalente a que Cp = 0. De isto, séguese que se cumpre que
J=0
a orde do operador diferencial asociado é maior ou igual que 0.

Para demostrar que Cy = 0, consideraremos o PVI ¢/ =1, y(0) = 0, con solucion exacta

y(z) = x. Agora a ecuacion (2.3) reducese a

Qlntk + =+ + aoyn = (B + -+ + Bo). (3.17)

Para un método converxente, toda solucion de (3.17) que satisface que limp_y,(h) =

0, w=0,...,k—1, debe satisfacer tamén que

lim y, = n=2x). 1
lm y, =« (xn, =) (3.18)

Ademais, para un método converxente, podemos suponer que kag + (k—1)ag_1+-+a; =

p'(1) # 0, polo Teorema 3.2. Sexa y, a sucesion definida mediante y, = nhK, onde

_ Br + Br—1+ -+ Bo
kag + (kK — Dag—1 + - + a1

Esta sucesion cumpre que limy_0y,(h) =0, p=0,...,k—1, e é unha solucion de (3.17).

Xa que lim »0 nhK = K, podemos concluir que K = 1 e isto é equivalente a que C7 = 0,
nh=x

quedando asi este teorema demostrado. O

Observacion 3.7. Dos Teoremags 2.18., 3.2., 3.3., 3.4. e da Proposicién 3.6., podemos concluir

ent6n que para un MLM, a estabilidade e a consistencia equivalen & converxencia do mesmo.

Para pechar este capitulo e concluir a memoria, mostraremos algins exemplos sinxelos
aos que aplica esta teoria.

Facendo referencia aos métodos de Adams-Bashforth vistos no capitulo 2, veremos
que o método de Euler Explicito é un método estable e consistente, e por conseguinte,
converxente.

Recordemos a stia forma, que é
Ynt1 —Yn = hfn, n=0,...,N -1

O seu primeiro polinomio caracteristico é p(r) = r — 1 e a tnica raiz do polinomio é r = 1,
que é unha raiz de médulo 1 simple, asi que se cumple a condicién da raiz. Polo tanto, polo
Teorema 3.4., 0 método é estable. Ademais, o segundo polinomio caracteristico é o(r) = 1 e
camprese que p'(1) = o(1), p(1) =0, logo pola proposiciéon 2.8., o método é consistente.

Pola observacién 3.7. podemos dicir que o método é converxente.
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Seguindo cos métodos de Adams-Bashforth, veremos que o método de k = 2 pasos é
un método estable e consistente, e por conseguinte, converxente. Recordemos a siia forma,
que é

h
Yn+2 — Ynt+1 = 5(3fn+1 - fn)a n=0,..,N—2.

2 _r cuxas raices son r = 1 e r = 0, que

O seu primeiro polinomio caracteristico é p(r) =r
son raices simples de médulo menor ou igual que 1, asi que se cumple a condicién da raiz.
Por conseguinte, en virtude do Teorema 3.4., este método é estable. Ademais, o segundo
polinomio caracteristico ¢ o(r) = 3r — 3 e cmprese que p'(1) = o(1), p(1) = 0, logo
pola proposicién 2.8.; o método é consistente. Pola observacién 3.7. podemos dicir que o

método é converxente.

O método de Adams-Bashforth de k pasos ten como primeiro polinomio carcateristico

p(r) =k — k-t

cumprese a condicion da raiz. Aplicando o Teorema 3.4., deducimos que o método é estable.

, cuxas raices son r = 1 e r = 0 con multiplicidade k — 1, logo de novo,

Para rematar o capitulo e conseguintemente a memoria, faremos referencia ao método
de Nystrom visto no capitulo 2 para k = 2 e veremos que o método é un método estable,
xa que se cumple a condicién da raiz.

Recordemos a sta forma, que é
yn+2_yn:2hfn+1, HZO,,N—Q

O seu primeiro polinomio caracteristico é p(r) = 72 — 1; as stas raices son r = 1,7 = —1,
que son rafces de médulo 1 simples, asi que se cumple a condiciéon da rafz. Polo tanto, en

virtude do Teorema 3.4., o método é estable.
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