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Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Alxebra

Titulo: Teorema de Hasse-Minkowski

Breve descricion do contido

En xeral, non é nada facil decidir se formas cuadraticas racionais representan
un numero racional dado sobre Q. Por exemplo, os puntos racionais da
circunferencia unidade 22 + y? = 1 son (2527:11, %) e (—1,0).

Ademais do valor absoluto habitual en Q, para cada primo p existe outro
valor absoluto sobre Q chamado o valor absoluto p-adico. Ao completar
Q con respecto a este valor absoluto p-adico obtense un corpo completo
chamado o corpo dos p-ddicos, denotado por Q,. En teorfa de ntmeros,
os corpos dos p-adicos son tan importantes como o corpo completo R dos
nimeros reais.

Este TFG pretende dar unha perspectiva do teorema de Hasse-Minkowski
que establece: Sexa q(z1,. .., z,) unha forma cuadratica sobre Q en calquera
dimensién n > 1.

(1) Dado r € Q*, a ecuacion ¢(z1,...,x,) = 1 & resoluble sobre Q se e s6
se é resoluble sobre R e para todo Q.

(2) A ecuacion ¢(z1,...,x,) = 0 é resoluble de forma non trivial sobre se e

s6 se & resoluble de forma non trivial sobre R e para todo Q,.
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Resumen

En este trabajo enunciaremos y demostraremos el Teorema de Hasse-Minkowski. Este resul-
tado es muy importante en teoria de nimeros, al permitir determinar la existencia de soluciones
racionales de ecuaciones dadas por formas cuadréaticas. Para ello primeramente, recordaremos
algunas nociones algebraicas sobre cuerpos finitos, formas cuadréaticas, y sobre el Simbolo de
Legendre y la Ley de Reciprocidad Cuadratica. Luego introduciremos el cuerpo de los ntmeros
p-adicos a partir del estudio de los valores absolutos sobre cuerpos y analizaremos en profundi-
dad su estructura y propiedades basicas. Ademas, veremos como se comportan las soluciones de
polinomios sobre ellos a lo largo de diferentes resultados, entre los que destaca el Lema de Hensel.
A continuacion definiremos el Simbolo de Hilbert y obtendremos algunos resultados de utilidad,
estableciendo una relacién entre este simbolo y el de Legendre. Finalmente, estudiaremos los
cuerpos locales y las formas cuadraticas sobre los mismos. Todos estos conceptos y resultados
trabajados nos permitiran probar el Teorema de Hasse-Minkowski y ver algin ejemplo de apli-
cacion a formas cuadraticas concretas y a otros resultados de teoria de nimeros sobre sumas de

cuadrados de niimeros enteros.

Abstract

In this work we will formulate and prove the Hasse-Minkowski Theorem. This result is very
important in number theory, as it allows to determine the existence of rational solutions of
equations given by quadratic forms. To do so, we will first recall some algebraic notions of finite
fields, quadratic forms, and about the Legendre Symbol and the Quadratic Reciprocity Law.
Then we will introduce the field of the p-adic numbers from the study of the absolute values
on fields and we will analyze in depth its structure and basic properties. In addition, we will
see how the solutions of polynomials on them behave throughout different results, among which

Hensel’s Lemma stands out. Next, we will define the Hilbert Symbol and obtain some useful
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results, establishing a relationship between this symbol and the Legendre symbol. Finally, we
will study the local fields and the quadratic forms on them. All these concepts and results worked
will allow us to prove the Hasse-Minkowski Theorem and see some examples of application to

concrete quadratic forms and other results of number theory on sums of squares of integers.



Introduccion

El Teorema de Hasse-Minkowski, también conocido como Principio Local-Global de Hasse,
es un resultado muy importante en el &mbito de la teoria de ntimeros. El enunciado de este resul-
tado afirma que si @) es una forma cuadrética con coeficientes racionales en n variables, entonces
la ecuacion @ = r, r € Q, es resoluble sobre Q (y en el caso r = 0, resoluble de forma no trivial)
si, y solo si, lo es sobre R y sobre Q, (donde p es un entero primo y Q, denota al cuerpo de los
racionales p-adicos) para todo primo p. Tal y como se explica en [6], [7] y [16], en la segunda
mitad del siglo XIX el matemético Hermann Minkowski realizé un profundo estudio de la teoria
de formas cuadréaticas sobre los racionales. En particular, demostré un resultado que afirmaba
que cualquier forma cuadratica con coeficientes racionales tiene ceros racionales no triviales si,
y solo si, tiene algin cero no trivial sobre R y sobre todos los anillos de la forma Z/p"Z, con p
un nimero primo y n entero positivo. En el momento de proporcionar este resultado Minkowski
no podia utilizar ninguna propiedad ni notacién relativa a los p-addicos, puesto que estos toda-
via no habfan sido creados. Quien se encargd de introducirlos fue Kurt Hensel a comienzos del
siglo XX. Afios después, el mateméatico Helmut Hasse se encontraba haciendo su tesis bajo la
supervision del propio Hensel, y este le indicé que podia volver a demostrar resultados teoria de
numeros empleando el lenguaje y las propiedades de los niimeros p-adicos. Asi, en 1921 demos-
tré el Teorema de Hasse-Minkowski para formas cuadraticas sobre los nimeros racionales, un
resultado equivalente al de Minkowski de unas décadas antes, pero empleando herramientas de

los p-adicos. En 1924 lo extenderia a otros cuerpos.

La idea detras de este resultado es habitual en mateméticas y supone el origen de una de las
denominaciones del resultado: analizar lo “local” para obtener informacion “global”. Por ejemplo,
para que una ecuacion diofantica posea soluciones enteras debe tenerlas sobre R y sobre cualquier
anillo Z/p"Z, donde p es un primo y n € Z™. Por tanto, si al realizar la reduccién de la ecuaciéon
esta no tiene soluciones podremos concluir que tampoco las tiene el inicial. En el caso del Teorema
de Hasse-Minkowski ocurriria algo analogo: si probdsemos que una ecuacién dada por una forma
cuadrética de la forma descrita en el parrafo anterior no posee solucion racional sobre algin Q,

(que forman parte de los conocidos como “cuerpos locales”) o sobre R, tampoco la tendria sobre Q.
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x INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es enunciar y demostrar el Teorema de Hasse-Minkowski, siendo
necesario estudiar antes diversos conceptos algebraicos. Para ello, el trabajo se divide en cinco

capitulos cuya estructura y contenido describimos a continuacion.

El Capitulo 1 contiene tres partes diferenciadas. En la primera hacemos un repaso sobre los
cuerpos finitos y sus propiedades. Posteriormente trabajamos algunos resultados relacionados
con las ecuaciones y los polinomios sobre cuerpos finitos, entre los que destaca el Teorema de
Chevalley-Warning, que nos permitira concluir que todas las formas cuadraticas con tres o mas
variables sobre un cuerpo finito tienen al menos un cero no trivial. La segunda seccién esta de-
dicada a la Ley de Reciprocidad Cuadratica y sus propiedades fundamentales que emplearemos,
esencialmente, en el Capitulo 3. En la tercera y tltima parte revisamos definiciones y resultados

basicos relativos a las formas cuadraticas.

El Capitulo 2 trata sobre los ntimeros p-adicos. El primero en introducirlos fue el matemé-
tico Kurt Hensel a comienzos del siglo XX. Constituyen una completaciéon de QQ diferente de la
considerada mas habitualmente (R). Como el primero, este capitulo se estructura en tres partes.
En la primera se estudian los valores absolutos sobre el cuerpo Q, poniendo especial énfasis en
el valor absoluto p-ddico que daréa lugar a los racionales p-adicos. Enunciamos y demostramos el
Teorema de Ostrowski, que sirve para caracterizar todos los valores absolutos sobre Q en funcion
del valor absoluto usual y de los valores absolutos p-adicos. La seccién finaliza estudiando la
completitud de QQ respecto de los valores absolutos p-adicos. La segunda seccién, mas breve que
la primera, se dedica a estudiar el cuerpo de los niimeros p-adicos, en particular las unidades y
cuadrados del mismo. La tercera parte tiene como objetivo analizar propiedades y resultados de
los polinomios sobre los enteros p-adicos (Zj), entre los que sobresale el Lema de Hensel, muy

util para ver ejemplos concretos de aplicacion del Teorema de Hasse-Minkowski.

El Capitulo 3 trata el Simbolo de Hilbert, que lleva el nombre del reconocido matemético
aleman que lo introdujo a finales del siglo XIX. Dados dos elementos no nulos sobre un cierto
cuerpo, el Simbolo de Hilbert indica si la ecuacién dada al igualar un polinomio de segundo
grado en tres variables (en el que aparecen dichos valores como coeficientes de dos de ellas)
tiene alguna solucion no trivial con valores en dicho cuerpo (vale 1 en ese caso) o no (valdra
-1). Las propiedades que aqui trabajaremos seran utilizadas en los Capitulos 4 y 5. Entre los re-

sultados demostrados destaca un teorema que relaciona el Sfmbolo de Hilbert con el de Legendre.
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En el Capitulo 4 realizamos una introduccién a los cuerpos locales y estudiamos las formas
cuadréaticas sobre ellos. Para esto dltimo empleamos propiedades vistas en el Capitulo 3 y defini-
mos el Invariante de Hasse como producto de unos ciertos simbolos de Hilbert. Los resultados que
veamos sobre formas cuadraticas en cuerpos locales seran también de utilidad para el Teorema de
Hasse-Minkowski, ya que trataran fundamentalmente sobre ceros de dichas formas cuadraticas o

sobre si estas representan unos ciertos valores.

El Capitulo 5 contiene la demostraciéon del Teorema de Hasse-Minkowski. La demostracion se
realiza distinguiendo varios casos en funcién de la dimension de la forma cuadrética. A continua-
cion vemos un ejemplo de aplicaciéon del resultado a una forma cuadratica concreta. Finalmente,
utilizando el teorema demostramos un resultado conocido referente a sumas de cuadrados que

nos permite deducir otros dos de la misma temética.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Cuerpos Finitos

El objetivo de esta primera seccién es revisar algunos conceptos y resultados béasicos relacio-
nados con cuerpos finitos y con las ecuaciones sobre ellos, que se pueden encontrar en referencias
como [I] y [14].

Definicién 1.1. Dado un cuerpo K se denomina subcuerpo primo de K al menor subcuerpo de

K que contiene a 1.

Dado un cuerpo K arbitrario se puede definir la siguiente aplicacién:
f:Z—K, f(n)=n-1g

Se trata del homomorfismo de anillos que se utiliza para definir el concepto de caracteristica de

un cuerpo. Para este homomorfismo hay dos posibilidades:

» ker f = {0}, en cuyo caso la aplicacion se puede extender a Q. La caracteristica de K aqui

es 0.

» ker f # {0}, y entonces ker f = nZ, con n el menor entero positivo que se encuentra en el
nicleo. Se puede probar que en esta situacién n serd un niimero primo y el cuerpo tendra

caracteristica n.

Asi, la imagen de Z por la aplicacion definida previamente es un dominio entero y serd isomorfa
aZ o a Z/pZ, p primo. El cuerpo de fracciones sera isomorfo a Q o a Z/pZ, respectivamente. En
el primer caso se dice que el cuerpo K tiene caracteristica 0, y se escribe como char(K) = 0; en

el segundo, que es de caracteristica p.
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Observacion 1.2. En un cuerpo de caracteristica es el menor entero positivo m que verifica
)
que m - 1x = 0. Cuando el cuerpo es de caracteristica p el subcuerpo primo de K se corresponde

con f(Z) y se denota por F,.

Proposicion 1.3. Sea K es un cuerpo de caracteristica p. Consideremos la aplicacion
f:K— K, f(zx)=2P.

Se tiene que f es un homomorfismo de cuerpos y que para todo y € F,, f(y) =y.

Demostracion. Es obvio que f(zy) = f(x)f(y). Veamos que f(z +1vy) = f(z) + f(y).

(z+y) = ZZ; (f) ahyP!

Puesto que, en la expresion anterior, si i # 0, p, (’l’) es multiplo de p. En consecuencia (z +y)P =
P + 4P,
Falta ahora ver que para todo y € F, f(y) = y. En efecto, si y € F}, entonces existe un m entero

tal que 0 < m < p. En ese caso y = m - 1g, por lo que

f)=f0g)+--+flx) =1g+--+1lx =y

O
El siguiente resultado caracteriza los cuerpos finitos.
Teorema 1.4. Sea K un cuerpo finito de q elementos. Se tiene que:
1. Si el cuerpo K tiene caracteristica p y [K : F,] = n (donde | : ] denota al grado de la

extension de cuerpos) entonces el cardinal de K es g = p".

2. Sean p un primo, ¢ = p" con n entero positivo y  un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica p. Entonces existe un unico subcuerpo F de Q con q elementos, que coincide

precisamente con el conjunto de raices del polinomio X9 — X.
Demostracion. Comprobemos las dos afirmaciones:
1. Como el cuerpo tiene caracteristica p su subcuerpo primo Fj, es isomorfo a Z/pZ. La

extension [K : Fp| es finita y si su grado es n se deduce que |K| = p™.

2. Sea ) un cuerpo algebraicamente cerrado con caracteristica p. La proposicién anterior
permite asegurar que la aplicacion = — z9,¢ = p™ es un automorfismo de Q (resulta de

componer n veces el homomorfismo = +— 2P), y aquellos elementos que quedan fijos por el
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automorfismo son precisamente F' = {z tales que x¢ = z} = {z tales que ¢ —z = 0}. Por

otro lado, la derivada del polinomio X9 — X es ¢X9 ! — 1. Ahora bien,
gX9l—1=p.prlxet—1=—-1+#0,

por lo que como € es algebraicamente cerrado podemos deducir que el polinomio X? — X
tiene exactamente ¢ raices distintas, de lo que se concluye |F| = q. Para ver que es el
dnico, supongamos que existe otro subcuerpo H de €) con ¢ elementos, entonces el grupo
multiplicativo H* tiene ¢ — 1 elementos. Por tanto, si # € H* entonces 29~ = 1, lo cual

equivale a que 27 — x = 0, es decir H C F', y como |H| = |F|, H = F.

O

Observacion 1.5. Al cuerpo F' del resultado anterior se le suele denotar por F, (cuando tiene ¢

elementos).

Proposicion 1.6. Todos los cuerpos finitos de ¢ = p™ elementos son isomorfos.

Sea ¢ = p",n € Z* y p primo.

Teorema 1.7. El grupo multiplicativo Fy de un cuerpo Fy (de q elementos) es un grupo ciclico

de ¢ — 1 elementos.

Ecuaciones sobre un Cuerpo Finito

En esta parte p serda un entero primo, ¢ una potencia de p y K un cuerpo de ¢ elementos (K
tiene caracteristica p).
—1  sim # 0y maltiplo de ¢ — 1

Lema 1.8. Sea m un entero no negativo. Entonces g ™ =
reK 0 en otro caso

Observacion 1.9. Supondremos =" = 1 si m = 0, incluyendo el caso x = 0.
Demostracion. Distinguimos varios casos:

= Sim # 0 y divisible por ¢ — 1 entonces 0™ = 0 y 2™ = 1 para todo = # 0, ya que en ese
casor € K* |K*| = g—1, K* es un grupo ciclico y m es miltiplo de ¢— 1. En consecuencia

d am=(g-1) 1=-1

zeK

= m=0. Enesecasoz™ =1,z € K por lo que Z 2™ = ¢q-1 =0 porser K de caracteristica

zeK
p.
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= Sim # 0y no es divisible por ¢ — 1 como K* es ciclico de orden ¢ — 1 existirda un elemento

y € K* tal que y™ # 1. Si denotamos por S la suma del enunciado,

rzeK* rzeK* zeK*

Por tanto, (1 —y™)S =0,y como 1 —y™ #0, S =0.

O

Teorema 1.10 (Chevalley-Warning). Sean f, € K[X1,...,X,] polinomios en n variables tal
que Zdeg(fa) < n (donde deg(fo) < n denota al grado del polinomio f,). Si'V es el conjunto

[e7
de raices comunes de todos los polinomios en K™ entonces |V| =0 (mdd p).

Demostracion. Sea x € K™ y denotemos por P = H(l — f71). Si 2 € V entonces fo(z) = 0

(03
para cualquier «, luego P =1 en ese caso. Si x ¢ V entonces existe o de forma que f,(z) # 0,
por lo que fI ' (z) =1y P=0.

Ahora, dado un polinomio g denotemos por S(g) = Z g(z). Por tanto, |V| = S(P) (méd p),

TEK™
ya que, como vimos antes, siz € V, P=1ysix ¢ V, P =0y el cuerpo K es de caracteristica

p. Solo queda comprobar que S(P) = 0. Como Z deg(fo) <mn deg(P) < (¢ —1)-n, P debe ser
combinacién lineal de monomios de la forma X%” = X™ ... X™ con myq,...,m, cumpliendo

n

que Z m; < n-(q—1). Sera suficiente probar que para alguno de los monomios X™i S(X"%)
i=1

vale 0, pero ello se concluye del Lema (ya que existira algin m; < ¢ — 1). O]

Corolario 1.11. Si Zdeg(fa) < n y silas fo tienen términos no constantes, entonces los

(e
polinomios fo tienen un cero comin no trivial.

Demostracion. Se concluye de que si V' = {0} entonces |V| no seria divisible por p (lo cual seria

contradictorio con el teorema anterior). O

Corolario 1.12. Todas las formas cuadrdticas de al menos 3 variables sobre el cuerpo K tienen

un cero no trivial.

Observacion 1.13. A pesar de que todavia no se ha proporcionado la definiciéon del concepto de
forma cuadratica (se trata con posterioridad en este capitulo y seguramente ya sea conocida para
el lector), el Corolario se ha incluido aqui al tratarse de un resultado que se deduce a partir

de los que se estudian con anterioridad en esta seccién.
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1.2. Ley de Reciprocidad Cuadratica

Vamos ahora a trabajar un resultado fundamental en teoria de ntmeros, la Ley de Recipro-
cidad Cuadréatica. Dicho resultado tiene relacién con el concepto de Simbolo de Legendre, que
esencialmente viene a indicar si una cierta ecuacién de grado 2 tiene soluciéon médulo un cierto
ntimero primo. Las propiedades del Simbolo de Legendre y la Ley de Reciprocidad Cuadratica
son importantes para trabajar propiedades del Simbolo de Hilbert, que constituye un concepto
fundamental en la demostracién del Teorema de Hasse-Minkowski, y que veremos en profundidad

en el tercer capitulo. Las referencias seguidas para esta seccion son [11] y [14].

Sea ¢ una potencia de un primo p.

Teorema 1.14. Si p = 2 entonces todos los elementos de F, (manteniendo la notacion de la
seccion anterior) son cuadrados. Si p # 2 entonces los cuadrados de F; forman un subgrupo de

indice 2 en Fj. Este subgrupo coincide con el nicleo del homomorfismo x — 27 € {+1,-1}.

Demostracion. La primera afirmacion se concluye de que el homomorfismo z — 22 es un auto-
morfismo de Fj.

En cuanto a la segunda, sea {) una clausura algebraica de Fy. Si z € F existird un y € Q tal
que y? = z. En ese caso

q—1

yqfl =z 2z =41

-1

ya que x € Fj y Fj es un grupo de orden ¢ — 1, por lo que 1 = zd71l = x(qT)'2, y entonces
-1 —1

27 =loz's = —1, y esto altimo se justifica con que estamos suponiendo que la caracteristica

del cuerpo es p # 2. De lo anterior también podemos deducir que = € F q*2 x es cuadrado) <=
q—1

y € F; <= y = 1. Por tanto, F;Q es el nucleo del homomorfismo x — "2 y como Fy tiene

q — 1 elementos quedaria probado que F;2 tiene indice 2. O
Observacion 1.15. De la demostraciéon anterior se concluye que Fy'/ F;2 ~ 7./27.

Definicién 1.16. Sea p un primo impar y x € F, es decir z # 0 (méd p). Se define el Simbolo
de Legendre de x, y se denota por (%), como el entero z°7 que, como se vio previamente, solo

toma los valores 1 y —1.

Observacion 1.17. Se suele extender la definicién a todo F), escribiendo que (%) = 0.

La Definicién es Util para relacionar el Simbolo de Legendre con lo visto anteriormente.
No obstante, en la literatura suele ser més habitual la que se explica a continuacién, ademaés
de que con ella puede quedar més clara la “utilidad” de este concepto. Ambas definiciones son

equivalentes.
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Definicion 1.18. Dados a € Z, p un primo impar tal que a y p son coprimos, se define el Sfmbolo
de Legendre (%) como

<a> 1, sila congruencia 22 = a (méd p) tiene solucion,

p

—1, sila congruencia 22 = a (méd p) no tiene solucion.

Cuando la congruencia tiene solucién, es decir, cuando el Simbolo de Legendre vale 1, se dice

que a es un residuo cuadratico médulo p; en caso contrario no lo seria. De forma analoga a la

Observacion [1.17] si a fuese multiplo de p, (%) =0.

Observacion 1.19. Las Definiciones y son equivalentes ya que la congruencia z? =

a (méd p) tiene solucion si, y solo si, tiene solucién la ecuacién z2

solucion en Fj,. Ademas, si a = b(mdd p) entonces (%) = (9>.

=a = a(mddp) € F; tiene
P

La siguiente es una propiedad fundamental del Simbolo de Legendre.

Teorema 1.20 (Criterio de Euler). Sean p un primo impar y a € Z. Se verifica que

<a> = 4”7 (médp)

p

Proposicion 1.21. Sean p un primo impar y a,b € Z. Se verifica que
()=G)C)
p p p
Siguiendo la notacion de [14] definamos, dado n € Z, los siguientes elementos:

sin=1(méd4)

= e(n) =251 (m6d 2) =
1 sin=-1(mdd4)

0 sin==+1(méd3R)
1 sin=+3(mdd?,)

€(n) y w(n) son homomorfismos de grupos entre Z/27Z y las unidades de Z/4Z y Z/8Z.

Proposicion 1.22. Se verifican:
=1} — (—1)p)
1 < : ) = (-1)

) — (—1)*®)

B IN
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Teorema 1.23 (Ley de Reciprocidad Cuadratica de Gauss). Sean p y [ primos impares distintos

(;) _ (%) (—1)0etw)

Las demostraciones de este resultado y de las propiedades del Simbolo de Legendre se pueden

entre si. Se tiene que

encontrar en [I1] y [14]. Tal y como hemos comentado al comienzo de la seccion, los conceptos
y resultados explicados para la Ley de Reciprocidad Cuadratica son importantes para la seccién
sobre el Simbolo de Hilbert, que posee mucha relaciéon con la Ley de Reciprocidad Cuadratica (y

se puede considerar una generalizacion de la misma).

1.3. Fundamentos de Formas Cuadraticas

Para finalizar con este capitulo revisaremos conceptos y resultados fundamentales sobre for-
mas cuadraticas, centrandonos especialmente en aquellas propiedades que necesitamos para ver

todo lo relacionado con el Teorema de Hasse-Minkowski, y que podemos encontrar en [2] y [14].

Definicion 1.24. Sea A un anillo conmutativo y V' un médulo sobre él. Una aplicacién @ : V' —

A se dice que es una forma cuadratica en V' si verifica:

» Q(av) = a’Q(v) para todo a € A y para todo v € V.

» La aplicacion definida sobre V' x V' como (v1,v2) — Q(vi +v2) — Q(v1) — Q(v2) es bilineal.

El par (V, Q) se denomina modulo cuadratico. El caso que interesaré en este trabajo es aquel en
el que A sea un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y V un A-médulo, es decir, trabajaremos

el caso de los espacios vectoriales (que supondremos de dimension finita).

Definiciéon 1.25. Si consideramos ) una forma cuadratica, la aplicacion (z,y) — x -y, donde

1

z-y=35Q( +y) - Qz) — Qy)]

es una aplicacion bilineal que se denomina producto escalar asociado a la forma cuadrética Q.

Definicion 1.26. Dados dos modulos cuadraticos (V,Q) y (V', Q') se dice que una aplicacion
lineal f: V — V' es un morfismo métrico de (V, Q) en (V', Q') si Q' o f = Q.

Definicion 1.27. Si V' es un espacio vectorial y @ una forma cuadratica en él y {e;} ; es una
n

base V, se define la matriz asociada a @ como A = (a;;), donde a;; = €;-€; y paraun x = E Ti€;
i=1

n
se tiene que Q(x) = Z i TiT;
ij=1
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Observacion 1.28. Si se realiza un cambio de base a través de una matriz X (que debe ser

invertible) la nueva matriz A’ = X AX', y su determinante es det(A’) = det(A) det(X)2.

Definicién 1.29. En la observacién anterior, el valor de det(X)? se denomina discriminante de

la forma cuadratica @, y se denota por disc(Q).

Definiciéon 1.30. Sea (V, Q) un modulo cuadratico sobre un cuerpo K. Dos elementos x,y se
dice que son ortogonales si x - y = 0. El conjunto de elementos ortogonales a un subconjunto V;
de V se denota por V?. Dos subespacios V; y Va son ortogonales si x -y = 0 para todo = € Vj e
y € Va. VY se denomina radical de V' (se denota por rad(V)), y si V° = {0} se dice que @ es no

degenerada.

Proposicion 1.31. Una forma cuadrdtica es no degenerada si, y solo si, su discriminante es no

nulo.

Definicién 1.32. Una base de un moédulo cuadratico se dice ortogonal si sus elementos son

ortogonales dos a dos.
Teorema 1.33. Todo mddulo cuadrdtico admite una base ortogonal.

Definicion 1.34. Sean Uy, ..., U, subespacios de V. Se dice que V es suma ortogonal directa

de los subespacios U; si U; es ortogonal a U; para todo j # 4y ademéas V = Uy + -+ - + U,.

Observacion 1.35. En relacién a la definiciéon anterior, si un x € V tiene componentes x;, con

x; € U; entonces Q(x) = Z Q. (x5).

Definicion 1.36. Dado un moédulo cuadratico (V, Q) un elemento x € V'\ {0} se dice isotropico o

anulador si Q(z) = 0. Un subespacio de V' se dira isotropico si todos sus elementos son isotropicos.

Definicién 1.37. Un modulo cuadratico que posee una base formada por dos elementos x e y

tales que x - y # 0 se denomina plano hiperbélico.
Definiciéon 1.38. Una forma cuadratica @ : V' — A se dice universal si Q(V) = A.
Teorema 1.39. Una forma cuadrdtica no degenerada con un vector isotrdpico es universal.

Definicién 1.40. Dos formas cuadraticas Q y Q' se dicen equivalentes si sus modulos cuadraticos

son isomorfos. En ese caso escribimos Q ~ @Q'.

Definiciéon 1.41. Sean Q1(X1,...,X,) v Q2(X1,..., X;,) sendas formas cuadraticas en n y
m variables, respectivamente. Se denota por Q1 + Q2 a la forma cuadratica Q1(Xy,...,X,) +

Q2(Xn+1,- .-, Xn+m) en n + m variables, donde la operacién suma es ortogonal.

Definiciéon 1.42. Una forma cuadratica Q(X;, X2) en dos variables se dice hiperbélica si @ ~
X2 - X3
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Observacion 1.43. La definiciéon anterior la podemos relacionar con la Definicion en el sentido
en que una forma cuadrética sobre un cuerpo K sera hiperbolica si el médulo cuadrético (K2, Q)

es un plano hiperbdélico.
Teorema 1.44. Toda forma cuadrdtica degenerada posee un vector isotrépico.

Definiciéon 1.45. Diremos que una forma cuadratica Q(Xi,...,X,) sobre un cuerpo K repre-

senta a un elemento a € K si existe un z € K™,z # 0, de forma que Q(z) = a.

Observacion 1.46. De la definicion anterior se concluye que una forma cuadrética representaréa

al 0 si, y solo si, el médulo cuadrético posee un elemento isotrépico no nulo.

Teorema 1.47. Si Q) representa a 0 y es no degenerada se tiene que QQ ~ Q1 + Q2, donde Q1

es hiperbdlica. Se puede afirmar también que QQ es universal.
Corolario 1.48. Sea Q = Q(X1,X2,...,Xn—1) una forma cuadrdtica no degenerada y sea
a € K*. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Q representa a a.

2. Q ~ Q1+ aZ?, donde Qi es una forma cuadrdtica en n — 2 variables.

3. La forma cuadrdtica Qo = Q — aZ? representa al 0.
Corolario 1.49. Si Q1 y Q2 son dos formas cuadrdticas no degeneradas y Q@ = Q1 — Q2, los
sigutentes enunciados son equivalentes:

1. Q representa a 0.

2. Eziste un a € K* tal que Q1 — aZ? y Q2 — aZ? representan a 0.

3. Emiste un a € K* representado por Q1 y Q2.

Teorema 1.50. Sea QQ una forma cuadrdtica en n variables sobre un cuerpo K. Entonces existen

ai,ag,...,a, € K tal que Q ~ a1 X? + -+ + a, X2.

Definicion 1.51. En relacion al teorema anterior, se denomina rango de una forma cuadratica

al nimero de indices a; que son no nulos.
Definicion 1.52. La dimensién de una forma cuadratica @) sobre V es la dimension de V.

Observacion 1.53. El rango de una forma cuadratica es n si, y solo si, su discriminante (que vale

ay ---ay) es no nulo, es decir, si, y solo si, la forma cuadratica es no degenerada.

La definicion anterior posee un elevado interés al poder relacionarse con las sumas de cua-

drados.
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Corolario 1.54. Sean Q1 y Q2 dos formas cuadrdticas no degeneradas de rango mayor o igual

que 1, y consideremos () = Q1 — Q2. Son equivalentes:

1. Q representa al 0.

2. Ezxiste un a € K* representado por Q1 y Q3.

Teorema 1.55. Sean Q = Q1+ Q2 y Q' = Q| + Q) dos formas cuadrdticas no degeneradas. Si
Q~Q yQ1~ Q@ entonces Q2 ~ Q5.

Corolario 1.56. Si Q es una forma cuadrdtica no degenerada entonces Q ~ Q1+ +Qn+Q’,
donde Q1,...,Qn, son no degeneradas y Q' representa al 0. Ademds, la descomposicion es inica

salvo equivalencias.

Formas Cuadraticas sobre Cuerpos Finitos

Sea p # 2 un primo y ¢ una potencia de p. Como en secciones anteriores, denotemos por Fy

al cuerpo con g elementos.

Teorema 1.57. Se tiene que:

1. Cualquier forma cuadrdtica sobre Fy de rango mayor o igual que 2 representa a todos los

elementos de F;.

2. Cualquier forma cuadrdtica sobre F, de rango mayor o igual que 3 representa a todos los

elementos de Fy.

Demostracion. Sean a,b,c € Fy \ {0}. Veamos que ax? + by?> = c tiene soluciéon. Sean X =
{elementos de Fj de la forma

az’,z € F;} e Y = {elementos de F, de la forma ¢ — by?,y € F,}. Se puede ver que cada uno

g+1
2

elementos, lo cual es contradictorio. En consecuencia A N B # (), por lo que la ecuacién debe

de los conjuntos tiene por lo que, si fuesen disjuntos, Fj, deberia tener al menos g + 1

tener solucion. O

Observacion 1.58. Recordemos que ya hemos enunciado con anterioridad un resultado importante
para las formas cuadréticas sobre cuerpos finitos, el Corolario [[.12] que afirma que toda forma

cuadréatica sobre un cuerpo finito con tres o més variables tiene un cero no trivial.

Teorema 1.59. Dado a € Fj un elemento que no es un cuadrado, se cumple que cualquier
forma cuadrdtica no degenerada de rango n sobre Fy es equivalente a X2+ + X2, +X20a

X2+ 4+ X2 | +aX2, dependiendo de si el discriminante es o no un cuadrado.

*

.. . . .. F,
Observacion 1.60. Se trabaja con el discriminante como un elemento de .
q



Capitulo 2
Los Ntimeros p-adicos

El enunciado del Teorema de Hasse-Minkowski hace referencia a la resolubilidad de unas
ciertas ecuaciones sobre los ntimeros p-adicos, @, (donde p es un nimero primo). El objetivo de
este capitulo es, por tanto, estudiar los nimeros p-adicos, que ademas poseen una elevada impor-
tancia en Algebra y Teoria de Numeros. Los p-adicos, tal y como se analizara con posterioridad,

son (otra) extension del cuerpo de los racionales, Q.

Veremos que los p-adicos son (otra) extension del cuerpo de los racionales, Q. Por ello, en
primer lugar analizaremos su construccion a partir de los valores absolutos p-adicos sobre Q.
A continuacién veremos que son un cuerpo y probaremos algun resultado de utilidad sobre sus
unidades y sus cuadrados. Para acabar, estudiaremos propiedades de los polinomios sobre los
enteros p-adicos y sus raices y enunciaremos el resultado enunciado por Minkowski equivalente

al Teorema de Hasse-Minkowski que mencionamos en la Introduccion.

Para este capitulo se han seguido varias fuentes: fundamentalmente, [3|, [4], [11] y [14], y en

menor medida [5], [8], [9],[10] (esta tnicamente para algin aspecto topologico), [12] y [15].

A modo de introducciéon incluimos las siguientes definiciones.

Definicién 2.1. Sean p un entero primo y x € Z". Se denomina expansion p-adica de z a la

n

expresion Zaipi, donde a; € {0,1,...,p — 1} para todo i. Todo entero positivo admite una
i=0

expansion p-adica.

Observacion 2.2. Los a; de la definicién anterior se pueden pensar como elementos de F),.

11
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(e 9]

Definicion 2.3. Sean p un entero primo. Un entero padico es una expresion de la forma Z a;p’,
i=0
donde a; € {0,1,...,p— 1} para todo i. El conjunto de todos los enteros p-adicos se denota por

Zyp.

o
Podemos extender las expresiones anteriores a series de la forma g a;p', donde m € Ny
i=—m
a; como en las definiciones anteriores. Esto da lugar a la siguiente definicion.

oo
Definicion 2.4. A las series de la forma Z aip’, conm € Ny q; € {0,1,...,p — 1} se les
i=—m
denomina ntimeros p-adicos. El conjunto de los niimeros p-adicos se denota por Q.

Todo racional admite una expansiéon en forma de niimero p-adico.

2.1. Valores absolutos sobre QQ

Como ya explicamos, esta primera parte trata sobre los valores absolutos sobre @, con el
objetivo de estudiar, en particular, los valores absolutos p-adicos que dan lugar a (Q,. No obstante,
las definiciones y propiedades generales de los valores absolutos seran vistas para un cuerpo

arbitrario K.

Definicién 2.5. Un valor absoluto sobre un cuerpo K es una aplicacion | |: — RT U {0} que

cumple:

1. |x| > 0 para todo z € K y |z| = 0 <= x = 0 (definida positiva).
2. |zy| = |z||ly| para todo z,y € K.

3. |z +y| < |x| + |y| para todo z,y € K (desigualdad triangular).

Ademas un valor absoluto se dird no arquimediano si verifica

4. |z +y| < max{|z|, |y|} para cualesquiera x,y € K.

La condicion de ser valor absoluto no arquimediano implica la tercera condicion (desigualdad

triangular) de la definicion general de valor absoluto.

Definicién 2.6. Si K es un cuerpo y | | un valor absoluto, una completacion del cuerpo K es una

extension de dicho cuerpo en la que toda sucesiéon de Cauchy de elementos de K es convergente.
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Observacion 2.7. Si consideramos el valor absoluto usual definido en el cuerpo de los racionales

r, x>

, la completacion de Q con dicho valor absoluto es R. Este valor absoluto se

Q, [z =
—x, <0

suele denotar como | |~. No obstante, este no es el inico valor absoluto que podemos considerar
en Q. Tomando otro obtendremos otra posible completacion de Q que seré precisamente el cuerpo

de los nimeros p-adicos Q.
Dado un x € Z\ {0} y un p primo sabemos que existen n,v € Z tnicos de forma que x = p’n
y mcd(p,n) = 1. Gracias a ello construimos la siguiente definicion.

Definicién 2.8. Dado un primo p se llama valoracion p-adica en Z a la aplicacion vy, : Z\{0} —
Z, donde para cada x € Z, v,(x) es el entero v que indicdbamos en las lineas anteriores, es decir,
el inico entero v que verifica que x = p¥n, con n y p enteros coprimos. Es posible extender esta
definicion a Q \ {0} (que denotaremos por Q*). Como todo racional se puede escribir en forma
de fraccion irreducible ¥, x € Z e y € N\ {0}, definimos v,(7) = vp(x) — vp(y). Por convenio

vp(0) = 4o00.

Proposicion 2.9. Sean a,b € Q. La valoracion p-ddica verifica las siguientes propiedades:

= vp(ab) = vy(a) + v,(b).

» vp(a+b) > min{vy(a), vy(b)}.

Demostracion. Sia =0 0 b= 0 es obvio. Supongamos a # 0y b # 0.

= Si a y b son enteros se concluye directamente por definicién. Si a = %, b= Z—; entonces
_ zlyl . ., _ .
ab = ot Por la Definicién vp(ab) = vp(z1y1) — vp(22y2). Teniendo en cuenta que z1y;

y Z2y2 son enteros y el enunciado se cumple, vp(ab) = vy(x1) + vp(y1) — vp(x2) — vp(y2) =

vp(21) — vp(w2) + vp(y1) — vp(y2) = vp(a) + vp(b).

= De nuevo, el caso entero se deduce facilmente al factorizar teniendo en cuenta la mayor

potencia de p que divide a a y b. Sia = 71,0 = zl, entonces a + b = %, luego
vp(a +b) = Up(mly;;#) = vp(z1Y2 + $2y1) — vp(z2y2). Por un lado vp(z1y2 + 2a2y1) =

min{v,(z1y2), vp(z2y1)}. Supongamos que min{v,(x1y2), vp(x2y1)} = vp(T1y2) = vp(x1) +
vp(y2). Fijémonos en que entonces vy(a) < v,(b), ya que como min{v,(x1y2), vp(z2y1)} =

z1Y2) = vp(x1) +vp(y2) entonces vy (z1) +vp(y2) < vp(x2)+vp(y1), lo cual equivale a que
vp(T2y2) = vp(1Y2) — vp(2y2) = vp(x1) + vp(Y2) — vp(22) — Vp(y2) = vp(21) — vp(w2) =

vp( (v
vp(x1) — vp(x2) < vp(y1) — vp(y2), es decir, vy(a) < vy(b). En ese caso, vy(z1y2 + x2y1) —
( (
vp(a) = min{vp(a), vp(b)}-

O
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A continuacién revisamos un concepto fundamental de Algebra que tiene relacién con las

propiedades de la valoracién p-adicas.

Definiciéon 2.10. Un anillo A se dice que es un anillo de valoracion discreta (AVD) si es un
dominio de ideales principales con un tnico ideal primo no nulo m que serd maximal. El cuerpo

definido al realizar el cociente A/m se denomina cuerpo de residuos de A.

Observacion 2.11.

» Dado que hay un tunico ideal maximal (es decir, A es un anillo local) el conjunto A \ m
es un grupo multiplicativo que esta formado por las unidades del anillo. Ademas, como el
ideal es principal, existe un elemento 7 € A irreducible tal que m = (7). Este elemento 7

se denomina uniformizante.

» Los ideales no nulos del anillo A seran de la forma (7™) y todos los elementos no nulos del
anillo se podrén expresar de la forma un™ con u una unidad y n un entero no negativo. Si

x = un" el entero n se denomina valoracion del elemento = y se denota por v(x).

» Sea K es el cuerpo de fracciones del anillo y K* = K \ {0}. Si # = { también podemos
escribir x = un™, pero en este caso n podré ser entero, positivo, negativo o nulo. Como en

el caso anterior se escribird v(z) = n.

Proposicion 2.12 ([15]). La aplicacion valoracion v : (K*,-) — Z es un homomorfismo sobre-

yectivo y verifica que v(z +y) > inf{v(x),v(y)}.

Se suele tomar por convenio v(0) = co.

Proposicion 2.13 ([I5]). Si K es un cuerpo y v : K* — Z es un homomorfismo que verifica las
propiedades de la proposicion anterior, entonces el conjunto {x € K tales que v(xz) > 0} U {0}

es un anillo de valoracion discreta con valoracion asociada v.

Veamos dos de ejemplos importantes de anillos de valoracion.

Ejemplo 2.14.

1. Sipesun primo y Z,) es el subconjunto de Q formado por las fracciones cuyo denominador
no es divisible por p. El cuerpo de residuos es precisamente el cuerpo finito con p elementos
F,. La valoracién asociada, si € Z, v,(x) es el exponente del primo p en la factorizacion

en primos de @. Si ¥ € Q vp() = vp(x) — vp(y)-

2. Si K es un cuerpo y K((T')) denota al cuerpo de las series de potencias en una variable

sobre K, para una serie no nula f(7) = E a,T", a, € K, ap, # 0 se define la valoracion
n<ng
v(f) = ngp. Asi obtenemos un anillo de valoracion discreta cuyo cuerpo de residuos es K.
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Observacion 2.15. La valoracion p-adica verifica las propiedades necesarias para ser valoracion
de un anillo de valoracién discreta, tal y como prueban los lemas vistos con anterioridad. Cuando
comprobemos que @, es un cuerpo podremos aplicar la Proposicion y deducir que Z, es un

anillo de valoracién discreta.

Continuando ahora con las propiedades de los valores absolutos sobre un cuerpo, y teniendo
en cuenta las propiedades bésicas, definimos a continuacién, en base a la valoraciéon p-adica, el

valor absoluto p-adico sobre el cuerpo Q.

Definicion 2.16. Si z € Q se define el valor absoluto p-adico de z como |z|, = p~ @) six £0
y [0], = 0.

Observacion 2.17. Fijémonos en que el valor absoluto p-adico de un namero sera pequeno (res-
pectivamente, grande) si su valoracion p-adica es grande (respectivamente, pequena), es decir, si

es “muy divisible” (respectivamente, “poco divisible”) por p.

Proposicion 2.18. El valor absoluto p-ddico | - |, verifica las propiedades para ser un valor

absoluto sobre un cuerpo (Q). Ademds, se trata de un valor absoluto no arquimediano.

Demostracion. Veamos que verifica las cuatro propiedades que aparecen en la definicién anterior

correspondiente para ser valor absoluto de tipo no arquimediano:

1. |0], = 0 por definicion. Por otro lado, si z # 0, |z|, = p~*»®) > 0.
2. Por la Proposiciéon |z |, = p~r(#®) = p=ur@)p=ve(@) — || |2'|,,.

3. De nuevo, por la Proposiciéon |z + 2|, = pop(@te’),
Ahora bien, vp(a + b) > min{vy(a),vp(b)} = -—vy(a +0b) < —min{v,(a),v,(b)}. En
Consecuencia’ p—vp(z-i—x') S p_min{vp(x)7vp(x/)} S p—mfn{vp(;v),vp(:c')} +p—méx{vp(ac),vp($')} e

[zl + 2],

4. |x+$/|p = piUP(I*FII) S pi ml’n{vp(m)rvp(xl)} = min{pfvp(x)’pfvp(xl)} S ma’lx{pfvp(x)’pfvp(x/)}

méx{|z|p + |2']p}.

O

Observacion 2.19. Las definiciones anteriores contribuyen a comprender mejor la definicion de
los ntimeros p-adicos: los racionales p-adicos, Q,, consisten en todos los ntimeros de la forma

x = Z app”, 0 < a, < p—1. —m es justamente vy(z). Dos racionales p-adicos z,y seran
n=—m
iguales si, y solo si, |z — y|, = 0.

<
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Gracias a los conceptos vistos hasta el momento sobre valores absolutos, podemos dar otro

punto de vista para los enteros p-adicos.

Definiciéon 2.20. Los enteros p-adicos, Z,, pueden definirse como el conjunto Z, = {z €
Qp, ||, < 1} (lo cual equivale a que z € Q, y que z = Zanp").
n=0

Veamos ahora algunos resultados previos sobre valores absolutos en cuerpos para poder enun-
ciar y demostrar el Teorema de Ostrowski, que se trata de un resultado importante para los valores

absolutos p-adicos.

Lema 2.21. Si K es un cuerpo y consideramos un valor absoluto | | sobre €l, entonces equivalen:

1. || es no arquimediano.

2. |z + 1] <méx{|z|,1}, z € K.

Demostracion. La condicién necesaria es sencilla: un valor absoluto es no arquimediano si verifica

|z + y| < méx{|z|, |y|}. Por tanto, si el valor absoluto es no arquimediano tomando y = 1 obte-

nemos el resultado deseado. En cuanto a la condiciéon suficiente, si = 0 es trivial. Supongamos
z

que x # 0 entonces z = IL. En ese caso [{I + 1| < max{7l,1}. Multiplicando la expresiéon por

29 concluimos que el valor absoluto debe ser no arquimediano. O

Teorema 2.22. Si f es la aplicacion definida previamente en el capitulo 1 para definir la carac-
teristica de un cuerpo y f(Z) es la imagen de Z por dicha aplicacion, un valor absoluto | | serd
no arquimediano si, y solo si, |y| < 1, y € f(Z). En particular, un valor absoluto en Q serd no

arquimediano si, y solo si, |y| < 1, para todo y € Z.

Demostracion. Veamos las dos implicaciones:
» “=" |+ 1] = 1. Si el valor absoluto es no arquimediano, entonces dado y € f(Z), |[y£1| <

méx{|y|, |1|}. Por induccion se concluye entonces que |y| <1,y € f(Z).

» ‘=" S8eay € f(Z),|y| < 1. Por el Lema que el valor absoluto sea arquimediano

equivale a comprobar que |y + 1| < max{|y|, 1}. Consideremos un entero positivo n. |y +

n n
1" < ]Z (M 'l < |Z (") 1y'|, por la desigualdad triangular.
i=0 i=0

n
(') es un entero, luego |(})| < 1, por lo que |y + 1" < Z |'|. Ahora bien, |y + 1|* <

1=0
n

D Y < (n+ 1) max{1, [y|"}.

=0
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Tomando raices n-ésimas a ambos lados de la desigualdad obtenemos que
ly+1] < Vn+ 1méx{1, |y}

Como esto se verifica para cualquier entero positivo, tomando limites cuando n — oo

obtenemos que |y + 1| < max{1, |y|}

O

Corolario 2.23. Un valor absoluto sobre un cuerpo K es no arquimediano <= 1 = sup{|n|,n €

Z}.

Definicion 2.24. Si K es un cuerpo y se consideran en €l dos valores absolutos sobre él, se dice

que dichos valores absolutos son equivalentes si generan la misma topologia.

Lema 2.25 ([3]). Dos valores absolutos | | y | |" sobre un cuerpo K son equivalentes si, y solo
si, existe un nimero real positivo a que cumpla que |z| = |z|'*.
Proposicion 2.26. Sea a € R,a > 1. Entonces |x| = a=@) define un valor absoluto no

arquimediano equivalente al valor absoluto p-ddico | |p.

Demostracion. Para ver que es no arquimediano basta utilizar el Teorema y probar que
|z| < 1 para cualquier racional z. Como a > 1, £ < 1. En consecuencia, ar@) = 1 <

a avp(z) ?
luego el valor absoluto es no arquimediano. Para ver que es equivalente utilizamos el Lema [2.25]
y demostraremos que existe un nimero real positivo @ que cumpla que |z|, = |z|*. En efecto,

basta tomar « de forma que a® = p ya que entonces |z|, = p~ @) = g% (@) = |z O

Definiciéon 2.27. El valor absoluto trivial en Q es aquel en el que |z| =1si z # 0y 0] = 0.

Ahora si, enunciamos y demostramos el Teorema de Ostrowski. La importancia de este resul-
tado reside en que caracteriza los valores absolutos que se puedan considerar sobre QQ, probando
que un valor absoluto arquimediano sobre los racionales equivale al valor absoluto “usual”’, mien-

tras que si es no arquimediano serd equivalente a algtn valor absoluto p-adico.

Teorema 2.28 (Ostrowski). Si | | es un valor absoluto no trivial sobre el cuerpo Q entonces
dicho valor absoluto es equivalente a algin | |, con p primo o infinito. En particular, se verifica

que:

1. Si el valor absoluto | | es arquimediano entonces es equivalente al valor absoluto | |-

2. Si el valor absoluto | | es no arquimediano entonces es equivalente a un valor absoluto | |,

para algin primo p.
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Demostracion. Comprobemos ambas afirmaciones.

k
1. Sean n y m enteros mayores que 1. Podemos escribir m = Zamk con 0 < a; < n. Por
i=0
tanto, '
Im| <n-(1+n|+--+n/*) <n-(k+1) max{1, |n*}.

logm
logn

Por otro lado, m > n*, luego logm >k -logn y asi k < . Sustituyendo en lo anterior

tenemos que
logm

logm
Im| < n- ( + 1) - méx{1, n| T8 .

logn

Esto permite deducir que si [ es un entero positivo

La desigualdad anterior equivale a

l-1
logn

% logm
-max{1, |n|Ten }.

Tomando el limite cuando [ tiende a infinito en la desigualdad anterior llegamos a que
log m
|m| < max{1, |n|®sn }. Dado que el valor absoluto es arquimediano existira un my entero

1 1
tal que |mg| > 1. Tomando m = my, tenemos que |m| < ]n\lDOgTZL, es decir |m|lem < |n|%

. . . i 1 1 1
Por simetria podemos concluir que |m|lem = |n|=. Por tanto, ff’g'ﬁ' = %‘"ﬂl = r. Se
cumple que |n| = n", es decir |n| = |n|%, lo que permite probar gracias al Lema [2.25] que

los valores absolutos son equivalentes.

2. Por el Teorema [2.22] dado que | | es no arquimediano entonces |n| < 1, para todo n € Z. Si
|n| = 1 para cualquier n entero entonces estariamos ante el valor absoluto trivial. Por tanto,
el conjunto X = {n € Z tales que |n| < 1} es no vacio. Veamos que X es un ideal: como el
valor absoluto es no arquimediano, si x1,z2 € X |1 + x2| < max{|z;|, |z2|} < 1. Ademas,
six € X yn € Z entonces |nx| = |n||z] < 1. Ademas, dicho ideal es primo: si zy € X
entonces |zy| < 1. Como |z||ly| < 1 |z| o |y|, al menos uno de ellos, debe ser menor que 1 (y
por tanto estad en X). Ademas, el menor entero p que pertenezca al conjunto X sera primo,
ya que si p = py-ps (es decir, p1, p2 enteros menores que p) entonces |p| = |p1]|-|p2| < 1, luego
p1 € X o po € X, lo cual seria contradictorio con que p fuese el minimo. En consecuencia
X = (p). Sea |p| = a. Dado ¢q € Q, existen a,b € Z\ X y k entero de forma que ¢ = pk%.
Por definicion, |a| = |b| = 1. Por tanto, |¢| = o* = (a=1)™F = (a=1)=»"), y o~ ! es un
real mayor que 1, por lo que aplicando el Lema y la Proposicién [2.26] concluimos el

resultado.
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Teorema 2.29 (Formula del Producto). Sea x € Q*. Entonces H |z|, = 1.
p<oo
Demostracion. Es suficiente con estudiar el caso para un entero positivo ya que el resto de casos
n
se deducen de él. Sea x € Z*. Factorizando x en primos se tiene que x = Hp:“ En ese caso

i=1
tendremos:

n
|2]oe = [ [ 0},
=1

|z|p, = p; ™, 1=1,...,n,

lz], =1, sig#p;i=1,...,n.
O

Para finalizar esta secciéon vamos a ver que Q no es completo respecto del valor absoluto
p-adico y que los ntimeros p-adicos son una completacion.

Lema 2.30 ([3]). Una sucesion de nimeros racionales {x,} es de Cauchy respecto de un valor

absoluto no arquimediano | | si, y solo si, lim |zp41 — 2, = 0.
n—oo
Teorema 2.31 ([3]). Q no es completo respecto de ninguno de los valores absolutos | |, con p
primo, ni para | |sc.
Como Q no es completo, para construir una completaciéon hay que “anadir” todos los limites

de todas las sucesiones de Cauchy. Para ello nos serén ttiles los siguientes conceptos.

Definicién 2.32. Sea | |, un valor absoluto no arquimediano en Q. Se denota por C o C, al

conjunto de sucesiones de Cauchy (respecto de | |,) de Q.

Observacion 2.33. Definiendo las operaciones {x,} + {yn} = {xn + yn} y {0} {yn} = {0 - yn}

se puede probar que C es un anillo conmutativo que no es un cuerpo.

Una vez definido esto, tiene sentido considerar que dos sucesiones de Cauchy con el mismo
limite sean, en cierto modo, “equivalentes”, por lo que cocientaremos el anillo respecto de un ideal

para trabajar con las clases de equivalencia, siguiendo la idea que comentdbamos previamente.
Definicion 2.34. Se define N C C, como el ideal N de Cp, N' = {{z,,} : lim |z,|, = 0}.
n—o0

Proposicion 2.35 ([3]). N es un ideal mazimal de C.

Con todo esto podemos redefinir el cuerpo de los nameros p-adicos.

Definicién 2.36. Se define el cuerpo de los nimeros p-adicos como Q, = C,/N..
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Observacion 2.37. Definimos la inclusion de cuerpos Q — Q,, definiendo la clase de equivalencia

de un racional como la sucesién constante con todos los términos iguales a ese racional.

Para deducir que considerando el valor absoluto | |, el cuerpo de los nimeros p-adicos es una
completacion de Q hay que comprobar que | |, extiende Q a Q,, que Q es denso en Q,, y que Q,

es completo respecto a | |,. Los siguientes resultados tienen ese objetivo.

Lema 2.38 ([3]). Sea {x,} C C\ N. Entonces la sucesion es estacionaria, es decir, existe un

M de forma que si n,m > M entonces |zp|p = |Tn|p.

Definicion 2.39. Sea A € Q,. Si {z,,} es una sucesion de Cauchy que representa a A entonces

se define
IAlp = nh—{go |Z0|p-

Esté bien definido ya que si tomasemos otra sucesiéon que representase a A el limite en infinito

de la resta de ambas seria 0, con lo que se encontrarian en la misma clase de equivalencia.

Proposicion 2.40. La aplicacion | |, : @, — RT U {0} que lleva a cada X € Q, en ||, define

un valor absoluto no arquimediano.

Lema 2.41 ([3]). Si | |, denota la aplicacion indicada en la proposicion anterior, la imagen de
Qp por esa aplicacion es la misma que la de Q. Es decir, para todo A € Q, \ {0} eziste un entero
n tal que [N, =p~".

Teorema 2.42 ([3]). La imagen de Q por la aplicacion inclusion Q — Q, es un subconjunto

denso en Q.

Teorema 2.43 (|3]). Q, es completo respecto de | |p,.

Estos resultados son los que permiten concluir que el cuerpo QQ, (para un primo p) es una

completacion de Q considerando el valor absoluto p-adico | |,.

Ejemplo 2.44. 7Z, es un anillo local con ideal maximal pZ, = {z € Q) : |z|, < 1}, y dicho ideal
es principal. Si consideramos Z, como subconjunto del cuerpo Q, y tomamos como aplicacién v
la valoracion p-addica podemos aplicar la Proposiciéon y concluir, como ya habfamos indicado
con anterioridad, que Zj, es un anillo de valoracion discreta. Su ideal maximal es pZ, y su cuerpo

de residuos es el cuerpo finito de p elementos, Fj.

Observacion 2.45. Teniendo en cuenta el Ejemplo el conjunto de unidades de Zj, es Z,\pZ,, =
{zeQp:zf, =1}
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Comenzaremos reescribiendo el Lema [2.41] extendiendo la valoracién p-adica para todo el

cuerpo @, de la siguiente forma:

Lema 2.46. Para todo A € Q,\ {0} existe un entero v,()\) tal que |A|, = p~*N). Para extenderlo

a todo Qp, tomamos v,(0) = oo

A continuacién se ven dos definiciones de conceptos algebraicos que seran de utilidad proxi-

mamente.
Definicion 2.47. Una sucesion A s B % O se dice exacta si ker f=Img

Definicién 2.48. Dado un primo p se dice que una sucesién {xn}nzl es coherente si verifica que

Tp+1 = Tn (méd pn)

Proposicion 2.49 ([3]). El anillo de los enteros p-ddicos es un anillo local con ideal mazimal

pZy ={x € Q, : |x|p, < 1}. Dicho ideal es principal. Ademds, se verifican:

1. @pﬂZp = Z(p)

2. La aplicacion inclusion Z — Z, posee imagen densa: dados un x € Z, y un entero n > 1

existe un 1inico entero no negativo o < p"~! tal que |x — alp < pn L

3. Para todo x € 7Z,, existe una sucesion de Cauchy {x,} convergente a x que cumple:

n—1

a) x, verifica que 0 < x, <p
b) Sin > 1 entonces xpi1 = x, (méd p™) (la sucesion es coherente).

Observacion 2.50. Ya hemos visto que Zj, es un anillo de valoracién discreta, en particular es
un anillo local con ideal maximal Gnico. Ademas, todo elemento de Z, que no esté en el ideal

maximal debe ser invertible. Por el Lema@ si |z], < 1 entonces |z, < ]%. Ip|, = %, y entonces

P
]%|p < 1, por lo que x € pZ,. Como el que buscamos es un ideal maximal, y acabamos de
comprobar que este debe estar contenido en pZ,, el uniformizante de este anillo de valoracion

seré, precisamente p.
Corolario 2.51. Q, = Zy[1/p|: para todo x € Q,, existe un entero no negativo n tal que p"x € Zy,.
Corolario 2.52. Sea n un entero positivo. Se tiene que la sucesion

02y, 22, X 2/p"Z — 0

es exacta, donde la aplicacion Z, 7, Ly, lleva a cada x € Zy, en p"x, y la aplicacion @, lleva a
cada x € Zy en su “componente” n-ésima; es decir, lleva a cada x € Z, en el elemento x, de la
sucesion convergente a x definida en el tercer apartado de la Proposicion[2.49 En particular, se
tiene que Zy/p" Ly, = 7 /p" L.
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Observacion 2.53. Hemos visto con anterioridad la definiciéon de sucesion exacta para el caso
maés sencillo posible, el formado por tres objetos. En el caso del corolario que precede a esta

observacion hay cinco, por lo que en dicho resultado que la sucesion sea exacta significa que:

. .. p" . . . .. . . .,
= La aplicacion Z;, — Z, es inyectiva, ya que su nicleo coincide con la imagen de la aplicacién
0 — Zp.

» La imagen de la aplicacion Z, r, Z, coincide con el niicleo de Z, — Z/p"Z, es decir, el

nicleo de Z, RN L/p"Z es p"Ly.

= El nicleo de Z/p"Z — 0, que es Z/p"Z, coincide con la imagen de Z, RN Z/p"Z. Por
tanto, la aplicacion Z, LA Z/p™Z sobreyectiva.

Vamos a continuar viendo propiedades con el objetivo de obtener mas informaciéon sobre los
racionales p-adicos.
Ya vimos en la Proposicion .49 que dado un z € Z, existe una sucesion de Cauchy {z,}
convergente a x que cumple que 0 < x, < p"~! y que si n > 1 entonces x,11 = x,, (méd p") (es
coherente).
Dado n entero positivo, sea A, = Z/p"7Z. Podemos considerar la aplicacion ¢, : A, — A,_1,
a (méd p") — a (méd p™~1). Esta aplicacion es un homomorfismo sobreyectivo de anillos cuyo
nicleo es p" L A,,.
Ahora, si {ap}nen es una sucesion de Cauchy convergente a un z € Zj,, para un n arbitrario

podemos considerar de nuevo la “proyeccion” ,, : Z,, = Z,/p"Z,, donde ¢, (x) = ay, (méd p™).

Proposicion 2.54 (|3]). Sean ¢, y A, las aplicaciones y los conjuntos definidos previamente,

respectivamente. Podemos definir la aplicacion inclusion ¢ : Z, — H Ay, que identifica a Zy
n>1
como anillo con una topologia con el subanillo cerrado de H A, formado por las sucesiones
n>1
coherentes {xy} que cumplen que ¢(x,) = Tp+1 para cualquier n > 1 (las operaciones usuales se

pueden definir coordenada a coordenada,).

Observacion 2.55. El limite del sistema proyectivo (A, ¢,,) cuando n tiende a infinito se define

como
h’in(A”’ ¢n) = H{wnt, 20 € Ap : d(Tnp1) = o), n > 1}
es decir, Tp4+1 = 2, (m6dp™). Se denomina limite proyectivo porque los elementos de los que

calculamos el limite son cocientes (proyecciones) sucesivos.

Definiciéon 2.56. Si consideramos los pares (A, ¢,,) definidos ya con anterioridad, el anillo de

enteros p-adicos es el limite del sistema proyectivo (A, ¢y,), es decir, Z, = lim(A,, ¢n).
—

Lema 2.57 (Teorema de Tychonoff, [10]). Un producto arbitrario de espacios topolégicos com-

pactos es compacto en la topologia producto.
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Observacion 2.58. Como hemos escrito antes, podemos considerar Z, como subanillo de H A,
n>1
Si dotamos a los A,, de la topologia discreta las aplicaciones ¢, y ¢, serdn continuas. Si ademas

dotamos a H Ay, de la topologia producto, entonces Z, hereda una topologia que lo convierte en
n>1
un espacio compacto, por ser un espacio cerrado contenido en un producto de espacios compactos,

que es compacto por el Lema [2.57

El siguiente resultado nos proporciona condiciones y propiedades sobre los elementos inver-
tibles de Z,,.

Proposicion 2.59. Se verifican:

1. Para un elemento de Z, (o equivalentemente, de A, ), ser invertible es equivale a no ser

divisible por p.

2. S1U denota al grupo de elementos invertibles de Zj, todo elemento no nulo de Z, se puede
escribir de forma tinica como up™, con uw € U y m un entero no negativo. Es decir, Z;, es
un dominio de factorizacion iunica (DFU) cuyo tinico elemento primo e irreducible es p.

Los elementos de U se denominan unidades p-ddicas.

Demostracion. Comprobemos ambas afirmaciones:

1. Siz € Z, es invertible, entonces ya hemos visto que |z|, = 1, es decir 1 = p~ @) por lo que
vp(x) = 0y x no es divisible por p. La otra implicacién basta probarla para A,, y se deducira
para Z,. Sea x € Ay \ pA, (z € A, no divisible por p), entonces la imagen en A; = F,
(cuerpo finito con p elementos) es distinta de 0. Es decir, existen y,z € A, de forma que
ry = 1—pz. En ese caso, zy(1+pz+---+p" 12" 1) = (1 —p2) (1 +pz+---+p 12" 1) =

1—p"z" =1, por lo que z es, en efecto, invertible.

2. Si x € Zy, es no nulo, entonces existe un entero m suficientemente grande tal que x = p™u,
con u no divisible por p (es decir, por el apartado anterior, u es invertible, u € U). La

unicidad es obvia.

O

Observacion 2.60. El entero m que aparece explicado en la proposiciéon anterior es precisamente

la valoracién p-adica del elemento x, que ya hemos detallado anteriormente.

Proposicion 2.61 ([14]). En Z, podemos construir una topologia definiendo la distancia d(z,y) =

e~ (@) EI anillo Zy, es un espacio métrico completo en el que Z es denso.
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Observacion 2.62. FEn la topologia construida en la proposicién anterior, dado que hemos definido

v(0) = o0, los ideales p"Z, forman una base de entornos de 0 (z € p"Z, = v(z) > n).

Con todo lo que hemos visto podemos deducir que todo elemento  no nulo de Q, (es decir,
elemento de Q;) se puede escribir como z = p"u, con n € Z y u € U (n seria, de nuevo, la
valoracion p-adica).

La siguiente proposicién es similar a la tltima enunciada pero para @Q,. Antes recordaremos la

definicién de espacio localmente compacto.

Definicion 2.63. Un espacio topologico X se dice localmente compacto para cada punto x € X

existe un conjunto compacto C; que contiene a un entorno de z.

Proposicion 2.64 ([14]). Con la topologia definida en la Proposicion el cuerpo Q, es
localmente compacto y contiene a Z, como (subanillo) abierto. Ademds, con esta topologia Q es

denso en Q.

Volvemos ahora a la Proposicion En este resultado estudiabamos elementos invertibles
de Z,. Desarrollaremos un poco maés la teoria relativa a ellos a continuacion, antes de pasar a un

breve estudio de los cuadrados de QQ, y a la tltima seccién sobre los polinomios en Z,,.

Definicién 2.65. Sea U el grupo de unidades de Z,. Para cada n entero positivo U,, = 1+p"Z,.
Es posible identificar el cociente U/U; con el grupo multiplicativo F por ser este altimo ciclico

con p — 1 elementos.

Observacion 2.66.

» Los U, forman una sucesion de grupos abiertos de U y U = lim U/U,,.
e

» Para cada n la aplicacion (1 + p"x) — (z modulo p) proporciona un isomorfismo entre

Un/Ups1y Z/pZ. Por inducciéon en n podemos deducir que el cociente Uy /U,, posee orden

b

n—1

Lema 2.67 ([14]). Sea 0 - A — C — B — 0 una sucesion exacta de grupos conmutativos,
siendo A y B grupos finitos de orden a y b, respectivamente, con a y b coprimos entre si. Sea
B'={x € C:bx =0}. Entonces C = A® B'. Ademds, B’ es el 1inico subgrupo de C isomorfo
a B.

Continuando con la misma notaciéon utilizada en esta seccién enunciamos y probamos la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.68. SiV = {x € U : 2P~! = 1}, entonces V es el tinico subgrupo de U isomorfo
a F; Y U=V xU.



2.2. El cuerpo de los niimeros p-adicos 25

Demostracion. Aplicaremos el lema previo a la sucesion exacta
1—U,/U, —>U/Un—>F; —1

En efecto, los grupos U; /U, y F, cumplen las hipodtesis que se necesitan en el lema, puesto
que poseen érdenes p"~! y p — 1, respectivamente. El lema garantiza la existencia de un tinico
subgrupo de U /U, que serd isomorfo a F};. Dicho subgrupo sera denotado por V,,. Por otro lado,
la proyeccion U/U,, — U/U,—_1 permite construir un isomorfismo entre V,, y V,,_;. Puesto que
U = lgn U/U,, por paso al limite obtendremos un subgrupo V' de U que sera isomorfo a Fy.
Realizando el paso al limite y aplicando el lema tenemos que U = U; x V. La unicidad de V se

concluye porque los V,, también lo son. OJ

Observacion 2.69. V' se denomina grupo de representantes multiplicativos de Fy.

Corolario 2.70. El cuerpo Q, contiene las (p — 1)-€ésimas raices de la unidad.

Nos centraremos ahora en estudiar la estructura del grupo Uj.

Lema 2.71 ([I4]). Sea = € U, \ Upt1, conn > 1 sip # 2 yn > 2 si p = 2. Entonces
2P € Upy1 \ Unyo.

Proposicion 2.72. Se cumplen:

1. Sip # 2 entonces Uy es isomorfo a Zy.

2. Sip=2U; ={1,-1} x Us, y Uy es isomorfo a Zs.
Demostracion. Comprobemos los dos casos:

1. Sip # 2,sea a € U1\Usa, @ = 1+p. Por el lema anterior of' € Uit1\Uita. Si ay, es la clase de

n—2 n—1
aenUi/Uy,, af, ~#1peroal, =1,y como U;/U, esun grupo de orden p"~!

, entonces
es grupo ciclico y ay, es un generador. Sea ahora el isomorfismo 6,,  : Z/ P17 — U1 /U,,

On,a(2) = af. El siguiente diagrama es conmutativo:

971 «
Z/p"7 —2 Uy JUpsa
i en,a l

Z)p" 7 ——= U /U,

De todo esto podemos concluir, pasando al limite, que los 6, , definen un isomorfismo
6 : Z, — Uy (recordemos que Z, = lim Z/p”flz y Uy =1lim Uy /U,,).
— —
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2. Supongamos que p = 2. Podemos tomar « € Us \ Us. Como en el caso anterior, podemos
definir los isomorfismos 6,4 : Z/2"?Z — Us/U, que, de forma anéloga, daran lugar
a un isomorfismo 6 : Zy — Us. Uy /Uy es isomorfo a Z /27 por la Observacion m El
homomorfismo U; — U;/Us induce un isomorfismo de {1,—1} en Z/2Z. Todo ello nos

permite afirmar que Uy = {1, —1} x Us.

Gracias a los resultados tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.73. Fijado un primo p:

1. Sip#2, Qy esisomorfo a Z X Zy X Z/(p — 1)Z.

2. Sip=2,Qy esisomorfo a Z x Ly x L/2Z.

Demostracion. Ya sabemos que los elementos de QO se pueden escribir de forma tnica como up™,
donde u es unidad p-adica y nZ. Entonces Qy y Z x U son isomorfos. Por la Proposicion m U
es isomorfo a Uy x V', donde V es un grupo ciclico con p — 1 elementos. El resultado se concluye

aplicando la Proposicién [2.72 O

Para finalizar la seccion vamos a estudiar los cuadrados en el grupo Qj,.

Teorema 2.74. Sip #2 yx = p'u, x € Q,, entonces x es cuadrado en Q,, si, y solo si, n es
par y la clase de u en U/U; = FJ, que denotaremos por u, es un cuadrado en Fy.
Observacion 2.75. La tltima condiciéon equivale a que el Simbolo de Legendre para «, la clase de

u

u en U/Uy, que denotaremos por <5> vale 1.

Veamos ahora la demostracion.

Demostracion. Podemos descomponer u = ujv, con u; € Uy y v € V. El teorema anterior
establece que Q) es isomorfo a Z X V' x Uy si p # 2. Por tanto un elemento de z = p"u =
p"uiv € Q, sera cuadrado si, y solo si, n es par y u; y v son cuadrados. U; es isomorfo a Z,, y 2
es invertible en Z;, por lo que todos los elementos de Uy son cuadrados. V' es isomorfo a F};, lo

que concluye el resultado. O
Corolario 2.76. Sip # 2, el grupo Q;/Qf, donde Q;z denota al conjunto de cuadrados de Q,
tiene como representantes a {1,u,p,up}, donde u € U verifica que (%) = —1.

Teorema 2.77 ([14]). Un z € p"u € Q3 es cuadrado si, y solo si, n es par y u =1 (méd 8).
Corolario 2.78. El grupo Q;/Q’z‘z tiene como representantes {1, +2, £5, +10}.

Observacion 2.79. Los tultimos dos teoremas muestran que Qf es un subgrupo abierto de Qj.
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Una vez trabajadas las propiedades mas importantes del cuerpo de los nimeros p-adicos,
la dltima secciéon trata algunos resultados sobre ecuaciones y polinomios en el anillo de enteros
p-adicos. Muchos resultados sobre estos aspectos seran de utilidad para el del Simbolo de Hilbert,

realizado en el siguiente capitulo.

Observacion 2.80. A efectos de notacion, si f € Z,[X1,..., X;,| es un polinomio en las variables
X1,..., X y coeficientes en Zj,, y n es un entero positivo, f,, denota al polinomio con coeficientes

en A, (A, =Z/p"Z), es decir, la reducciéon modulo p™ del polinomio f.
Comencemos a trabajar ahora con estos polinomios.

Proposiciéon 2.81 ([14]). Sean fO € Z,[X1, ..., X,,] polinomios con coeficientes p-ddicos. Las

siquientes condiciones son equivalentes:

1. Los £ poseen un cero comiin en (Z,)™.
2. Para todo n > 1 los polinomios f,ﬁf) tienen un cero comin en (Ap)™.

Definicion 2.82. z = (z1,...,2,) € (Z,)™ se dice primitivo si alguno de los z; no es divisible
por p.
Proposiciéon 2.83 ([14]). Sean f@ € Z,[X1, ..., X,,] polinomios con coeficientes p-ddicos. Las

stgutentes condiciones son equivalentes:

1. Los £ tienen un cero no trivial comin en (Q,)™.
2. Los f tienen un cero no trivial comin primitivo en (Zp)™.

3. Para todo n > 1 los polinomios f,SZ) tienen un cero comun primitivo en (Ay)™.

El siguiente lema es un resultado que sera de utilidad para pasar de una solucién médulo p™

a una solucién con coeficientes en Z,,.

Lema 2.84 ([14]). Sea f € Zy[X] y f’ su derivada. Sean x € Z, y n,k € Z tal que 0 < 2k < n,
f(z) = 0(médp™) y vy(f'(x)) = k. Entonces existe un y € Z, tal que f(y) = 0(médp™tt),
w(f'(y)) =k yx =y (moédp™*).

Teorema 2.85. Sean f € Zy[X1,..., Xnm], v = (v1,22,...,2m) €Ly yn,k,j €L con0 < j <
m. Supongamos también que 0 < 2k < n y que f(zr) = 0(médp") y Up(%(x)) = k. Entonces
J

existe un cero y de f en (Z,)"™ congruente con x mddulo pk.
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Demostracion. Supongamos m = 1. Si aplicamos el lema previo a un z(®) = z obtendremos
un zM € Z, que serd congruente con 1) modulo p"~*. Ademas, verificard que f (:c(l)) =
0 (médp™) y que vp(f’(ac(l))) = k. Reemplazando n por n + 1 podriamos aplicar de nuevo el
lema a (1), y asi sucesivamente, construyendo una sucesion {x(i)}iEN que verifica que f (x(l)) =
0 (méd p"t9) y 20+ = 2(@) (méd prta—h).

La sucesion que hemos construido es de Cauchy. Si y es el limite de dicha sucesién, entonces

f(y) =0ey=2z(médp"*), lo que concluye el caso m = 1.

Si m > 1 se reduce en realidad al caso m = 1 procediendo del siguiente modo: si f €
Zp| X1, ..., Xm], denotamos por f € Z,[X;] al polinomio en una variable que resulta de sustituir
en f las variables X; por los valores x;. Aplicando el caso m = 1, existe un y; tal que f(y;) =0
ey = (méd p"=F). Asi, si y; = x; para todo i # j, y = (y1,...,Ym) satisface la condicion
deseada. O

Corolario 2.86. Un cero simple de la reduccion mddulo p de un polinomio f proporciona un
cero de f con coeficientes en Zy, (recordemos que un cero simple es aquel en el que al menos una

de las derivadas parciales del polinomio no se anula al evaluarla en dicho punto).

Corolario 2.87. Sea p # 2, y sea Yy a;i; X;X;, con a;j; = aj;, una forma cuadrdtica con coefi-
cientes en Zy cuyo discriminante (det(a;j)) es invertible. Si a € Z, entonces toda solucion de la

ecuacion f(z) = a(méd p) proporciona una solucion para Zy,.

Corolario 2.88. Seap =2, y sea ) a;; X;X;, con a;j = aj;, una forma cuadrdtica con coeficien-

tes en Zo. Sea a € Zy. Si x es solucion de f(x) = a(mdd 8) entonces x proporciona una solucion

general st x no anula % en maodulo 4. Esta dltima condicion se alcanza si el discriminante es
J

invertible.

A continuacién enunciamos y demostramos un resultado muy importante sobre polinomios
en Zy,, el Lema de Hensel, que nos va a permitir comprobar la resolubilidad de las ecuaciones

sobre Q, que aparecen en el enunciado del Teorema de Hasse-Minkowski.

Teorema 2.89 (Lema de Hensel). Sea f € Z,[X] un polinomio y f’ su derivada. Supongamos

\%. Entonces existe un unico entero

p-ddico o que verifique que f(a) =0 y a = ay (méd p”P(f(o‘l))*”P(f/(al))).

que existe un entero p-ddico oy tal que |f(ai1)lp, < |f'(a1)

Demostracion. Veamos que dado a1 podemos construir una sucesion coherente cuyo limite sea
una raiz de dicho polinomio.

Sean j = v,(f(a1)) y k = v,(f'(a1)) con 0 < 25 < k. Si f(an) = pPus y f'(a1) = pFuz, con
u1 y up unidades p-adicas. Queremos probar que existe a tal que a = ap (méd p? =) y f(a) =
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0 (méd p/*1). Tomamos a = a1 + up’~*. Intentaremos encontrar un u adecuado. Realizando la

expansion en Serie de Taylor:
! j—k 1 " 2 252k / : n
fla) = flar) + f(a)up ™" + af (a1)u“p + términos de orden p".

Si p es impar vy(g f"(a1)u®p® =) < 2j — 2k > 2j — j = j. Por tanto f(a) = f(o) +
f'(a)up?F (médp'*1). De esto deducimos que f(a) = uip? + uugp? (médp’™t). El objeti-
vo era encontrar un u tal que 0 = u1p’ + uugp’ (méd p’*1) o, equivalentemente, tal que 0 =

u1 + uug (méd p), que es resoluble por ser u; y ug unidades. El caso p = 2 es anélogo. O

Para finalizar este capitulo vamos a enunciar un resultado propuesto por Minkowski que es

equivalente al Teorema de Hasse-Minkowski.

Teorema 2.90 (Minkowski, [12]). Sea f(z1,...,%y) una forma cuadrdtica con coeficientes ra-
cionales. f(z1,...,2,) =0(mdd p") tiene solucion no trivial para cualquier primo p y cualquier
entero positivo r, y la ecuacion f(x1,...,x,) = 0 tiene solucion no trivial sobre R si, y solo s,

f(z1,...,2,) =0 tiene solucion no trivial sobre Q.

Observacion 2.91. Tal y como explicamos en la Introducciéon, Minkowski no podia emplear el

lenguaje de los nameros p-adicos porque estos todavia no habian sido introducidos por Hensel.
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Capitulo 3

Simbolo de Hilbert

El Simbolo de Hilbert es similar al de Legendre en el sentido de que también nos indica la
resolubilidad de ciertas ecuaciones cuadraticas sobre un cuerpo. De hecho, demostraremos un

resultado que muestra al de Hilbert como una generalizacion del de Legendre.

En este capitulo el cuerpo K considerado serd o Q, o R, y K* = K\ {0} como anteriormente.

Se han seguido las referencias [4] y [14].

Definicién 3.1. Si a,b € K*, se dice que:

2

» (a,b) = 1 si la ecuacion 22 — ax? — by? = 0 tiene una solucién (z,z,y) no nula en K3.

» (a,b) = —1 en otro caso.
(a,b) se denomina Simbolo de Hilbert de a y b relativo al cuerpo K.

Este concepto fue introducido por el propio David Hilbert en su obra Zahlbreicht, publicada
en 1897, que trataba sobre Teoria de Niimeros. Se considera una generalizacién del Simbolo de
Legendre. Es muy importante en la demostracion del Teorema de Hasse-Minkowski. Las siguientes

proposiciones muestran algunas propiedades bésicas del Simbolo de Hilbert.

Proposicion 3.2. Sean a,b € K*, y consideremos la extension K (\/b). Se cumple que (a,b) = 1

si, y solo si, a es de la forma 2> — by? para ciertos y,z € K.

Demostracion. Si b es el cuadrado de algtin elemento en K entonces K (\/5) = K, y bastaria

tomar la terna con z dicho elemento, x =0 e y = 1.

2

Si b no fuese cuadrado, supongamos que (a,b) = 1. Entonces z? — az? — by? = 0 posee alguna

31
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. . 2
solucién no nula en K3. Veamos que x # 0. Si z = 0, 22 — by?> = 0 y b = Z;, pero entonces b
y
. , . 2 2
serfa un cuadrado. Asi, z # 0. En ese caso, 22 — by? = ax?, es decir = % = a, por lo que a

serfa de la forma z2 — 2b.

2

Veamos el reciproco. Si a = 22 — by? para ciertos z,y € K. En ese caso 22 — az? — by? = 0 tiene

un cero (z,1,y). O

Observacion 3.3. Si a verifica las condiciones de la proposicién anterior a pertenece a lo que se

conoce como el grupo de las normas de K (\/I;), que denotaremos por N Kj,.

Proposicion 3.4. Sia,b,c € K*. Se verifican:

1. (a,b) = (b,a).

do

(a,b%) = 1.
3. (a,—a) =1y (a,1—a)=1.
4. St (a,b) =1, entonces (ac,b) = (¢, b).

5. (a,b) = (a,—ab) = (a, (1 —a)b) .
Demostracion.

1. Inmediato por definicién.

2 — az? — by? = 0 tiene una solucién (z,x,y) no nula en K3. En

2

2. (a,b) = 1si, y solo si, z
—az? —b%*y? = 0 tiene una solucién (2, z,y) no nula en

K3. El término b%y? > 0, y b # 0. Por otra parte, 22 — az? — b%y? = 0 <= 2? = ax® + b%y?,

particular, (a,b?) = 1 si, y solo si, z

y para que exista solucién necesitaremos que ax? + b*y? > 0 (y obtendremos un z concreto
a partir de los = e y fijados), pero para ello es suficiente tener en cuenta que b*> > 0 y por

tanto bastara con tomar los = e y adecuados para que ax? + b?y? sea positivo.

3. 22 —ax? — (—a)y? = 0 tiene como solucién no nula en K3 (z,z,y) = (0,1, 1). Por su parte,

2?2 —ax? — (1 — a)y? = 0 tiene como solucion no nula K3 (z,z,y) = (1,1,1).

4. Por la Proposicion si (a,b) = 1 entonces a = 22 — by?, con y,z € K, es decir, a
pertenece al grupo de normas de K(\/I;), NKjy, de modo que ac € NK <= ce€ NKj.

5. Por el tercer apartado de esta proposicion, (a, —a) = (a,1 — a) = 1. En consecuencia, por

el cuarto apartado de esta proposicion (a, —ab) = (a,b) y (a, (1 — a)b) = (a,b).
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Observacion 3.5. El apartado 4 de la proposiciéon anterior es un caso particular de la bilinealidad

del Simbolo de Hilbert: (ac, b) = (a, b)(c, b). Esta propiedad se mencionara de nuevo mas adelante.

Observacion 3.6. El simbolo de Hilbert define una aplicacion de K*/K** x K*/K** en {1, -1},
ya que si multiplicamos a y b por cuadrados en el cuerpo K (no necesariamente iguales) el simbolo

de Hilbert permanece invariante.

Proposicion 3.7. Si K = R, entonces (a,b) = —1 si a y b son negativos, mientras que (a,b) = 1

st alguno de los dos, a 0 b, es positivo.

Demostracion. Se concluye por definicién, ya que si ambos son negativos 22 — az? — by? > 0. Si
alguno a o b es alguno de ellos positivo es posible encontrar una terna no nula. Por ejemplo, si

a >0y b < 0 podriamos tomar la terna ( —by? y,0). O

a

Teorema 3.8. Supongamos K = Qp. Sean a = p"u y b = p™v, donde u y v son unidades

p-ddicas. Entonces se tiene que

Sip=2, (a’ b) — (_1)e(u)e(v)+nw(v)+mw(u)

Sip+2. (ab) = (1)) <“>m <v>n

p p

Observacion 3.9. En el teorema anterior (%) denota el Simbolo de Legendre y e(n) y w(n) los ho-
momorfismos correspondientes, todo ello de la forma que se describe a partir de la Definiciéon [1.16

de los Preliminares.

Para probar el teorema necesitamos el siguiente resultado:

Lema 3.10 ([14]). Sea v una unidad p-ddica. Si la ecuacion 22 —px®—vy? = 0 tiene una solucion
no trivial en el cuerpo de los racionales p-ddicos, entonces tiene una solucion (zo, xo,yo) de forma

que 2o Y Yo son unidades p-ddicas y xg es un entero p-ddico.
Ahora si estamos en condiciones de demostrar el teorema.

Demostracion. Veamos primero el caso p # 2
Trabajando en funcion de la paridad de m y n (por la definicion de los Simbolos de Legendre y de
Hilbert), y teniendo en cuenta que el Simbolo de Hilbert es simétrico, es suficiente con considerar

los siguientes casos:

»n=m =0 (m6d2). En este caso nm es par, por lo que nme(p) serd un ntumero par
para cualquier primo p # 2 considerado. En consecuencia, en la férmula del enunciado del

teorema, el lado derecho de la igualdad vale 1. Por tanto, hay que demostrar que (a,b) = 1.
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Comprobar que (a,b) = 1 en este caso equivale a ver que (u,v) = 1 debido a la paridad de
n y m. Ahora bien, por el Corolario la forma cuadrética 22 — uz? — vy? tiene un cero
no trivial (médulo p). El discriminante de esta forma cuadratica es una unidad p-adica, por
lo que gracias a los Corolarios [2.86] y [2.87] del cero anterior podremos obtener una solucion

p-adica.

n =1 (méd2) y m = 0 (mdéd2). Como en el caso anterior, nm es par. Demostrar que
(a,b) = 1 equivale a probar que (pu,v) = (%) En el apartado anterior hemos probado que
si w y v son unidades p-adicas, (u,v) = 1. Por la Proposiciéon (pu,v) = (p,v), por lo
que basta comprobar que (p,v) = (%) Si v es un cuadrado, debido a la Proposicién

y la definicién del Simbolo de Legendre, ambos términos de la igualdad son iguales a

v

1. Si no, por el Teorema [2.74] y por la Observacién [2.75 <7) = —1. Esto quiere decir

P
que la congruencia 22 = v (médp) no tiene solucién. Entonces por el lema previo a la

2

demostracién la ecuacion 22 — pr? — vy? = 0 no tiene ceros no triviales y (p,v) = —1. El

caso m =1 (méd 2),n =0 (mdd 2) es completamente analogo a este.

n =m =1 (méd2). Hay que comprobar que (pu,pv) = (—1)17771 (%) (%) Gracias a la
Proposicién sabemos que (pu,pv) = (pu, —p*uv) = (pu, —uv). En el apartado anterior

—uy
P
propiedades del Simbolo de Legendre se concluye que

(-GG -GG = (GG - () G

sabemos que (pu, —uv) = (p, —uv) = ), ya que —uv es unidad p-adica. Gracias a las

Una vez probado el caso p # 2 veamos qué ocurre si p = 2. De nuevo consideramos 3 posibilidades

en funcién m y n:

= n=m =0 (méd2). Hay que probar que (a,b) = (u,v) = (—1)<®<®) En base a las

propiedades del Simbolo de Legendre y de ¢, debemos comprobar que si v o v es equivalente
a 1 en modulo 4 entonces (a,b) = 1,y que su valor es -1 en cualquier otro caso. Supongamos
primeramente que u = 1 (méd4). Entonces o bien u = 1 (mé6d 8), y en ese caso, por el
Teorema u es cuadrado y (a,b) = (u,v) = 1; o bien u = 5 (mdd 8), y entonces como
u+4v =1 (méd 8) existe ' € U (como en el capitulo anterior, U denota al conjunto de
unidades p-adicas para un primo p) de forma que u'?> = u+4v. Por tanto (u/, 1,2) serfa cero

2

no trivial de z? —uz? —vy? y (a,b) = 1. Supongamos ahora que v = v =3 = —1 (mdéd 4).

Entonces si 22 — uz? — vy? tiene un cero primitivo (29, zo,yo) se verifica que 22 + 22 +y2 =
0 (mé6d4), y zo,z0 e yo deben ser pares, pero ello contradice que el cero sea primitivo.

Tendremos en esa situacion que (a,b) = —1.

n=1 (méd 2) y m =0 (mdbd 2). Al igual que antes, esta demostracion es completamente

anéloga al caso en el que m =1 (m6d2) y n = 0 (m6d2). Ahora hay que probar que
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(a,b) = (2u,v) = (—1)WeW)+2®)  Antes comprobemos que (2,v) = (—1)“*)] es decir,
que (2,v) =1 <= v = £1 (mdd 8). Por el lema previo a esta demostracion, si (2,v) =1
entonces existen xg, Yo, 2o € Z2 tal que zg — 2.%'(2) — Uyg =0e yo y 2o son unidades 2-adicas.
Entonces 33,22 =1 (m6d8) y 1 — 22?2 —v =0 (méd 8). Dado que 0, 1 y 4 son los tnicos
cuadrados modulo 8, de la expresion anterior se concluye que o bien v = 1 (méd8) (si
=00z =4mobdulo 8), o bien v = —1 (mdéd 8) (si x = —1 (mdd 8)). En el primer caso

2 — vy? tiene como cero

v es un cuadrado y entonces (2,v) = 1. En el segundo, 2% — px
(1,1,1) (en modulo 8) y por los Corolarios y del cero anterior podremos obtener
una solucién p-adica.

Probaremos ahora que (2u,v) = (u,v)(2,v). Por la Proposicion se cumple la igualdad
si (u,v) =1 0 (2,v) = 1. Falta comprobar lo que ocurre si (u,v) = (2,v) = —1, lo que es
equivalente a que 22 — ux? —vy? = 0y 22 — 222 — vy? = 0 no tengan ceros no triviales. Es
decir, u = —1 03 (mdéd 8) y v =3 (mdbd 8). Trabajando en modulo 8 considerando estos
casos y teniendo en cuenta que p = 2 habria que estudiar las soluciones no triviales de
22+ 222 —3y? = 0y 22 — 622 + 5y? = 0 (sin pérdida de la generalidad estamos suponiendo
que u = —1 y v = 3 en el primer caso que u = —1 y v = —3 en el segundo). Ambas

ecuaciones tienen como soluciéon no trivial (1,1,1), por lo que (2u,v) = 1.

» n = m = 1(méd2). Debemos comprobar que (a,b) = (2u,2v) = (—1)We@)+w)+w(u),
Razonando de forma similar a apartados anteriores, empleando la Proposicion [3.4] tenemos
que (2u,2v) = (2u, —4uv) = (2u, —uv). No obstante, gracias a lo que hemos probado en el

apartado anterior tenemos que
(2u’ —’U/U) _ (_1)e(u)e(—uv)+w(—uv)

Trataremos de llegar a la expresion deseada a partir de la anterior empleando las propieda-
des de € y w. Por un lado, por definicion, e(—1) =1y w(—1) = 0. € y w son homomorfismos
de grupos. En particular, estan definidos de sendos grupos multiplicativos (Z/4Z* y Z./8Z*)

en un grupo aditivo (Z/2Z). En consecuencia,
e(u)e(—uv) + w(—uv) = e(u)e(—1) + e(u)e(u) + e(u)e(v) + w(—1) + w(u) + w(v),

y como €(—1) = 1 y w(—1) = 0 basta comprobar que €(u) + e(u)e(u) = 0 (mdd 2), pero

esto se deduce precisamente de la definicién de e.

O

Teorema 3.11 ([14]). El Simbolo de Hilbert es una forma bilineal no degenerada en el Fy-espacio
vectorial K/K*.

A continuacién se va a enunciar y demostrar un resultado muy importante que relaciona el

Simbolo de Hilbert y los nimeros p-adicos y que se suele denominar Teorema de Hilbert, en honor
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al matemético ya mencionado previamente. Para ello es necesario antes introducir la siguiente
notacion: sean a,b € Q*, se denota por (a,b), y (a,b) a los Simbolos de Hilbert de las iméagenes
de estos elementos racionales no nulos en el cuerpo de los racionales p-adicos y en el cuerpo de

los reales, respectivamente (recordemos que se suele escribir Qo = R).

Teorema 3.12 (Hilbert). Si a,b € Q* entonces (a,b); = 1 para casi todo | € V' (es decir, para

todo | excepto un nimero finito de ellos) y
[T =1,
lev

donde V' denota al conjunto formado por todos los nimeros primos e infinito.

Demostracion. Teniendo en cuenta que el Simbolo de Hilbert es bilineal es suficiente considerar
los casos en los que a o b valgan —1 o un ntmero primo. Para conocer los valores del Simbolo
de Hilbert en los casos de estudio sera de utilidad el Teorema [3.8f De nuevo, consideraremos

diferentes casos en funcién de los valores de a y b:

m a=b=—1.(-1,-1)s = —1 ya que la ecuacion 22 + 2% +72? = 0 no tiene ceros no triviales

en R3. Sustituyendo en la formula del Teorema para p = 2 obtenemos que (a,b)y = —1.

Para cualquier primo p distinto de 2 tenemos que (—1,—1), = 1, yaquesia =b = —1
estamos ante el caso en el que m =n =0y u = v = —1. Entonces H(—l, —1);=1.
lev
» Consideremos ahora el caso a = —1 y b = ¢, con ¢ niimero primo (el caso a =qy b= —1,

ademés de ser analogo en demostracion, da lugar a la misma conclusiéon por ser el Simbolo
de Hilbert simétrico). Es decir, si | = ¢ estamos ante el casop=¢, n =0, m =1, u = —1
yv=1,ysil#qestamos ante el cason =0, m =0, u = —1y v =q. Si ¢ = 2 entonces,
por el Teorema (—=1,2); = 1 para cualquier [ de V, ya que (1,1,1) es cero no trivial
de 22 + 22 — 2y? en cualquiera de los cuerpos considerados. Si l,q # 2 vy ¢ # [, entonces
(=1,q); = 1 porque m = n = 0; si no, si (—1,¢)y = (=1)CD@) = (=1)€(9), Si ¢ # 2, nos
encontramos en el casop=¢q¢,n =0, m =1, u = —1 y v = 1 del Teorema [3.8] y entonces

(—1,9)q = (%) = (—1)¢@), por la Proposicion [1.22} En consecuencia, (—1,¢),(—1,¢)2 = 1

para todo primo ¢, por lo que H(—l, q); = 1 para cualquier primo q.
leVv
ma=nyb=mn connyn primos. Sison iguales, por la Proposicion (n,n)y, =
(—=1,n), = (n,—1), ya que en dicho resultado se prueba que (a,b) = (a, —ab), por lo que
estudiar el caso (n,n), coincidiria con estudiar el caso (—1,n), que ya se ha trabajado en
el apartado anterior. Si n # n’ y uno de ellos tiene valor 2 (podemos suponer sin perder
la generalidad que es n, por la simetria del Simbolo de Hilbert), entonces si v # 2,n’ nos

encontraremos en el cason = m =0y u = 2y v = n/, por lo que (2,n'), = 1. Por
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otro lado, (2,n')y = (—1)“") ya que en esta situacion n =1, m =0, u =1y v = n’.
(2,n)y = (n,2) = (%) = (—1)“’(“/) por la Proposici(’)n Asi el producto de todos
los elementos es (—1)2(") = 1.

Para finalizar con las posibilidades de este apartado, supongamos que n y n’ son ambos
distintos entre si y diferentes de 2. Entonces, (n,n’); = 1 para cualquier [ diferente de n,
n’ y de 2, ya que estaremos en el caso p # 2 del Teorema con los valores n =m =0y

u=mnyv=n'. En los casos que quedan,
!/
/ n / n / !
(1) = (n> = () ¥ () = (1)
Pero por la Ley de Reciprocidad Cuadratica vista en los Preliminares, (%) (%’) = (—1)6(”)6(”/),
por lo que el producto de estas 3 posibilidades

(_1)26(71,)5(17,’) =1,

de modo que H(n,n')l =1.
lev

O

Aunque lo més “relevante” del teorema anterior es el hecho de que el producto de todos los
Simbolos de Hilbert da 1, a lo largo de la demostraciéon también hemos comprobado en las dife-

rentes situaciones posibles que (a,b); = 1 para todo [ € V excepto para un ntimero finito.

A continuacién vamos a ver un resultado que sera de utilidad en la demostracién del Teorema
de Hasse-Minkowski y que proporciona condiciones necesarias y suficientes sobre la existencia de
niimeros racionales para unos simbolos de Hilbert dados. Para ello antes enunciaremos algunos

resultados previos que son necesarios.

Lema 3.13 (Teorema Chino de los Restos, [14]). Sean ai,...,a, ymi,...,m, nimeros enteros

con m; coprimo con m; para todo i # j. Entonces el sistema de congruencias

r=a; (médmy)

az (méd me)

X

x = a, (médmy,)
tiene solucion.

Lema 3.14 (Teorema de Aproximacion, [14]). Si denotamos de nuevo por V al conjunto formado

por los nimeros primos e infinito, consideremos S C V' subconjunto finito. Entonces se cumple
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que la imagen de Q en HQ; es densa en dicho producto (considerando la topologia producto de
les
los Q).

Lema 3.15 (Teorema de las Progresiones Aritméticas de Dirichlet, [14]). Si a y n son enteros

coprimos positivos, entonces existen infinitos primos p tales que p = a (méd m).

Ahora si estamos en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.16. Sean (a;)icr una familia finita de elementos de Q* y (€;v)icrvev un conjunto
de numeros iguales a 1. Para que ezista un x € Q* de forma que (ai, x), = €, para todo i € I

y para todo v € V' es necesario y suficiente que se cumplan las siguientes condiciones:

1. Casi todos los €, tienen valor 1.

2. H €0 = 1 para todo i € I.
veV

3. Para todo v € V existe un x,, € Q, de forma que (a;,2y)y = € para todo i € I.

Demostracion. En cuanto a la condicién necesaria, los dos primeros apartados se concluyen del
Teorema de Hilbert que aparece con anterioridad en esta misma seccion. El tercer apartado es
inmediato ya que bastaria tomar x, = . Probemos ahora la suficiencia.

Supongamos que tenemos (€; 4 )icr,vev de nimeros que valen £1 y que satisfacen las 3 condiciones
enunciadas en el resultado. Consideremos también los (a;)i;cr y supongamos, sin pérdida de la
generalidad, que son todos enteros (bastaria multiplicar cada uno de los a; por el cuadrado de
algin entero). Consideremos S el subconjunto finito de V' formado por 2, por los primos que
aparecen en la factorizaciéon de los a; y oo. Denotemos por T el subconjunto finito de V' de forma
que existe algtn 7 € I tal que ¢, = —1. Estudiemos dos casos posibles por separado: si S'y T'

son, o no, disjuntos.

= SNT = 0. Sean

a= H tyn=238 H s

teT, t#0o $ES, 52,00
Por hipotesis SNT = (), luego a y n deben ser enteros coprimos. Entonces, por el Teorema de
Dirichlet (Lema[3.15) existe un primo p tal que p = a (méd n) (fijémonos en que entonces
p ¢ SUT). Veamos que si tomamos x = ap entonces (a;, z), = €, para todo i € I y para
todowv € V.

Si v € S entonces €, = 1 para todo ¢ € I porque SNT = (), y T por definicién es el
subconjunto de V' de forma que existe ¢ € I tal que ¢, = —1. Debemos comprobar que

(ai,x), = 1 paratodoi € I. Si v = oo (es decir, considerar Qo = R) por la Proposici()n
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basta que alguno de los 2 elementos sea positivo para que el Simbolo de Hilbert tenga
valor 1, y = lo es por definicién. Si v es un primo [, entonces como x = a? (médn),
r=a?> (méd8)sil=2yz=a? (médl) sil# 2. Tanto x como a son unidades I-adicas,
por el Teorema y el Teorema x es cuadrado en Qj, y entonces (a;,x), = 1.

Por otro lado, si v = | ¢ S entonces a; es una unidad [—adica para todo i, porque el
conjunto S esta formado por los primos en las factorizaciones presentes en la factorizacion
de los a;. Como [ # 2 tenemos que (a;,b); = (%)w(b) para todo b € Qj por el Teorema
(va que estariamos ante el caso p = 1 # 2, n = 0y m = v(b), donde v; denota a la
valoracion I-adica definida en la Definicion [2.8). En particular, si I ¢ T U {p} = es unidad
l-adica y vi(z) = 0, por lo que la expresion anterior permite deducir que (a;,x); = 1.
Ademas, €;; = 1 porque [ ¢ T. Por otro lado, si [ estuviese en T" entonces se tendria que
v(x) = 1 y ademés, por la tercera condicion del enunciado, existirfa un x; € Q; tal que
(@i, z1); = € paratodoi € I. Como | € T alguno de los €;; vale —1 y v;(x;) es impar, y por
el Teorema (aj,x); = (%) = (a;,z;); = €, para todo i € I (ya que nos encontramos

ante el cason =0, m =1, u = a; y v = 1). Esto nos deja el caso | = p, que podemos

concluir del resto empleando la féormula del producto:

(aivx)p = H(aiu$)v = H €v=¢Ep

VFED VEp

Veamos la demostracién en general: ya hemos visto al final del segundo capitulo que los
cuadrados de Q) forman un subgrupo abierto de Q. Por el Teorema de Aproximacion
(Lema existe ' € Q* tal que ;C—; es cuadrado en @} para todo v € S. En particular
se tiene que (a;,2'), = (@i, Ty)y = €, para todo v € S debido a que estamos suponiendo
cierta la tercera condicion del enunciado. Si escribimos 1; , = €. (ai, &' )v, {7iv} verificalas 3
condiciones del enunciado, por el Teorema de Hilbert y gracias a que los ¢; , camplen dichas
condiciones. n;, = 1 si v € S, porque si v € S (a;,2), = €4, y entonces 1;, = 61271, =1.
Podemos considerar entonces el caso anterior para los {n;,}, y entonces existe un y € Q*
tal que (a;,y)y = 1ip para todo i € I,v € V. Tomando x = yz/, x verificara las propiedades

deseadas.
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Capitulo 4
Cuerpos Locales

Este capitulo tiene dos partes. La primera es una introducciéon a los cuerpos locales, rela-
cionandolos con lo trabajado en el segundo capitulo. La segunda estudia las formas cuadréticas
sobre cuerpos locales, y los resultados trabajados en ella sirven como un paso previo para el

Teorema de Hasse-Minkowski. Los contenidos analizados aqui se pueden encontrar en [2], [5],
1]y [14].

Definicion 4.1. Sea | | un valor absoluto no arquimediano en un cuerpo K. Escribiendo v(x) =
—log |x| si x # 0y v(0) = oo. Esto nos proporciona una aplicacién que verifica las siguientes
propiedades:

1. v(z) =00 <=z =0.

2. v(zy) = v(z) +v(y).

3. v(z +y) = min{v(z),v(y)}.
Una aplicacién que posee estas propiedades se denomina valoracion exponencial en K. Para cada
valoracion exponencial obtenemos una valoracion escribiendo |z| = ¢ @) para algan real fijado
q > 1. Tal y como hemos visto en el capitulo 2, la valoracién p-addica es un ejemplo de valoracion
exponencial.

En base a la definicién anterior tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 4.2 ([11]). Se tiene:
1. O={z e K:v(z) >0} ={z € K : |z| <1} es un anillo.
2. El anillo O tiene como grupo de unidades a O* = {z € K :v(z) =0} = {z € K : |z| = 1}.

41
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3. K es un anillo local y su inico ideal mazimal es p = O\ O* ={zr € K :v(z) >0} ={x €
K :|z| <1}.
Observacion 4.3. O es un dominio entero con cuerpo de fracciones K que tiene como propiedad

que si x € K entonces x € O o 27! € O, y podemos expresar el ideal maximal como p = {x €

K:xze€Oyax1l¢ 0} Elcuerpo O/p se denomina cuerpo de residuos de O.

Definiciéon 4.4. Una valoracion v sobre un cuerpo K se dice discreta si v(K*) = sZ para algin

§ positivo.

Los anillos que nos interesan resultan un caso particular de los que hemos descrito hasta
el momento: son los anillos de valoracién discreta, de los que ya hemos hablado en el segundo
capitulo, y que verifican en particular que v(K*) = Z. Ademas, son dominios de ideales principales
y el uniformizante, que denotabamos por 7 es el generador de los ideales. Es decir, los ideales
son de la forma un™ con w unidad, es decir, ideales de la forma p™ = {x € O : v(z) > n}. El
uniformizante verificara, ademas, que v(m) = 1.

Observacion 4.5. En general, si K es un cuerpo, el uniformizante 7 es el elemento que verifica

que || = %, y se tratara del elemento con mayor valor absoluto menor que 1.
Proposicién 4.6 ([11]). p™/p"*t y O/p son isomorfos.

Ejemplo 4.7.

» Si K =Q, entonces O =Z, y p = pZy,. Ademas, Z,/pZy, = 7/ pZ.

» Si K = F((X)) es el cuerpo de las series de Laurent de X sobre un cuerpo F', denotemos
por ord(f), f = a, X" € K como el menor n tal que a,, # 0 (por convenio ord(0)=o00).

—ord(

Sabemos que podemos tomar un ¢ € R, ¢ > 1 tal que |f| = ¢ ). En estas condiciones

O =FI[X]],p=(X)y O/p es isomorfo a F'.

Observacion 4.8. Tenemos las siguientes propiedades sobre cuadrados en el cuerpo de residuos

que resultan de aplicar el Lema de Hensel:

= Si K es un cuerpo que no tiene caracteristica 2 y a € O* es cuadrado en K, entonces a es

cuadrado en O/p. Basta aplicar el Lema de Hensel al polinomio X? — a.

» Si K tiene caracteristica 0 y O/p tiene caracteristica 2 aO es cuadrado en K siy solo si a

es cuadrado moédulo 4p.

4.1. Cuerpos Locales

Definicion 4.9. Un cuerpo local K es un cuerpo completo respecto de un valor absoluto discreto,

no arquimediano y cuyo cuerpo de residuos es finito.
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Siguiendo con la notacién empleada anteriormente comprobemos cémo son los elementos de
K. Denotemos por 7 al uniformizante y dado O/p consideremos S un conjunto de representantes
de dicho conjunto cociente. Si z € K y z € O entonces = tiene una expansion w—adica tnica
= co+cim+cam?+--- donde los ¢; € S estan determinados de forma tnica por z. Si x € K\O

entonces = y/7™, con y € O y m > 1, y entonces x = com ™ + ey L.

Proposicion 4.10. Si K es un cuerpo completo respecto de un valor absoluto no arquimediano no
trivial y consideramos la topologia inducida por dicho valor absoluto, entonces las 3 condiciones

siguientes son equivalentes:

1. K es cuerpo local.
2. O es compacto.

3. K es localmente compacto.

Demostracion.

(1) = (2). K es un espacio métrico con el valor absoluto considerado. Por tanto, para demos-
trar que O es compacto probaremos que es secuencialmente compacto, ya que esta propiedad
equivale a la compacidad en espacios métricos. Sea S un conjunto de clases de representantes
de p y 7 el uniformizante. Sea A, una sucesion en . Como K es local S es un conjunto fi-
nito, y entonces hay infinitos términos de K que tienen al primer coeficiente ¢y en comiin en
su expansion m-adica. Razonando de forma similar, infinitos términos de entre los que tienen a
co en comun tendré al segundo coeficiente de la expansion, ¢;. Continuando asi sucesivamente
podemos concluir que A,, tiene una sucesion de Cauchy. Como K es completo esta sucesion es
convergente, y como la sucesion esta en O, es convergente y O es cerrado en K (por definicion),

el limite de la sucesion también esté en O, es decir, O es secuencialmente compacto.

(2) = (1). El ideal p es abierto en O, de modo que las clases z 4+ p, x € O, forman
un recubrimiento por abiertos de O/p. Como por hipotesis O es compacto todo recubrimiento
por abiertos posee un subrecubrimiento finito, por lo que O/p contara con un ndamero finito de
clases x + p, es decir, O/p es finito. Para ver ahora que es discreto, por reduccion al absurdo,
supongamos que no lo es; por definicion y por la Observacion [I.5] existe una sucesion en O de
forma que |z1| < |z2| < |z3| < -+ < 1y Zlg]()no\:rﬁ = 1 (fijémonos en que la sucesion {x;}ien
no tiene que ser necesariamente convergente). Puesto que O es compacto toda sucesion tiene
una subsucesion convergente. Concretamente, la sucesién anterior tiene entonces una subsuce-
sién convergente cuyo limite = tiene valor absoluto 1. Entonces si |z — z;| < 1, como el valor
absoluto es no arquimediano |z;| = 1 para todo i, llegando a una contradiccion. En consecuencia,

es discreto.
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(2) = (3). Seay € K. Como O es un entorno compacto para el 0 y el homeomorfismo

f(z) =y + 2 vade K en si mismo, y + O es un entorno compacto de y.

(3) = (2). Sea A un entorno compacto del 0. Sea ae € O que verifica que 0 < |a| < 1y que
o — 0sin — 0o. Como A es entorno de 0 a partir de un n suficientemente grande los conjuntos
a"O = {x : |z| < |a|"} estan contenidos en A. Los conjuntos O son cerrados en A, y como
todo conjunto cerrado en un compacto es también compacto, los conjuntos o™ O son compactos.
Definiendo ahora el homeomorfismo g : a0 — O, g(x) = za~"™ concluimos que O es compacto,

al tratarse de la imagen de un conjunto compacto mediante una aplicacién continua. O

A continuacion veremos un resultado muy importante que nos permite caracterizar los cuerpos

locales.

Teorema 4.11 ([5]). Los cuerpos locales son las extensiones finitas de los cuerpos Q, y F,((X)),

donde F), denota al cuerpo finito de p elementos.

4.2. Formas Cuadraticas sobre Cuerpos Locales

En esta parte, y salvo que se indique lo contrario, K serd un cuerpo local de caracteristica
distinta de 2, 7 un uniformizante y O el anillo de enteros. A diferencia del cuerpo local K, el
cuerpo de residuos si podria tener caracteristica 2. Para esta seccion emplearemos conceptos y
resultados sobre formas cuadréticas que ya hemos trabajado en el capitulo de Preliminares, asi

como propiedades del Simbolo de Hilbert.

Teorema 4.12. Si () es una forma cuadrdtica no degenerada sobre K. Entonces para alguna
base se tiene que Q(z1,...,2n) = a1z} + -+ + a2 + w(ar122, + -+ + ay22), donde a; es

unidad para todo i =1,... n.

Demostracion. Sin pérdida de la generalidad podemos suponer que @ es una forma cuadra-
tica diagonal, es decir, de la forma descrita en el Teorema por lo que podemos escribir
Q(z1,...,7,) = djz? + -+ + d,x2, a, € K*. Entonces o bien a; = a;7?%*! o bien a} = a;w%¢
y a; unidad. Realizando ahora un cambio de variable de la forma 2 = x;7% y reajustando los

vectores de la base obtenemos el resultado deseado. O

Definiciéon 4.13. Un vector (aq,...,a,) € O™ se dice primitivo si para algtn i € {1,...,n} o;

es distinto de cero en el cuerpo de residuos.

Proposicion 4.14 (|2]). Toda forma cuadrdtica sobre un cuerpo local que posee un vector iso-

tropico tiene también un vector primitivo isotrdpico.
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Teorema 4.15 ([2]). Si el cuerpo de residuos de K tiene caracteristica distinta de 2, entonces

la ecuacion a12? + - -+ + a,x2 + 7T(a7n+1:z,20+1 + -+ apx?) =0, con a; € OF, tiene solucion no

trivial sobre K si, y solo st alx% +- arxz =0o0 aTHx%H +-- anx% =0, al menos una de

ellas, tiene solucion no trivial sobre K.

Teorema 4.16 (|2]). Sean K un cuerpo local cuyo cuerpo de residuos tiene caracteristica distinta

de 2, y o, 3,7 € OF. Entonces la forma cuadrdtica ax® 4+ By? + 22 tiene un vector isotrdpico en

K3.

Corolario 4.17. Si el cuerpo de residuos de K tiene caracteristica distinta de 2, entonces cual-

quier forma cuadrdtica de dimension igual o superior a 5 tiene un vector isotropico.

Demostracion. Basta centrarnos en el caso de las formas cuadraticas no degeneradas, ya que
las formas cuadraticas degeneradas tienen siempre algin vector isotropico. Sea () una forma
cuadratica no degenerada. Por el Teorema podemos escribir Q) = Q1+ mQ2 de forma que los
coeficientes Q1 y Q2 estén en O* y ambas formas sean diagonales. Puesto que dim @)1 +dim Q)2 >
dim Q = 5 al menos una de las formas debe tener dimensién igual o superior a 3. Basta entonces
considerar esta forma cuadrética y darle el valor 0 a todas las variables excepto 3. Esta forma

cuadratica en 3 variables poseera un vector isotrépico por el Teorema [4.16 O

Proposicion 4.18 (|2]). Sea K un cuerpo con cuerpo de residuos con caracteristica 2. Considere-
mos la ecuacion a1+ - -+anz? = 0, donde a; € O* para todo i € {1,...,n}. Entonces la ecua-
cion tiene solucion no trivial sobre K™ si, y solo si, la congruencia a1x3+ - -+a,x2 = 0 ( méd 4m)

tiene una solucion primitiva.

A continuacién vamos a relacionar el Simbolo de Hilbert y las formas cuadraticas a través

del siguiente concepto.

Definicion 4.19. Sean K un cuerpo local de caracteristica distinta de 2, o K = R, y ) una
forma cuadratica no degenerada de dimensiéon n sobre K equivalente a la forma cuadratica

alx% + -+ anx%, a; € K. El invariante de Hasse de @Q se define como
CK(Q) = H(ai7 a])K S {L _1}
1<J

En el caso de que la dimension sea 1 se toma por convencion cx(Q) = 1. El invariante de Hasse

no depende de la base elegida.

Teorema 4.20 ([2]). Sean K un cuerpo local de caracteristica distinta de 2, o K =R, y Q una
forma cuadrdtica no degenerada de dimension 2 sobre K. Entonces, dado b € K*, Q) toma el

valor b sobre K si, y solo si (b, —disc(Q))x = cx(Q).
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Teorema 4.21 ([2]). Si K es un cuerpo de caracteristica impar, entonces toda forma cuadrdtica

de dimension mayor o igual que 5 posee un vector isotrdpico.

Vamos a trabajar ahora con K = @), donde p es un entero primo, y con formas cuadréticas
no degeneradas. El resultado nos proporciona condiciones del discriminante y del invariante de
Hasse de una forma cuadrética para que esta tenga algin vector isotrépico, en funciéon de su

dimensioén.

Teorema 4.22. Una forma cuadrdtica QQ de dimension n representa a 0 si, y solo si:
1. n=2ydisc(Q) =1 en K*/K**.
2. n=3y(-1,—disc(Q))k = ck(Q)-
3. n=4vy, o bien disc(Q) # 1, o bien disc(Q) =1 y cx(Q) = (-1, -1).
4. n>05.

Demostracion. Veamos la demostraciéon para n = 2,3. @) es equivalente a una forma cuadrética

alx% + - 4 anx%.

1. n = 2. Q representa al 0 si, y solo si, existe (k1, ko) € K2 tal que Q((k1, k2)) = a1k? +asks =
0, es decir, ;—Zl es cuadrado en K. Como ;—‘;1 = —ajag = — disc(Q), entonces disc(Q) = —1
en K*/K*°.

2. n=3. alx% + ang + agl‘% representa a 0 si, y solo si, la forma —agalx% — agagﬂf% — azg, que
es equivalente a la forma —a3(@), representa a 0. Por definicion de Simbolo de Hilbert esto
ocurre si, y solo si (—asai, —asgaz) g = 1. Empleando las propiedades de la Proposicion

y la bilinealidad podemos expandir la expresion de la siguiente forma:
(—agza1, —azaz) = (—1, —asaz)(aszai, —azaz) = (—1,—1)(—1,a3)(—1,az)(—asaz, azay).
Ademés, desarrollando (—asag, aza;) llegamos a que
(—asag,aza1) = (—1,asa1)(asaz, azar) = (—1,a3)(—1,a1)(as, as)(a1, as)(az, as)(a1, az).
En consecuencia tenemos que
(—azay, —azaz) = (=1, —1)(=1,a3)*(—1,a2)(—1, a1 )(as, a3) (a1, a3)(az, az) (a1, az).

(

—1,a3)? = 1 por definicién de Simbolo de Hilbert. Por las propiedades ya vistas, (a3, a3) =
(—1,a3). En consecuencia, podemos reescribir la expresion anterior como

(—1, —1)(—1, ag)(—l, al)(—l, ag)(al, a3)(a2, ag)(al, CLQ) = (—1, alagag)(al, ag)(ag, ag)(al, CLQ).

Tenemos entonces que @ representa a 0 si, y solo si, (—1,—1)(—1,disc(Q))xck(Q) =
(=1, —disc(Q)) ke (Q) = 1, lo cual equivale a que (—1, —disc(Q))x = cx(Q).
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O

Siae K*/K * podemos considerar, dada una forma cuadratica () de dimension n, la forma
o= Q — aZ? (de dimension n + 1). Ya hemos visto en el primer capitulo que Q, representa al
P P q %

0 si, y solo si, @ representa a a. Generalizando el teorema previo tenemos el siguiente resultado:
Corolario 4.23. Sia € K*/K*2 y Q es una forma cuadrdtica de dimension n, Q@ representa a
a st, y solo si:

1. n=1 ya=disc(Q).

2. n =2y (a,—disc(Q))x = ck(Q).

3. n=3 vy, o bien disc(Q) # —a, o bien disc(Q) = —a y cx(Q) = (-1, —disc(Q)).

4. n>4.
Teorema 4.24 ([I4]). Dos formas cuadrdticas con la misma dimension tienen igual discrimi-
nante e invariante de Hasse coincidente entre ellas si, y solo si, son equivalentes.

Para terminar vamos a ver un invariante propio de las formas cuadréticas sobre R.

Definicion 4.25. Sea ) una forma cuadrética de dimension n sobre R. Esta forma cuadratica
serd equivalente a otra de la forma 23 + - + 22 —y? —--- — 42 r,s € N,r + 5 = n. El par (, s)
se denomina signatura de ). Se dice que @) es una forma cuadratica definida si r =00 s = 0,
e indefinida en caso contrario. Precisamente, la forma cuadratica representa al 0 si, y solo si, es

indefinida.
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Capitulo 5

Teorema de Hasse-Minkowski

Con todos los contenidos y resultados trabajados en los cuatro capitulos anteriores vamos
ahora a enunciar y demostrar el Teorema de Hasse-Minkowski. La demostracién es bastante
extensa y complicada, y la realizaremos distinguiendo varios casos en funciéon de la dimension
de la forma cuadrética considerada. Tras la demostracién veremos un ejemplo de aplicacion del
resultado a una forma cuadratica concreta. Para terminar, veremos algunos teoremas conocidos
sobre sumas de enteros y de cuadrados que se pueden deducir del Teorema de Hasse-Minkowski.

Las referencias fundamentales en este capitulo son [2], [4] y [14].

5.1. Teorema de Hasse-Minkowski

Teorema 5.1 (Hasse-Minkowski). Sea Q una forma cuadrdtica Q(x1, ..., xy,) sobre Q de dimen-

sion n > 1. Entonces:

1. Dado r € Q*, a ecuacion Q(x1,...,x,) = 1 es resoluble sobre Q si, y solo si es resoluble

sobre R y sobre todo Q,.

2. La ecuacion Q(x1,...,x,) = 0 es resoluble de forma no trivial sobre Q si, y solo si es
resoluble de forma no trivial sobre R y sobre todo Q, (donde ser resoluble de forma no

trivial quiere decir que la solucion no es el vector con todas las componentes nulas).

Antes de pasar a la demostracién vamos a realizar una serie de aclaraciones de importancia.
Probaremos solo el segundo enunciado, ya que el primero se puede deducir del segundo gracias a
que dados a € Q y Q una forma cuadratica, la ecuacion ) = a tiene solucién no trivial si, y solo
si, la ecuaciéon az? — @Q tiene una solucion no trivial. Del mismo modo, consideraremos formas

cuadraticas no degeneradas, por el Teorema [I.44]
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Demostraremos el resultado por induccién en la dimensién de la forma cuadratica, distin-

guiendo varias posibilidades.

5.1.1. Cason=2

Teorema 5.2 (Hasse-Minkowski: caso n = 2). Sea Q(z1,72) = a122+asz3 una forma cuadrdtica,
con ai,ay € Q. Entonces la ecuacion Q(x1,x2) = 0 es resoluble no trivialmente sobre Q si, y
solo si, lo es sobre Q, para todo p € V, donde V' es el conjunto formado por los nimeros primos

y el infinito (y tal y como se ha denotado con anterioridad, Qn = R).

Para probar este caso enunciaremos y demostraremos los dos siguientes resultados.

Teorema 5.3. Si F' es un cuerpo de caracteristica impar, entonces la forma cuadrdtica ayz? +

. . L. . . 2
aga;% tiene un vector isotropico sobre F' si, y solo st, a—“f e F*.

Demostracion. Veamos la condicién necesaria. Supongamos que la forma cuadratica es resoluble
no trivialmente sobre F', y sea (xg,yo) una solucién no trivial. Supondremos que ambas son no
nulas (si una de ellas lo fuese la otra lo tendria que ser también necesariamente). En ese caso,

2
. <. — x . — 2
despejando en la ecuacién obtenemos que T?Q = —yg, es decir, T?Q e F.
0

—a2 __
al

e, . . 2 . L.

En el caso de la condicion suficiente, si zg € F* entonces (zg, 1) es un vector isotropico. [
En el Teorema hemos visto una condicién necesaria y suficiente para que una forma cua-

dratica con coeficientes sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2 tenga un vector isotrépico.

Dicha condicién es que el opuesto del cociente del segundo coeficiente entre el primero sea un

cuadrado en el cuerpo. El segundo teorema, que enunciamos y demostramos a continuacion,

proporciona una relacién entre los cuadrados de Q y de Q,, p € V.

Teorema 5.4. Si x € QF, entonces x es cuadrado en Q si, y solo si, lo es para todo Q,, p € V.

Demostracion. Puesto que Q C Q, para todo p € V, tinicamente basta con probar la condiciéon
suficiente. Supongamos que x = +pi'---p*, donde p; # p; para todo ¢ # j y pi,...,pk son
primos. Si  es cuadrado en cada QQ, entonces los e; son pares para todo ¢ € {1,...,k}. Como z

es cuadrado en Qs = R, necesariamente x > 0. Asi x es cuadrado en Q. O

Hemos probado que un racional es cuadrado si, y solo si, lo es para todo Q,, p € V. En el
Teorema [5.3] probamos que una forma cuadrética tiene vector isotropico si, y solo si, el opuesto

del cociente del segundo coeficiente entre el primero sea un cuadrado en el cuerpo, y por el
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Teorema este cociente sera cuadrado en Q si, y solo si, lo es para todo Q,, p € V. Puesto
que considerar la ecuaciéon que resulta de igualar la forma cuadratica a 0 equivale a considerar la
existencia, o no, de vectores isotropicos para dicha forma cuadratica, todo esto permite deducir
el resultado deseado: dada Q(z1,z2) = ale + agsc% una forma cuadrética, con ay,as € QF, se
tiene que la ecuacion Q(x1,x2) = 0 es resoluble no trivialmente sobre Q si, y solo si, lo es sobre

Qp para todop € V.

5.1.2. Cason=3

Tal y como ocurre en el caso n = 2, basta probar la condicién suficiente.

Teorema 5.5 (Hasse-Minkowski: caso n = 3). Sea Q(w1,292,73) = a12} + asz3 + azzi una
forma cuadrdtica, con ay,as,az € Q*. Entonces la ecuacion Q(x1,x2,x3) = 0 es resoluble no
trivialmente sobre Q si, y solo si, lo es sobre Q, para todo p € V, donde V' es el conjunto

formado por los nimeros primos y el infinito (y tal y como se ha denotado con anterioridad,

Qw =R).

En primer lugar veremos que podremos centrarnos a estudiar, sin pérdida de la generalidad,

la forma cuadrética x5 — az? — br3, donde a y b son enteros libres de cuadrados.

Aunque hemos supuesto que a1, as y ag son racionales no nulos, multiplicAndolos por un mis-
mo entero podrian pasar a ser enteros no nulos. Si alguno de estos enteros resultantes no fuese
libre de cuadrados se podria hacer un cambio de variable para que dejase de serlo (por ejemplo,
si a1 multiplica a x% y d? es un factor que multiplica a ai, se podria escribir a} (dz1)?, donde
ay = % ). Por otra parte, dado que estamos suponiendo que la ecuacion a17% + agxd + azzi =0
tiene una soluciéon en R? (caso Qs ), a1, a2 y a3z no pueden tener todos el mismo signo. Es decir,
dos de ellos deben posee un signo y el tercero otro distinto. Sin pérdida de la generalidad pode-
mos suponer que ai,as < 0y ag > 0y, finalmente, mediante un cambio de variable, podemos
tomar as = 1 y a1 y as enteros libres de cuadrados. En este caso, podemos suponer también, sin

pérdida de la generalidad, que |ai| < |ag|.

Teorema 5.6. Si la ecuacion x3 — ax? — bzl = 0, donde a y b son enteros libres de cuadrados,

tiene solucion no trivial sobre Q, para todo p € V', entonces tiene una solucion no trivial sobre

Q.

Demostracion. Lo veremos por induccién en el entero |a| + |b] = m (| | denota al valor absoluto

usual sobre R). Si |a|+|b| = 2, entonces |a| = |b| = 1, por lo que se trataria de estudiar una forma
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cuadrética de expresion 2 4 2% + 3. Ya hemos descartado anteriormente el caso con todos los
signos positivos. Para el resto si existiran soluciones no triviales y que resultan sencillas de en-

contrar. Por ejemplo, para 3 —z3+ 3 se podrfa tomar (1,0, 1) (el resto de casos serian analogos).

Vamos a suponer ahora que |a| + [b| > 2. Por hipotesis, |a| < |b], por lo que |b] > 2. De-
mostraremos que a es cuadrado modulo b. b y a son por hipotesis libres de cuadrados, de modo
que por el Teorema Chino de los Restos bastard comprobar que a es cuadrado médulo cualquier
primo que divida a b. Sea p un entero primo que divide a b. Veamos que a es cuadrado modulo
p. Sia = 0(mdd p) se tiene trivialmente. Si no, a es unidad p-adica, y en este caso existe una
solucion (zo, yo, 20) € (Qp)? que podemos suponer primitiva, por la Proposicién La ecuacion

x% — az? — bz = 0 en modulo p pasaria a ser CL’% —ax? = 0(méd p). Veamos que zq es unidad

p-adica. Si no lo fuese, rg = 0 (mdéd p), y como 22 — axd = 0 (mébd p), zo = 0 (méd p). Entonces,
by2 es divisible por p?, y como b es libre de cuadrados, yo = 0 (méd p). Si 2o, yo, 20 = 0 (méd p)
la solucién no puede ser primitiva, lo cual es contradictorio. Por tanto, g no es unidad p-adica,

y entonces como a:c% = zg (méd p), a es cuadrado modulo p.

k
Sean pi, ..., pk los primos que dividen a b. Como b es libre de cuadrados, Z/bZ = H Z]pil,y
i=1
entonces a es cuadrado moédulo b, es decir, existen ¢, r tal que a+bqg = r2, es decir, bqg = r’—a, y

podemos tomar ¢ tal que |r| < @. Por la Proposicion y la Observacion para bg, podemos

concluir que x% — ax? — br3 = 0 tiene solucién no trivial sobre un cuerpo si, y solo si, la tiene

x3 — axr? — qz3 = 0. No obstante, tenemos que

o< T < By Jal B

— b T 4] (b T 4 ’
ya que |r| < |%| y |a| < |b|. Descomponiendo ¢ = ¢'s?, donde ¢’ es entero libre de cuadrados,
podemos deducir de un modo andlogo que z% — az? — qx3 = 0 tiene solucién no trivial sobre un

cuerpo si, y solo si, la tiene 3 — az? — ¢'22 = 0. Puesto que |¢| < |b], |a| + |¢'| < |a] + b, ¥

aplicando la hipotesis de induccion :c% —az? — ¢'z3 = 0 tiene alguna solucién no trivial en Q, lo

cual implica que la forma cuadratica del enunciado también la posee. O

5.1.3. Cason=4

Teorema 5.7 (Hasse-Minkowski: caso n = 4). Sea Q(z1, 72, x3,24) = a123 + asw3 + azz3 + asw]

una forma cuadrdtica, con ay,az,as,ays € Q*. Entonces la ecuacion Q(z1,x2,23,24) = 0 es
resoluble no trivialmente sobre Q si, y solo si, lo es sobre Q, para todo p € V, donde V' es
el congunto formado por los mimeros primos y el infinito (y tal y como se ha denotado con

anterioridad, Qs = R).
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Demostracion. Continuamos probando solo la condicién suficiente. Podemos escribir como una
forma cuadratica de la forma aa:% + ba:% - (c:c% + da:?l), con a,b,c,d € Q. Sea p € V. La ecuacion
az? + bz — (ca? + da?) = 0 tiene una solucién no trivial en (Q,)*. Por el Corolario existe
un , representado por az? + bx3 y por cx} + dx3. Gracias al Corolario M (caso n = 2), esto
equivale a que (xp, —ab), = (a,b), v (zp, —cd)p, = (c,d)p. Puesto que los valores posibles de

las igualdades anteriores son 1 o -1 y que H(a, b)p =1y H(c, d), = 1, podemos aplicar el

peV peV
Teorema y deducir que existe un z € Q* tal que (x,—ab), = (a,b), y (z,—cd), = (¢,d)p

para todo p € V. En ese caso las formas cuadréticas ax? +bx3 —xy? y cx% +dz? — zy? representan

a 0, de lo cual se deduce que ) también lo hace. O

5.1.4. Cason >5

Sean € Z,n > 5.

Teorema 5.8. Sea Q(z1,...,7n) = a122+ - -+a,x2 una forma cuadrdtica, con ay, . . .,a, € Q.

Entonces la ecuacion Q(x1,...,x,) = 0 es resoluble de forma no trivial sobre Q si, y solo si es
resoluble de forma no trivial sobre R y sobre todo Q, (donde ser resoluble de forma no trivial

quiere decir que la solucion no es el vector con todas las componentes nulas).

Demostracion. Lo haremos por induccién en n. Podemos descomponer ) como Q) = Q1 — @2,
donde Qi (z1,72) = a12? + agx3 y Q2(z3,...,2n) = —(azx3 + - +a,z2). Sea S = {2,00} U{p:
vp(a;) # 0 para algin i > 3} C V, donde v, denota, como en el segundo capitulo, a la valoracion
p-adica. Este conjunto es finito. Dado v € S, por el Corolario Q1 y Q2 representan a un q,,

por tener () un vector isotropico en @, por hipotesis. Por tanto, existe z¥ = (z{,...,z}) € Q,

tal que Q(x7,28) = Q(z3,...,2}) = .

Por otro lado, gracias a varios resultados del segundo capitulo sabemos que Q? es subgrupo
abierto de Q,. En particular, los subconjuntos que contienen a «, forman un abierto. 1 es
continua, por lo que la imagen inversa de un abierto que contenga a «, es un subconjunto
abierto de X, C Q, x Q,. Por el Lema existen y1,y2 € Q tal que (y1,y2) € X, para cada
v € S. Sea Q1(y1,y2) = a. a/a, € Q? para cada v € S. Sea ahora Q3 = az? — Q3. Sea v € V. Si
v € S, Q3 tiene un cero no trivial en Q, ya que a/a, € Q2. Siv € V'\ S, puesto que la dimension
de Q2 es n—2 > 3, por el Teorema[d.16] podremos encontrar una solucion no trivial para Q2 = 0
(el Teorema garantiza la existencia para tres variables, de modo que si n > 5 serfa suficiente
considerar tres de las variables de Q2 y que el resto tomen el valor 0). Esto permite encontrar
una solucién no trivial para Q3 = 0. En consecuencia, ()3 = 0 tiene una solucién no trivial para

todo v € V. Como la dimension de 3 es n — 1, por la hipétesis de induccion, (3 = 0 tiene una
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soluciéon no trivial en Q. Por tanto, la ecuaciéon Q2 = « tiene una solucién no trivial en Q, y
@1 = «, por definicién de «, también. En conclusién, ¢Q = 0 tiene igualmente una solucién no
trivial en Q. O

Observacion 5.9. No se ha podido establecer un resultado anélogo al Teorema de Hasse-Minkowski
para polinomios de grado mayor o igual que 3. El matematico Ernst Selmer demostr6 que la ecua-
cion 323 + 4y® + 523 = 0 tiene solucién no trivial con valores en Qp para todo p € V, pero no la

tiene en Q3. El desarollo completo realizado por este matematico se puede encontrar en [L3].

5.2. Ejemplos y Aplicaciones

Vamos a ver un ejemplo de aplicaciéon del Teorema de Hasse-Minkowski a una forma cuadra-

tica concreta siguiendo el procedimiento empleado en [4].

Ejemplo 5.10. Consideremos la forma cuadratica f(z,y, z) = 1322 — 2y? + 1122, Utilizando el
Teorema de Hasse-Minkowski y el Lema de Hensel vamos a comprobar que la ecuacion f = 0
tiene alguna soluciéon no trivial sobre Q3. Para ello veremos que tiene alguna solucion no trivial

sobre (@p)3 para todo p € V. Distinguiremos varios casos:

» p = o0 (Q, = R). Una posible solucién que se puede encontrar de forma sencilla es
13
1,4/—,0).
( ) 2 ) )

» p € V\ {0,2,11,13}. Por el Corolario existird una solucion (zo, Yo, 20) no trivial
moédulo p. Por ser esta solucién no trivial alguna de las componentes no es divisible por
p. Supongamos que es xo (si fuesen yg y 2o serian similares). En ese caso, sea fi(z) =
1322 —3y2 +1122. f1(20) = 0(mdd p), por definicién. Ademas f](zo) = 2629 % 0 (méd p),
ya que p # 2,13. De ambas cosas concluimos que v,(fi(z9)) > 1y vp(f(z0)) < 0. Como
| f1(zo)|p = p (@) < p=1 ¢ | f! (aco)|]23 > p® = 1, se cumplen las hipotesis del Lema de
Hensel (Teorema [2.89), y entonces existe una solucion (Zg, yo, 20) € (Qp)3.

= p=2 Sean yo = 0y 20 = 1. fo(x) = f(x,y0,20) = 1322 + 11y fi(z) = 262. 79 = 1 es
raiz de fo(z) y de f4(z) modulo 2. Ademas, va(fa(1)) = 3 y va(f5(1)) = 1. De nuevo se
cumplen las hipétesis del Lema de Hensel, lo que garantiza la existencia de una solucién
(To, Yo, 20) € (Q2)*.

» p = 11. Tomando yg = 1 y 29 = 0 tenemos que f3(x) = f(z,yo,20) = 1322 — 2. g = 1
es raiz de f3(x) modulo 11, pero no lo es de f5(x). Como en las posibilidades anteriores
vuelven a cumplirse las hipotesis del Lema de Hensel, que permite asegurar la existencia

de una solucion (T, yo, 20) € (Q11)3.
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» p=13.Si29 =0y y =5, fa(2) = f(x0,v0,2) = 1122 — 50. Tomando zy = 1 tenemos
una raiz de f4(z) modulo 13, pero no lo es de fj(z), proporciondndonos, por el Lema de

Hensel, una solucién (zg, 30, Z0) € (Q13)3

Como f = 0 tiene solucién no trivial sobre (Qp)3 para todo p € V, por el Teorema de Hasse-
Minkowski posee igualmente una solucién no trivial sobre (Q)3. En efecto, una solucién no trivial

sobre (Q)3 es (3,8,1).

A continuacion vamos a enunciar y demostrar algunos conocidos resultados referentes a sumas

de cuadrados empleando el Teorema de Hasse-Minkowski.

Lema 5.11 ([2]). Si un entero se puede escribir como suma de tres cuadrados de nimeros

racionales, entonces se puede escribir como suma de tres cuadrados de nimeros enteros.

Teorema 5.12 (Legendre). Sea n € Z™, escribamos n como n = 4*m, donde m € Z* no es
mailtiplo de 4 y o € Z U {0}. Entonces n se puede escribir como suma de tres cuadrados de

enteros si, y solo si, m #Z 7 (méd 8).

Demostracion. Por el Lema [5.11] si n es suma de tres cuadrados de enteros, m también lo es.
En ese caso, puesto que los posibles valores de cuadrados de enteros médulo 8 son 0, 1 y 4,
m # 7 (méd 8).

Veamos la condicion suficiente. Si m # 7 (mdéd 8), entonces los posibles valores para m en
modulo 8 son 1,2,3,5 y 6, ya que 4 y m son coprimos, por hipotesis. Veamos que m se puede
escribir como suma de tres cuadrados de enteros. Si p es un cuadrado impar, entonces por el
Teorema (para el caso en el que los coeficientes valen todos 1) la ecuacion 22 + y? + 22 = 0
tiene una solucién no trivial en Q. Por el Teorema @ la forma cuadratica es universal para
Qp. Es obvio que z2 + y? + 22 representa a m en R, por lo que basta comprobar el caso p = 2
considerando la expresion de la forma cuadrética modulo 8 y distinguiendo diversas posibilidades

en funcion de los valores de m modulo 8:

1. Sim =1 (mdbd 8), entonces puede vale la terna (0,1,0) y sus posibles permutaciones entre
valores de las componentes (en este caso, (1,0,0) y (0,0,1)).

2. Sim = 2 (mdd 8), entonces puede vale la terna (1,1,0) y sus posibles permutaciones.

3. Sim = 3 (mdd 8), entonces vale la terna (1,1,1).

4. Sim = 5(mdd 8), entonces puede vale la terna (1,2,0) y sus posibles permutaciones.

5. Si m = 6 (mdd 8), entonces puede vale la terna (1,2,1) y sus posibles permutaciones.
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Entonces z2 + 3% 4+ 22 — mt? tiene una soluciéon primitiva médulo 8, y por la Proposicion
posee una soluciéon en Qq. Es decir, 22 + y? + 22 = m tiene soluciéon en (Q,)3 para todo p € V.
Por el Teorema de Hasse-Minkowski, también existe una soluciéon en Q, y por el Lema [5.11] se
puede escribir como suma de tres cuadrados de enteros. Como n = 4%m, n también es suma de

tres cuadrados de enteros. O

Corolario 5.13 (Lagrange). Todo entero positivo se puede escribir como suma de cuatro cua-

drados de enteros.

Demostracion. Sea n € ZT. Factoricemos n como en el Teorema n = 4“m, donde m € Z*
no es multiplo de 4 y « € ZT U {0}. Si m # 7 (mdd 8), m es suma de tres cuadrados de enteros,
por lo que también lo es de cuatro trivialmente (basta tomar como cuarto cuadrado el 0). Si
m=7(mbéd8), m — 1% 7(mdbd 8), por lo que m — 1 es suma de tres cuadrados de enteros, y m

serd suma de estos tres cuadrados y el 1. O

Corolario 5.14 (Gauss). Todo entero positivo se puede escribir como suma de tres nimeros

triangulares.

Demostracion. Sea n € ZT, y consideremos el entero 8n + 3. Por el Teorema aplicado a
8n + 3, existen z,y,z € Z tal que 2% + 3% 4+ 22 = 8n + 3. En este caso se tiene, ademas, que
22 4+ 9>+ 22 =8n+ 3 = 3(méd8), y tal y como hemos analizado en el Teorema [5.12] la tnica
posibilidad es que 22 = y? = 22 = 1 (mdd 8), lo que quiere decir que z,y y z son enteros impares.

Es decir, existen mi, mg, m3 € Z talesque x =2m; + 1, y =2mo+ 1y z = 2mg + 1.

m(m+1)
2

Los ntmeros triangulares son nimeros de la forma , donde m € Z, por lo que tendre-

mos la siguiente igualdad:

—lEn43-3) — (@2 —3) = 2 23:(2771—1-1 —ZmlmZH

i=1 =1

3 3 3
ya que Z(Qmi + 1)2 -3 = (Z 4m? +4m; +1) -3 = Z4m? 4+ 4m; = Z4mz m; +1). Por
i=1 1=1

i=1
3 3
mi(m; —|—1
tanto, % [Z(le +1)2 ] Z —— O
i=1

=1
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