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Area de Conecemento: Xeometria e Topoloxia

Titulo: A conxectura de Andrews-Curtis

Breve descricién do contido

Sexa G un grupo dado por unha presentacion
< T1, T2y ey Ty | T1, T2y ey Ty >

A presentacion dise balanceada se hai o0 mesmo nimero de xeradores
(n) que de relacions (m). A conxectura de Andrews-Curtis afirma que
toda presentacién balanceada do grupo trivial pode transformarse na
presentacién trivial mediante unha sucesién de operaciéns elementais
descritas en (*).

O obxectivo do traballo consiste en introducirse no estudo da conxec-
tura. Podera abordarse a relacién coa conxectura de Andrews-Curtis
xeomeétrica, que é equivalente 4 conxectura orixinal pero enunciase en
termos topoléxicos.

Tamén podera complementarse o traballo cun enfoque computacional

empregando o software GAP.

Recomendacions

(*) Barmak, J. A. (2011). Algebraic topology of finite topological spaces

and applications (Vol. 2032). Springer.
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Resumo e abstract

Resumo

A conxectura de Andrews-Curtis foi proposta por James J. Andrews e Morton L. Curtis
en 1965, é orixinalmente alxébrica e afirma que toda presentacién balanceada do grupo
trivial pode converterse (a través de transformacions de Andrews-Curtis) na presentacion
trivial.

O noso obxectivo é mostrar daas versiéons diferentes da conxectura de Andrews-Curtis,
ambas cun enfoque topoldxico: unha para complexos simpliciais finitos e outra para posets

finitos. Ademais, estableceremos a equivalencia entre elas.

Abstract

The Andrews-Curtis conjecture was proposed by James J. Andrews and Morton L. Cur-
tis in 1965, is originally algebraic and states that every balanced presentation of the trivial
group can become (through Andrews-Curtis transformations) the trivial presentation.

Our aim is to show two different versions of the Andrews-Curtis conjecture, both of
them from a topological point of view: one for finite simplicial complexes and another one

for finite posets. Furthermore, we will establish the equivalence between them.
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Introducién

Este traballo trata sobre a conxectura de Andrews-Curtis. Chamase asi a unha supo-
sicion formulada polos matematicos americanos James J. Andrews e Morton L. Curtis en

1965 ([2]), orixinalmente alxébrica, que afirma o seguinte:

Conxectura (Andrews-Curtis, version alxébrica). Unha presentacion balanceada do grupo
trivial pode converterse (a través de transformacions de Andrews-Curtis) na presentacion

trivial.

Un grupo ¢ un conxunto cunha operacién interna e asociativa tal que existe un elemento
neutro e cada elemento ten o seu simétrico. O grupo trivial é aquel cun s6 elemento (o
neutro). Calquera grupo pode darse como unha presentacion G = (S | R) = F(S)/(R)n,
sendo S un conxunto (de xeradores), R C F'(S) un subconxunto do grupo libre xerado por
S (relacions) e (R)n o menor subgrupo normal de F(S) que contén a R. Asi, un grupo
presentado por un numero finito de xeradores e relacions, G = (x1,...,Zpn | T1,...,"m),
dise balanceado se ten o mesmo ntumero de xeradores ca de relacions, é dicir, se n = m. A
conxectura de Andrews-Curtis di que unha presentacion deste tipo do grupo trivial pode

mudar na presentacion trivial (0 | ) por medio das transformacions seguintes:

Definiciéon (Transformacions de Andrews-Curtis). Seza G = (z1,...,Tpn | T1,...,Tm) un
grupo presentado por un numero finito de zeradores e relacions, os seguintes cambios na
presentacion son as chamadas transformacions de Andrews-Curtis e preservan o grupo

presentado:
s Cambiar unha relacion r; por 7";1.

» Cambiar unha relacion r; por rjry ou rpr; con k # j.

1

= Cambiar unha relacion r; por wrjw™" con w € F(x1,...,zy).

= Cambiar todas as aparicions do xzerador x; nas relacions por x;l, T;Tj OU TjT; CON

i 5.
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= Engadir un novo zerador x e unha nova relacion x.
= Se na presentacion aparecen un zerador x e unha relacidn x, eliminar ambos.

No noso caso, manexaremos diias versiéns distintas desta conxectura, ambas topolo-
xicas, pois ainda que nun primeiro momento a Topoloxia se presente como unha materia
mais ben tedrica e cunha compoiiente analitica forte, existe unha faceta da mesma maéis
combinatoria e relacionada coa Alxebra, asi como con moitos problemas que mantefien
ocupados 6s mateméticos na actualidade.

Basearémonos principalmente na tese doutoral do matematico arxentino Jonathan A.
Barmak ([3]), asi coma en moitas obras da bibliografia da mesma, escritas por cofiecidos
topélogos coma o britanico John H. C. Whitehead ([22]) ou os americanos Robert E. Stong
(]19]) e Michael C. McCord (|15]). Tamén tomaremos ideas de autores mais recentes con
obras non utilizadas por Barmak, como poden ser o ruso-aleman Dmitry F. Kozlov ([13]),
o americano Bruno Benedetti ou o aleman Frank H. Lutz ([4]).

No primeiro capitulo, analizaremos as propiedades topoldxicas dos espazos finitos, os ca-
les a priori poden parecer pouco interesantes. Chegaremos 4 conclusién de que os conceptos
de espazo topoloxico finito e de conxunto preordenado finito son basicamente o mesmo, s6
que baixo diferentes enfoques. Veremos que o estudo topoldxico e homotdpico deste tipo de
espazos tamén se pode reducir a termos combinatorios: as aplicaciéns continuas entre espa-
zos finitos son exactamente aquelas que preservan a orde entre os conxuntos preordenados
asociados, e para probar que dous espazos finitos son homotopicamente equivalentes basta
atopar unha cerca (Definicién 1.36) de aplicaciéns continuas entre un e outro. Aprendere-
mos que incluso podemos estudar sen perda de xeneralidade (cando falamos de invarianza
homotépica) tan s6 os conxuntos parcialmente ordenados (posets) finitos.

No segundo capitulo, adentrarémonos no mundo dos complexos simpliciais: aprendere-
mos que son e como construir a stia realizaciéon xeométrica, asi como a relaciéon que gardan
cos posets. Introduciremos tamén as nociéns de colapso, expansion, deformacion e tipo de
homotopia simple para complexos simpliciais finitos, chegando & conclusién de que se dous
complexos simpliciais tefien o mesmo tipo de homotopia simple, as sias respectivas reali-
zacions xeométricas tefien o mesmo tipo de homotopia. Porén, o reciproco non se cumpre:
analizaremos en particular o caso do sombreiro bobo. Tratase dun complexo simplicial fini-
to que non se pode colapsar a un punto pero cuxa realizaciéon xeométrica é contréactil. Con
todo, o sombreiro bobo pddese 3-deformar a un punto, feito que motiva que se conxecture

que isto ocorre para todo 2-complexo simplicial.

Conxectura (Andrews-Curtis, version simplicial). Dado un complezo simplicial finito

2-dimensional K tal que a sia realizacion zeométrica | K| € contrdctil, enton K é 3-deformable
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a un punto.

Chegamos asi 4 versiéon mais puramente xeométrica da conxectura, a cal esta estreita-

mente relacionada con conxecturas e teoremas quizais mais famosos:

Conxectura (Zeeman). Dado un complexo simplicial finito 2-dimensional K tal que a sia

realizacion xzeométrica |K| é contrdctil, enton |K| x [0,1] é poliedricamente colapsable.

Teorema (Poincaré). Calquera variedade compacta de dimension 3 simplemente coneza e

sen fronteira é homeomorfa d 3-esfera.

Asi, cunha version da conxectura de Andrews-Curtis para complexos simpliciais e unha
relacién entre estes tltimos e os posets, no terceiro capitulo presentamos unha versién da
conxectura para conxuntos parcialmente ordenados finitos que serd equivalente & xa vista.
Con esta intencién, introducimos as ideas de beat point e tipo de homotopia forte para
espazos finitos e demostramos que esta Gltima equivale 6 concepto de tipo de homotopia.
Tamén aprenderemos os conceptos de grupo de homotopia e tipo de homotopia débil,
vendo que este dltimo termo equivale a tipo de homotopia para realizacidéns xeométricas
de complexos simpliciais, pero non en xeral. Asi, mostramos o que son os beat points débiles
e probamos que a sta eliminaciéon é unha equivalencia de homotopia débil entre espazos
finitos. Desta maneira, chegamos a que a conxectura que vimos para complexos simpliciais

é equivalente & seguinte:

Conxectura (Andrews-Curtis, version para posets). Seza X un espazo topoldxico finito
Ty de altura 2. Se X ¢é debilmente homotopicamente equivalente a un punto, enton X

3-deformase a un punto.

Compre dicir que a andlise feita para complexos simpliciais podese estender para CW-
complexos ([21]), espazos topoloxicos que tameén definiremos. Con esta xeralizacion, podese
establecer a equivalencia entre as dias conxecturas topoldxicas e a alxébrica dunha maneira
similar 4 que mostramos neste traballo: buscase unha maneira de relacionar cada CW-
complexo cun grupo dado por unha presentacién e viceversa, e establécense equivalencias
entre as transformacions de Andrews-Curtis e os colapsos e expansions elementais ([7],
Chapter 1; [23]). Da mesma forma, a cada grupo dado por unha presentacion podémoslle
asociar un “presentation poset” e viceversa, e relacionar as operaciéns realizadas entre
ambos ([8]).

O plantexamento combinatorio de todo o traballo pide a berros un tratamento compu-
tacional do mesmo. GAP (Groups, Algorithms, Programming) é un software para Alxebra
discreta computacional, especialmente centrado na teoria de grupos computacional. Tra-

tase dun sistema idéneo para usar neste caso, e de feito utilizano moitos expertos neste
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campo. Por falta de tempo e espazo, non é posible incluir un capitulo sobre programacién
neste traballo, pero non descartamos que este sexa o punto de partida de investigaciéns
posteriores.

Na actualidade, sdbese que a conxectura é certa para dimensiéns maiores ca 2, e para
dimensién 2 conécese a validez da mesma nalgtns casos particulares. Porén, pénsase que

a conxectura é falsa en xeral, existindo varios contraexemplos potenciais ([12]):
(a,b,c| ¢ lbe = b2 a7 ea = 2, b tab = a?)
(a,b | ba*b™ = a®, ab®a™ = b3)
{a,b | aba = bab, a* = b°)

Coa cantidade de enfoques distintos cos que conta a conxectura e a gran ferramenta

que constitiie a computacion, non seria raro confirmala ou desmentila nun futuro préximo.



Capitulo 1

Espazos topoloxicos finitos e

conxuntos preordenados finitos

1.1. Espazos topoloxicos finitos

Comezamos introducindo unhas nociéns bésicas de Topoloxia Xeral que nos serén tutiles

6 longo do capitulo.

Definicién 1.1. Unha topolozia sobre un conxunto X consiste nunha familia 7 de sub-

conxuntos de X tal que:
1. O conxunto baleiro e o total pertencen & topoloxia: ), X € 7.

2. Dada unha familia arbitraria de elementos da topoloxia, a sta unién tamén pertence

aela: Uy, €T Vae A= UUQET.
acA

3. Dada unha familia finita (}Le elementos da topoloxia, a sta intersecciéon tamén pertence
aela: Uq,...,. U, €T => mUiéT.
i=1

Un par (X, 7) con X un conxunto e 7 unha topoloxia sobre X chamase espazo topoldzico. Os
elementos de 7 son os abertosde X, e se x € U con U aberto diremos que U é unha vecinian-
za (aberta) de x. Verificase o seguinte: AC X, Aer < VeecAFU er:2€U C A
Os complementarios dos abertos seran os pechados do espazo topoléxico e verifican que
() ¢ X son pechados, que a unién finita de pechados é un pechado e que a interseccion
arbitraria de pechados é un pechado.
Usualmente, denotaremos por X o espazo topoloxico (X, 7) cando esté claro (ou é irrele-

vante) que topoloxia estamos a usar.
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Definiciéon 1.2. Sexa (X, 7) un espazo topoloxico. Unha familia de abertos B C 7 sera
unha base da topoloria T se todo aberto da topoloxia se pode expresar como unién de
elementos de B. Equivalentemente, B serd unha base de 7 se dados U € 7, x € U existe
BeBtalquexe BCU.

Proposicion 1.3. Unha familia B de subconzuntos dun conzunto X serd unha base dal-

gunha topoloxia sobre X se, e sé se, verifica:

= Cada punto do conzunto estd contido nalgin elemento de B:Vr € X, AB € B: x € B.

De maneira equivalente, X = UpepB.

s Para calquera par de elementos de B e para cada punio na interseccion de ambos,
existe un elemento de B que contén o punto e que estd contido na interseccion: se
Bi1,By e B, Vx € B1N By, dB3 € B: x € B3 C B1 N Bs.

Neste caso, dita topoloxia é o conzunto de uniéns arbitrarias de elementos da base:

T(B):{U Ua:UaeBVaeA}U{Q)}.

acA
Definicion 1.4. Para cada x nun espazo topoldxico (X, 7), unha familia B, de veciianzas
de x serd unha base local de T en x se para todo aberto U contendo a x existe un elemento
de B, contidoen U: VU € r,x €¢ U = dBeB,: x € BCU.

Definicion 1.5. Unha familia de abertos & C 7 serd unha subbase da topoloxia 7 se o
conxunto de interseccions finitas de elementos de S constittiie unha base de 7. Isto significa
que podemos escribir calquera aberto de 7 como unién de interseccions finitas de elementos

de S. Enton, 7 € a topoloxia mais pequena que contén a S e dicimos que S xera 7.

Definicién 1.6. Sexa (X, 7) un espazo topoloxico e A C X un subconxunto. Verificase que
T’A ={UNA: U € 7} é unha topoloxia sobre A, & que chamaremos topolozia subespazo.

Diremos que (A4, T‘A) é un subespazo topoldzico de (X, ).

Definicién 1.7. Sexan (X, 71) e (X2, 72) espazos topoloxicos. Verificase que a familia
{U1 x Uy: Uy € 11,Us € 72} é base dunha topoloxia sobre X; x X5 & que denominaremos

topoloxia produto.

Definicion 1.8. Unha relacidon de equivalencia € unha relacion reflexiva, simétrica e tran-
sitiva. Sexa (X, 7) un espazo topoloxico e consideremos unha relacién de equivalencia ~
sobre X. O conxunto de clases de equivalencia denominase conzunto cociente X/ ~ e a
aplicacion m: x € X — [z] = {y € X:y ~ z} € X/ ~ prozeccion candnica. A familia
{U C X/ ~: 7 YU) € 7} constitiie unha topoloxia sobre X/ ~ 4 que denominaremos

topoloxia cociente.
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Definicion 1.9. Un espazo topoldxico é finito se ten un ntimero finito de elementos.

Observacion 1.10. Os espazos topoldxicos finitos son espazos de Alexandroff ou A-espazos,
é dicir, verifican que a interseccién arbitraria de abertos é un aberto. Consecuentemente,
a unién arbitraria de pechados é un pechado e asi o conxunto de pechados dun espazo
topoloxico finito (X, 7) constitie unha topoloxia sobre X (posiblemente distinta de 7).
Denominaremos X o espazo topoloxico formado polos pechados de X.

Moitos dos resultados que veremos a continuacién para espazos finitos verificanse en xeral

para espazos topoldxicos cun nimero finito de abertos ou mesmo para A-espazos.

1.2. Relaciéon entre preordes e espazos finitos

Agora introduciremos a idea de conxunto preordenado para comparala coa de espazo
topoloxico finito, tal e como fixeron Pavel S. Alexandroff ([1]), J. Peter May ([14]) ou
Robert E. Stong (|19]).

Definiciéon 1.11. Unha preorde sobre un conxunto € unha relacion reflexiva e transitiva

definida no mesmo. Un conzunto preordenado é un conxunto cunha preorde.

Unha relacidn de orde sobre un conxunto é unha relacién reflexiva, antisimétrica e transitiva

definida no mesmo. Un conzunto parcialmente ordenado (ou poset) é un conxunto cunha

relacion de orde.

Normalmente, empregaremos “<” “>” para denotar a relacién de preorde ou de orde, ainda
PY A4

que &s veces tamén faceremos uso de “C”, “D”. Tamén utilizaremos “<”, “>", “C”, “D” para

indicar que a relaciéon é estrita.

Definicién 1.12. Sexa X un conxunto parcialmente ordenado e sexan z,y € X. Dicimos
que z precede a y (ou que y cobre a x) se v < y e flz € X: x < z < y. Escribimos z < y.
Un diagrama de Hasse é unha representacién grafica dun conxunto parcialmente ordenado
finito X que se consegue debuxando unha aresta ascendente dun elemento z a un elemento

y de X se e s6 se x precede a y.
Definiciéon 1.13. Sexa X un conxunto parcialmente ordenado finito (ver Exemplo 1.53):

= Un elemento x de X é mazimalse v <y =y =x, e minimalse y <z =y =zx.
= Un elemento = de X é un mdzimose y <z Vy € X, e minimose z <y Vy € X.

= Unha cadea é un subconxunto de X totalmente ordenado; é dicir, tal que os seus
elementos son comparables dous a dous. Unha k-cadea (ou cadea de lonxitude k) é
unha cadea de X con k + 1 elementos. Definimos a altura dun poset finito como o

méaximo das lonxitudes das stas cadeas.
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= Unha anticadea é un subconxunto de X onde ningtin par deles é comparable.

Definicion 1.14. Sexa (X, 7) un espazo topoléxico finito. Para cada punto x € X defini-
mos o seu conzunto aberto minimal como U, = (J{U € 7: x € U}. Serd un subconxunto

aberto de X por ser interseccion finita de abertos.

Proposicion 1.15. A familia de conzuntos abertos minimais constitiie unha base da to-
polozia de X. Ademais, calquera outra base de T ten que conter a esta. Por isto, serd a

chamada base minimal de X.

Demostracion. Sexa U aberto, x € U. Temos que x € U, C U por definicién de U,. Vemos
as{ que o conxunto de abertos minimais é unha base de 7. Ademais, sexa B unha base
calquera de 7 e x € X arbitrario. Entén, 3B € B:x € BC U, = U, = B € B, co cal a

base minimal estd contida en B. O

Observacién 1.16. E claro que todo espazo topoloxico finito (X, ) é primeiro numerable,
¢ dicir, admite unha base local numerable (en particular, finita e unitaria) en cada punto.
En efecto, para z € X, B, = {U} é unha base local da topoloxia, pois se z € U € T, entén
x € Uy C U por definicién.

Ademais, sera sequndo numerable, é dicir, admite unha base numerable (en particular,
finita e con tantos elementos coma X ), pois acabamos de ver que a base minimal ¢ unha

base da topoloxia.
Definiciéon 1.17. Definimos a seguinte relacién no espazo topoldxico finito (X, 7):
r<y<=U,CU, < xzeU,.

A dltima equivalencia séguese de que se U, C Uy, como = € U, C Uy, é claro que x € Uj,.
Reciprocamente, se z € U,, temos que U, ¢ unha vecinanza de x e por definicion, U, C U,,.
A relacion definida é de preorde: a propiedade reflexiva verificase porque x € U,, logo
x < z, e a propiedade transitiva ciimprese porque se x < y, y < z, entéon U, C U,,
U, C U, e polo tanto, U, C U, ex < 2.

Exemplo 1.18. Consideramos o conxunto X = {a,b, ¢, d, e} coa topoloxia
7 ={0,{a},{c},{a,c},{d, e}, {a,d, e}, {c,d, e}, {a,c,d e}, X}.
Temos os seguintes abertos minimais:
Uy ={a}, Uy =X, U.={c}, Ug={d,e}, U. ={d,e}.
Polo tanto, a relacién de preorde asociada viria dada por:

a<b c<b d<e<b e<d<hb.
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Definicion 1.19. Sexa X un espazo topoldxico finito. Para cada punto x € X definimos
a sta clausura como Fy = ({F C X: F pechado, x € F'}. Sera un subconxunto pechado

de X por ser interseccién de pechados.

Proposicion 1.20. Sexa (X, 7) un espazo topoldzico finito, x,y € X. Verificase que y estd

na clausura de x se, e 50 se, x pertence ¢ aberto minimal de y: y € F, <= x € U,.

Demostracion. Como sabemos que os pechados son os complementarios dos abertos, temos
Fz:ﬂ{FgX:Fpechado,xeF}:m{X\U; Uer,x¢U}.

Desta maneira, y € Fy se eso se y € X \U VU € 7: x ¢ U, ¢é dicir, se e s6 se todo aberto
que non contena a x tampouco contén a y. Equivalentemente, y € F). se e s6 se x pertence
a todo aberto que contén a y, ou 0 que é o mesmo, y € F, se e s6 se x pertence 6 aberto

minimal de y. O

Observacion 1.21. Xa vimos que dado un espazo topoléxico finito X, o conxunto de
pechados do mesmo constittie o espazo topoloxico finito X°P. Asi, {F}, },ex conforma unha
base da topoloxia de X e ademais a tltima proposicién vénnos a dicir que X°P induce

en X a orde inversa ca X. En efecto, x <y <= vz c U, <= yc F, < y <, .

Definicion 1.22. Se agora consideramos X un conxunto preordenado finito e tomamos a
familia B = {B,}zex con B, = {y € X: y < z}, vemos que esta dltima é¢ unha base de

topoloxia:
= Sexa x € X. Como z < z por estaremos falando dunha relacién de preorde, z € B;.
» Se z € B, N By, entén 3B, € B: z € B, C B, N By,

Asi, podemos considerar en X a topoloxia xerada por dita base.

Exemplo 1.23. Consideramos o conxunto X = {a,b,c,d, e} coa seguinte relacién de
preorde:
a<b c<b d<e<b e<d<hb.

A base asociada seria
B = {Baa Bba B07 Bda Be} = {{CL}, X, {C}a {da 6}, {d, 6}}

Temos a seguinte topoloxia xerada pola base mencionada:

7 =10,{a},{c},{a,c},{d, e}, {a,d, e}, {c,d, e}, {a,c,d e}, X}.
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Vemos que aqui facemos o inverso que no Exemplo 1.18: partimos do conxunto preor-
denado que obtivemos ali e chegamos 6 espazo topoldxico inicial. Ademais, notemos que a
base considerada neste é a base minimal do exemplo anterior. Isto ocorrera sempre, tal e

como ilustramos no seguinte teorema.

Teorema 1.24. Sexa X1 un espazo topoldzico finito. Entén podemos asociarlle un conzun-
to preordenado P(XT) coa relacion de preorde x < y:<= U, C Uy. Da mesma maneira,
se Xp é un conzunto preordenado, podemos asociarlle un espazo topoléxico T(Xp) con
base B = {Bg}zexp, sendo By = {y € X:y < x}. Verificase que T(P(X71)) = X1 e
P(T(Xp)) = Xp.

Demostracion. Basta ver que a base minimal coincide coa base B aqui mencionada. Sexa

reX, temosyelU, < y<z < ye{ze X:z<z}=18,. O

A partir de agora falaremos indistintamente de espazos topoloxicos finitos e conxuntos

preordenados finitos.

1.3. Aplicaciéns que preservan a orde e continuidade

Xa atopamos unha interpretacion combinatoria dos espazos topolodxicos finitos, agora
imos presentar tamén un enfoque combinatorio da continuidade das aplicaciéns entre os

mesmaos.

Definicion 1.25. Unha aplicaciéon entre dous espazos topoldxicos dise continua se a imaxe

reciproca de todo aberto do codominio é un aberto do dominio.
f:(X,7x) = (Y,7y) continua :<= f~YU) € 7x YU € 1y

Proposicion 1.26. Sezan X e Y dous espazos topoldzicos, f: X — Y unha aplicacion.

FEquivalen:
1. f continua.

2. A imaze reciproca de todo aberto dunha base da topolozia do codominio Y € un aberto

do dominio X.

3. A imaxe reciproca de todo aberto dunha subbase da topoloxia do codominio Y é un

aberto do dominio X.

4. Para todo punto x € X do dominio e toda vecinanza W da sia imaze f(x) eziste

unha vecinanza U de x tal que a sta imaze estd contida en W :

Ve e XYW €ry: f(z) €W, U € 7x: z € U, f({U) C W.



1.3. APLICACIONS QUE PRESERVAN A ORDE E CONTINUIDADE 11

Exemplo 1.27. = A inclusion i: (A,T’A) — (X,7) con A C X & unha aplicacion

continua.

» A proxeccién canoénica m: X — X/ ~ ¢é unha aplicacion continua. E maéis, tratase
dunha identificacion, que verifica que para todo espazo topoloxico X’ e calquera

aplicacion f: X/ ~ — X’ temos: f o7 continua <= f continua

Definicion 1.28. Unha aplicacién f: X — Y entre dous espazos topoldxicos denominase
un homeomorfismo se é continua, bixectiva e con inversa continua. Diremos que dous
espazos topoléxicos X e Y son homeomorfos se existe un homeomorfismo entre eles, e

denotarémolo por X =Y.

Definicion 1.29. Dicimos que unha aplicaciéon f: X — Y entre dous conxuntos preorde-

nados preserva a orde se x < 2’ = f(x) < f(2') Va,2' € X.

Proposicion 1.30. Unha aplicacion f: X — Y entre dous espazos topoldzricos finitos é

continua se, e sO se, preserva a orde dos conzuntos preordenados finitos asociados.

Demostracion. “=" Sexan z, ¥’ € X: x < 2/, (equivalentemente, x € U,/) e vexamos que
f(z) < f(2'). Como Uy é un aberto en Y e f é continua, f‘l(Uf(x/)) serd un aberto
en X, e ademais 2/ € f~1(Uy(,) posto que f(2') € Uy, por definicion. Desta maneira,
x €Uy C 1 (Upy)) e enton f(x) € Upgy, ou o que é 0 mesmo, f(z) < f(a').

“«<” Para ver que f é continua, é suficiente ver que a imaxe reciproca de todo aberto
béasico do codominio é un aberto do dominio. Consideramos asi U, un aberto da base
minimal, vexamos que Vz € f~1(U,), = € U, C f~Y(U,), co cal cada punto de f~(U,)
ten unha vecinanza aberta contida no mesmo e polo tanto estamos a falar dun aberto. Sexa

z € f~1(U,), temos f(x) € Uy, ou, equivalentemente, Uf(z) € Uy. Enton,
2€U, <= z<z= f(2) < f(a) < f(2) EUpy) CU, < z€ f1(U,),
co cal concluimos o que queriamos. O

Corolario 1.31. A partir de f: X — Y, temos fP: X°P — Y°P coa mesma definicion
nos conzuntos subracentes pero considerando as topoloxias duais nos espazos finitos. Temos

2

que f € continua se, e sé se, f°P o €.

Demostracion. Acabamos de ver que f é continua se, e s6 se, preserva a orde, ¢ dicir,
se, e 80 se, ¢ < y = f(x) < f(y) Yo,y € X. Pero isto dltimo é equivalente a que
x >op Yy = f(z) >0p f(y) Va,y € X, ou, o0 que é o mesmo, a que f° preserve a orde, o

cal ocorre se, e s0 se, f°P é continua. O
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1.4. Conexidade

Definicion 1.32. Un espazo topoloxico X é conezo se non é a uniéon disxunta de dous
abertos non baleiros. Equivalentemente, X é conexo se os tinicos subconxuntos del “abertos
e pechados 4 vez” son () e X. Verificase que X é conexo se, e s6 se, para todo par de puntos

x,y € X existe un subconxunto conexo U de X tal que z,y € U.

Proposicion 1.33. A imaze mediante unha aplicacion continua dun espazo conexo € co-

nezxa.
Demostracion. Ver [16], Theorem 23.5. O

Definicion 1.34. Sexa X un espazo topoldxico. Un camino de x € X a y € X é unha
aplicacion continua a: I = [0,1] — X tal que a(0) = z, (1) = y. A relaciéon “estar
conectado por un camino con” é de equivalencia, co cal falaremos de caminos entre puntos.
Diremos que un espazo topoléxico é conexo por camifios se para cada par de puntos do

mesmo existe un camino entre eles.

Nun primeiro momento, podemos pensar que non existe ningunha aplicacién conti-
nua do intervalo unidade (ou de calquera espazo infinito) nun conxunto finito, aparte das

constantes. A seguinte proposiciéon mostrara o contrario:

Proposicion 1.35. Se x e y son dous puntos comparables dun conzunto finito X, enton

eriste un camino entre x e y.

Demostracion. Suponiamos x <y, é dicir, U, C Uy (o outro caso serfa analogo). Conside-
ramos «a: [0,1] = X con a(t) = x para 0 <t < 1 e a(l) = y. Obviamente, a(0) = z e

a(1l) =y, e ademais « é continua porque se U é un aberto de X,

0, sex g U(=y¢U)
a l(U)=4 [0,1), sexeU, yeU
[0,1], seyeU(=zel)

E dicir, «=1(U) & un aberto na topoloxia relativa de [0, 1] para todo aberto U C X. [

Definicion 1.36. Sexa X un conxunto finito preordenado. Unha cerca en X é unha se-
cuencia g, x1, . . . , T, de puntos tales que calquera dous consecutivos son comparables. Dise
que X é orde-conezo se para calquera dous puntos z,y € X existe unha cerca comezando

en x e acabando en y.

Proposicion 1.37. Sexa X un espazo finito. As segquintes afirmacidons son equivalentes:
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1. X € un espazo topoldzico conero.
2. X € un conzunto preordenado orde-conexo.
3. X € un espazo topoldxico conexo por caminos.

Demostracion. = 1 = 2: Suponamos X conexo e sexa x € X. Definimos:
A = {y € X : existe unha cerca de z a y}

Temos que A # () porque = € A.

Vexamos que A é un aberto. E obvio ver que se se y € A e z < g, logo z € A. Asi,
z € A Vz <y ou, equivalentemente, z € A Vz € Uy, o que ¢ o mesmo que U, C A.
Vemos que existe unha vecifianza de y contida en A para todo y de A, logo A é un
aberto.

Vexamos agora que A é un pechado probando que X \ A é un aberto:
X \ A ={y € X: non existe unha cerca de z a y}.

E obvio ver quesese y € X \ A e z <y, logo z € X \ A, pois de existir unha cerca
de z a z tamén existiria de z a y. Asi, z € X \ A Vz < y ou, equivalentemente,
z € X\ AVz e Uy, o que é o mesmo que Uy C X \ A. Vemos que existe unha
vecinanza de y contida en X \ A para todo y de A, logo X \ A é un aberto.

Por ser distinto do baleiro e aberto e pechado 6 mesmo tempo, A = X e asi para
todo punto existe unha cerca de x a el, co cal dous puntos calquera de X estaran

unidos por unha cerca e entén X é orde-conexo.

= 2 = 3: & consecuencia da Proposicién 1.35 e de que a existencia de caminos entre

puntos é unha relacién de equivalencia.

= 3= l:sexan x,y € X, como X éconexo por camiifios, existe unha aplicacién continua
a: I =10,1 — X tal que a(0) = z, (1) = y. Asi, a(I) é un subespazo conexo de
X (por ser imaxe continua dun conxunto conexo, véxase a Proposicion 1.33) tal que

x,y € a(I). Desta maneira, concluimos que X ¢é conexo. O

Observacion 1.38. Notemos que en particular U, é conexo para todo z € X.

1.5. Topoloxias no espazo de aplicaciéns continuas

Definicion 1.39. Sexan X e Y dous conxuntos, Y preordenado. No conxunto de aplica-

ciéns entre X e Y establecemos unha preorde puntual: f < g: <= f(z) < g(z) Vo € X.
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Esta claro que se trata dunha relacion reflexiva e transitiva: en particular xerard unha
topoloxia no conxunto de aplicaciéns entre dous conxuntos preordenados finitos que pre-
servan a orde, ou o que é o mesmo, no conxunto de aplicaciéns continuas entre dous espazos

topoloxicos finitos (Proposicién 1.30).

Definiciéon 1.40. Sexa (X, 7) un espazo topoléxico. Se U C 7 é unha familia de abertos
tal que X = UpeyU, dicimos que U ¢ un recubrimento (aberto) de X. Se Uy e Uy son dous
recubrimentos de X e Uy C Uo, dicimos que U; é un subrecubrimento de Us. Un espazo

topoléxico dise compacto se todo recubrimento do mesmo admite un subrecubrimento finito.

Definicion 1.41. Sexan X e Y espazos topoloxicos e consideramos o conxunto YX de
aplicacions continuas de X en Y. A topolozia compacto-aberta en Y~ é a topoloxia xerada

pola subbase formada polos conxuntos
S(K,W)={feYX : f(K)CW}
con K compacto, K C X e W abertoen Y.

Proposicion 1.42. Se X e Y son dous espazos finitos, a topoloria compacto-aberta coin-

ctde coa zerada pola preorde puntual no conzunto de aplicacions continuas entre eles.
Demostracion. Sexa 7| a topoloxia compacto-aberta e 7 a xerada pola preorde puntual.

s 71 C 79: vexamos que S(K, W) (con W un aberto en Y e K un compacto, é dicir,
un subconxunto calquera, de X) ¢ un aberto de 72, ou, equivalentemente, que todo
punto de S(K, W) admite unha vecinanza contida no mesmo. En particular, vexamos
que Uy C S(K,W) Vf € S(K,W). Sexa logo f € S(K,W) e g € Uy, é dicir, tal
que g(x) < f(x) Yx € X. En particular, g(x) < f(x) Va € K. Desta maneira,
Uyz) € Upzy Vo € K, € como Uy,) € W Vo € K por ser W aberto, temos que

g(x) € Uyzy CW V€ K eentén g € S(K, W).

= 79 C 7q: basta ver que cada aberto da base minimal é un aberto na topoloxia
compacto-aberta. Asi, notemos que
Uf:{gGYX:ggf}:{geYX:g(x)§f(:c)V:U€X}

={geY*:g(a) €Upu Vo € X} = [ S{z},Usa))-
zeX

Sera polo tanto aberto por ser interseccién finita de abertos. O
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1.6. Homotopias

Definicion 1.43. Dicimos que unha aplicacién continua f: X — Y entre dous espazos
topoléxicos é homdtopa a outra aplicacién continua g: X — Y se existe unha aplicacién
continua H: X x [0,1] — Y tal que H(z,0) = f(x) Vo € X, H(z,1) = g(z) YV € X.
Escribimos f ~ g e dicimos que H é unha homotopia de f a g.

Se dita homotopia é tal que para un subespazo A C X e para cada a € A verificase
H(a,t) = f(a) Vt € [0,1], dicimos que f e g son homdtopas relativo a A e escribimos
f~grelA

A relacién “ser hométopa a” no conxunto de aplicaciéns continuas entre dous espazos
topoléxicos é de equivalencia, co cal podemos falar de que f e g son homoétopas e de que

H é unha homotopia entre f e g.

Definiciéon 1.44. Diremos que dous espazos topoléxicos X e Y son homotopicamente
equivalentes ou que tenen o mesmo tipo de homotopia se existen f: X - Y ¢g: YV - X
continuas e tales que go f ~idx e fog ~ idy. Escribimos X ~ Y e dicimos que f (ou
g) é unha equivalencia de homotopia. Dicimos que X é un espazo conirdctil, e escribimos

X ~ %, se ten 0 mesmo tipo de homotopia ca un punto.

Definicion 1.45. Sexa X un espazo topoloxico e E C X un subespazo. Dicimos que E é un
retracto de X se existe unha aplicacion continua r: X — E tal que roi = idg (retraccion),

coni: E — X ainclusion. F serd un retracto por deformacion (forte) se ior ~ idx (relE).

Proposicion 1.46 (Lei exponencial). Sexan X,Y espazos finitos. Existe unha bizeccion

[0,1] 0,1].

natural entre o conzunto de homotopias Y X* e 0 conzunto de camirios (YX)!

& yXx0.1] (YX)[O,H
H: X x[0,1]] Y —— ®&(H): [0,1] - Y¥
(z,t) — H(z,t) ts OH)H): X Y
x— O(H)(t)(z) = H(z,1).

Demostracion. Esta proposicion ciimprese para X, Y espazos topoléxicos en xeral con X

primeiro numerable ([10], Theorem 2), en particular para espazos finitos. O]

Corolario 1.47. Sexan f,g: X — Y dias aplicacions continuas entre espazos finitos.
Serdn homdtopas se, e s6 se, hai unha cerca f = fo < f1r > fo < ... fn=g. Ademais, f eg
serdn homdtopas relativo a A C X se, e s6 se, hatunha cerca f = fo < fi>fo<...fn=¢g

tal que f; :f‘AVOSiSn.

4
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Demostracion. Existe unha homotopia H entre f e g se, e 86 se, existe un camino ®(H)
entre f e g, e pola Proposicién 1.37 isto é equivalente a que exista unha cerca entre f e g.
Ademais, esta homotopia sera tal que para cada a € A, H(a,t) = f(a) Vt € [0,1] se, e s6
se, ®(H)(t)(a) = f(a) Vt € [0,1], ¢ dicir, se, e s6 se, D(H)(t)| , = f| , Vt € [0,1]. Asf, feg
serdn homotopas relativo a A C X se, esd se, hai unhacerca f = fo < fi> fo<...fn=g
cumprindofi‘A:f’AvogiSn. 0l

Exemplo 1.48. Calquera espazo finito X cun méximo é contractil. En efecto, sexa m € X
dito maximo e consideremos r: x € X +— m € {m}. Temos que r é continua porque preserva
a orde (ou porque ¢ constante), que r oi = idy,) e que 707 =~ idx. Isto tltimo séguese de
que idx(z) =2 <m = (ior)(z) Vz € X. Asi, idx < ior e chegamos 6 que querfamos.
Temos que existe un punto de X que é un retracto por deformacion forte do mesmo, co
cal X é contréactil. Cunha demostracién analoga, podemos probar que pasa o mesmo con
calquera espazo finito cun minimo.

Porén, non todo espazo finito contractil ten que ter un maximo ou un minimo: por
exemplo, o poset X cuxo diagrama de Hasse vemos na Figura 1.1 non ten méximo nin
minimo, mais é contractil. En efecto, consideremos as aplicacions f: X — X con f(z;) = x;
para i € {1,2,3} e f(x4) = f(xs) =23 e g: X — X con g(z;) = z3 Vi € {1,2,3,4,5}.
Temos id > f < g=ior conr: X — {x3} retraccion.

Figura 1.1

Corolario 1.49. Sexan f,g: X — Y dias aplicacions continuas entre espazos finitos.
Verificase f ~ g <= [P ~ ¢°P. En particular, f: X — Y € unha equivalencia de
homotopia se, e s6 se, fP: XP — YP ¢é unha equivalencia de homotopia e dous espazos
finitos terien o mismo tipo de homotopia se, e sd se, 0s seus correspondentes espazos duais

tenen o mesmo tipo de homotopia.

Demostracion. Temos que f ~ g se, e s6 se, existe unha cerca f = fo < f1 > ... fn =g

Isto equivale a que haxa unha cerca fP = fi¥ >,, fi¥ <op ... fal = g°P, é dicir, a que

foP ~ goP. O
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1.7. Propiedades de separacion

Definicion 1.50. Un espazo topoléxico X dise:

= que é Ty (ou un espazo de Kolmogorov) se para calquera dous puntos distintos de X

existe unha vecinanza dun deles que non contén 6 outro.
» que é 77 (ou un espazo de Fréchet) se cada punto de X é un pechado.

= que éT5 (ou un espazo Hausdorff) se para calquera dous puntos distintos de X existen

vecinianzas dos mesmos que son disxuntas entre elas.

Verificase que Ty = 17 = Tj. Ademais, se un espazo finito (X, 7) é 17, a sta topoloxia é
a discreta (7 = P(X)): en efecto, calquera subconxunto de X serd union finita de pechados
(os puntos contidos en dito subconxunto), logo serd pechado e en consecuencia calquera
subconxunto de X sera complementario dun pechado e por tanto un aberto. Isto indicanos
que calquera espazo finito de Fréchet (ou Hausdorfl) vai ser un espazo discreto, e polo
tanto pouco interesante. Asi, imonos centrar na propiedade Tp.

O conxunto preordenado dos Exemplos 1.18 e 1.23 non é un poset, pois non verifica a
propiedade antisimétrica: temos e < d, d < e pero d # e. Asi mesmo, o espazo topoloxico
considerado non é de Kolmogorov, pois d e e son dous puntos distintos e toda vecinanza

de calquera deles contén 6 outro.

Proposicion 1.51. Un espazo topoloxico finito X € Iy se, e s6 se, a preorde asociada 6

mesmo € antisimétrica (e polo tanto X seria un conzunto parcialmente ordenado finito).

Demostracion. "=" Sexan =,y € X tales que x <y, y < x e supofiamos que son distintos.
Logo existe unha vecinanza dun (pofiamos z) que non contén 6 outro (y). Desta maneira,
y ¢ U, (pois U, é a interseccion das vecinanzas de x), o cal contradi que y < z. Asi,
T = y e 0 noso conxunto verifica a propiedade antisimétrica e é polo tanto un conxunto
parcialmente ordenado.

"<" Sexan z,y € X, x # y. Se x £ y, logo x ¢ U, e atopamos unha veciflanza de y
que non contén a x. Se x < y, y ﬁ x (se non, x = y por antisimetria e chegariamos a
unha contradicion), logo y ¢ U, e atopamos unha vecinanza de x que non contén a y. En

calquera caso, vemos que X € un espazo topoldxico Tp. O
Proposicion 1.52. Seza (X, 7) un espazo topolozico finito. Verificase que é homotdpica-
mente equivalente a un espazo Ty.

Demostracion. Definimos a seguinte relacion de equivalencia en X (esta claro que se trata

dunha relacion reflexiva, simétrica e transitiva):

r~y<=U,=U;, <= (2 <y)A(y<a).
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Sexa Xo = X/ ~ o conxunto cociente por dita relacion e 7: z € X — [z] € X a
proxeccion canonica (é dicir, dotamos a Xy da topoloxia cociente). Sexa tamén i: Xo — X
unha aplicacion de conxuntos tal que moi = idx, (basta que leve cada clase de equivalencia
a un dos seus representantes).

7 & continua porque consideramos a topoloxia cociente. Ademais, serd unha identificacion,
co cal para ver que ¢ é continua, basta probar que ¢ o 7w é continua, e isto verificase porque
¢ claro que preserva a orde. En efecto, suponamos x < y: temos i([z]) € [z], co cal en
particular i([z]) < z; e da mesma maneira i([y]) € [y] implica i([y]) > y. Consecuentemente,
i([z]) <z <y <i([y]) e enton i([z]) < i([y]). Asi, temos daas aplicaciéns continuas 7 e i
tales que mo¢ = idy, e i o ™ =~ idx, verificindose isto dltimo porque i o m < idx e polo
Corolario 1.47.

Ademais, X € un espazo Tj, é dicir, a relacién de preorde asociada verifica a propiedade
antisimétrica. En efecto, supohamos que [z], [y] € X son tales que [z] < [y] e [y] < [z].
Entén, por un lado temos que z < i([z]) < i([y]) <y, e por outro que y < i([y]) < i([z]) <z
(pois acabamos de ver que i preserva a orde). E dicir, z <y e y < 2, ou 0 que é 0 mesmo,

x ~y, ou sexa, [x] = [y]. O

Xo é o chamado cociente de Kolmogorov de X . Desta proposiciéon deducimos que para
invariantes homotépicas podemos falar tan s6 de posets finitos en lugar de conxuntos
preordenados finitos en xeral. Adoitaremos relacionar Xy con i(Xj), sendo i a aplicacion

utilizada na proba da proposicién anterior, tal e como vemos no seguinte exemplo.

Exemplo 1.53. Recuperemos o conxunto preordenado dos Exemplos 1.18 e 1.23, que xa

vimos que non verifica a propiedade antisimétrica.
X ={a,b,c,d, e},

a<b c<b d<e<b e<d<h.

Para obter un espazo Ty, tan s6 temos que identificar os elementos d e e, resultando o poset
co diagrama de Hasse da Figura 1.2. Aqui temos que b é un elemento maximal e maximo;
que a, ¢, d son elementos minimais, pero non minimos; que {d} é unha 0-cadea; que {a, b}

é unha 1l-cadea; que {a,c,d} é unha anticadea e que d precede a b (ou que b cobre a d).

b




Capitulo 2

Version simplicial da conxectura de

Andrews-Curtis

2.1. Complexos simpliciais

Antes de nada, desenvolveremos a teoria sobre complexos simpliciais necesaria para

este capftulo.

Definiciéon 2.1. Un complexo simplicial (abstracto) é unha coleccion K de subconxuntos

non baleiros e finitos dun conxunto Vi (conxunto de vértices) de tal xeito que:
» K ¢é pechado por subconxuntos: a € K,0 # Ca= € K.
s Todos os subconxuntos unitarios de Vi estan en K.

Os elementos de K son os chamados simplices (abstractos). Un simplice dise n-simplice
(ou simplice de dimension n) se ten n+ 1 elementos. A dimension dun complexo simplicial
K, dim(K), sera o supremo das dimensions do simplices que o forman. Se un complexo
simplicial ten dimensién n, diremos que é un n-complexo simplicial.

Se K é finito, falaremos dun complexo simplicial finito.

Se 0,7 € K e 0 C 7, diremos que ¢ é unha cara de 7. Se ademais ¢ # 7, denominarémola

cara propia. Se c CTe A5 € K: 0 C & C 7, diremos que é unha cara inmediata.

Definicién 2.2. Sexan vy, ...v, € R™, dicimos que son afinmente independentes se:
n n
dticvy=0, t;=0=1t;=0Vie{0,...,n}.
i=0 i=0
Isto equivale a que os vectores v1 — vy, ..., v, — vy € R sexan linearmente independentes

(en particular, n < m).

19
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Dado un conxunto {vg,...,v,} de n 4+ 1 puntos afinmente independentes, definimos o
n-simplice zeométrico (ou simplice xeométrico de dimension n) xerado por eles coma a

envoltura convexa dos mesmos:

n n
[vo,...,vn]Z{Zti”Ui:ZtiZI,tiZOViZO,...,n}.
=0 =0

Para o = Y ;" ot; - v; € [vo,...,v,) con Y t; = 1,t; > 0 Vi = 0,...,n definimos o
soporte de x como sop(z) = {v;: t; # 0} C {wo,...,vn}. As coordenadas baricéntricas de
seran (to,...,tn). O baricentro de [vp,...,v,] serd o punto que ten todas as coordenadas

1 L)
n+l’ " ntl/e

baricéntricas iguais, é dicir, b([vg, ..., vs]) = (
Definicion 2.3. Sexa K un complexo simplicial abstracto. Para cada simplice ¢ € K,
tomamos un simplice xeométrico da mesma dimension |o| C R™. Definimos a realizacion
zeométrica de K como o espazo topoléxico resultante de considerar a seguinte topoloxia

sobre o conxunto |K| = (J,cx |o]:

A C |K| aberto: <= AN |o| aberto Vo € K
(A C |K| pechado: <= AN |o| pechado Vo € K).

Se K é un complexo simplicial finito, basta identificar as caras comuns dos simplices e

considerar a topoloxia euclidiana subespazo de R™.

Exemplo 2.4. » Para Vi, = {a} un conxunto unitario, o tinico complexo simplicial
non baleiro K posible seria K71 = {{a}}. Tratase dun O-complexo simplicial 6 que

usualmente chamaremos vértice e denotaremos a, sen maéis.

» A familia Ky = {{1},{2},{3},{4},{1,2},{2,3},{1,3},{3,4}} de subconxuntos de
Vi, = {1,2,3,4} seria un complexo simplicial abstracto de dimension 1.

Podemos ver as realizacions xeométricas de K e K2 na Figura 2.1.

{2}

{2, 3}]
{3}
{3, 4}

ol o (1.2 |4

{1, 3}

{1
Kl KZ

Figura 2.1
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Observacion 2.5. De aqui en diante non nos imos preocupar polo conxunto de vértices
dun complexo simplicial, daremos por feito que sempre é o adecuado (¢ dicir, o conxunto
de elementos dos subconxuntos unitarios do complexo simplicial que estamos a considerar).
Asi mesmo, permitirémonos o abuso de notaciéon de nomear |o| como o sen méis, para todo

simplice o dun complexo simplicial.

2.2. Operacions con complexos simpliciais

Definiciéon 2.6. Dado un complexo simplicial K e un subconxunto L C K, dicimos que

L é un subcomplezo de K se segue a ser un complexo simplicial en si mesmo.

Proposicion 2.7. Sexza K un complezo simplicial e { Ly }aca unha familia de subcomplexos

do mesmo. Enton UgeaLla € NacaLla tamén son subcomplexos de K.
Observacion 2.8. dim(K U L) = max{dim(K),dim(L)}.

Definicion 2.9. Sexa K un complexo simplicial e ¢ € K un simplice. Definimos os se-

guintes subcomplexos de K:
» Frontetrade o: 6 ={r € K: 7 C 0}
» Complementario de 0: 0¢:={r € K: 0 ¢ 7}
» Estrela (pechada) de o:st(o) ={r€ K: 7Uo € K}
» Enlace (link) de o: k(o) == {7 €st(o): cNT =0}

Tamén podemos definir a estrela aberta de o como st(o) \ k(o). Isto xa non seria un

subcomplexo de K.

Observacion 2.10. Se o é un vértice, podemos interpretar a sia estrela como unha béla
pechada centrada nel, o seu enlace como a fronteira da mesma e a sta estrela aberta como

unha boéla aberta centrada nel, todo isto na realizacién xeométrica do complexo simplicial.

Exemplo 2.11. Para o complexo K = {{vp}, {v1}, {v2}, {vo, v1}, {v1,v2}, {vo, v2}, {vo, v1,v2}}
e os simplices 0 = {vg,v1} € K, 7 = {vp,v1,v2} € K temos (ver Figura 2.2):

o = {{vo}, {v1}}

0 = {{vo}, {v1}, {v2}, {vo, va}, {v1,v2}}

st(o) = {{vo}, {1}, {va}, {vo, v}, {v1, va}, {vo, va}, {vo, v1, v2}} = K
= lk(0) = {{vo}}
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7= {{vo}, {v1}, {va}, {vo, v1}, {v1, va}, {vo, v2}}

7¢ = {{vo}, {v1}, {va}, {vo, 1}, {v1, va}, {vo, va}}

st(1) = {{vo}, {v1}, {va}, {vo, v1}, {v1, 02}, {vo, va}, {vo, v1, 021} = K
. 1k(r) =

(%] , . (%] . (%] , (%)
o) : 1 o I :
1 ! ! 1
: l l :
1 ! ! 1
: 5 5 :
| | | |
1 1
: 1 1 :
d o, o o! : .
Vo o={w,u} VI' Vo vp o v v 'Y vy
K =st(o) = st(r) ol lk(o) o¢ RS
Figura 2.2

Exemplo 2.12. Consideremos o seguinte complexo simplicial K:

K = {{UO}a {111}, {112}7 {03}, {114}, {115}, {U6}7 {U7}7 {Uo,vl}, {111,112}, {1)1,1)3}, {01704}, {112,113},

{v2,v4},{vg,v4}, {114,1)5}7{1)577)6}7{05707}, {’017’027113},{1)171)271)4}7{01703704}7 {11271)3,114}}-

Para {vs} € K temos (ver Figura 2.3):

st(va) = {{vi}, {v2}, {vs}, {va}, {vs}, {v1, v2}, {v1,v3}, {v1,va}, {vo, v3}, {v2, va}, {v3, va},
{U47 U5}7 {Uly V2, U4}7 {vlv U3, ’1)4}, {U27 U3, U4}} )

lk(vs) = {{v1}, {va}, {ws}, {vs}, {v1, v2}, {v1, v}, {va, vs}}.

Figura 2.3
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Definicion 2.13. Sexan K e L complexos simpliciais. Definimos o join de K e L coma o

seguinte complexo:
K«xL=KL=KULU{oUt:0€ K, 7€ L}

Se K é tan s6 un vértice, estaremos a falar dun cono sobre L.

Se un complexo simplicial K é igual a un cono sobre un subcomplexo do mesmo, diremos
que K é un cono simplicial.

A formula xeral para a dimension dun join é dim(KL) = dim(K) + dim(L) + 1. En

particular, dim(aK) = dim(K') + 1 para conos simpliciais.

Exemplo 2.14. Sexa L = {{vo},{v1}, {va2}, {vo,v1}, {vi,v2},{vo,v2}}. O cono sobre L

seré (ver Figura 2.4):

al = {{a}7 {UO}7 {Ul}ﬂ {’Ug}, {Uo, Ul}v {Uh v2}7 {Uﬂv 1)2}7 {a7 'Uo}, {a, Ul}v {av ’Ug}, {av Vo, Ul}a

{G, U1, ’UQ}, {a7 Vo, 02}}'

V2

Vo U1

Figura 2.4

2.3. Complexos de orde e posets de caras

Descubriremos a continuacién que os posets finitos e complexos simpliciais finitos estan

estreitamente relacionados, tal e como indicou Pavel S. Alexandroff ([1]).

Definicion 2.15. Dado K un complexo simplicial finito, definimos o seu poset de caras
X(K) como o poset cuxos elementos son todos os simplices de K coa relacion de orde
definida pola inclusion entre os mesmos: a < f:<= a C . A altura de X'(K) sera igual

4 dimensiéon de K.

Exemplo 2.16. O complexo K = {{vo}, {v1}, {va}, {vo,v1}, {v1,va}, {vo, v2}, {vo, v1,v2}}
podémoslle asociar o poset X (K) = {{vo}, {v1}, {va}, {vo,v1}, {v1,v2}, {vo, va}, {vo, v1,v2}}
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coas seguintes cadeas maximais (ver Figura 2.5):

{vo} <{wo,v1} < {wvo,v1,v2}, {n} <A{v1,v2} <{wvo,v1,v2},

{vo} <{wo,v2} < {vo,v1,v2}, {va} <{wo,v2} < {vo,v1,v2},

{v1} <Awvo,v1} < A{wvo,v1,v2}, {va} <A{v1,v2} < {wo,v1,v2}.
V9 .{Um vy, U?}

o {vo,vi}e {vo,va}e {vi,v2}

AKX

E S S O S S

Vo (%1

Figura 2.5

Definicion 2.17. Dado X un poset finito, definimos o complero de orde asociado a X,
K(X), como o complexo simplicial que ten como n-simplices as n-cadeas de X. Asi, « C 8
como simplices en K(X):<= a C § como cadeas en X. A dimensiéon de K(X) sera igual
4 altura de X.

Exemplo 2.18. O poset X(K) = {{vo}, {v1}, {va}, {vo,v1}, {v1, v}, {vo, va}, {vo, v1,v2}}
visto antes podémoslle asociar o seguinte complexo simplicial (ver Figura 2.6):

K(X(K)) = {{{vo}}, {{vi}}, {{v2}} {{vo, vi}}, {{vr, v2}}, {{vo, va}}, {{vo, v1,v2}}
{{vo}, {vo, v1}}, {{vo}s {vo, vt} {{vih, {wo, vath, {{wa}, {vr, va b}, {{va}, {vo, va}t}
{{v2}, {v1, v2}}, {{vo, v1}, {vo, v1, va}t}, {{wo, va}, {vo, vi, va b}, {{v1, va}, {vo, v1,v2}}
{{vo}, {vo, v1, w2t} {1}, {vo, v1, vat}, {{w2}, {vo, v1, va}t}, {{wo}, {vo, v1}, {vo, v1, w2},
{{vo}, {vo, va}, {vo, vi, v} }, {{v1}, {vo, vits {vo, vi, v2 b}, {{vi}s {v, va}, {vo, v1,v2}}
{{v2}, {vo, va}, {vo, v1, v2}}, {{va}, {1, v2}, {vo, v1,v2}}} -

O conxunto de vértices deste complexo simplicial seria:

Vicrry) = {{vo}, {vi}, {va}s {vo, vi }, {v1, va}, {vo, va}, {vo, vi, vt}
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{va}

{vo} {vo, 01} {1}

Figura 2.6

Nos Exemplos 2.16 e 2.18 vemos que K o X # id. Da mesma maneira, X o KC # id: para
os exemplos anteriores, X (K(X(K))) seria un poset con 22 elementos e polo tanto distinto
de X(K) (con 7 elementos). Asi, K e X non son inversas unha da outra, o cal motiva as

seguintes definiciéns:

Definicion 2.19. Sexa K un complexo simplicial finito. Definimos a sta subdivision ba-
ricéntrica como K' = (X (K)). Tratase dun complexo simplicial cuxos vértices son os

elementos de K e cuxos elementos son as cadeas do poset de caras de K.

Definicion 2.20. Sexa X un poset finito. Definimos a sta subdivision baricéntrica como
X' = X(K(X)). Tratase dun poset cuxos elementos son as cadeas de X coa relacion de

inclusion.

Observacion 2.21. A dimension da subdivisién baricéntrica dun complexo simplicial fi-
nito serd igual 4 dimensién do complexo simplicial de partida. Analogamente, a altura dun

poset seré igual 4 altura da stia subdivisién baricéntrica.

Observacion 2.22. Verificase que |K| = |K’| polo homeomorfismo sk : |K'| — | K| que
leva cada vértice da realizacion xeométrica de K’ (é dicir, cada simplice de K) no seu
baricentro e que se estende linearmente para os restantes puntos de K’ (ver [9], Theorem
T11.1.4):

SK (Zti . Ui) = Zti . SK(UZ‘) = Zti . b(O})
=0 1=0

i=0
2.3.1. Subdivision estelar

As veces, a realizacion de subdivisions baricéntricas complica moito o noso complexo

simplicial, o cal motiva a busca dunha “subdivisién baricéntrica local”.
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Definicion 2.23. Sexa K un complexo simplicial finito e 0 € K un simplice. A subdivision

estelar de K en o é o seguinte complexo simplicial:
st(K, o) = adlk(o) U o”.
Proposicion 2.24. dim(st(K,0)) < dim(K).

Demostracion. Sabemos que st(K, o) = aclk(o) U o°.
En primeiro lugar, 0¢ é un subcomplexo de K, logo dim(c¢) < dim(K).

Agora ben, fixémonos en que
ad x k(o) =ac Ulk(oc) U{mi Um: 11 € ad, 2 € lk(0)}.
» Como dim(¢) = dim(o) — 1, dim(ad) = dim(o) — 1 4+ 1 = dim(o) < dim(K)
» lk(0) € un subcomplexo de K, logo dim(lk(0)) < dim K.

= Suponamos que existe 7 = 171 U7y con 11 € ad, 72 € lk(0),dim(7) > dim(K). Esta
uniéon ten que ser disxunta porque a ¢ lk(o),6 Nlk(c) = 0. Ademais, xa vimos que
dim(7;) < dim(o), co cal dim(72) > dim(K) —dim(o)— 1. Pero isto ltimo implicaria
que JoUmy € K: dim(o U7g) > dim(o) + dim(K) —dim(o) — 14+ 1 = dim(K), o cal
contradi a definicion de dimension. Asi, dim(7) < dim(K) V7 € aclk(o).

Podemos enton concluir dim(st(K, o)) = max{dim(adlk(c)),dim(c)} < dim(K). O

Exemplo 2.25. Para o complexo K = {{vp}, {v1}, {v2}, {vo, v1}, {v1,v2}, {vo, va}, {vo, v1,v2}}

e o simplice 7 = {vg, v1,v2} temos:

st(K,7) = atlk(T)U Tc\:’_/a{{vg}7 {v1}, {v2}, {vo, v1}, {v1,v2}, {vo, v2} O U D
2,11

\:,_,{{a’}v {UO}’ {Ul}v {U2}7 {U07 Ul}’ {Ulv U2}7 {UO’ UQ}v {a’v UO}? {CL, Ul}’ {a) U2}7

2,14

{a,vp,v1},{a,v1,v2}, {a,vo,va}}.
Agora para o = {vg, 1} € st(K,7) temos (similar 6 Exemplo 2.11):
= 0 ={{vo}, {v1}}
= st(o) = {{a}, {vo}, {v1}, {a, v}, {a,v1}, {vo, v1},{a, v0, v1}}
= k(o) = {{a}}
= 0= {{a}, {vo}, {v1}, {va}, {v1, va}, {vo, v}, {a, vo}, {a, v1}, {a, va}, {a, v1, va}, {a, vo, v2}}
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Desta maneira:
st(st(K,7),0) =bslk(c) U o
={{o}, {vo}, {v1}, {b,v0}, {b, v} H{{a}} U o®
:{{a}v {b}7 {UO}v {Ul}v {b7 UO}? {b7 1}1}, {a, b}, {a, ’Uo}, {a'7 Ul}v {av b, 7}O}a
{a,b,:1}} U
:{{a}v {b}, {UO}v {Ul}v {v2}7 {bv ’U()}, {b, ’U1}, {a7 b}7 {a7 ’Uo}, {a, Ul}a
{Ula U?}v {'U(), 'UQ}, {a7 U?}v {a7 b7 'UO}, {a7 b7 ’Ul}, {a7 U1, 'UQ}, {a7 Vo, 02}}-
Vemos que a subdivision estelar de o en st(K,7) s6 afecta a st(o).
Da mesma maneira podemos realizar as subdivisions estelares st(st(st(K, 7),0), {vi,v2}) e

st(st(st(st(K, 7),0), {vi,v2}), {vo,v2}), obtendo asi o complexo simplicial cuxa realizacion

xeométrica podemos ver na Figura 2.7.

st(K, 7) st(st(st(K,7),0),{v1,v2})
Vo v vy b v vy b U
st(st(K,7),0) st(st(st(st(K,7),0),{v1,v2}), {vo, v1})

Figura 2.7

Vemos que obtivemos a subdivision baricéntrica de K tan sé realizando subdivisiéns

estelares con respecto 6s simplices “mais grandes” de K.

O procedemento utilizado no exemplo anterior p6dese xeralizar para todos os complexos
simpliciais finitos para obter a subdivision baricéntrica a partir de subdivisions estelares

sucesivas.

Proposicion 2.26. Seza K un complexo simplicial finito. Entén K' pode obterse realizando

un numero finito de subdivisions estelares sucesivas.
Demostracion. Ver [13], Proposition 2.23. O

Observacion 2.27. A anterior proposicion implica que o que probemos para subdivisions

estelares verificase tamén para a subdivision baricéntrica dun complexo simplicial finito.
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2.4. Colapsos e tipo de homotopia simple

Introduciremos agora a nocién de colapso elemental para complexos simpliciais finitos,

a cal foi desenvolvida principalmente por J. H. C. Whitehead en [22].

Definicion 2.28. Sexa K un complexo simplicial finito. Un simplice ¢ € K dise que é
cara libre de 7 € K se o é cara propia de 7 e non é cara propia de ningtin outro simplice
de K.

Observacion 2.29. Noétese que as caras libres son caras inmediatas de simplices maximais.
Ademais, as caras libres dun complexo simplicial K seran elementos do seu poset asociado
X (K) que preceden a un anico elemento. Porén, o reciproco non se cumpre: se un elemento
de X (K) precede a un tnico elemento que non é maximal, non sera cara libre no complexo

simplicial de partida, pois sera cara propia de méis dun tnico simplice.

Observacion 2.30. Que un simplice o dun complexo simplicial finito K sexa cara libre
de 7 equivale a que exista un vértice a € Vi,a ¢ o verificando K = (K \ {o,7})Uao e
(K \ {o,7}) Naoc = ac (ver Figura 2.8).

Figura 2.8

Proposicion 2.31. Sexa K un complexo simplicial finito e 0 € K unha cara libre de

€ K. Enton |K \ {o,7}| ~ |K|. E mdis, tritase dun retracto por deformacion forte.

Demostracion. Ver [3], paxina 25. O

Definicion 2.32. Sexa K un complexo simplicial finito e ¢ € K unha cara libre de 7 € K.
Denominamos colapso elemental 6 paso de K a K \ {0, 7}, e denotamolo K K \ {o,7}.

Da mesma maneira, chamamos expansidn elemental 6 paso de K\ {0, 7} a K, e indicamolo

K\ {o,7} ?K
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Definicion 2.33. Sexan K e L complexos simpliciais finitos. Dicimos que K colapsa a L,

e escribimos K \, L, se existe unha sucesién de colapsos elementais
e e e
K=Ky \Ki\ ...\ K,=L.

Analogamente, dicimos que L expdndese a K, e escribimos L K, se existe unha sucesion

de expansiéns elementais
L=Ly Ly S... L, =K.

Definicion 2.34. Sexa K un complexo simplicial. Dicimos que K é colapsable se colapsa

a un punto. Denotarémolo por K *\ *.

Definicion 2.35. Sexan K e L complexos simpliciais finitos. Dicimos que K e L tefien o
mesmo tipo de homotopia simple se existe unha sucesion K = Ko, Kq,..., K, = L de tal
xeito que K; \e‘KZ-H ou K; efKHl para cada i € {0,...,n — 1}. Denotamolo K "\, L.

Definicion 2.36. Sexan K e L complexos simpliciais finitos. Dicimos que K n-deférmase
a L se K e L tefien o mesmo tipo de homotopfa simple e ademais as expansiéns e os

colapsos levados a cabo s6 involucran complexos de dimensién menor ou igual ca n.

Vexamos agora unha serie de resultados referentes a colapsos e tipo de homotopia

simple:

Proposicion 2.37. Sexa K un complezo simplicial finito e a ¢ K un vértice, temos que

aK € colapsable. E dicir, os conos simpliciais son colapsables.

Demostracion. Sexa ¢ € K C aK un simplice maximal de K, temos que é unha cara
libre de {a} U o en aK, co cal aK \,aK \ {o,{a} Uc} = a(K \ {c}). Podemos repetir
esta operacion cun simplice maximal de K \ {c}, e asi sucesivamente ata colapsar aK a a
nun ndmero finito de colapsos elementais por estaremos falando de complexos simpliciais

finitos. O

Corolario 2.38. Os simplices son colapsables.

Demostracion. Por simplice entendemos un complexo simplicial finito K da seguinte forma:
K ={o}U{r: 7 C o}. Enton, calquera das caras inmediatas de ¢ € K é unha cara libre,
co cal podemos tomar 7 unha delas e colapsar elementalmente K , K \ {o,7} = a7, sendo
este dltimo colapsable a un punto pola proposicién que acabamos de ver, co cal K tamén

serd colapsable. O

Observacion 2.39. Sexa K un complexo simplicial finito e o € K. As veces referirémonos

a o non como simplice de K, senén como subcomplexo da forma que acabamos de ver.
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Proposicion 2.40. Sexan K, L, M complexos simpliciais finitos, a ¢ K un vértice e

Ky, Ky subcomplezos de K. Verificase:
1. K colapsable <— aK \ K.
2. KN L=KM\,LM.
3. KiUKy (K| <= Ky KiNKs.

Demostracion. Incluiremos aqui a demostraciéon do primeiro apartado, seguindo as outras
un razoamento parecido.

K é colapsable se, e s6 se, existe unha sucesion de colapsos elementais
e e e
K=Ky K1\ ... K, =x.

De maneira equivalente, K é colapsable se, e s6 se, existe unha sucesién de simplices

01,...,0n € K tales que o1 é cara libre de m; € Ky = K, 0; é cara libre de
T; € Ki—l = K\{Jl,Tl,...,Ui_l,’Ti_l}

para cada i € {2,...,n} e K, = K\ {0o1,71,...,00, Th} = *.
Isto equivale a que exista unha sucesion de simplices {a}Uo1,...,{a}Uo, € aK tales que
{a} Uoy & cara libre de {a} U € aKy = aK, {a} Uo; é cara libre de

{a}Un €aK;—1 =aK\{{a}Uo,{a}Un,....,{a}Uo;_1,{a} UT_1}
para cada i € {2,...,n} e
aK, =aK \ {{a}Uo,{a}Ur,...,{a}Uop,{a} Um,} = K U{{a},{a,*}} K,
é dicir, equivale a que aK \ K. O

Corolario 2.41. Sexa K un complezo simplicial finito e v € Vg un vértice do mesmo.
Enton 1k(v) colapsable <= K ™\ v°.

Demostracion.
Ik(v) \(* <= st(v) = vik(v) \(lk(v) =st(v) Nv° <= K =st(v) Uv® \0v°. O

Proposicion 2.42. Sexa K un complexo simplicial finito de dimension n, enton K

(n + 1)-deformase en K'.
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Demostracion. Pola Proposicion 2.26, basta ver que para o € K, K (n + 1)-deférmase en
st(K,o0) = aolk(o) U ¢, posto que dim(K) > dim(st(K, o)) (Proposicion 2.24).

En primeiro lugar, é doado ver que o é unha cara libre de {a} Uo € ao, co cal hai un
colapso elemental ao ~,ao \ {0, {a} U} = ad, ou 0 que é 0 mesmo, hai unha expansion
elemental ad 7@0, sendo este ultimo colapsable a ¢ pola Proposicién 2.40, sabendo que
os simplices son colapsables a un punto polo Corolario 2.38. Temos entén ad 7 ac \, 0, 0
cal, pola Proposicion 2.40, se traduce en adlk(c) 7 aolk(o) N\, olk(o) = st(o). Isto implica
st(K,0) = adlk(o)Uo® M aclk(o)Uc® N\ olk(o)Uc® = K, co cal K e K’ tefien o mesmo
tipo de homotopia simple. Como ademais dim(aolk(c)Uc®) = dim(aclk(o)Uc®)+1 < n+1,

queda claro que estamos a falar de (n + 1)-deformacions. O

Xa vimos que os colapsos elementais en complexos simpliciais finitos son retraccidons
de deformacion forte nas stas realizaciéns xeométricas. Asi, se dous complexos simpliciais
finitos K e L tefien o mesmo tipo de homotopia simple, |K| e |L| teran o mesmo tipo
de homotopia. Tamén vimos no caso de K e K’ que as siias realizacions xeomeétricas son
homeomorfas (en particular, tefien 0 mesmo tipo de homotopia) e eles tenen o mesmo tipo
de homotopia simple. Ademais, se as realizacions xeométricas de dous complexos simpliciais
de dimensién 1 tefien o mesmo tipo de homotopia, ditos complexos tamén terdn o mesmo
tipo de homotopia simple. Porén, como veremos na seguinte seccién, isto non é certo para

todas as dimensiéns.
Proposicion 2.43. Sexa K un 1-complexo simplicial finito. Verificase:

K colapsable <= |K| contrdctil.

Demostracion. “=" Visto.

“<” Se K é un complexo simplicial finito de dimensién 1, K tan s6 terd 0-simplices
(vértices) e l-simplices (arestas). Unha cara libre de K sera un vértice que forma parte
dunha tdnica aresta. Vexamos que se |K| é contractil, enton K ten unha cara libre. En
efecto, suponamos que K non ten ningunha cara libre, logo cada vértice de K forma parte
de polo menos duas arestas. Consecuentemente, podemos construir un lazo en |K| que
non se pode deformar continuamente nun punto, o cal é unha contradicién con que |K|
é contractil. Asi, K ten unha cara libre que podemos colapsar, sendo o espazo resultante
tamén contréctil, pois os colapsos son equivalencias de homotopia. Podemos entén repetir
0 proceso, e 6 estaremos falando de complexos simpliciais finitos, acabaremos colapsando

0 noso complexo a un punto. O
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2.5. O sombreiro bobo

Comezamos esta seccién cun exemplo dun complexo simplicial finito non colapsable.

Exemplo 2.44. Consideremos o seguinte complexo simplicial finito (ver Figura 2.9):

VK = {17 27 37 47 5? 6’ 7’ 8}7

K= {{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {1, 2}, {1,3}, {1,4},{1,5}, {1,6},{1,7},{1,8},
{2,3},{2,4},{2,5},{2,7},{2,8},{3,4},{3,5},{3,6}, {3, 7}, {3,8}, {4, 5}, {4, 6},
{4,8},{5,6},{6,7},{6,8},{7,8},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,8},{1,3,6},{1,3,7},
{1,3,8},{1,4,5},{1,6,7},{2,3,4},{2,3,5},{2,3,7},{2,7,8}, {3,4,8}, {3, 5,6},
{4,5,6},{4,6,8},{6,7,8}} .

Figura 2.9

Non é dificil comprobar que K non ten ningunha cara libre: todos os 1-simplices (con-
xuntos con dous elementos) do mesmo forman parte de polo menos dous 2-simplices (con-

xuntos con tres elementos). Asi, K non é colapsable.

Estudaremos agora a realizacion xeométrica (ou mellor dito, un espazo topoldxico ho-

meomorfo 4 mesma) do complexo simplicial finito anterior para ver que é contractil.

Definicién 2.45. O sombreiro bobo (the dunce hat) é o espazo topoloxico cociente obtido
6 identificar os lados dun tridngulo de forma non coherente, tal e como mostra a Figura
2.10.
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Figura 2.10

Observacion 2.46. Podemos pensar no sombreiro bobo como nun tridngulo de tea no que
pegamos dias arestas formando un cono e logo pegamos a base do cono a unha xeratriz do
mesmo, tal e como vemos na Figura 2.11. Esta Gltima foi extraida dun artigo de Christopher

Zeeman (|24]), matematico britanico que estudou moitas das propiedades deste espazo.

Figura 2.11

Vexamos uns conceptos topoléxicos que nos seran de axuda & hora de deducir caracte-

risticas do sombreiro bobo (para mais informacion, consultar [5]).

Definicion 2.47. Sexan X e Y espazos topoldxicos, A C X pechadoe f: A — Y unha
aplicacion continua. Denotamos por Y Uy X 6 espazo cociente (X UY')/ ~ con ~ a relacion

de equivalencia definida por = ~ f(x). E o chamado espazo de adzuncion de X a'Y por f.
Observacion 2.48. Pola definicion de ~, dous puntos z,y € X UY estan relacionados se:
==y
= z,yc AC X e f(z) = f(y).
m € AC X e f(x) =y (ou viceversa).

Aproveitamos aqui para introducir o concepto de CW-complexo, posto que esté estrei-
tamente relacionado cos espazos de adxuncién e en particular as realizaciéns xeométricas

dos complexos simpliciais son CW-complexos.
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Definicion 2.49. Un espazo topoldxico X é un CW-complexo se existe unha sucesiéon de
espazos topoléxicos Xg C X3 C ... C X, C ... C X tales que Xy é un espazo discreto e

X, obténse a partir de X,,_1 pola adxuncion de n-celas (D™) 6 mesmo.

Definicion 2.50. Se f: X — Y ¢é unha aplicacién continua, denotamos o cilindro de f
(mapping cylinder) a My =Y Uy (X x[0,1]) con fo: X x {0} = Y tal que fo(z,0) = f(z).

Definicion 2.51. Se f: X — Y é unha aplicacién continua, denotamos o cono de f

(mapping cone) a Cy = My/ ~, con ~ a seguinte relacion de equivalencia:
z,y € My, x #y,x ~y:<=z,y € X x {1}
Exemplo 2.52. Podemos ver o sombreiro bobo coma o cono Cy da seguinte aplicacion:

f:St— st

e2mi3s, se s € [0, 2]

27is 2mis
(& — (& = .
f( ) { 627”(2*35)7 se s ¢ [%’ 1]

Observemos que f é continua por ser unha funcion exponencial (continua) en cada intervalo
e por coincidir nos extremos dos mesmos. Vendo a Figura 2.12 podemos intuir como actua

esta aplicacién.

_—

Figura 2.12

Proposicién 2.53. Se fo ~ fi1: X = Y, enton Cy, ~ Cy, relativo a Y e ¢ vértice do

cono.
Demostracion. Ver [5], Theorem 14.18. O
Teorema 2.54. O sombreiro bobo € contrdctil.

Demostracion. Se vemos que a aplicacion f: S' — S! definida antes é hom6topa 4 identi-

dade, utilizando a Proposiciéon 2.53, probarfamos que o sombreiro bobo ten o mesmo tipo
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de homotopia que Ciq, que é un cono usual e polo tanto homeomorfo a D?. Como este
ultimo é contractil, concluiriamos que o sombreiro bobo tamén o é. Asi, basta considerar

a seguinte homotopia:

H:S'x[0,1] - S!
(6271'2'5 t) R 627Ti(3s(1—t)+8t)’ s € [07 %]
’ e2m’((2733)(17t)+st)7 se [%’ 1]

Esté claro que se trata dunha funcién continua por ser composiciéon dunha funcién poliné-
mica cunha exponencial en cada intervalo e coincidir nos extremos dos mesmos. Ademais,
H(e®™5,0) = f(e?™5), H(e*™*,1) = id(e*™*) Vs € [0,1]. O

2.6. Version simplicial da conxectura

Acabamos de ver que o sombreiro bobo D é contrictil, pero é realizacién xeométrica
dun complexo simplicial non colapsable. Non se trata do Gnico espazo 6 que lle ocorre isto,
outro exemplo seria a casa de dias habitacions de Bing (|11], paxina 4). Asi, vemos que as
retracciéns non sempre se traducen en colapsos.

Porén, demostrouse que o sombreiro bobo pddese expandir a un complexo simplicial
que ten a 3-esfera como realizacion xeométrica ([4]), sendo este tltimo colapsable. Asi,
o sombreiro bobo non é colapsable, pero si 3-deformable a un punto. Os mateméticos
estadounidenses James J. Andrews e Morton L. Curtis conxecturaron que isto ocorre para

todo 2-complexo simplicial.

Conxectura 2.55 (Andrews-Curtis, version simplicial). Dado un complezo simplicial fi-
nito 2-dimensional K tal que a sia realizacion zeométrica |K| € contrdctil, enton K €

3-deformable a un punto.
A version desta conxectura para dimensions superiores xa se probou ([20], Theorem 1).

Teorema 2.56 (Whitehead-Wall). Seza n > 3 un ndmero natural. Dado un complezo
simplicial finito n-dimensional K con realizacion zeométrica |K| contrdctil, enton K é

(n + 1)-deformable a un punto.

En consecuencia, todo 2-complexo simplicial finito con realizacién xeométrica contractil
pédese 4-deformar a un punto, pero que se poida 3-deformar ou non segue a ser unha
pregunta aberta.

Na mesma lifia, Christopher Zeeman probou que D non é poliedricamente colapsable
(no sentido que describe en [24]), pero que en cambio D x [0,1] si (ver Figura 2.13), e

tamén conxecturou que isto pasa para todo 2-complexo simplicial.
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Conxectura 2.57 (Zeeman). Dado un complexo simplicial finito 2-dimensional K tal que

a sta realizacion xeométrica | K| é contrdactil, enton |K|x [0, 1] é poliedricamente colapsable.

Figura 2.13

Posto que os colapsos poliédricos implican a existencia de colapsos simpliciais, a con-
xectura de Zeeman implica a conxectura de Andrews-Curtis. Ademais, a conxectura de
Zeeman implica a famosa conxectura de Poincaré, agora teorema grazas a Grigori Perel-
man, matemético ruso que a demostrou entre o 2002 e o 2003. Este fito fixo a Perelman
merecedor da Medalla Fields en 2006 e do primeiro Premio do Milenio do Instituto Clay,
galardéns que declinou por non querer fama e considerar que outros moitos matemaéticos

foran responsables deste descubrimento.

Teorema 2.58 (Poincaré). Calquera variedade compacta de dimension 3 simplemente co-

neza e sen fronteira é homeomorfa d 3-esfera.

Por este teorema, sabemos que a conxectura de Andrews-Curtis é certa para un tipo
especial de 2-complexos simpliciais: aqueles embebidos en variedades de dimensién 3 (os
chamados spines). Porén, pénsase que en xeral non se verifica, existindo na actualidade
numerosos contraexemplos potenciais.

Ademais, a coincidencia no tipo de homotopia das realizaciéns xeométricas non sempre
implica a coincidencia no tipo de homotopia simple dos complexos simpliciais asociados,
pois existe unha obstruciéon chamada grupo de Whitehead do complexo.

Para mais informacién sobre estas e outras conxecturas e a relacién entre elas, pédese

consultar [17].



Capitulo 3

Version para posets da conxectura de

Andrews-Curtis

Ata o0 momento, temos visto unha versién da conxectura de Andrews-Curtis para com-
plexos simpliciais, asf como unha relacién entre os complexos simpliciais e os posets, sendo
estes nltimos os espazos topoloxicos que mellor sabemos manexar. Asi, o obxectivo des-
te capitulo é presentar unha versiéon da conxectura de Andrews-Curtis para conxuntos

parcialmente ordenados que serd equivalente & vista para complexos simpliciais.

3.1. Nicleo dun espazo finito e Teorema de Clasificacién

Imos comezar cun exemplo de aplicacién dos resultados vistos no primeiro capitulo que

motiva o desenvolvemento desta seccion.

Exemplo 3.1. Consideremos o poset X = {xg, z1,22,z3} e o subespazo A = {xg, z1,z2}
de X da Figura 3.1.

Figura 3.1

37
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Xa sabemos que as aplicacions identidade id: X — X e inclusion i: A — X son
continuas, e consideramos 7: X — A tal que T“A = id‘A e r(r3) = x2.

r é continua porque preserva a orde:
w zg <zger(xg) =x0 < 2 = 1r(22).
» 2y <29 er(r) =21 < 29 = 7(22).
w29 <z er(xe) =a2 < 29 = 1(23).
E claro que r o = id‘A e ademais, i o r ~ id porque (ior)(z) <id(z) Vo € X:
w (ior)(x;) =2 < x; =id(x;) parai=0,1,2.
w (ior)(x3) = xe < x3 =id(x3).

Vemos asi que X e A tefien o mesmo tipo de homotopia. Observemos que o que fixemos
foi tomar un elemento que cubria soamente a outro elemento e envialo a este ultimo. Asi,
intuimos que poderiamos facer algo parecido cos puntos zg e x1 e preguntamonos ata que
punto podemos facer isto en xeral. Introducimos asi nesta secciéon as ideas de Robert E.
Stong ([19]).

Definicion 3.2. Sexa X un poset finito.

= z € X éun down-beat pointse Iw € X : w < x ou, equivalentemente, se ﬁx =U,\{z}
ten un maximo. No diagrama de Hasse dun poset, un down-beat point s6 ten unha

aresta debaixo del, s6 cobre a outro elemento.

» x € X éun up-beat point se Iy € X: z < y ou, equivalentemente, se F,=F, \ {z}
ten un minimo. No diagrama de Hasse dun poset, un up-beat point sé ten unha arista

enriba del, s6 precede a outro elemento.
m x € X éun beat point se & un down-beat point ou un up-beat point.

Observacion 3.3. Se z € X é un beat point, logo IC(@U) = IC(F; U [735) é colapsable.
En efecto, suponiamos que x é un down-beat point, logo ﬁx ten un maximo 2’ e asi Cy =
Uy U’ U F, verifica que K(C,) = {2} * K(Uy U F,) ¢ un cono simplicial e polo tanto
colapsable pola Proposicion 2.37. Se x € un up-beat point, o procedemento é analogo. Como
K(Cy) = k({z}), isto equivale polo Corolario 2.41 a que K(X) N\, {z}°.

Proposicion 3.4. Sexa X un poset finito e x € X un beat point. Enton X \ {x} ~ X. De

feito, X \ {x} € un retracto por deformacion forte de X.
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Demostracion. Supofiamos que x é un down-beat point, é dicir, Iw € X: w < =z, e
definimos r: X — X \ {z} tal que T‘X\{x} = id‘X\{x} er(x) =w.

(Se = & un up-beat point, é dicir, se Iy € X: x < y, o procedemento é analogo: basta
definir 7: X — X \ {z} tal que T}X\{x} = id|X\{x} er(x)=uy.) ‘
Temos a inclusion i: X \ {z} — X continua e r continua porque preserva a orde. E claro
que roi = id‘X\{x} e ademais, i o r ~ id porque (i o r)(z) < id(z) Vo € X. En efecto,
(ior)(y) =y <y=id(y) Vy e X \ {z} e (ior)(z) =w <z =id(x).

Vemos asi que X e X \ {z} tenen o mesmo tipo de homotopia e como T"X\{x} = id‘X\{z}’

concluimos que X \ {z} é un retracto por deformacion forte de X. O

Definicion 3.5. Se x é un beat point dun espazo finito Tg, dicimos que hai un colapso
elemental forte de X a X \ {z} e escribimos X X\, X \ {z}. Tamén podemos dicir que hai
unha ezpansion elemental forte de X \ {z} a X e escribir X \ {z} /"X.

Definicion 3.6. Sexan X e Y espazos finitos Tp, dicimos que hai un colapso fortede X a'Y
(ou unha expansion forte de Y a X)) se existe unha secuencia de colapsos elementais fortes

de X a Y (ou unha secuencia de expansions elementais fortes de Y a X). Escribiremos

X\\YouY X,

Observacion 3.7. Se un espazo finito Ty é fortemente colapsable a un punto, o seu com-
plexo simplicial asociado é colapsable. En efecto, vimos na Observacion 3.3 que se z € X
é un beat point, logo K(X) N\, {z}¢. Repetindo esta operacién para cada beat point de X

e dos sucesivos espazos resultantes, chegamos a que (X)) N\ *.

Definicion 3.8. Sexan X e Y espazos finitos Tp, dicimos que tefien o mesmo lipo de

homotopia forte se existe unha sucesién de colapsos e expansions fortes de X a Y.

Definiciéon 3.9. Sexa X un poset, e A C X un subespazo. O par (X, A) dise un par
minimal se todos os beat points de X estan en A. Dicimos que X é minimal se o par (X, ()
é minimal, é dicir, se X non ten beat points. Esta claro que a partir de calquera poset
finito podemos chegar a un espazo minimal que é un retracto por deformacién forte do
mesmo sen mais que repetir un nimero finito de veces o feito na Proposicion 3.4. Asi, un
nicleo dun espazo finito X é un subespazo de X que é un retracto por deformacion forte

de X e é un espazo minimal.

Proposicion 3.10. Seza (X, A) un par minimal e f: X — X unha aplicacion continua
tal que f ~id relA. Entdén f =id.

Demostracion. Se f ~ id relA, polo Corolario 1.47 existe unha cerca

f:fOSflz---fnSidifi‘A:f’AVOSign.
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Imos ver que f, <id = f, =id (o caso f, > id = f, = id seria andlogo) e enton, por
descenso, f=fo=fi=...= f, =1id.
Temos entén f,, < id. Como X é finito, podemos ordenar os seus elementos {x1, x2, ..., Tn}

de maneira que x; < x; = 7 < j e procederemos por inducion:

v fo(x1) = 21. En efecto, como fp, <id, zj = f(z1) <21 = j<1=j =1

» Sexa i > 1 e suponamos que fp(z;) = z; Vj < i. En particular, f‘UI. =id b,
T € lAfmZ =z <z =>x€{r,...,vi1} = fulx) = z. Se z; € A, é claro quze
fn(x;) = z;. Suponamos que z; ¢ A (co cal x; non pode ser un beat point de X)
e falxi) # x4, enton como f, < id, fu(x;) < z;. E dicir, fo(z;) € sz Como f,
preserva a orde, temos que Yy € ﬁxi, f(x;) > fly) =y, co cal f(x;) seria un méximo
de le Chegamos asi a unha contradiciéon que vén de suponer que f,(x;) # x;, co

Corolario 3.11. Sexan (X, A) e (Y, B) pares minimais, f: X - Y, g: Y — X aplicacidns

continuas tales que go f ~idx relA, fog ~idy relB, entén f e g son homeomorfismos.

Corolario 3.12. Sexa X un espazo minimal. Entén f: X — X ¢ homdtopa d identidade

se, e s6 se, € a identidade.

Corolario 3.13 (Teorema de clasificacion). Unha equivalencia de homotopia entre espazos
minimats € un homeomorfismo. En particular, como os nicleos dun poset finito son ho-
motopicamente equivalentes, serdn homeomorfos. Desta maneira, vemos que o nicleo dun
poset € unico salvo homeomorfismos. Polo tanto, dous espazos finitos tenen o mesmo tipo
de homotopia se, e s0 se, tenien nicleos homeomorfos (en particular co mesmo nimero de

elementos).

Asi, para clasificar os espazos finitos salvo homotopia, basta clasificar os seus nucleos

salvo homeomorfismos.

Exemplo 3.14. Consideremos o conxunto X = {vg, v1,v2,v3, €, €1, €2, €3, f } coa seguinte
preorde: f > eg,e1,e2; € > e1; e1 > €g, Vo, V1, V2; €2 > Vo, V1, V2, V3; €3 > U2, V3.

Antes de nada, fixétmonos que esta orde non é antisimétrica: temos ey > eq, e > €y e
ep # e1. Para construir un espazo Ty tan s6 temos que identificar estes dous elementos.

Seguiremos denotando 6 cociente por X, e serd o poset da Figura 3.2.
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f
L]
o €1 ° €2 o €3
L] L] L] L]
Yo U1 U2 U3
Figura 3.2

Obtenamos agora un poset minimal homotopicamente equivalente a X de diias maneiras

distintas:

= Primeiro eliminamos o up-beat point e, logo o up-beat point ey e por ultimo os

up-beat points vg e vy, tal € como vemos na Figura 3.3.

! !
. .
o €1 o €2 o €3 o €2 o €3
. ° . . . ° . .
Vo U1 v2 U3 Vo U1 U2 U3
f f
. .
o €3 o €3
. ° . . . .
Vo U1 v2 U3 v2 U3
Figura 3.3

= Primeiro eliminamos o up-beat point ej, logo o down-beat point f e por ultimo os

up-beat points vg e v, como ilustra a Figura 3.4
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L L]
e €1 o €2 e €3 e €2 e €3
L] L L L] L L L] L
Vo U1 Vg V3 Vo U1 V2 V3
o €2 e €3 e €2 e €3
L] L L L] L] L)
Vo v Vg V3 V2 V3
Figura 3.4

Esté claro que ambos nicleos son homeomorfos.

Xa vimos que 0s colapsos e expansions fortes implican retracciéons por deformacion

forte, pero agora veremos un resultado méis potente: que ambos conceptos equivalen.

Proposicion 3.15. Sexa X un espazo finito Ty e A C X. Verificase que X "\ A se, e

sd se, A é un retracto por deformacion forte de X.

Demostracion. “=" Visto.

“<” Suponamos que A C X é un retracto por deformacion forte de X. Realicemos colap-
sos fortes elementais eliminando beat points de X que non estan en A. Suponamos que
chegamos a un punto X \\, Y DO A con todos os beat points de Y en A. Enton (Y, A) é un
par minimal. Como A e Y son retractos por deformacion de X (entén homotopicamente
equivalentes), os pares minimais (4, A) e (Y, A) estan nas hipoteses do Corolario 3.11. En

consecuencia, A e Y son homeomorfos e entéon X colapsa a Y = A. O

3.2. Homotopia débil e Teorema de McCord

Introducimos antes de nada unhas nociéns basicas de teoria de grupos que serédn im-

portantes 6 longo desta seccion.
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Definicion 3.16. Un grupo é un conxunto G cunha operacién interna, é dicir, unha apli-

cacion - : (g,h) € G x G — g - h € G (produto), verificando:
» Asociatividade: (a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c € G.

= Existencia de neutro: 31 € G: g-1=g=1-g Vg € G.

1 1

» Existencia de elemento simétrico: Vg € G 3 g1 €G:g-gt=1=g"""g.

Definicion 3.17. Sexa G un grupo e H C G un subconxunto. Dicimos que H é un subgrupo

’ 1« € unha operacion interna

(h-h' € H Yh,h € H), asociativa (isto sempre se cumpre), con neutro e con simétrico

de G se se trata dun grupo co produto inducido, ¢ dicir, se -

para cada elemento.

Dicimos que H & un subgrupo normalse g-h-g~' € HVh € H, Vg € G.

Definicion 3.18. Sexan G,G’ grupos e ¢: G — G’ unha aplicacion entre eles. Cha-
maremos a @ homomorfismo de grupos se é compatible co produto, é dicir, se verifica
o(g-g) =¢(9)-o(d") Vg,¢" € G. Sera un isomorfismo de grupos se &€ un homomorfismo
bixectivo. Asi, dicimos que dous grupos G e G’ son isomorfos, e escribimos G = G’, se

existe un isomorfismo de grupos entre eles.

Definicion 3.19. Sexan G, G’ grupos e ¢: G — G’ un homomorfismo de grupos. Definimos

o nicleo de ¢ como ker(yp) = {g € G: p(g) = 1}. Tratase dun subgrupo normal de G.

Definicion 3.20. Sexa G un grupo e H un subgrupo normal de GG. Definimos a seguinte
relacién de equivalencia ~: g1,92 € G, g1 ~ go: <= gl_l - go € H. Asi mesmo, definimos a
seguinte operacion no conxunto cociente G/H: [g1] - [g2] = [91 - g2] V91,92 € G. Con esta

operacion, o conxunto cociente é un grupo 6 que chamaremos grupo cociente.

Teorema 3.21 (de isomorfia). Seza p: G — G’ un homomorfismo de grupos. Verificase:

G/ker(p) = o(G)

Agora introduciremos uns elementos moi importantes na Topoloxia Alxébrica baixo o

punto de vista de [6] e [11].

Definicién 3.22. Sexa X un espazo topoloxico, definimos mo(X) como o conxunto das
componentes conexas por caminos de X: mo(X) := X/ ~, con ~ a relacion de equivalencia

“estar unido por un camino”.

Definicion 3.23. Sexa X un espazo topoldxico, zg € X e n € N, n > 1 . Consideramos o

conxunto de aplicaciéns continuas do n-cubo I™ en X tales que a imaxe da fronteira 9I™
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(puntos con algunha das stas coordenadas igual a 1 ou a 0) é xg:

_ . (n) [ continua
Fo(X, o) {f.[ [0,1]x Y™ x[0,1] — X: oI = 2o }

Sobre este conxunto definimos a seguinte operacion interna:
f*g: " — X

f2ty, ... ty),
9(2751 — 1, . ,tn),

= O
VARYAN
- =
IA N
— N

(t1, .-y tn) = (Fxg)(t1, ... tn) = {

Agora consideramos o conxunto cociente
Tn (X, 20) = Fp(X,xo)/ ~

con ~ relacién de equivalencia “ser homotopo relativo a 9I™”. Nel, definimos a seguinte

operacion interna:
[flelgl = [f * 4]
Con ela, m,(X,zg) é un grupo denominado o n-ésimo grupo de homotopia de X.

Observacion 3.24. Posto que I"/0I™ = S™, podemos ver os elementos de F), (X, z¢) como

aplicacions continuas de S™ en X tales que a imaxe de (0, (-1, 1) é xo.

Observacion 3.25. Podemos extender esta definicién para n = 0 se tomamos I° un punto

e OI° o conxunto baleiro.

Proposicion 3.26. Sexa X un espazo topoldzico conexo por caminios e xg, 1 € X. Enton,

para cada n > 1, os grupos mp, (X, xo) e mp (X, x1) son isomorfos.

Observacion 3.27. Como consecuencia da proposicién anterior, se X é un espazo topo-

léxico conexo por camifios, adoitamos escribir o n-ésimo grupo de homotopia de X como

Tn(X).

Proposicion 3.28. Se X ¢é conirdctil por unha homotopia que deixa xg € X fizo, enton
Tn(X,29) =0 Vn € N.

Proposicion 3.29. Sexan X, Y espazos topoldzicos e f: X — Y unha aplicacién continua.
Verificase que, para cada n > 1 e cada xg € X, a sequinte aplicacion € un homomorfis-
mo de grupos ¢ que denominaremos homomorfismo inducido por f. Para n = 0 trdtase

simplemente dunha aplicacion.

Tn(f): (X, 20) = T (Y, f(20))
[9] = mu(f)([g]) = [f o 4]
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Proposicion 3.30. Sexa f: X — Y unha equivalencia de homotopia entre dous es-
pazos topoloxicos. Temos que induce isomorfismos entre todos os grupos de homotopia:
o (f): T (X) = m(Y) isomorfismo Yn > 1. Ademais, mo(f): mo(X) — mo(Y) € unha

bizeccion.

O reciproco da proposicién anterior non se cumpre: non toda aplicaciéon f que indu-
ce isomorfismos entre os grupos de homotopia e tal que mo(f): mp(X) — mo(Y) é unha
bixeccion é unha equivalencia de homotopia (ver Exemplo 3.37). Isto motiva a seguinte

definicion.

Definicion 3.31. Sexan X e Y espazos topoloxicos. Dicimos que unha aplicaciéon continua
f: X — Y éunha equivalencia de homotopia débil se f induce isomorfismos entre os grupos
de homotopia e m(f): mo(X) — mo(Y) é unha bixeccion. Neste caso, diremos que X e YV

tefien o mesmo tipo de homotopia débil e escribimos X ~,, Y.

Porén, existen espazos topoloxicos onde os termos de homotopia e homotopia débil son

equivalentes.

Teorema 3.32 (Whitehead). Unha equivalencia de homotopia débil entre CW-complexos

€ unha equivalencia de homotopia.
Demostracion. Ver [11], Theorem 4.5. O

Corolario 3.33. En particular, as realizacions reométricas de dous complexos simpliciais

tenien o mesmo tipo de homotopia se, e sd se, tenien o mesmo tipo de homotopia débil.

En xeral, non é facil saber se os homomorfismos inducidos por unha aplicacién continua
son isomorfismos, co cal imos ver unha caracterizacién das equivalencias de homotopia débil

mais util.

Definicién 3.34. Un recubrimento aberto dun espazo topoloxico X é de tipo base (basis-

like) se ¢ unha base para algunha topoloxia sobre X.

Exemplo 3.35. Calquera base dun espazo topoléxico é un recubrimento de tipo base do
mesmo. En particular, para X un espazo finito, temos que a base minimal {U, },ex ¢ un

recubrimento aberto de tipo base de X.

Teorema 3.36 (McCord). Sexan X,Y espazos topoldzicos e f: X — Y unha aplicacion
continua entre eles. Se existe U un recubrimento de lipo base de Y tal que a restricion
f‘f—l(U): f~YU) — U ¢ unha equivalencia de homotopia débil YU € U, entén f é unha

equivalencia de homotopia débil.
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Demostracion. Ver [15], Theorem 6. O

Exemplo 3.37. Consideremos os espazos finitos X e Y da Figura 3.5. Ambos son espazos
minimais non homeomorfos (pois, para comezar, tenen distinto ntmero de elementos),
logo non poden ter o mesmo tipo de homotopia. Intentemos atopar unha equivalencia de

homotopia débil entre eles.
X alo .(1‘2 ) '
a,_; .c .d

Figura 3.5

a b

Sexa f: X — Y tal que f(a1) = f(a2) = f(az) = a, f(b) = b, f(c) =ce f(d) = d.
Tratase dunha aplicaciéon continua porque preserva a orde; intentemos ver entén que se
trata, dunha equivalencia de homotopia débil utilizando o Teorema de McCord. Para isto,
consideremos a base minimal de Y (a cal xa sabemos que ¢ un recubrimento de tipo base
de dito espazo) {U,, Uy, U., Uy} = {{a,c,d},{b,c,d},{c}, {d}}.

En primeiro lugar, temos que f‘f_l(Ub)’ f‘f_l(UC) e f‘f_l(Ua) son homeomorfismos, polo
tanto equivalencias de homotopia e en consecuencia equivalencias de homotopfa débil.

Vaiamos agora con f’f_l(Ua): {a1,a9,as3,¢c,d} — {a,c,d}. Neste caso, basta ver que
ambos espazos son contrictiles, pois calquera aplicacién entre espazos contractiles é unha
equivalencia de homotopia (ver [18], Section 3, Corollary 11) e polo tanto unha equivalencia

de homotopia débil.

» Para {aj,as9,as,c,d}: primeiro eliminamos os up-beat points ¢ e d, e logo os down-

beat points a; e as.
» Para {a,c,d}: tan s6 temos que eliminar os up-beat points c e d.

Podemos ver un esquema dos colapsos na Figura 3.6.

RONI%

a as

as s Lo

Figura 3.6
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Como f |U é unha equivalencia de homotopia débil para cada aberto U da base minimal,
polo Teorema de McCord deducimos que f é unha equivalencia de homotopia débil e polo

tanto inducira isomorfismos entre os grupos de homotopia de X e Y.
Introduciremos agora duas equivalencias de homotopia débil moi importantes para nos.

Definicion 3.38. Sexa X un espazo topoldxico finito, definimos a aplicacion K de McCord

como:
o K0 > X
x +— min(sop(x))
Exemplo 3.39. Fixémonos no poset do Exemplo 2.18 e o seu complexo de orde asociado.

Para o punto x € |K(X(K))| que podemos ver na Figura 3.7, temos:

fx (i) (z) = min(sop(z)) = min{{vo}, {vo, v1}, {vo, v1,v2}} = {vo}.

Facendo o mesmo con tédolos puntos da realizaciéon xeométrica, vemos que a aplicacion IC

de McCord actia como indica a Figura 3.7.

) {7«'0~, V1, 7«’2}

{v2}

Hx

\

{v1,v2} {vo, 01} o {v0.2} {v1,v2}

XX

{vo} {vo, vi} {oi} {vo} {oi} {2}

{vo, U171)2}

Figura 3.7

Proposicion 3.40. A aplicacion K de McCord é unha equivalencia de homotopia débil.

Demostracion. Ver [3], Theorem 1.4.6. O

Definicion 3.41. Sexa K un complexo simplicial finito, definimos a aplicacion X de Mc-
Cord como jif = fLy(f) © st |K| — X(K), onde sk: |K'| — |K| é o homeomorfismo

visto na Observaciéon 2.22.

Proposicion 3.42. A aplicacion X de McCord é unha equivalencia de homotopia débil.

Demostracion. Tratase dunha equivalencia de homotopia débil por ser composicién dunha

equivalencia de homotopia débil cun homeomorfismo. O
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3.3. Colapsos e tipo de homotopia simple

Xa temos introducido o concepto de tipo de homotopia simple para complexos simpli-
ciais finitos e vimos que se dous complexos simpliciais teflen o mesmo tipo de homotopia
simple, as siias realizaciéns xeométricas tefien o mesmo tipo de homotopia, ou equivalen-
temente, 0 mesmo tipo de homotopia débil.

Asi mesmo, incluimos a idea de tipo de homotopia forte para espazos topoloxicos finitos
e amosamos que equivalia 4 nocién de tipo de homotopia. Porén, como tipo de homotopia e
tipo de homotopia débil non equivalen neste tipo de espazos (ver Exemplo 3.37), tampouco
temos a equivalencia para tipo de homotopia forte.

Tamén vimos que os colapsos fortes en posets finitos inducen colapsos nos complexos
simpliciais asociados (Observacion 3.3), pero, como veremos no seguinte exemplo, o re-
ciproco non se cumpre: podemos atopar posets non contractiles (é dicir, non colapsables
fortemente) cuxo complexo de orde asociado é colapsable, o cal motiva a busca dun tipo

de homotopia “menos potente” que a forte para posets finitos.

Exemplo 3.43 (A carteira). O poset cuxo diagrama de Hasse podemos ver na Figura 3.8
non é contractil, 6 ser minimal (e por tanto non colapsable fortemente) e ter mais dun
elemento. Porén, o seu complexo de orde asociado (cuxa realizacion xeométrica podemos

ver na Figura 3.9) é colapsable.
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Xa vimos no Exemplo 1.48 que un poset cun maximo ou un minimo é contractil. En
particular, se x € X é un down-beat point (respectivamente, up-beat point), U, = U, \{z}
(respectivamente, F, = F, \ {z}) ten un maximo (minimo), e polo tanto serd contractil.

Porén, tamén vimos que o reciproco non se cumpre. Isto provoca a seguinte definicién.
Definicion 3.44. Sexa X un espazo topoléxico finito Tj.

= ¢ € X éun down-beat point débil se ﬁx é contractil.

= ¢ € X éun up-beat point débil se ﬁm é contractil.

= x € X éun beat point débil se & un up-beat point débil ou un down-beat point débil.
Observacion 3.45. Esta claro que os beat points son beat points débiles.

Exemplo 3.46. O elemento ¢y do poset do Exemplo 3.43 é un down-beat point débil posto
que ﬁCQ ¢é contractil por ser colapsable. Da mesma maneira, o elemento as é un up-beat

point débil, pois ﬁag é colapsable (ver Figura 3.10).

C1 (&) C3 Cq Ca C3 C4
- XXX NUX
b . b3 o b o b2 . b3 . b4 . b3 o b4
aq as as . aq as as :
Figura 3.10

Proposicion 3.47. Sexa X un espazo topolozico finito Ty e x € X. Verificase que x € un

beat point débil se, e so se, @ = ﬁx U ﬁm € contrdctil.

Demostracion. “=" Supofiamos que = é un down-beat point débil, é dicir, que ﬁx é con-
tractil (o outro caso seria andlogo). Enton, éx N\ * U I*A}, e este ultimo é colapsable por
ter un minimo ().

“«<" Reciprocamente, suponamos que éx N\ * € ﬁx (o caso * € ﬁx serfa analogo). Isto
significa que imos eliminando beat points de ar ata quedar s6 con *, o cal implica que
podemos ir suprimindo beat points de ﬁx ata quedar s6 con *, é dicir, que ﬁx é contractil

e que polo tanto z é un down-beat point débil. O
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Proposicion 3.48. Sexa X un espazo topoldzico finito Ty e x € X un beat point débil.

Enton i: X \ {z} — X € unha equivalencia de homotopia débil.

Demostracion. Suponamos que z é un up-beat point débil. Polo Teorema de McCord (3.36),

.i—1
1y,

Pero U, ten méximo (y) e polo tanto é contractil para todo y, e i~1(U,) ten méximo (y) e

basta ver que Vy € X, Z‘Z (Uy) — U, é unha equivalencia de homotopia débil.

polo tanto é contractil para y # x e coincide con U, (contractil por definicion) para y = x.

En calquera caso, i‘i,l(U ) é unha aplicacién continua entre espazos contractiles e polo
y

tanto unha equivalencia de homotopia (ver [18], Section 3, Corollary 11). En particular,

serd unha equivalencia de homotopia débil, co cal queda probado o que queriamos. O

Definicion 3.49. Sexa X un poset finito e x € X un beat point débil. Definimos colapso
elemental 6 paso de X a X \ {z}. Enton dicimos que X colapsa elementalmente a X \ {z},
e escribimos X N\, X \ {z}. Da mesma maneira, chamamos ezpansion elemental 6 paso de
X\{z} a X, dicimos que X \{z} ezpindese elementalmente a X, e escribimos X\ {z} /X.

Definicion 3.50. Sexan X e Y posets finitos. Dicimos que X colapsa a Y se existe unha
sucesion de colapsos elementais tales que X = X \e‘Xl \e‘ e \e‘Xn =Y. Nesta situacién
tamén podemos dicir que Y expdndese a X. Escribimos X \ Y ouY " X.

Definicion 3.51. Sexan X e Y posets finitos. Dicimos que X defdrmase en Y se existe
unha sucesion de posets X = Xo, X1,..., X, =Y tales que, para cada i € {0,...,n — 1},
X; \e,XiH ou X; ?‘Xi_l'_l. Estaremos falando dunha n-deformacion se os posets asociados

tenen como méaximo altura n.

Observacion 3.52. A proposiciéon anterior vén a dicirnos que os colapsos, as expansions

e as deformacions son equivalencias de homotopia débil.

Exemplo 3.53. Vexamos que o espazo topoléxico finito do Exemplo 3.43 é debilmente
contractil realizando nel colapsos e expansions elementais. Como vimos no Exemplo 3.46,
c2 ¢ un down-beat point débil, e de maneira anéloga, c3 tamén o serd, co cal podemos
eliminar os dous. Ademals, vimos que ag é un up-beat point débil do espazo inicial, e
tamén sera un up-beat point débil despois de eliminar os puntos co e ¢3 do poset orixinal.
O mesmo pasa con a; e asi € posible suprimir ambos. ¢; e ¢4 serdn down-beat points
débiles do espazo resultante, e 6 quitalos vemos que by, bs, by e by son down-beat points
débiles. Asi, 6 final quedamos tan s6 con ag, chegando 6 que desexdbamos. Podemos ver

un esquema dos colapsos realizados na Figura 3.11.
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c1 Cq C1 C4
.k. b2 .{. b4 .}. bQ .K. b4 . bl . b2 . b3 . b4
a4y oay as a2 -
Figura 3.11

Proposicion 3.54. 1. Sexan X e Y espazos topoldzicos finitos Ty. Verificase que X e
Y tenen o mesmo tipo de homotopia débil se, e so se, as realizacions xeométricas dos

seus complexos simpliciais asociados tennen o mesmo tipo de homotopia.

2. Sexan K e L complexos simpliciais finitos. Verificase que as stias realizacions xeomé-
tricas tenen o mesmo tipo de homotopia se, e s se, 0s posets asociados ds complexos

simpliciats de partida tenen o mesmo tipo de homotopia débil.

Demostracion. 1. Como a aplicacion K de McCord é unha equivalencia de homotopia
débil (Proposicion 3.40), X e Y teran, respectivamente, o mesmo tipo de homotopia
débil que as realizaciéns xeométricas dos seus complexos simpliciais asociados. Asi,
que X e Y tefian o mesmo tipo de homotopia débil equivale a que [IC(X)| e |[K(Y)]
tenan o mesmo tipo de homotopia débil, é dicir, o mesmo tipo de homotopia polo
Corolario 3.33.

2. Como a aplicacion X de McCord é unha equivalencia de homotopia débil (Proposicion
3.42), | K| e | L| teran, respectivamente, o mesmo tipo de homotopia débil ca os posets
asociados 6s complexos simpliciais de partida. Que |K| e |L| tenan o mesmo tipo de
homotopia equivale a que tenan o mesmo tipo de homotopia débil polo Corolario
3.33, co cal tameén equivale a que X(K) e X(L) sexan debilmente homotopicamente

equivalentes. O

Despois de ver esta proposicién, a intuicién dinos que o candidato perfecto para versién

para espazos finitos da conxectura de Andrews-Curtis é a seguinte:

Conxectura 3.55. [Andrews-Curtis, version para posets| Sexa X un espazo lopoldzico
finito Ty de altura 2. Se X é debilmente homotopicamente equivalente a un punto, entén

X 3-deférmase a un punto.
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3.4. Relacion entre as conxecturas

Acabamos de enunciar unha versiéon da conxectura de Andrews-Curtis para espazos
finitos (Conxectura 3.55), e queremos probar que é efectivamente unha version da conxec-
tura de Andrews-Curtis, é dicir, que € equivalente & Conxectura 2.55. Co que sabemos,
podemos demostrar a equivalencia entre as hipoteses, pero para demostrar a equivalencia

das teses temos que cofiecer unha serie de novos resultados teoricos.
Proposicion 3.56. O poset asociado a un cono simplicial é contrdctil.

Demostracion. Sexa K = aL un cono simplicial e X(K) o seu poset asociado, e vexamos
que este tultimo é contractil. Definimos a aplicacion f: 0 € X(K) — o U {a} € X(K),
que preserva a orde posto que 0 C 7 = f(0) = o U{a} C 7U{a} = f(7); e a aplicaciéon
g:o € X(K) — {a} € X(K), que tamén preserva a orde por ser constante. Temos
o CoU{a} 2 {a} Vo € X(K), ou o que é o mesmo, idyx)(c) C f(o) 2 g(o) Vo € X(K).
Asi, temos idy(x) < f > g, o cal polo Corolario 1.47 & equivalente a que {a} sexa un

retracto por deformacion forte de X'(K), que era o que queriamos demostrar. O]
Introducimos agora un concepto parecido 6 de cilindro de aplicacién, pero adaptado a
espazos finitos.

Definicion 3.57. Sexa f: (X, <x) — (Y, <y) unha aplicacién que preserva a orde entre
posets finitos. Definimos o cilindro non-Hausdorff de f como o poset (B(f) :== XUY, <pg(y))
tal que:

» Sex, v’ € X, v <p =z <xa
=Sey,y €Y, y<ppny:=y<yvy.
» Sexe X,yeY,x<pyy:+ f(z) <y y.

Exemplo 3.58. Para a aplicacion f: X — Y do Exemplo 3.37 teriamos B(f) o poset

cuxo diagrama de Hasse podemos ver na Figura 3.12.

o 1 o 3 .

o o C o d

Figura 3.12
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Lema 3.59. Dada f: X — Y unha aplicacidn continua entre dous espazos finitos, Y € un

retracto por deformacion forte de B(f).

Demostracion. Definamos unha aplicacion entre B(f) e Y e vexamos que é unha retraccion
que mantén fixos os elementos de Y
r: B(f) —Y
reX— f(x)
yeY =y

= 7 continua porque preserva a orde. Sexan u,u’ € B(f) = X UY tales que u <py) v

e Seu,u’ € X, enton u <x u' e r(u) = f(u) <y f(u') =r(u), pois f preserva a
orde.
e Seu,u’ €Y, enton r(u) =u <y v =ru).

e Seue X,u' €Y, enton r(u) = f(u) <y v’ =r(u).
s roq¢=1idy.
= jor ~idg(). Sexa u € B(f), temos:

i(f(u) = Fu) >0y u = idg(p () seue X
i(u) = u >pg(p u=1idg()(u) seueyY

(ior)(u) = i(r(u) = {

E dicir, ior > idp(y), o cal implica i o 7 ~ idg(s) polo Corolario 1.47. O

Corolario 3.60. Dada f: X — Y wunha aplicacién continua entre dous espazos finitos,

B(f) N\ Y e polo tanto B(f) \\ Y.

Lema 3.61. Sexa f: X — Y unha aplicacion continua entre espazos finitos tal que f_l(Uy)
é contrdctil para todo y €Y, enton B(f) \  X.

Demostracion. Ordenamos os elementos y1, ..., ym de Y de tal xeito que y, < ys = r <s

e para cada r € {0,1,...,m} definimos X; = X U{¥r+1,Yr+2,---,Ym} C B(f). Asi, temos

U;ST_l ={reX: f(x) <y} = f_l(U;i) ={reX: f(x) <y},

sendo este ultimo contréctil por hipotese. Asi, U;fr’l

é contractil e polo tanto y,. é un
beat point débil en X,_1 e en consecuencia X,_j \el Xr-1 \ {yr} = X, para cada r €

{0,1,...,m}. En conclusion, B(f) = Xo (X1 X ... X\ X, = X, é dicir, B(f) \y X. O

Proposicion 3.62. Sexa X un poset finito de altura n, verificase que X (n+1)-deférmase

na sia subdivision baricéntrica.
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Demostracion. Definimos a aplicacion h: C € X' = X(K(X))) — méx(C) € X. Tratase

dunha aplicacién continua posto que preserva a orde:
C CC' = h(C) =méx(C) <mix(C") = h(C").
Ademais, h~1(U,) é contractil Vo € X, pois
hL(U) = {C € X': h(C) = max(C) < a} = X({2}K(0,)),

e este ultimo é contractil pola Proposicion 3.56. Asi, estamos nas hipoteses do Lema 3.61
e do Corolario 3.60, co cal temos X' 7 B(h) \( X.

Ademais, tratase dunha n + 1-deformacion porque X e X’ tefien alturan e B(h) = X'UX
ten altura n + 1: se Cy C Cy C ... C C) é unha k-cadea en X', entén o elemento C}, é
unha cadea en X con polo menos k 4 1 elementos, co cal existen un méaximo de n — k + 1
elementos de X maiores ou iguales ca o seu maximo, o que se traduce nunha cadea de
kE+1+4+n—k+1=mn+2 elementos en B(h). Da mesma maneira, se o < 21 < ... < x%
é unha k-cadea en X, haberd como maximo n — k + 1 elementos de X’ tales que o seu

maximo sexa menor ou igual ca xg, o que se traduce nunha (n + 1)-cadea en B(h). O

Teorema 3.63. 1. Sexan X e Y posets finitos. Verificase X Y = K(X) N\ L(Y).
Ademais, X e Y lerien o mesmo tipo de homotopia simple se, e sé se, K(X) e K(Y)

tenen o mesmo tipo de homotopia simple.

2. Sexan K e L complexos simpliciais finitos. Verificase K N\, L = X(K) N\, X(L).
Ademais, K e L terien o mesmo tipo de homotopia simple se, e s6 se, X(K) e X(L)

tenen o mesmo tipo de homotopia simple.

Demostracion. Suponiamos que X Y. Sexa z € X un beat point débil, entéon C, é con-
tractil (Proposicion 3.47), co cal Ik({x}) = K(Cy) é colapsable a un punto pola Observacion
3.7. Isto, polo Corolario 2.41, equivale a que K(X) N\, {z}¢. Repetindo esta operacion para
cada beat point débil que quitamos ata chegar a Y, temos que K(X) N\, £(Y). En xeral,
se X e Y tefien 0 mesmo tipo de homotopia simple, K(X) e £(Y) tamén terdn o mesmo
tipo de homotopia simple.

Suponiamos agora que K \, L. Sexa o € K unha cara libre de {a} U o en K, serd un

up-beat point de X (K). Ademais, {a} U o serd un down-beat point débil de X (K) \ o

TX(K)N\e _
U{a}Ucr =&

X(K) X (K)\ {o} N X(K) \ {0, {a} Uo} = X(K\ {0, {a} Uo}).

posto que (ad) é contréctil pola Proposicién 3.56. Polo tanto,

Repetindo esta operacién para cada cara libre que quitamos ata chegar a L, temos que
X(K) N\, X(L). En xeral, se K e L tefien o mesmo tipo de homotopia simple, X'(K) e
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X (L) tamén teran o mesmo tipo de homotopia simple.

Sexan agora X e Y posets tales que C(X) e K(Y) tefien o mesmo tipo de homotopia
simple. Enton, polo que acabamos de ver, X' = X(K(X)) e Y/ = X(K(Y)) tefien o mesmo
tipo de homotopia simple, e como X e Y teflen o mesmo tipo de homotopia simple que as
stas respectivas subdivisiéns baricéntricas, concluimos que X e Y tefien o mesmo tipo de
homotopia simple.

Da mesma maneira, se K e L son complexos simpliciais finitos tales que X' (K) e X(L)
tefien 0 mesmo tipo de homotopia simple, polo que acabamos de ver, K' = K(X(K)) e
Y’ = K(X(L)) tefien o mesmo tipo de homotopia simple, e como K e L tefien o mesmo
tipo de homotopia simple que as stias respectivas subdivisiéns baricéntricas, concluimos

que K e L tefien o mesmo tipo de homotopia simple. O

Observacion 3.64. Como a dimension do complexo (X)) é igual & altura do poset X
e a altura do poset X'(K) ¢ igual & dimension do complexo K, as n-deformacions entre
espazos topoléxicos finitos T son equivalentes a n-deformaciéns entre os seus complexos
de orde asociados, e as n-deformaciéns entre complexos simpliciais finitos son equivalentes

a n-deformacions entre os seus posets de caras asociados.

O seguinte diagrama (|3]) ilustra a situacion na que nos atopamos neste momento:

X~y X(K)~ X(L)
X ANY ————— X,V X(K) /N X(L) — X(K) ~, X(L)
LX) Jw K(Y)] K| ’:ﬁw L]
/C(X)/\’C(Y)ﬁ/C(X)IgK(Y)I K/\L:HKIQIL!

Asi, xa temos todos os ingredientes para probar a equivalencia entre as conxecturas.
Teorema 3.65. As sequintes conzecturas son equivalentes:

1. (2.55) Dado un complexo simplicial finito 2-dimensional K tal que a sia realizacion

zeometrica |K| € contrdctil, entén K é 3-deformable a un punto.

2. (3.55) Sexa X un espazo topoldxico finito Ty de altura 2. Se X é debilmente homo-

topicamente equivalente a un punto, entdn X 3-deférmase a un punto.
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Demostracion. “1 = 27 Sexa X nas hipoteses da segunda conxectura, e consideremos K(X)
o complexo simplicial asociado, que serd finito, de dimensién 2 e con realizacién xeométrica
contractil pola Proposicion 3.54. Asi, (X)) esta nas hipoteses da primeira conxectura, que
di que K(X) ¢é 3-deformable a un punto. En consecuencia, polo teorema e observacion
anteriores, concluimos que X 3-deférmase a un punto.

“2 = 17 Sexa K nas hipoteses da primeira conxectura, e consideremos X (K) o poset
asociado, que serd finito, de altura 2 e debilmente homotopicamente equivalente a un punto
pola Proposicién 3.54. Desta maneira, X'(K) estd nas hipoteses da segunda conxectura,
que di que X(K) é 3-deformable a un punto. En consecuencia, polo teorema e observacion

anteriores, concluimos que K 3-deférmase a un punto. O

Con procedementos similares s seguidos aqui, podemos formular ainda mais conxectu-
ras equivalentes 4s nosas, cada unha en eidos distintos das Matematicas, co cal as opcions
4 hora de probar ou desmentir a nosa suposicién multiplicanse. Se a isto lle sumamos a
capacidade computacional coa que contamos hoxe en dia, podemos confiar en que maéis

cedo que tarde imos dar coa resposta 4 nosa conxectura.
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