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Resumo

Neste traballo abordarase o estudo das secuencias de ADN empregando os métodos estadisticos
como ferramenta fundamental. Estudaranse diversas cuestiéon relacionadas co proceso de ensam-
blado que forma parte da secuenciaciéon dun xenoma. Previamente levarase a cabo o estudo dos
conceptos de probabilidades e variables aleatorias, asi como unha introduciéon dos procesos es-
tocasticos, en concreto, dos procesos de Poisson, que son necesarios para modelizar o proceso
de secuenciacién. Finalmente, presentarase o estudo dun caso préactico relacionado co xenoma
bacteriano, accedendo a bases de datos xenéticas e empregando un software especializado no

ensamblado de secuencias.

Abstract

The current paper focuses on the study of DNA sequences, employing statistical methods as key
tools. Diverse issues related to the assembly process associated with genome sequencing will be
studied. Previously, concepts of probability and random variables will be reviewed, as well as
an introduction to stochastic processes, specifically, Poisson processes, which are necessary for
modelling the sequencing process. Lastly, a practical case study, related to the bacterial genome
will be presented, by accessing genetic databases and using specialized software for sequence

assembly.

IX






Introducion

A ciencia avanza rapidamente e con cada descubrimento multiplicase a informaciéon. A bioinfor-
maética xorde da necesidade de interpretar a gran cantidade de datos bioléxicos que van medrando
cos avances cientificos. Como o seu nome indica, combina informética e bioloxia, empregando
técnicas computacionais para almacenar, clasificar e analizar datos bioloxicos, especialmente,
datos xenéticos. Para levar a cabo esta labor é imprescindible a estadistica, sen a cal non seria

posible avaliar os resultados dos experimentos nin extraer conclusions.

A estadistica é a rama das matematicas que estuda a variabilidade. A través dos métodos es-
tadisticos os matematicos contribuimos ao tratamento e interpretaciéon dos datos obtidos por
outros cientificos. A maioria dos fenémenos bioléxicos non son deterministas, neles esta presente
a incerteza e precisan ser modelizados mediante probabilidades, co fin de medir dalgunha forma
o que pode ocorrer. En particular, neste traballo aboérdase o ensamblado de secuencias de ADN

e como a estadistica permite coniecer toda a informacién relacionada con este problema.

Nos tres primeiros capitulos desenvolvense os contidos preliminares co obxectivo de sentar unha
base teoérica na que se apoia o posterior estudo de secuencias de ADN. No primeiro capitulo
introdiicense os conceptos esenciais sobre o ADN e a organizacion do material xenético, propor-
cionando o marco bioléxico no que se vai traballar. No segundo capitulo tratanse as probabilidades
e variables aleatorias, necesarias para estudar os fenémenos aleatorios. No terceiro capitulo pre-
séntanse os procesos estocasticos para modelizar a evolucion dos procesos aleatorios que ocorren

ao longo do tempo ou espazo, facendo fincapé nos procesos de Poisson.

No cuarto capitulo analizase o ensamblado das secuencias de ADN recalcando cal é o papel da
estadistica neste proceso. Finalmente, no capitulo cinco preséntase un caso practico que ilustra
o ensamblado de ADN, o que implica a obtencién de datos xenéticos e o uso de ferramentas

computacionais.

Tratarase de plasmar como a estadistica é fundamental para o progreso da ciencia, xa que fai
posible a comprensién dos resultados de cada experimento, posibilitando a deteccion de erros e

a mellora das técnicas cientificas.
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Capitulo 1

Introducién bioldxica

Neste capitulo introducimos o marco bioléxico dos problemas que estudaremos nos seguintes
capitulos, co obxectivo de contextualizar ditos problemas e conecer o material co que imos a

traballar.

O ADN; siglas de acido desoxirribonucleico, é o noso material xenético e esta composto dunha
longa secuencia de nucledtidos. Tal e como se mostra na Figura[l.1} cada nucleétido esta com-

posto por un grupo fosfato, un monosacarido (azucre de cinco carbonos) e unha base nitroxenada.

O punto mais importante da composicion do ADN para a anélise das secuencias é que o ADN
conta con catro tipos de bases nitroxenadas: adenina (A), guanina (G), citosina (C) e timina
(T). Podemos ver as diferentes bases na chave da Figura

A analise das secuencias de ADN centra o seu estudo principalmente nestas catro bases nitro-
xenadas, xa que son as que determinan a informacion xenética. Como podemos ver, o elemento
diferenciador do nucleétido é a base nitroxenada. Polo que, de aqui en adiante cando fagamos
referencia aos nucledtidos referimonos 4s bases nitroxenadas. Debido a sta relevancia, estidanse

as posicions de cada tipo de nucledtido nunha secuencia de ADN.

As secuencias de ADN son fragmentos de ADN que representaremos polos seus nucleotidos
tal como indicamos antes. Existen numerosas técnicas de secuenciacion do ADN que van evolu-

cionando cos avances cientificos.

A hora de obter as secuencias, unha forma é unir fragmentos de ADN e formar contigs, secuen-
cias mais longas formadas polo solapamento destes fragmentos. Este proceso recibe o nome de

ensamblado.

A estrutura tridimensional do ADN consiste nunha dobre hélice orientada de maneira que se
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Figura 1.1: Estrutura dun nucleétido xerada con ChemDraw.

forman enlaces entre bases de cadeas opostas, apareandose a adenina coa timina, e a guanina
coa citosina. Estes enlaces mantenien unidas as duas cadeas do ADN que forman a dobre hélice.
Debido ao apareamento especifico as dias cadeas de ADN son complementarias, cada cadea

contén a informacion necesaria para determinar a secuencia de nucleétidos da outra cadea.

O alinamento de secuencias de ADN ¢é unha técnica empregada para comparar ddas ou mais
secuencias de ADN de distinta procedencia. Tratase de buscar as siias similitudes que poderian
indicar que existe algunha relacion evolutiva (que tefien algin antepasado en comtin) ou funcional

(cumpren funcions similares no organismo).

A anélise de secuencias de ADN ten unha ampla base matematica. Consideraremos unha secuen-
cia de ADN como unha lista de obxectos ou eventos formados por elementos que poden ocupar

aleatoriamente diferentes posiciéns na secuencia.

O xenoma é o conxunto de todo o material xenético dun organismo. O noso material xené-
tico esta contido en 23 pares de longas moléculas de ADN chamadas cromosomas e consta de

aproximadamente tres mil milléns de nucleétidos.

Neste traballo empregaremos un xenoma para ilustrar un caso préactico. Debemos ter en conta
que o tamafno e organizacién do xenoma non é o mesmo para organismos formados por células

eucariotas (como o ser humano), que para organismos formados por células procariotas.



As células dividense en dias clases principais segundo se postien ou non unha estrutura especifica
para almacenar o seu material xenético. Esta estrutura chamase niicleo. Asi, distinguimos as
células eucariotas, que presentan niucleo que separa o ADN do resto do contido celular, e as

células procariotas, que carecen de ntcleo.

No obstante, que as células procariotas non postian nticleo non quere dicir que non tenan material
xenético. De feito o seu material xenético esta formado por unha soa molécula de ADN en forma

circular, a diferencia das eucariotas que esta formado por multiples moléculas lineais de ADN.

Ademais o xenoma das células procariotas é menos complexo ca o das células eucariotas. Mentres
que xenoma das procariotas consta de entre un e cinco milléns de nucledtidos o das eucariotas e

moito mais grande podendo chegar a cinco mil milléons de nucleétidos.

As bacterias son microorganismos unicelulares procariotas. Estes organismos poden presentar
diversas formas, o que permite clasificalos segundo esta caracteristica en: cocos (forma esférica),
bacilos (forma de baston) e espirilos (forma de espiral). As bacterias estan presentes en todo o
noso entorno, xa que viven nunha ampla variedade de ambientes como terra, auga e o interior

doutros organismos.

A presenza das bacterias en todos estes ambientes, sumado ao feito de que o seu xenoma é
pequeno en comparacion co xenoma doutros seres vivos, convérteas en candidatas perfectas para

a analise de secuencias de ADN.

Os conceptos ilustrados neste capitulo estan recollidos en [2].



1. Introducion bioléxica




Capitulo 2

Probabilidades e variables aleatorias

Neste capitulo centrarémonos nos conceptos da teoria de probabilidade necesarios para abordar
a analise de secuencias de ADN. E necesario manexar probabilidades e entender as variables
aleatorias e as stuias distribuciéns debido a sta importancia no campo da bioinforméatica. Os

contidos recollidos neste capitulo provenen de [§], [4] e [5].

2.1. Probabilidades

Un experimento aleatorio é aquel no que non sabemos con seguridade cal de todos os seus
posibles resultados vai ocorrer cando o executamos, como lanzar un dado ou sacar unha carta
da baralla. O conxunto de todos os resultados posibles dun experimento aleatorio é o espazo
mostral e denotase como 2. No caso do dado, o espazo mostral é o conxunto {1,2,3,4,5,6} e
no caso das cartas, o espazo mostral é o conxunto dos ntimeros enteiros que vai dende 1 a 40, se

se emprega a baralla espanola.
Consideramos agora a familia de subconxuntos de €2, F, cumprindo os seguintes requisitos:

(i) Se A € F o seu complementario, A° = ) — A, tamén pertence a F.

(ii) Se {Ay} é unha coleccion finita ou numerable de conxuntos de F, a stia union, | J A, esta
n

en F.

Estas duas propiedades definen a F coma unha o-alxebra de conxuntos de €2 onde cada elemento
de F denominase suceso, polo que a familia F recibe o nome de o-alxebra de sucesos. Ademais,

chamamos suceso elemental a cada elemento de ).

Se Q ¢ finito, traballaremos con F = P(2), onde P(Q2) é a coleccion de todos os subconxuntos

de Q. En xeral, traballaremos con 2 = R e escollemos como o-alxebra de sucesos a o-dlzebra de
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Borel en R. A o-alxebra de Borel en R, denotada por B(R), esta xerada por unions e interseccions
numerables dos intervalos (—oo,z] con z € R e os seus elementos denominanse conxuntos de
Borel.

A hora de executar un experimento aleatorio non sabemos que é o que vai ocorrer, polo que
nos interesa medir dalgunha forma a incerteza dos posibles resultados que podemos obter. Unha

forma de medir esta incerteza é a seguinte.

Consiste en repetir un nimero suficientemente grande de veces un experimento aleatorio e dar
como medida a frecuencia relativa dun suceso A (o nimero de veces que obtemos o resultado
A entre o nimero de repeticiéons n) que se vai achegando a un determinado valor. Desta forma,
se puidésemos executar o experimento un ntmero infinito de veces chegariamos a un valor que
podemos intuir como a probabilidade do suceso A. Isto baséase na lei da estabilidade das

frecuencias.

Por exemplo, se lanzamos un dado podemos observar que a proporciéon de veces que sacamos
un catro, é dicir, a frecuencia relativa deste resultado, vaise achegando a un certo valor a me-
dida que repetimos o lanzamento. No obstante, quedarémonos s6 coa idea intuitiva, xa que non

empregaremos dito enfoque da probabilidade.

A continuacién presentamos a definicion de probabilidade coa que traballaremos ao longo do

documento.

Definicién 2.1. (de Kolmogorov) Dado un par (2, F), unha probabilidade é unha aplicacion
P : F — R que verifica

(i) P(A) > 0 para todo A € F.

(ii) Para calquera coleccion numerable de sucesos A,, C F, disxuntos entre si, camprese

P (U An> => P(4,).
(i) P(Q) = 1.
Se P é unha probabilidade en (€2, F), denominase espazo de probabilidade & terna (2, F, P)
e o valor P(A) asociado a cada suceso A € F recibe o nome de probabilidade de A.
Chamamos suceso imposible a un suceso A tal que P(A) = 0 e suceso seguro a un suceso A
tal que P(A) = 1.

A continuacién recéllense as principais propiedades da probabilidade derivadas da definicion

anterior.

Proposicion 2.2. Consideremos os sucesos A e B. Verificanse as sequintes propiedades:
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(i) P(A°) =1— P(A).
(ii) P(2)=0.
(11i)) Se B C A, enton P(B) < P(A).
(iv) (Principio de Inclusion-FEzclusion) Dados n sucesos Ay, Ag, ..., Ap € F

P (O Ai> = Zn:P(Ai) — Y PANA)+ > PAINA;NAL)
i=1 =1

1<i<j<n 1<i<j<k<n

4o (=) P ((n] Ai> .
i=1

Presentamos a regra de Laplace que nos permite calcular a probabilidade dun suceso calquera,

baixo certas condiciéns que veremos a continuacion.

Dado un experimento aleatorio con espazo mostral finito €2 no que todos os sucesos elementais
tefien a mesma probabilidade, a Regra de Laplace permitenos calcular a probabilidade dun

suceso calquera A contando o nimero de casos da seguinte forma

|A]  n? de casos favorables ao suceso A

P(A) = =
(4) 1 n? de casos posibles

A continuacion exemplificamos un problema de anéalise de secuencias relacionado coas probabi-

lidades.

Exemplo 2.3. Imaxinemos que tomamos dutas secuencias aleatorias de ADN, cada unha delas
composta por tres nucledtidos. Recordemos que consideramos unha secuencia como unha lista de
obxectos ou eventos formados por elementos (as letras A, C, G e T), que poden ocupar diferentes

posiciéns na secuencia.

Calculemos enton a probabilidade de que estas secuencias tefian polo menos unha coincidencia.
Chamamos coincidencia ao feito de ter o mesmo nucleétido nunha mesma posicién, por exemplo,

que ambas tefian como primeiro nucleétido a adenina.

Para calcular a probabilidade de que exista polo menos unha coincidencia empregaremos a pro-
piedade (i) e centrarémonos no calculo da probabilidade do suceso complementario, é dicir, que

as secuencias non coincidan en ningunha posicion.

Comezamos contando os casos posibles, todas as posibles parellas de secuencias de lonxitude tres
nucledtidos. Notemos que nas secuencias importa a orde dos elementos e ademais estes poden
repetirse. E dicir, as posibles secuencias son variaciéns con repeticions de orde 3 dos 4 elementos,
polo que hai 43 = 64 posibles variaciéns de cada secuencia. Como estamos estudando duas
secuencias, seguindo o mesmo razoamento, o niimero de posibles parellas é 642 = 4096. Existen

4096 casos favorables.
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Agora ben, destes 4096 casos, precisamos contar en cantos as didas secuencias non coinciden
en ningunha posicion. Escollemos s6 unha das 64 posibles secuencias, por exemplo AGC. A
outra secuencia ten que ter unha letra distinta da primeira en cada posicién. Logo, a outra
secuencia ten 3 posibilidades para a primeira posicion (G, C e T), 3 posibilidades para a segunda
posicion (A, C e T) e outras 3 para a terceira posicion (A, G e T). Aplicando o principio da
multiplicacidnE] obtemos 27 posibles secuencias con letras distintas a AGC en cada posiciéon. Pero
como en realidade podemos escoller a secuencia de referencia de 64 formas diferentes, os casos

favorables aumentan a 27 - 64 = 1728.

Finalmente, empregando a regra de Laplace, a probabilidade de que non exista ningunha coin-

cidencia é % ~ 0,422. Polo tanto, a probabilidade de que exista unha ou maéis coincidencias é

aproximadamente 1 — 0,422 = 0, 578.

Nalgtns casos a probabilidade de que ocorra un suceso depende de se outro suceso ocorreu ou
non. Por exemplo, suponamos que lanzamos un dado e queremos calcular a probabilidade de que
“o resultado sexa par”, suceso A, mais sabemos que o nimero que safu “é maior que tres”, suceso
B. Polo tanto, a probabilidade de obter A sabendo que ocorreu B non é a mesma que se non
coniecésemos a informacion dada polo suceso B. Nese caso, temos a probabilidade condicionada
de A dado B.

Definiciéon 2.4. Se B € F ¢ un suceso con P(B) > 0, para cada A € F, denominase probabi-

lidade de A condicionada por B a

P(A|B) = P(]f(;)B)

A continuacion, presentamos tres resultados basicos para o calculo de probabilidades.

n—1
Proposicion 2.5. (Regra do produto) Dados os sucesos Ay, As, ..., Ay, tales que P ( N Ai> > 0.
i=1

Enton

n n—1
P ()Ai| =P(A)P(Ay | A\)P(As | Ay N Ay) - P | An | [] A
=1 =1

Proposicion 2.6. (Férmula das probabilidades totais) Dados os sucesos By, Ba, ..., By, tales que

! Principio da multiplicacion [I]. Se unha tarefa esta formada por n subtarefas sucesivas e independentes e
cada un dos conxuntos A; representa as distintas formas de realizar a subtarefa i, entén o produto cartesiano
A; X Ay x -+ X A, representa as distintas formas de realizar a tarefa principal e o principio da multiplicacion

dinos que, sendo A1, A, ..., A, conxuntos finitos, tense
|A1 X Ag X -+ X Ay| = |A1] X |A2| X - X |An],

onde |A;| representa o cardinal de A;, é dicir, o nimero de elementos do conxunto.
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n
B; =Q e B;NBj =0 para i # j, enton para calquera suceso A cumprese
i=1

P(A) = P(Bi)P(A| By).
=1

Proposicion 2.7. (Formula de Bayes) Se A € un suceso e consideramos os sucesos By, Ba, ..., By,

n
tales que |J Bi =Q e BiN Bj =0, para i # j, enton
i=1

P(A| B;)P(B)

P(B;|A) =
;P(Bi)P<A | B;)

, Vie{l,2,...,n}.

2.2. Variables aleatorias unidimensionais

Consideramos o experimento aleatorio de lanzar diias moedas. Os posibles resultados serian: que
saisen duas cruces (0 caras), que saise cara e cruz (1 cara) ou que saisen duas caras (2 caras). A
variable que describe o ntimero de caras resultantes do lanzamento de diias moedas tomando os
valores 0, 1 ou 2, é a que chamaremos variable aleatoria. A continuacién presentamos a definicién

formal de variable aleatoria.

Definicién 2.8. Denominase variable aleatoria definida nun espazo de probabilidade (2, F, P)

a calquera funcion X : Q0 — R tal que

X YB)={weQ:X(w)e€B}cF, paracada conxunto B € B(R).

Como calquera boreliano B € B(R) pode obterse a partir dos intervalos (—oo, z] mediante unions
e interseccidons numerables, a definicién anterior é equivalente a que X é unha variable aleatoria

se se verifica
X1 ((~o0,z]) ={weN: X(w)<z}={X<z}eF, VzcR.

Como consecuencia, se X é unha variable aleatoria tamén os conxuntos {X = a},{a < X <
b}, {X > b} € F paratodo a,beR.

Teorema 2.9. A variable aleatoria X definida nun espazo de probabilidade (2, F, P) induce un

espazo de probabilidade (R, B(R), Px) mediante a correspondencia
Px(B)=P{X'(B)} =P{weQ: X(w) € B}, para cada B € B(R),

onde Px recibe o nome de distribucion de probabilidade da variable aleatoria X.
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As funcions de distribucion asociadas a variables aleatorias, permiten cofiecer a distribuciéon de
bl
probabilidade de dita variable aleatoria. Primeiro introducimos o concepto xeral de funcién de

distribucién.

Definicién 2.10. Unha funcion F : R — [0, 1] que verifica a seguintes propiedades
(i) F' é non decrecente, é dicir, F'(z) < F(y) sempre que sexa & < y.
(ii) F é continua pola dereita, isto é, para cada x € R, camprese

lim F'(z 4+ h) = F(x).
h—0

(ii) lim F(x)=0 e lim F(x)=1,

T—r—00 T—r00

recibe o nome de funcion de distribucion.

Definiciéon 2.11. Sexa X unha variable aleatoria definida no espazo de probabilidade (2, F, P)
e Px a distribucion de probabilidade da variable aleatoria X. A funcion F : R — [0, 1] definida

como

F(x) = Px ((—00,z]) = P{X ' (—00,2]} = P{w € Q: X(w) < z},

recibe o nome de funcion de distribucion da variable aleatoria X.
E habitual escribir

F(z)=P{X <uz}.

Estudaremos distintos tipos de variables aleatorias. A continuacién presentamos as suas defini-

cions.

Definicién 2.12. Unha variable aleatoria X definida no espazo de probabilidade (2, F, P) di-
se que é unha variable aleatoria discreta se existe un conxunto contable £ C R tal que
P{X € E} = 1. A colecciéon de nimeros p; que satisfai que P {X = z;} = p; > 0, para todo i e

Z;’il p; = 1, recibe 0 nome de funcién de masa de probabilidade da variable aleatoria X.

Polo tanto sta funcién de distribucion é

F(z) =Y P{X =u}.

x; <x

Vemos que, neste caso, a funcién de distribucion ten descontinuidades de salto en cada un dos

puntos nos que toma valores a variable aleatoria.

O numero que sae ao lanzar un dado ou o resultado de lanzar unha moeda son exemplos de

variables aleatorias discretas, xa que toman valores nun conxunto finito.
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Definiciéon 2.13. Unha variable aleatoria X definida no espazo de probabilidade (€2, F, P) con
funcion de distribucion F : R — [0, 1], dise que é unha variable aleatoria continua se existe

unha funcién non negativa f : R — R tal que
X
F(x) = / f(t)dt, paracada z € R.
— 0o

En tal caso, f recibe o nome de funciéon de densidade da variable aleatoria X.

Neste caso a funcién de distribucion é continua en todo punto.

A funcién de densidade f verifica que

/_Zf(x)da:: 1.

Ademais, en todo punto z € R no que f sexa continua, F'(z) = f(z).

Notemos que se X é unha variable aleatoria continua, dados a,b € R tal que a < b, entén
b a b
P{a<X§b}:/ f(a:)dx—/ f(x)dx:/ f(z)dz.
—0o0 —00 a

O tempo de espera dunha cola, o peso dunha persoa ou a distancia recorrida por un vehiculo son

exemplos de variables aleatorias continuas, xa que toman valores nun intervalo de R.

A continuacién introducimos o concepto de distribucién truncada que empregaremos no capitulo

de ensamblado.
Definicién 2.14. Sexa X unha variable aleatoria continua, definida no espazo de probabilidade

(Q, F,P), con funcion de distribucion f : R — R, e T € B(R) tal que 0 < P{X € T} < 1.

Chamamos funcién de distribucién truncada de X & funcién de distribucion definida como

P{X<a,XeT} JioouorfW dy

P X<z |XeTl}= = , Yz eR.
N Ty F(0) dy
A funcién de densidade da distribucion truncada vén dada por
f(z) T
h(l‘) — fT fly) dy, T el (2.1)
0 x¢T.

A media ou esperanza dunha variable aleatoria é unha medida de localizaciéon que nos dé infor-

maciéon sobre a localizacion dos valores que toma a variable aleatoria.

Definicion 2.15. Se X é unha variable aleatoria discreta dicimos que existe a media ou espe-

ranza da variable aleatoria X se

[e.9]

Z |z;| P{X = x;} < 0.

=1
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En tal caso vén dada por

E[X] =) 2 P{X =x;}.
=1

Por outro lado, se X é unha variable aleatoria continua, con funciéon de densidade f, dicimos que

existe a media ou esperanza da variable aleatoria X se

/OOO 2| £ (z) dz < co.

En tal caso vén dada por
o0
E[X] :/ zf(z)d.
—0o0
A continuacion, recollense algunhas propiedades da media.
Proposicién 2.16.

(i) Sexan X1, Xs dias variables aleatorias. Se E[X1] e E[X2] son finitas e a,b € R, logo

E[aX) 4 bX,] = aE[X1] + bE[Xa).

(i) Se X1, Xa, ..., X, son variables aleatorias independentes, cumprese

E[X| Xy - X,] = E[X1]E[X] - - - E[X,,].

Demostracion.

(i) Suponamos que X7 e X5 son variables aleatorias continuas. Sexa f : R — R a funcién de
densidade conxunta de X7 e Xo, e f; : R = R a funcién de densidade marxinal de X; para

i€ {1,2}, entén
E[aX1 + bXQ] = / / (CLJJl + b.l‘g)f(xl,xg) dzxy dxo

= a/ / x1f(x1,m2) dxo day +b/ / zof(x1,x2) dry dxo
= CL/ a:lfl(xl) d(L‘l + b/ aﬁgfg(xg) d:CQ

= aE[X1] + bE[Xq).

Vexamos que tamén se cumpre no caso de que X e Xo sexan dias variables aleatorias
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discretas.

ElaX1 +bXs) = Y (amy + bwy) P{X1 = 21, Xy = 72}

1,22

= ZawlzP{Xl =x1, X9 = .232} +Zbl’QZP{X1 =x1, X2 = xQ}
1 o 2 1

= Zale{Xl =z} + Z broP{Xs = x5}
T x2

— aE[X,] + bE[Xo).

(ii) Suponiamos que son continuas. Pola independencia das variables aleatorias X1, Xo, ..., X,
a sta funcion de densidade conxunta f : R™ — R verifica f(z1,z2,...,2n) = f1(z1) fa(z2) -

w++ fn(zy), onde para cada i € {1,2,...,n} f; : R — R é a funcion de densidade de Xj, logo

E[Xl.XQ.....Xn]:/OO /OO/OO 19+ e o [0, T ) dyds - e iy
:/_Z/_Z...../_Zmle.....xnfl(ml)h(@).....fn(xn) dxidzy - - - doy,
— /Z x1 f1(x1) da; /O; xo fo(xa) dag - - - /Oo o fuln) diy

—00

= E[X1|E[Xa] - - E[Xa].

Vexamos que tamén se cumpre no caso de que sexan discretas. Pola independencia das
variables aleatorias X1, Xo, ..., X, a stia funciéon de masa de probabilidade verifica P{X; =
l‘l,XQ = T2y ..., Xn = {En} = P{Xl = {El}P{XQ = J}Q} st P{Xn = J}n}, enton

E[XlXQXn] = Z xll‘g-"-'.rnP{Xl:l‘l,X2:$2,...,Xn:$n}

T1,T25-5Tn

= Z x1x9 - e P{X1 = 21} P{ X = 2o} - -+ - P{X,, =z}

T1,X2y.Tn

= <Z 1 P{X) = 1:1}> (Z xoP{X) = x2}> Ceee (Z rn P{X, = :cn})

= E[X1|E[Xa] - - E[Xa].

2.3. Vectores aleatorios e as stias distribucions

Consideramos o experimento aleatorio de lanzar dous dados, un azul e outro vermello. Queremos

estudar se existe algunha relacién entre o resultado do dado vermello e a suma dos resultados
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de ambos dados. Desta forma traballaremos con dias variables aleatorias, X;, que describe o
nimero que obtemos no dado vermello, e X5, que describe a suma do resultado do dado vermello

e do dado azul. Estas variables forman o que chamaremos vector aleatorio.

Definiciéon 2.17. A unha coleccion de n variables aleatorias X7, Xo, ..., X,, definida sobre o

mesmo espazo de probabilidade (2, F, P), chamarémola vector aleatorio de dimension n
X = (X, Xo,..., X)) € R",
onde X : © — R™, & unha variable aleatoria. E dicir, para cada conxunto I da forma
I={(z1,29,...,2n): —00 < z; < i,y €ERi=1,2,...,n},
verificase que

X)) ={w: X1(w) <y, Xo(w) <yo, .oy Xn(w) < yn} € F, para cada y; € R.

A funcion de distribucién asociada a unha variable aleatoria permite cofiecer a sia distribucion
de probabilidade. A continuacién presentamos a definicién de funcién de distribucion da variable

aleatoria X.

Definicién 2.18. Dado un vector aleatorio X = (X1, Xo,...,X,) a funcion F : R" — [0, 1]

definida como
F(:Cl,xg, ,a;n) = P{Xl < {131,X2 < o, ... 7Xn < {En}, V($1,$2, ey xn) € Rn,
é a funcion de distribuciéon de X tamén chamada funcién de distribucion conxunta de

X1, X, o, Xy,

A funcion de distribucién conxunta, por ser funcién de distribuciéon da variable aleatoria X,

verifica que é non decrecente e continua pola dereita e ademais
= lim F(z ) =0, V(z i1, X T,) € R*1
T;——00 1y dn ) 1y ey Lg—1y Lg41 eeo y .
u hmzlﬁoo,...,xi%oo,...,xn~>oo F($17 73311) =1
Estudaremos distintos tipos de vectores aleatorios. A continuacién presentamos as sias defini-
cions.
Definiciéon 2.19. Un vector aleatorio X = (X1, Xs,..., X,) dise que é un vector aleatorio

discreto se X1, X9, ..., X,,, son variables aleatorias discretas. A funcién de masa de proba-

bilidade conxunta do vector aleatorio (X7, Xo, ..., X,,) vén dada por
P {Xl =x1,Xo=29,..., Xy = xn} , V(a;l,xg, ,l’n) S Rn,
satisfacendo

P{Xi=m1,... Xp=2,} 20, V(z1,..,20) €ER", e > P{Xi=m,...Xp=an}=1

L1y-eTn
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Definicién 2.20. Un vector aleatorio X = (X7, Xo, ..., X;,) con funcién de distribuciéon conxunta
F :R™ — [0, 1], dise que é un vector aleatorio continuo se existe unha funciéon non negativa
f:R"™ — R tal que
Y1 Y2 Yn
F(y1,92, s Yn) :/ / f(x1, e, ..., xy) dorday - - - dxy,  Y(y1,y2, -, yn) € R™.
—o00 J—o0 —co

En tal caso, f recibe o nome de funcién de densidade conxunta.

De forma anéaloga ao caso unidimensional, a funcién de densidade conxunta verifica

[e’e) o)
/ / F(1s e a) day - oo dg = 1.

Ademais, se f é continua en (yi,...,yn) € R™, logo
O"F (Y1, .-, Yn)
Dy A = f ).

E claro que a altura dunha persoa mantén certa relacion coa lonxitude do seu fémur, xa que é
unha parte da altura total. Pola contra, a altura non esta relacionada co nivel de colesterol. Por
iso dicimos que variable aleatoria que describe a altura e a variable aleatoria que describe o nivel
de colesterol son independentes. A continuacién damos a definicién formal de independencia de

variables aleatorias.

Definicion 2.21. As variables aleatorias X7, Xs, ..., X, definidas no espazo de probabilidade

(Q, F, P), son independentes se, e s se,
P{X)<z1,Xo<x9,...X;, <z} =P{Xg <} P{Xy <z} - P{X,, <z}
= Fi(w1)Fa(x2) - -+ Fp(zn),
calquera que sexan r1,Ts,..., Ty € R, onde F1, Fs, ..., F}, son as respectivas funcions de distribu-

cion.

Polo tanto, no caso continuo a sia funcién de densidade conxunta f : R™ — R verifica

flxy, e my) = fi(xy) - - folzn), Y(x1,...,2,) € R,

onde f; : R — R é a funciéon de densidade de X;, para cada i € {1,...,n}. Analogamente, no caso

discreto a stia funcion de masa de probabilidade verifica

P{Xi=xz1,...Xp=ap} =P{X1 =21} - P{X, =z}, VY(x1,...,2,) € R™

Consideremos un vector aleatorio (X7, Xo, ..., X;;). Imaxinemos que queremos cofiecer a distribu-
cion de probabilidade dunha variable aleatoria X;, para certo ¢ € {1,...,n}, ignorando os efectos
do resto de variables aleatorias X7, ..., X;_1, Xi+1, ... , Xp. Esta distribucién de probabilidade re-
cibe o nome de distribucién marxinal de X;, e non é mais que a distribucién de probabilidade da

variable aleatoria unidimensional X;.
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Definicién 2.22. Dado un vector aleatorio discreto X = (X7, ..., X,,) a funciéon de masa de

probabilidade marxinal de X; vén dada por

P{X;=ua;} = Z P{X|=x1,...., X, =2,}, Vaz; €R,
T1geensTi—1,Tit 155 Tm
verificando
P{X; =2} >0, V5, €R, e » P{X;=unx}=1
i
Definiciéon 2.23. Sexa X = (Xji,...,X,) un vector aleatorio continuo e f a stia funcion de

densidade conxunta, a funcién f; : R — R dada por

fi<:ci>:/ / F@1 o) Ay - oo - iy iy - o - i,
que verifica
F@) >0 e / / filws) dai = 1,

¢ a funcion de densidade marxinal de X;.

Analogamente 4 probabilidade condicionada xorden as distribuciéns condicionadas das varia-
bles aleatorias. A continuacién presentamos algunhas distribuciéns condicionadas dadas duas

variables aleatorias.

Definiciéon 2.24. Dado X = (X7, X2) un vector aleatorio discreto tal que P{Xs = x2} > 0,
definese a funcién de masa de probabilidade de X; condicionada a que X3 = x5 como
P{X| =z, Xy = 23}

P{X2 = .7,‘2} ’

P{X1 =T |X2 2332} =
verificando

P{X1:IE1|X2:£C2}ZO, Vri R, e ZP{X1:JJ1|X2:$Q}:1.

1
Notese que, se as variables aleatorias X7 e X son independentes, entén
P{Xl = {L‘l,XQ = 1‘2} = P{Xl = .’El}P{XQ = 552}7

e asi,
P{X) =x1, Xy = 22}
P{X2 = IL’Q}

Definiciéon 2.25. Sexa X = (X1, X2) un vector aleatorio continuo con funciéon de densidade

P{X) =21 | Xo =29} = = P{X| =1}

conxunta f : R? - R e fo : R — R a funciéon de densidade de X5. En todo punto (z1,x2) onde
f & continua e fy(x2) > 0 e continua, a funcidon de densidade de X; condicionada a X,

existe e vén dada por

f(l’l, :172)

fX1|X2(901 | 22) = W7

verificando -
Ixix, (@1 |22) 20 e / Ixix, (21 | 22) dzy = 1.
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2.4. Algunhas distribuciéns de variables aleatorias unidimensio-

nais

Nesta seccién recollense as distribucions de probabilidade que empregaremos en capitulos seguin-

tes xunto coa stia media.

Supofiamos que temos un experimento aleatorio e interésanos estudar se ocorre ou non un deter-
minado suceso A. Neste caso, se ocorre A diremos que hai un “éxito” e cada vez que realicemos

o experimento é un “ensaio”.

A distribucién binomial é unha distribucién discreta que describe o ntimero de éxitos en n
ensaios dun experimento aleatorio, verificando certas condiciéns. A probabilidade de éxito p ten
que ser a mesma en todos os ensaios, o nimero de ensaios n é un namero fixo e os ensaios deben

ser independentes.

Se X é unha variable aleatoria que segue unha distribuciéon binomial de parametros n e p,

X ~ Bin(n,p), X é o namero de éxitos total en n ensaios e toma valores no conxunto {0, 1, 2..., n}.

Supoiiamos que lanzamos unha moeda 10 veces e consideramos como un “éxito” que saia cara,
logo a variable aleatoria que describe o ntimero de caras ao tirar unha moeda 10 veces segue

unha distribucién binomial de parametro p = % en =10.

A funcién de masa de probabilidade de X describe a probabilidade de obter i éxitos en n intentos

e vén dada por

n!

S (L D A T ny :
P{X =i}= <Z>p (I-p"", i=0,1,2,....,n, onde <Z> Bk
Suponiamos que X ~ Bin(n,p) e calculemos a sia media.

EX] = ZiP{X =i} = ZZCZ)pl(l —p)"t = Z (z—l)?n—z)'pl(l —p)"
i=1 ‘

=0 1=1
n—1 n—1
n! k+1 n—k—1 (n—1)! 3 n—1—k
= - - @ 1— = I SV,
kzokz!(n—k:—l)!p (1=p) Wi =1t L P)

=np(p+1-p)"~" = np,
onde na terceira igualdade reindexamos tomando k£ = ¢ — 1, polo tanto
E[X]=np (2:2)
Suponamos que estamos interesados en un suceso A (éxito) ao realizar un experimento aleatorio.

A distribuciéon xeomeétrica é unha distribucién discreta que describe o ntimero de éxitos antes

de obter o primeiro fracaso dun experimento aleatorio que se executa repetidas veces ata que se
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chega ao primeiro fracaso. Neste caso, o numero de ensaios non é fixo, finaliza cando se atopa o
primeiro fracaso. Do mesmo xeito que na distribucién binomial, a probabilidade de éxito p, é a

mesma para todos os ensaios.

Se X é unha variable aleatoria que segue unha distribucién xeométrica de parametro p, X ~

Xeom(p), X é o nimero de éxitos ata o primeiro fracaso e os seus valores poden ser 0,1,2,...

Se consideramos o experimento aleatorio de lanzar unha moeda, a variable aleatoria que describe
o numero de caras antes de que saia a primeira cruz segue unha distribucién xeométrica de
1

parametro p = 5.

A funcién de masa de probabilidade de X describe a probabilidade de obter i éxitos ata o primeiro

fracaso e vén dada por
P{X=il=>1-p)p', i=0,1,2,..

Suponamos que X ~ Xeom(p) e calculemos a stia media.

EX]=) iP{X=i}=) i(l-p)p'=(1-p)> ip'=(1—-pp> ip""
=0 =1 =1 i=1
1 P

xa que Zlip’_l = d% <Z pl> e apz = ﬁ < 00, p < 1. Obtemos
1= 1=

ElX] =L (2.3)

A distribucién de Poisson é unha distribucién discreta que describe o ntimero de veces que
ocorre un suceso nun intervalo, ben pode ser de tempo ou de espazo. O pardmetro A, asociado &
distribucién, representa o niimero medio de sucesos por unidade de tempo ou espazo e ademais,

A é positivo, constante e non depende do intervalo de tempo ou espazo.

Se X é unha variable aleatoria que segue unha distribuciéon de Poisson de pardmetro A, X ~

Pois(\), X é o numero de sucesos que ocorre nun intervalo e pode tomar os valores 0, 1,2, ....

Por exemplo, nunha sala de urxencias a variable aleatoria que describe o nimero de pacientes
que son atendidos cada hora, a unha taxa media de 5 pacientes por hora, segue unha distribuciéon

de Poisson de pardmetro A = 5.

A funcién de masa de probabilidade de X indica a probabilidade de que un suceso ocorra i veces

nun intervalo continuo de tempo ou espazo. A siia expresion vén dada por

)\i
P{X =i} = e_A,—', i=0,1,2,...
1.
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Suponamos que X ~ Pois()\) e calculemos a stia media.

o0

e & )\z )\i—l & )\k
— ; _ AN A — A S W
E[X}—E zP{X—z}—E ie ﬁ—)\e E (z’—l)!_)\e g H—)\e et = A,
=0 i=1 i=1 k=0

onde na cuarta igualdade reindexamos tomando k& = ¢ — 1. Obtemos

E[X] = A (2.4)

Un resultado que empregaremos en capitulos seguintes é a aproximacién da distribucién binomial
pola distribuciéon de Poisson, sempre e cando os pardmetros da binomial, n e p, cumpran certos

requisitos que veremos a continuacion.

Proposicion 2.26. Se X ¢é unha variable aleatoria que seque unha distribucion binomial de
pardmetros n e p, con A = p-n, enton, cando n tende a infinito, a probabilidade de que X tome
un valor i, € dicir, P(X = 1), achégase a

%

— parai=0,1,...

Y
e
7!

Este valor coincide coa probabilidade de que unha variable que seque unha distribucion de Poisson

de pardmetro A tome o valor 1.

Demostracion. Tomemos X tal que X ~ Bin(n,p), con p = % e A > 0. Enton, para cada
ie€{1,2,...,n}

nn—1)--(n—i+1) ﬁ
i n'

(1= = 5= d) e (= EH - 2 -2

onde na segunda igualdade empregamos a definicion do niimero combinatorio.

Agora, calculando os seguintes limites cando n — oo

= Paracada k =0,...,7 — 1, temos lim (1 - k) =1.

n—00 n
)\ n
s im <1 — ) — e
n— o0 n

—1
n—o00 n
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Polo tanto, facendo tender n — oo, obtense

chegando ao resultado que queriamos demostrar. O

Notemos que p ten que ser “pequeno” pois n é “grande” e np = A debe de permanecer constante.

Dicimos que X é unha variable aleatoria que segue unha distribucién exponencial se a sia
funcién de densidade f é
Xe ™M se x>0,

0, noutro caso.

A partir da funciéon de densidade podemos obter a funcién de distribuciéon de X que vén dada
por

1—e ™, sex>0,

0, noutro caso.

Suponamos que X ~ Exzp()\) e calculemos a stia media.

E[X]:/O xf(x)dx:/o x)\e_mdx:)\/o J:e_de:)\ﬁ:X.

Obtemos

E[X] = (2.5)

1
3
A distribucion de exponencial é unha distribucion continua que pode describir o tempo que pasa

entre dous sucesos consecutivos.

A distribucién exponencial postiie o que se conece como “falta de memoria”, recollida no seguinte

resultado.

Proposicion 2.27. Sexa X ~ Exp(\) enton verificase que

P{X>n+m|X>n}=P{X>m}, VYnm>0.

Demostracion.

P{X>n+m,X>n} P{X>n+m} 1-F(n+m)

P{X>n+m|X >n}=

P{X >n} ~ P{X>n} = 1-F(n)
ef(n+m))\ o
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Seguindo co exemplo anterior, a variable aleatoria que describe o tempo de espera dun paciente
que acaba de chegar & sala de urxencias segue unha distribucién exponencial de media %, é dicir

12 minutos.

A “falta de memoria” vén a dicir, que da igual o tempo que leve esperando o paciente a ser
atendido. Se levase 10 minutos esperando a probabilidade de que tarde 5 minutos maéis é a

mesma que se acabase de chegar.

Se X é unha variable aleatoria que segue unha distribucién uniforme continua no intervalo
[a,b], X ~ Ul(a,b), X toma valores no intervalo [a, b] e a stia funcion de densidade é constante en

todo o intervalo.

A funcién de densidade de X describe a densidade de probabilidade, é dicir, como se distribue a

probabilidade ao longo de cada intervalo e vén dada por

1
—, sea<zx<b
fly=q7"

0, noutro caso.

A partir da funcién de densidade obtemos a funcién de distribuciéon, que describe a probabilidade

de que a variable aleatoria tome un valor menor ou igual que x.

0, se r < a,
F(z) = %2, sea<uxz<b,
0, se x > b.

Notemos que a probabilidade de cada intervalo non depende de onde se localice o intervalo dentro

de [a, b], se non que depende da lonxitude do intervalo que consideremos.

En efecto, se consideramos un intervalo [¢,d] C [a,b], logo a probabilidade de que a variable

aleatoria tome un valor no intervalo [c, d]

dr =

—a b—a

P{chgd}:/cdf(x)d:c:/cdb

Suponamos que X ~ Ul(a,b) e calculemos a stia media.

b b 2 —a? —a a) a
E[X]:/ zf(x) dx:/ 5 de = b Gl (Chs ): +b7

—a 2(b—a) 2(b—a) 2
Obtemos )
E[X] = “; . (2.6)

Imaxinemos que pechamos os ollos e pousamos o noso dedo sobre un punto dunha regra de

30 centimetros. A variable aleatoria X que describe a posiciéon do punto sinalado segue unha
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distribucion uniforme no intervalo [0,30]. Ademais, a probabilidade de que o punto caia nun
determinado intervalo de [0,30], depende s6 da lonxitude deste. Canto mais pequeno sexa o

intervalo, menos probabilidade de que o punto caia nel.

Con este capitulo presentamos os conceptos teodricos sobre a probabilidade e as variables aleatorias

que se empregaran nos seguintes capitulos.



Capitulo 3

Procesos estocasticos

3.1. Introduciéon

Moitos mecanismos aleatorios intervefien na bioinformaética, en concreto, no estudo de secuencias
de ADN. Neste capitulo introducimos os procesos estocasticos facendo fincapé nos procesos de

Poisson. A informacién recollida neste capitulo ten como referencia o libro [6].

Definiciéon 3.1. Sexa (€2, F, P) un espazo de probabilidade. Un proceso estocastico ¢ unha
coleccion { Xy, t € T} de variables aleatorias, onde para cada t do conxunto de indices T, X;
definida como
X+ Q—R
wr— Xi(w)

¢ unha variable aleatoria e para cada w € Q X;(w) é un estado do proceso no instante ¢t. O

conxunto de estados do proceso chdmase espazo de estados.

Estamos considerando un proceso, unha secuencia de eventos, que evoluciona de forma aleatoria
en cada instante. No obstante, ainda que o parametro t soe ser o tempo, tamén pode representar

calquera outro parametro de evolucién, como a distancia nunha secuencia de ADN.

Distinguimos diferentes tipos de procesos estocésticos en funciéon do seu espazo de estados. Nun
proceso estocéstico, se as variables aleatorias toman un nimero finito ou infinito numerable de
valores dicimos que ten espazo de estados discreto, mentres que se as variables aleatorias

toman valores en R dicimos que ten espazo de estados continuo.

Se o conxunto de indices T' é un conxunto numerable, diremos que {X;, ¢t € T} é un proceso
estocastico en tempo discreto, mentres que se 7' = R, dicimos que {Xy, t € T'} é un proceso

estocastico en tempo continuo.

23
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Por exemplo, o proceso que describe o nimero de clientes que hai nun banco en cada instante
entre as 10 e as 12 da mana é un proceso estocastico en tempo continuo con espazo de estados
discreto. Para cada instante de tempo comprendido entre as 10 e as 12 horas temos unha variable
aleatoria que describe o ntmero de clientes que hai no banco nese instante, e polo tanto, toma

un namero finito de valores.

Un proceso estocastico en tempo continuo {X;, ¢ € T'} dise que ten incrementos indepen-

dentes se para todo tg < t; < to < ... < t,,, as variables aleatorias

X, — Xy, Xy — Xtyyoony, Xp, — X

n—17

son independentes. Isto é, dicimos que un proceso estocastico ten incrementos independentes se

os cambios no proceso durante intervalos de tempo disxuntos son independentes.

Un proceso estocastico {X;, t € T'} ten incrementos estacionarios se Xy, ; — X; ten a mesma
distribucién para todo t. Isto significa que, a distribucién das variables depende s6 da lonxitude

do intervalo de tempo.

A propiedade markoviana di que a distribucién condicional dun estado futuro no tempo t+ s,
dado o estado presente no tempo s e todos os estados pasados, depende s6 do estado presente e

é independente dos estados pasados, é dicir,
P{Xyys=j | Xs=0,Xy=2,,0 <u<s}=P{Xyys =7 | Xs =1}
Conécese como a “falta de memoria”.

Un tipo de proceso estocastico en tempo continuo e espazo de estados discreto son os procesos
de conteo que permiten modelizar situaciéns nas que queremos contar a apariciéon de eventos ao

longo do tempo.

Definiciéon 3.2. Un proceso estocastico {X;, t > T'} dise proceso de conteo se X, representa

o nimero total de eventos que ocorreron ata o instante ¢, satisfacendo:

(i) X; > 0.

(ii) Xy é un valor enteiro.

(iii) Se s < t, logo X5 < X;.
)

(iv) Para s <t, X; — X correspondese co numero de eventos que ocorreron no intervalo (s, t].

Dicimos que un proceso de conteo ten incrementos independentes se as variables aleatorias
que describen o ntimero de eventos que ocorren en intervalos disxuntos son independentes. E

dicir, se para todo tp < t; < ta2 < ... < t,, as variables aleatorias

th - Xtoy th - Xt17 ceey th - thfp
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son independentes.

Por outro lado, dicimos que un proceso de conteo postie incrementos estacionarios se a distri-
bucién do ntimero de eventos que ocorren en calquera intervalo de tempo depende s6 da lonxitude

de dito intervalo. E dicir, se Xiys — X; ten a mesma distribucién para todo ¢.

3.2. Procesos de Poisson

Un tipo de proceso de conteo son os procesos de Poisson. Estes procesos caracterizanse porque
os eventos aparecen de forma independente e ocorren a unha taxa constante no tempo. Ademais,
os procesos de Poisson, verifican a propiedade markoviana. A continuacién presentamos a sia

definicion.

Definicién 3.3. Un proceso de conteo { Xy, t > 0} dise proceso de Poisson con taxa A, A > 0,

se verifica

(i) Xo=0.
(ii) Postie incrementos independentes.
(iii) O namero de eventos en calquera intervalo de lonxitude ¢ segue unha distribucion de Poisson
de media At, isto é, para todo s,t >0

At)™
P{Xiys— Xs=n} = e_’\tg, n=20,1,...
n!

Pola ultima condiciéon, como Xy ~ Pois(At), temos que
E[X:] = At.

Polo tanto, o pardmetro A é o niimero medio de eventos que ocorren por unidade de tempo nun

proceso de Poisson.

Teorema 3.4. O proceso de conteo {X;, t > 0} € un proceso de Poisson con taxa X\, A > 0, se,

e 80 se verifica

(i) Xo = 0.
(i) Poste incrementos independentes e estacionarios.
(iti) P{X, =1} =M +o(h) e P{X,>2}=o(h), onde %fnlow = 0.
—

Demostracion. Comecemos probando que baixo as condiciéns dadas no Teorema|3.4]o proceso de
conteo verifica a definicién de proceso de Poisson. Notemos que s6 precisamos verificar a condicion
(iii), de que o nimero de eventos en calquera instante de lonxitude ¢ segue unha distribuciéon de

Poisson de media A, xa que o resto verificanse por hipotese.
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Empregaremos a notacién
P,(t) = P{X;=n}, VneN,
e demostraremos que Xy ~ Pois(At), é dicir, que

AL)™
P.(t) = e_M(n'), Vn e N,

por inducién en n.
Comecemos probando o resultado para n = 0.

Po(t+h) = P{X, 4, = 0}
=P{X, =0, Xp — X; =0}
= P{X, =0} P{X, s — X; =0}
= Py(t)[1 — A+ o(h)]
— Py(t) = AhPy(t) + o(h),

onde a terceira igualdade vén dos incrementos independentes, e a cuarta igualdade, pola estacio-
nalidade de eventos e que P{X} =0} =1 — Ah + o(h), sabendo que

P{X, >2}=1-P{X, =0} — P{X;, =1},
e ademais,
P{Xp,=1}=Xh+o(h) e P{X}>2}=o0(h).
Asi, reordenando termos e dividindo entre h obtemos

Py(t+h) — Py(t)
h

e tomando limites cando h — 0 temos

o(h)
o

— ARy(t) +

Pi(t) = =APy(t).

Logo, integrando a expresion

Bt . [ _
X0 dt_/ A dt

obtemos, para unha constate cy,
log P()(t) =X+ C1,

equivalentemente, para unha constante cs,
Po(t) = 626_/\t.

Como Xy = 0, logo Py(0) = 1. Impofiendo esta condicion inicial & ecuacion anterior chegamos

ao resultado

Py(t) = e, (3.1)
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quedando probado para n = 0.

Probémolo para n = 1. Tomamos n > 1 e procedendo de forma similar,

Po(t+h) =P{X; 1 =n}
=P{X;=n, Xpyn— Xy =0}
+P{X;=n—1, Xppp— Xy = 1}
+ P{Xpn =n, Xpon — Xy >2}.

Como P{X}, > 2} = o(h), o ultimo termo da expresion anterior ¢ un o(h). Logo, polos incremen-

tos estacionarios e independentes obtemos

Po(t +h) = Py(t)Po(h) + Pu-1(t) P1(R) + o(R)
= Po(t)(1 = Ah) + Po_1()Ah + o(h).

Reordenando termos e dividindo entre h, obtemos

Pu(t+h) — Pu(t) o(h)

= —AP,(t) + AP,_1(t) +

h h’
e tomando limites cando h — 0 temos
P;L(t) = _)‘Pn(t) + APn—l(t)‘
Reordenando e multiplicando por e
eMPL(t) + APy (t)] = AeMP,_1 (1),
é dicir,
%(e’\tPn(t)) = Ae)‘tPn,l(t). (3.2)

Aplicando a ecuacion (3.2) para o caso n = 1 e usando o resultado dado en (3.1]) temos

A Mpit)) = A,

integrando e despexando Pj(t) obtemos, para unha constante ki,
Pi(t) = (Mt 4 kp)e ™.

Como Xy = 0, temos que P;(0) = 0. Impofiendo esta condiciéon inicial & ecuacién anterior
chegamos ao resultado
Py (t) = Ate N,

quedando probado para n = 1.
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Supoilamos agora que o resultado é certo para n — 1, é dicir, que

e ()
(n—1)1"

Logo, por (3.2)), aplicando a hipétese de inducion temos

Pn_l(t) =€

d . At
S(MP(1) = S
' ) =1,
integrando obtemos, para un ky constante,
)"
NP, (t) = (n‘) + ka.

Como Xy = 0, temos que P,(0) = 0 para todo n > 1. Imponendo esta condicién inicial 4 ecuacion

anterior chegamos ao resultado que queriamos demostrar

P,(t) = e_’\t(/\nt!)n.

Reciprocamente, probemos que un proceso de Poisson verifica as condiciéons do Teorema [3.4]
Como consecuencia da distribucién de Poisson do nimero de eventos en cada instante, (iii), os

procesos de Poisson tamén posiien incrementos estacionarios. Logo, s6 queda demostrar que
P{X;, =1} =An+o(h) e P{X,>2}=o0(h).
Como X}, ~ Pois(Ah), por un lado,
P{X}; =1} = e MAh = Mh(1 = A+ o(h)) = Mo — A2h2 + o(h) = Ah + o(h),

aplicando na segunda igualdade que e ™ =1 — Ah + o(h), xa que
2 h3

h
h _
" =1+h+ oot

Por outro lado,
P{X,>2}=1—P{X), =0} — P{X;, =1}
=1—eM_e?Np
=1—(1 =M+ o0(h)) — Ah(1 — M+ o(h))
= Ah +o(h) — A+ N2h% + o(h)A\h
=o(h),

aplicando que P{X}, = 0} = e . O
Consideremos un proceso de Poisson e definimos a variable aleatoria T, como o tempo entre o

evento n-1-ésimo eo evento n-ésimo, para n > 1. A secuencia de variables aleatorias {T),, n > 1}

é a secuencia de tempos entre eventos dun proceso de Poisson.
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Proposicion 3.5. As variables aleatorias que describen o tempo entre eventos dun proceso de

Poisson, 11,15, ..., son independentes e sequen unha distribucion exponencial con pardmetro .

Demostracion. Comecemos calculando a distribucion de T7. Notemos que 17 > t se, e s6 se, non

ocorre ningin evento do proceso de Poisson no intervalo [0, ], logo
P{T; >t} = P{0 eventos en [0,t]} = P{X; = 0} = e,

aplicando que X; ~ Pois(At). Asi obtemos que 77 segue unha distribucion exponencial de para-

metro A.

Calculemos agora a distribucion de T3 (o tempo entre o primeiro e o segundo evento) condicionada
a T1

P{Ty >t | Ty = s} = P{0 eventos en (s,s +t] | 1 evento en [0,s]} = P{0 eventos en (s, s+ t]}
= P{X;4s— X, =0} = P{X;, =0} =e ™,

onde na segunda igualdade aplicase os incrementos independentes. Como consecuencia P{T5 >
t | Ty = s} = P{I» > t}, asi Ty é independente de Tj. Ademais, como os incrementos son

estacionarios, concluimos que 75 tamén segue unha distribucién exponencial de parametro A.

Repetindo o mesmo argumento para as seguintes variables, obtemos que 17,75, ... son indepen-
dentes e seguen unha distribucién exponencial de parametro A, tal e como queriamos demos-

trar. O

A suposicién de incrementos estacionarios e independentes implica que en calquera instante o

proceso “volve a comezar” probabilisticamente, é dicir, o proceso non ten memoria.

Como vimos no capitulo [2] a distribucion exponencial caracterizase pola falta de memoria, polo
tanto, é de esperar que os tempos entre eventos sexan independentes e sigan unha distribucién

exponencial, tal e como se demostrou.

Con este capitulo rematamos co marco tedrico necesario para resolver os problemas tratados ao

longo dos seguintes capitulos.
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Capitulo 4

Ensamblado de secuencias

4.1. Introduciéon

Para analizar o material xenético é necesario obter o ADN que se quere estudar. A secuenciacion
do ADN é unha técnica que permite identificar e ordenar os nucleétidos que forman parte do

ADN orixinal, para representalos en forma dunha ou varias secuencias.

O xenoma é o conxunto de todo o material xenético dun organismo. O noso material xenético
esté contido en 23 pares de longas moléculas de ADN chamadas cromosomas. Ademais, o xe-
noma humano consta de aproximadamente tres mil milléns de nucleétidos, polo que esta extensa

lonxitude supén unha barreira a4 hora de secuenciar o xenoma por completo.

A secuenciacion shotgun é unha técnica empregada na secuenciaciéon do xenoma, que consiste en
romper o0 ADN en pequenos fragmentos que son secuenciados posteriormente. Acto seguido, os
fragmentos son ensamblados (unidos) computacionalmente para reconstruir o xenoma de maneira

completa, tal e como podemos ver na Figura

Para a secuenciacion dos pequenos fragmentos empréganse técnicas de secuenciaciéon, que per-
miten ler unha serie de nucleotidos consecutivos dende un dos extremos de cada fragmento. As
secuencias que se obtefien como resultado denominanse lecturas, representadas na Figura 4.2

en cor azul. A lonxitude das lecturas depende da técnica de secuenciacién empregada.

Normalmente, desconécese a localizacién e orientacién exactas de cada lectura dentro do xenoma
orixinal. Sen embargo, ao repetir os procesos de fragmentacion e secuenciacion as lecturas pre-
sentan solapamentos entre elas, tal e como podemos ver na Figura que permiten que sexan

alinadas e ensambladas empregando un software de ensamblado de secuencias.

31



32 4. Ensamblado de secuencias

XENOMA

FRAGMENTACION

SECUENCIACION l

~ ~ o

{0

LECTURA ——

AGTTAGCCGAC
GCCTAGCAG

—

CONTIG

Figura 4.1: Representaciéon da secuenciacién shotgun creada empregando BioRender.com.

O ensamblado das lecturas solapadas dé& lugar a secuencias de ADN maéis longas chamadas
contigs, representadas na Figura[d.2)en cor vermella, que agrupadas forman unha reconstrucion

do xenoma orixinal.

Precisanse moitas lecturas superpostas para construir con precision cada secuencia. A cobertura
¢ o numero medio de veces que se secuencia cada nucledtido da secuencia orixinal, polo que,

aparentemente coberturas altas deberian dar mellores resultados.

Definimos os seguintes parametros:

= Lo = lonxitude total do xenoma.
» [, = lonxitude de cada lectura.
s N = namero total de lecturas obtidas.

» a = cobertura (nimero medio de veces que se secuencia cada nucledtido da secuencia

orixinal)

Notemos que N - L representa a lonxitude total das lecturas. Polo tanto, a partir destes parame-
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LECTURA
I :
! _|
i E i i i i
i ' ' ‘XENOMA
N L | I

CONTIG

Figura 4.2: Representacion da estrutura dos contigs.

tros, temos a seguinte expresiéon para a cobertura

N - L
a = .
L

Adoitase expresar a cobertura como “aX”; o que significa que, se a lonxitude orixinal do xenoma

é La enton a lonxitude total de lecturas obtidas é a - L.

Polo xeral, a maior cobertura obtemos un menor niimero de contigs, xa que se formaran un maior
nimero de solapamentos, e ademais, os contigs seran maéis longos, xa que estaran compostos por

un maior nimero de lecturas.

Este procedemento, que permite reconstruir longas secuencias de ADN, baséase no estudo das
probabilidades e nos procesos estocasticos, que permiten analizar os resultados obtidos e estudar
como mellorar a similitude co xenoma orixinal. Preséntanse cuestiéons como a proporcién esperada
do xenoma cuberto, o nimero esperado de contigs ou a lonxitude esperada dos contigs, problemas

que trataremos nas seguintes seccions.

Ao longo deste capitulo traballarase cun modelo probabilista méis simple que a realidade biold-
xica, asumindo certas propiedades para facilitar a sta analise. Isto permite identificar tamén os

posibles problemas ou inexactitudes que pode presentar. Esta analise da paso ao refinamento do
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modelo, dando lugar a modelos méis complexos e realistas.

Tanto nesta introducién como nas secciéns que seguen, o material empregado ten como referencia
o libro [3].

4.2. Proporcién esperada do xenoma cuberto por contigs

Nesta secciéon biuiscase determinar a proporcién esperada do xenoma cuberto por contigs. Isto
tradiicese en calcular a probabilidade de que un punto calquera P do xenoma estea cuberto polo
menos por unha lectura. E dicir, a probabilidade de que polo menos unha lectura tefia o seu
extremo esquerdo dento dun intervalo de lonxitude L 4 esquerda do punto P como podemos ver

na Figura 4.3

Polo tanto traballaremos co extremo esquerdo de cada lectura, é dicir, co comezo de cada lectura,
que consideraremos como un punto. Logo debemos de calcular a probabilidade de que polo menos

un extremo esquerdo caia no intervalo (P — L, L).

-V

LECTURA

13

XENOMA

P
\!_____. hU

Figura 4.3: Punto P cuberto por unha lectura.

Realizaremos este calculo en funcién da cobertura a, considerando un xenoma de lonxitude total
L e un total de N lecturas, cada unha de lonxitude L con L < L¢g. Antes de proceder é preciso

facer unhas consideracions iniciais.

En primeiro lugar, vexamos que posiciéons poden ocupar estes puntos. Notese que, dentro dun
cromosoma unha lectura pode comezar en calquera posiciéon excepto nas ultimas L—1 posiciéns do
cromosoma pois “sairfase fora”. Polo tanto, se o xenoma ten ¢ cromosomas as posicions excluidas

aumentan a c(L — 1).
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Cando o numero posiciéns rechazadas é desprezable fronte & lonxitude total do xenoma Lg,
dicimos que ignoramos os efectos finais (como é o caso do xenoma humano) e consideramos que

cada extremo esquerdo pode ocupar calquera posicion do intervalo [0, L¢].

Se suponiemos que cada lectura se escolle ao azar dentro do xenoma e que son independentes
entre elas, enton, os extremos esquerdos de cada lectura seguen unha distribucién uniforme no

intervalo [0, L¢].

Polo tanto, se f : R — R definida como f(z) = i, para cada z € [0, L] é a funcion de densidade

da distribucion uniforme en [0, L], enton a probabilidade de que un extremo esquerdo caia no

intervalo (P — L, P) ¢é
P P
1 L
ft)dt = / —dt=—.
P-L ©) p-r La La

Notemos que, esta probabilidade é a mesma para todo intervalo de lonxitude L.

Consideramos como un “éxito” que un extremo esquerdo caia nun intervalo de lonxitude L e
definimos a variable aleatoria X, que describe o niimero de extremos esquerdos que caen nun
intervalo de lonxitude L de entre N lecturas. E dicir, X; describe o ntmero de éxitos en N

ensaios con probabilidade de éxito % Polo tanto, X, segue unha distribucién binomial con

probabilidade de éxito % e nimero de intentos N, X ~ Bin (N , %)

Pola Proposicion 2.26] a distribucién binomial pode aproximarse a unha distribucion de Poisson

cando o nimero de intentos é “grande” e a probabilidade de éxito é “pequena’”.

No noso caso, para unha cobertura fixa a, se N — oo

N a
N _ %
Ie Lo N 70

aplicando na segunda igualdade que a = %

. Logo se N ¢ “grande”, % é “pequena’.

Entén, podemos considerar que a variable aleatoria X, segue aproximadamente unha distribucion

de Poisson de media N, X ~ Pois(Z£).
G G

Consideramos a coleccion de variables aleatorias { X, L > 0}, onde para cada parametro L, que
representa unha distancia na secuencia de ADN, a variable aleatoria X describe o ntimero de

extremos ata a distancia L. Notemos que se trata dun proceso de Poisson.

En primeiro lugar, tratase dun proceso de tempo continuo e espazo de estados discreto. Ademais,

sabemos que o nimero medio de eventos por unidade de distancia, é dicir, o nimero medio de
N

Ic Polo tanto, tratase dun proceso de conteo

N
$>0.

extremos que caen por unidade de distancia

é
onde os eventos ocorren a unha taxa constate A

Vexamos que se verifican as condicions da definicién:
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(i) Claramente o proceso empeza en cero, xa que para unha distancia nula non temos nada,
logo non temos ningin extremo esquerdo, é dicir, Xg = 0.

(ii) Por hipotese os extremos esquerdos son independentes, logo o nimero de extremos que
caen en intervalos disxuntos son independentes. Dicimos que o proceso ten incrementos
independentes.

(iii) Como xa vimos, a variable aleatoria X, segue unha distribucion de Poisson de media JX—'GL,
¢é dicir, o ntimero de extremos esquerdos que caen en calquera intervalo de lonxitude L

N

segue unha distribuciéon de Poisson de media AL onde A é a taxa Io Polo tanto

(AL)’

P{Xp =i} = e M
1!

. i=0,1,...

Tal e como esperabamos, o proceso cumpre a definiciéon de proceso de Poisson. E un proceso
de conteo {X1,L > 0} con taxa constante \ = % > 0, empeza en cero, posue incrementos
independentes e o nimero de eventos en calquera intervalo de lonxitude L segue unha distribuciéon

de Poisson de media \L.

Ademais, como os extremos esquerdos seguen unha distribucion uniforme no intervalo [0, L],
a distribucién das variables s6 depende do intervalo considerado, é dicir, posiie incrementos

estacionarios.

Polo tanto, a probabilidade de que un punto calquera P estea cuberto polo menos por unha
lectura é a mesma que a probabilidade de que polo menos unha lectura tena o seu extremo

esquerdo dentro dun intervalo de lonxitude L & esquerda deste punto P, é dicir

AL)?
P{Xp—Xp 1 >1}=P{X,>1}=1-P{X; =0} =1- e—AL(OR =1—e M,

aplicando na primeira igualdade os incrementos estacionarios e na terceira que X ~ Poiss(AL).
Finalmente, como AL = % = a, logo a proporcion esperada do xenoma cuberto por contigs en

funciéon da cobertura a é

Proporcion esperada do xenoma cuberto por contigs =1 — e %,

4.3. Numero esperado de contigs

Nesta seccién buscamos calcular o ntimero esperado de contigs. Notemos que nun contig pode-
mos diferenciar unha lectura do resto de lecturas que o forman. Tratase da lectura final que

denotaremos coa etiqueta F', para diferenciala do resto de lecturas, tal e como podemos ver na

Figura [£.4]
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— —F —: '

Figura 4.4: Representacion das lecturas que forman os contig.

Como vemos, cada contig ten unha tnica lectura do tipo F'. Polo tanto, como este tipo de lecturas
é Unica en cada contig, o niimero de esperado de contigs serd o mesmo que o ntmero esperado

de lecturas do tipo do F'. Calculemos a probabilidade de que unha lectura sexa do tipo F.

Notemos que, a continuaciéon dunha lectura tipo F', hai un “salto” ao seguinte contig pola falta
de solapamento. Logo, unha lectura é do tipo F', é dicir, unha lectura é a lectura final dun contig

se ningin extremo esquerdo de calquera outra lectura cae dentro da lectura F'.

Como o espazo que ocupa unha lectura de tipo F' é un intervalo de lonxitude L, a probabilidade
buscada é a probabilidade de que o niimero de extremos esquerdos que caen nun intervalo de
lonxitude L sexa 0, é dicir, que a variable aleatoria Xy, definida na seccién anterior, tome o valor
0.

Como vimos que X7, segue unha distribucion de Poisson de media AL onde A = %, obtemos

_ _a(AL)? _
P{XLZO}:E )\L:e AL(O') —e )\L'

Aplicando que AL = \ = %L = a, a probabilidade de que unha lectura sexa do tipo F' é e~ .

Consideramos unha lectura do tipo F' como un “éxito” e definimos a variable aleatoria Y que
describe o ntimero de lecturas tipo F' entre un total de N lecturas, é dicir, Y describe o ntimero
de éxitos en N ensaios. Polo tanto, a variable aleatoria Y segue unha distribucién binomial de
N intentos e probabilidade de éxito e™* | Y ~ Bin(N,e™ ).

Finalmente, o nimero esperado de contigs é a esperanza da variable aleatoria Y, que como segue

unha distribucion binomial, pola ecuacion (2.2) obtemos
E[Y] = Ne “.

Numero esperado de contigs = Ne™“.
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4.4. Tamano esperado dos contigs

Un contig esta formado por miltiples lecturas solapadas polo que o seu tamaino dependera do
numero de lecturas que o formen e como estean colocadas. Recordemos que consideramos que

todas as lecturas teflen a mesma lonxitude L.

Notemos que, se a distancia entre o extremo esquerdo dunha lectura e o extremo esquerdo da
seguinte lectura é menor que L, significa que, a seguinte lectura comeza antes de que a primeira
lectura remate. Enton, hai solapamento. Pola contra, se a distancia entre o extremo esquerdo
dunha lectura e o extremo esquerdo da seguinte lectura é maior que L, non hai solapamento e

remata o contig, tan el como podemos ver na Figura [4.5]

> L <L L
= —
— —
E— e
—— 1

Figura 4.5: Representaciéon das distancias entre lecturas.

Deste xeito, a lonxitude total esperada dun contig seria a lonxitude da dltima lectura, mais a
suma das distancias esperadas entre os extremos esquerdos consecutivos do resto das lecturas

solapadas.

A lonxitude da ultima lectura é L (igual que o resto de lecturas), mais, tanto o namero de
solapamentos como a distancia & que se producen, son datos desconecidos, polo tanto é preciso

calculalos.

Recordemos que na seccion obtivemos o proceso de Poisson { X1, L > 0} onde para cada pa-
rametro L, que representa unha distancia na secuencia de ADN, a variable aleatoria X describe

o numero de extremos ata a distancia L.
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Consideremos agora a variable aleatoria T;, para algin n > 1 que describe a distancia entre o
n — 1-ésimo evento e o n-ésimo evento do proceso de Poisson { X, L > 0}. E dicir, cada variable

aleatoria T;,, n > 1, describe a distancia entre extremos esquerdos consecutivos.

Como xa sabemos, prodicese un solapamento cando a distancia entre dous extremos esquer-
dos consecutivos é menor que a lonxitude destas, é dicir, cando a distancia entre dous eventos

consecutivos do proceso de Poisson é menor que L.

Pola Proposicion [3.5] as variables aleatorias 17,75, ..., son independentes e seguen unha distri-

N

bucion exponencial de pardmetro A = 7.
G

n>1,¢é

Logo a probabilidade de solapamento, para calquera

L L
P{O<T,<L)= / A dy = [1 . e*ﬂ —1- e,
0 0
Como )\ = ]\L[—GL = a, obtemos que a probabilidade de solapamento é 1 — e™“.
Consideramos un solapamento como un “éxito” e definimos a variable aleatoria Z que describe o
nimero de solapamentos nun contig. Como a falta de solapamento, é dicir, o “fracaso”, marca o
fin dun contig, Z describe o namero de éxitos antes do primeiro fracaso. Logo a variable aleatoria

Z segue unha distribucién xeométrica con probabilidade de éxito 1 —e™%, Z ~ Xeom(1 — e %).

Como a variable aleatoria Z segue unha distribucion xeomeétrica, aplicando a ecuacion (2.3))

obtemos que o ntmero esperado de solapamentos nun contig é
E[Z] =¢*—1.
A continuacion calciilase a distancia esperada entre lecturas solapadas.

Como xa vimos, as variables aleatorias {T,,,n > 1} describen as distancias entre eventos consecu-
tivos do proceso de Poisson. E dicir, describen as distancias entre extremos esquerdos de lecturas
consecutivas. Ademais, para que se produza solapamento no extremo n-ésimo debe cumprirse
que 0 < T;, < L. Polo tanto, calculemos a esperanza da distancia entre os extremos esquerdos

condicionada a que dita distancia estea entre 0 e L.

Esta medida vén dada, para calquera n > 1, por
L
ET,|0<T,<L]= / zh(v) dv,
0

onde, aplicando a ecuacion ([2.1)), a funcién h vén dada pola expresion

A —Av
h(v) = fof((Z))du = 1 _eef)\L, para 0 < v < L.
0

Sabendo que T;, ~ Exp(\), Vn > 1, a integral do denominador é

L
/ e M duy=1—e .
0
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Obtemos que

L L Ae*)\’u A L .
E[Tn|0<Tn§L] A Uh(U)dU:A 'Ul_e_ALd'Uzl_e_AL/O' ve dv

A Le M 1 —e A 1 L
BTVl G S I v

Como AL = YL — 4, obtemos que a distancia esperada entre lecturas solapadas é

G
1 L
E[T”|0<T”§L]:X_ea_1'
Finalmente, polo punto (ii) da Proposicién 2.16] E[X; - Xo - - X,,] = E[X1]E[Xs] - -+ - E[X,)]
se X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias independentes. Claramente o niimero de solapamentos

¢é independente da distancia entre solapamentos, é dicir, Z e T, son variables aleatorias inde-
pendentes, para calquera n > 1. Polo tanto, o tamafio esperado dun contig é a lonxitude da
sta ultima lectura méais namero esperado de solapamentos multiplicado pola distancia esperada

entre lecturas solapadas, é dicir
E[Z]-E[T,|0<T, < L]+ L.
Substituindo as expresions anteriores

o 1 L e —1
N N-L

Como A = + e ¢ = 5= obtemos
Lo Lo

@—1
Tamano medio dun contig = LS .
a




Capitulo 5

Caso practico

5.1. Introduciéon

Neste capitulo poremos en practica os conceptos sobre o ensamblado de secuencias estudados
anteriormente. Para iso, realizaremos un exemplo practico de ensamblado de lecturas, proceso

que forma parte da secuenciaciéon shotgun.

Esta técnica permite secuenciar longas cadeas de ADN e incluso xenomas completos. A secuen-
ciacion shotgun baséase na fragmentaciéon do ADN en pequenos anacos que posteriormente son
secuenciados, obtendo como resultado lecturas. Estas ensamblanse computacionalmente grazas
4 existencia de solapamento entre elas dando lugar aos contigs que agrupados forman unha

representacién do xenoma.

Unha das empresas especializadas nas técnicas de secuenciacién mediante as cales se obtefien as
lecturas ¢ Illumina (https://www.illumina.com). [llumina é unha compania estadounidense
de biotecnoloxia que proporciona as ferramentas e servizos para a secuenciaciéon do ADN, como
kits de laboratorio ou equipos de secuenciacién. Illumina emprega tecnoloxias de secuenciacion
de nova xeracion (NGS, Next Generation Sequencing), técnicas que permiten determinar unha

secuencia de ADN de forma moi répida e precisa.

Entre as bases de datos sobre a secuenciacion de ADN méis completas destaca o NCBI (Natio-
nal Center for Biotechnology Information), (https://www.ncbi.nlm.nih.gov), que forma parte
da NLM (National Library of Medicine), unha rama do NIH (National Institutes of Health) dos
Estados Unidos. O NCBI almacena diferentes bases de datos relacionadas co xenoma e a biome-
dicina, as{ como artigos sobre estudios cientificos relacionados coa bioinformatica e investigaciéon

biomédica.
Este centro de informacion emprégase frecuentemente no mundo da biotecnoloxia, xa que esté en
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constante actualizaciéon ao ritmo dos avances cientificos. Ademais é de balde e esta dispoiible en
lifa, o que facilita o seu acceso a toda a comunidade cientifica, impulsando novos descubrimentos

cientificos.

Dentro do NCBI atopase o SRA (Sequence Read Archive) que é o maior repositorio publico de
datos de secuenciacion de alto rendemento. Esta base de datos forma parte do INSDC (Interna-
tional Nucleotide Secuence Database Collaboration) polo que comparte datos co EBI (European
Bioinformatics Institute) e co DDBJ (DNA Database of Japan). Grazas a esta colaboracion in-
ternacional, no SRA podemos atopar gran cantidade de datos de secuenciaciéon sen procesar, asi
como informacion de alinamento que facilita a reconstrucion de secuencias de ADN propulsando

novos descubrimentos mediante o analise destas secuencias.

5.2. Ensamblado dun xenoma bacteriano

Nesta seccidon realizaremos o ensamblado de lecturas obtidas tras a secuenciacion dun xenoma

bacteriano.

As bacterias son microorganismos unicelulares procariotas. Os organismos procariotas tefien un
xenoma mais pequeno e sinxelo que os organismos eucariotas. Este estda formado por unha soa
molécula de ADN que ronda entre un e cinco milléns de nucledtidos, varia segundo a especie.
Isto fai que traballar na secuenciacién do seu xenoma sexa mais sinxelo e menos custoso compu-

tacionalmente que traballar co xenoma doutros organismos.

Por outro lado, o xenoma dos organismos eucariotas estd composto por multiples moléculas de
ADN e ronda os cinco mil milléns de nucle6tidos. Isto retarda o proceso de ensamblado chegando

a ser inasumible para un ordenador convencional.

Ademais, engadindo que as bacterias estan presentes en todo o noso entorno, existen moitos mais
datos do xenoma das bacterias que doutros organismos. En efecto, na base de datos do NCBI
podemos atopar aproximadamente 52 120 datos sobre o xenoma de organismos eucariotas fonte

aos 2 690 000 datos sobre o xenoma das bacterias.

Estas caracteristicas fixeron que se escollese o xenoma bacteriano para representar ensamblado

dun xenoma, sendo posible sen un equipo avanzado.

En concreto o organismo escollido é a bacteria Bacillus vanillea SM'T-24. Bacillus é un xénero
de bacteria que ten forma de baston (bacilos). Vanillea ¢ unha especie de bacterias dentro deste
xénero. Mentres que SMT-24 é o indicador que se emprega nos laboratorios para identificar a

cepa, é dicir, para identificar unha variante dentro dunha especie.

O tipo de ensamblado que realizaremos denominase ensamblado de novo, ¢ dicir, ensambla-
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remos as lecturas sen conecer o xenoma orixinal. Este tipo de ensamblado de secuencias de
ADN permite reconstruir secuencias xenémicas sin a necesidade de ter unha secuencia modelo

empregando datos de secuenciacién de nova xeracion.

Para levar a cabo o ensamblado de lecturas empregaremos un software de ensamblado de secuen-

cias xunto cun arquivo que contén as lecturas obtidas como resultado do proceso de secuenciacion.

O primeiro paso para ensamblar é a obtencién dos datos cos que imos a traballar, o ficheiro de
lecturas sen ensamblar. Para iso, descargamos do SRA un arquivo (https://trace.ncbi.nlm
.nih.gov/Traces/?view=run_browser&acc=SRR33847918&display=download) que contén
as lecturas obtidas coa tecnoloxia Illumina. Este ficheiro de texto sen formato (coa extension
“fastq” ou “.fasta”) contén a informacion necesaria para determinar os distintos fragmentos de
ADN en estudo.

No SRA tamén podemos atopar moita outra informacion acerca destes datos tal e como vemos
na Figura (https://www.ncbi.nlm.nih.gov/sra/?term=SRX29068242). Aqui atopamos
a informacién relacionada co organismo ao que pertence o xenoma, datos sobre o proceso de

obtencién das lecturas e tamén a data de publicacién do ficheiro.

National Library of Medicine

Mational Center for Biotechnology Information

SRA SRA v]|SRX29068242 | searcn)
Create alett  Advanced Help
Full ~ Sendto: -
Related information =
SRX29068242: Genome sequences of Bacillus vanillea SMT-24 isolated from soil on the north slope of Tianshan mountain g— (1 ) BioProject
1 ILLUMINA {lllumina HiSeq 4000) run: 3.6M spots, 1.1G bases, 346 4Mb downloads .
BioSampla
Design: Hiseq Taxonomy
Submitted by: Xinjiang Academy of Agriculiure Science
Study: Bacillus spizizenii strain.SHT-15 Genome sequencing -
PRJNA1149500 - SRP580203 - All experiments = All runs Search details _
Ell t SR¥209868242[All Fields]
Sample: Bacillus subtilis SHT-15
SAMNA43240788 - SRS25282261 » All experiments » All runs
Organism: Bacillus spizizenii y
Library:
Name: Sample_27_cat_R1.fastq Search Ses more
Instrument: llumina HiSeq 4000 ] (_(2)
Strategy: WGS
Source: GENOMIC Recent activity &)

Selection' PCR €—— (3)
Layout PAIRED g (4)

Jum Off Clear

Q, SRX29068242 (1)

Runs: 1 run, 3.6M spots, 1.1G bases, 346.4Mb SR
Run # of Spots # of Bases Size Published
Q, bacillus vanillealorgn] (1)
SRR33847918 3616334 116 346 4Mb 2025-06-05 ] «— (5) Genome

Figura 5.1: Datos sobre o ficheiro coas lecturas sen ensamblar.

Analizando a Figura vemos que en (1) indicase que o xenoma pertence & bacteria Bacillus

vanillea SMT-24 illada no chan na ladeira norte da montana Tian Shan en Asia central.

En (2) observamos que o ficheiro foi xerado empregado o equipo Illumina HiSeq 4000. Ademais
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as siglas WGS (Whole Genome Sequencing) indicanos que todo o xenoma foi secuenciado, sen

centrarse nunha parte en concreto.

En (3) vemos que se empregou unha PCR (Reaccion en Cadea da Polimerasa). Esta técnica ten
como obxectivo obter un gran nimero de copias a partir dun fragmento de ADN, polo que se
emprega habitualmente para obter copias dos fragmentos de ADN que sen van secuenciar e asi

mellorar fiabilidade dos resultados.

En (4) recollese que se fixo unha secuenciacion paired-end. Vexamos que significa isto, pero

primeiro precisamos introducir o concepto de spot.

Chamamos spot a cada fragmento de ADN lido polo equipo de secuenciacién, pero que non
necesariamente ten que ser unha lectura. Asi, cada spot pode estar formado por unha ou duas

lecturas.

Cando o spot esta formado por unha soa lectura falamos de secuenciacion single-read, quere dicir
que o fragmento lese por un tnico extremo. Mentres que, cando un spot estd formado por duas
lecturas falamos de secuenciacion paired-end, quere dicir cada fragmento de ADN lese dende

ambos extremos producindo asi dias lecturas, tal e como podemos ver na Figura [5.2]

Reads (separated)

>gnl|SRA|SRR33847918.1.1 A00682:389:H3G55DSXY:4:1101:23854:1000 Biological (Biological)
NACTAGTGCT TACAGCGCTT CTAAATTTGC GGTTCTCGGG TTAACAGAAT CTCTTATGCA

AGAAGTGAGA AAGCATAATA TCAGAGTCAG CGCGTTAACG CCGAGCACTG TCGCTAGTGA

TATGTCTATT GAATTGAACT TAACTGACGG T

>gnl|SRA|SRR33847918.1.2 A00682:389:H3G55DSXY 4:1101:23854:1000  Biological (Biological)
ATTTTTACGG ATTTGTTGAC CATAATCCCG CTGTTTTGAT GAAAATTCGC GGATCTAATT

TCAATTGTGC CACCATATAT TCAGCAAGAT CCTCTGGCTG CATAACCTTT TCAGGATTAC

CGTCAGTTAA GTTCAATTCA ATAGACATAT C

Figura 5.2: Exemplo de spot formado por duas lecturas.

Observando a Figura [5.2] notamos que hai letras N que non se corresponden con ningun tipo
de nucledtido (A, C, G, T). Isto indica que non se recofieceu o nucleotido que ocupa ese lugar.
Por outro lado a etiqueta Biological indicanos que esta é a estrutura da lectura tal e como se

encontra na realidade, xa que este spot tamén pode representarse como unha tnica lectura.

En (5) vemos que o arquivo publicado o 5 de xuno de 2025 contén 3 616 334 spots. Cada spot

contén duas lecturas, cada unha de lonxitude 151 nucleétidos.

Por outro lado, o xenoma de dita bacteria ten unha lonxitude de 3 800 000 nucleétidos. Polo

tanto a cobertura, é dicir, o nimero medio de veces que se secuencia cada nucleétido do xenoma
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orixinal é
3616 334-2-151 N

~ 287.
3 800 000 87
E dicir temos unha cobertura de 287X.

Unha vez obtidos e interpretados os datos precisamos dunha ferramenta que nos permita ensam-

blalos e asi obter os contigs.

O SPAdes (St. Petersburg genome assembler) [7] é un software de ensamblado e analise de datos
de secuenciacion dispoiiible de forma libre na plataforma GitHub (https://github.com/ablab

/spades). Este programa esta especialmente desenado para datos de secuenciacion de Illumina.

A linguaxe de programacion maioritaria de SPAdes é C++ ainda que tamén algo de C e Python.
No obstante, non traballaremos co cédigo fonte, senén que usaremos os binarios, é dicir, cos

arquivos executables xerados compilando o c6digo fonte na terminal.

Empregamos a version de SPAdes 4.2.0. que esté disponible para os sistemas operativos de Linux

de 64 bits e Mac.

Para empregar os binarios s6 temos que descargar e descomprimir o arquivo. Para iso imos &
terminal, cambiamos ao directorio onde queremos que se instale e executamos os dous seguintes

comandos:

wget https://github.com/ablab/spades/releases/download/v4.2.0/SPAdes-4.2.0-
Linux.tar.gz

tar -xzf SPAdes-4.2.0-Linux.tar.gz

A continuaciéon verificamos que a instalacién esta correcta executando o seguinte comando na

terminal:
bin/spades.py -test

Se todo esta correcto debemos de atopar a seguinte mensaxe na saida da terminal:
========= TEST PASSED CORRECTLY.

Agora xa esté todo preparado para ensamblar.

Executamos o seguinte comando na terminal

bin/spades.py -12 SRR33847918.fastq -o /home/celiadri145/Downloads/SPAdes-

4.2.0-Linux/saida -only-assembler
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+1 celiadri4s@NovoUbuntu: ~/Downloads/SPAdes-4.2.0-Linux O = — m| X
Command line: bin/spades.py --12 Jhome fceliadri145/Downloads /SPAdes-4.2.0-Linux/SRR33847918.fastq
-0 [home fceliadr145/Downloads/SPAdes-4.2.0-Linux/salda --only-assembler

system information:
SPAdes version: 4.2.8
Python version: 3.12.3
0S: Linux-6.11.0-26-generic-x86_64-with-glibc2.39

output dir: /home/celiadri45/Downloads/sPades-4.2.0-Linux/saida
Mode: ONLY assembling (without read error correction)
Debug mode 1is turned OFF

Dataset parameters:
Standard mode

For multi-cell/isolate data we recommend to use '--isolate’ option; for single-cell MDA data use '--s
c'; for metagenomic data use '--meta'; for RNA-Seq use '--rna’.
Reads:

Library number: 1, library type: paired-end
orientation: fr
left reads: not specified
right reads: not specified
interlaced reads: ['/home/celiadr145/Downloads/SPAdes-4.2.0-Linux/SRR33847918.fastq']
single reads: not specified
merged reads: not specified

Figura 5.3: Pantalla da terminal tras executar o ensamblado de secuencias.

Tal e como vemos na Figura [5.3] ao executar este comando a saida por pantalla describe cada

unha das ordes tal e como indicamos a continuacién:

= --12 SRR33847918.fastq indica que as dias lecturas de cada spot estin no mesmo arquivo
SRR33847918.fastq. No caso contrario, se as lecturas de cada spot estivesen separadas en

dous arquivos escribiriamos -1 nomearquivol.fastq -2 nomearquivo2.fastq.

= --only-assembler indica a SPAdes que omita a parte de correccién de erros e pase ao

ensamblado.

= -0 /home/celiadr145/Downloads/SPAdes-4.2.0-Linux/saida indica que queremos que

cree unha cartafol chamado “saida” nese enderezo no que garde os resultados da execucion.

Despois de 15 minutos e 42 segundos remata a execucién co aviso por pantalla

Assembling time: O hours 15 minutes 42 seconds

===== Assembling finished.

* Assembled contigs are in /home/celiadri45/Downloads/SPAdes-4.2.0-Linux

/saida/contigs.fasta
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Como podemos observar, crea un ficheiro dentro da cartafol “saida” chamado contigs.fasta que

podemos abrir co editor de texto.

Cada contig vén marcado co simbolo “>" asi facendo unha busca podemos ver que obtivemos

1811 contigs, tal e como vemos na Figura [5.4]

contigs.fasta

Open ~ [+ «/Downloads/SPAdes-4.2.0-Linux/saida
K
G}DDE_1_1ength_1362239_cou_1@6.?19392 Q> 0

CAATCACCGATAAACTATCGGCAATTGGCTGTTTAAAAGULIGTTT TULATLLLTULICTCAA
AAACGGGGGTCAGTCCCATACTCCGGCTCTTTTTTATGCTTGTGATACTTTTTGGGTAAA
ACGGTACAGAAAAGCAAGCTGCTTAAAGGCATCATCGATACGCTGAAGGAATTCCTGGTT
ATTCATATTCAGCACTTCTTCTTTTTGAAGCTGCGATGCCGCATAACAGCTCAGCTTTTTT
TACAGTCTGCAAACGCTCAAACAGCGTCTTCAGCTGTTCCTTGTCCATTTCAGACTGCTT
ATGTACTCCCGGTTTTGTGTGATCTGCGGACCAAACGAAGCTGTCAGGGATATTCTTAGT
AATGGTTTCCTGATTCGCTTCAAGCAATTTGCCGTATTCTTCTTTAATAGGGGATTCATA
TATAATCGCGAACCACACAAATACGTGGGTTTCCCATAAACCAATCTGAAAATGCGGCAG
TTTTTTATAGCCTCTTTTGCTGTTTGCGAATGCCGACCCAGCTAGTCAGCAGGGGGATTGAC
GGATCTTCTTGCGTGCTTGGCCACATGAGGAAACATTTCATCTCCGGTTAAAGCTGATAA
AGTTGGGGCAAAATGTTCGCCTAGAGCTGTTAGCTTTGGACGGACCGTCTCTTTTAATAC
CTCCATGCGCGCGTCTAAGCCTTCTATTGTAAATGTGTTAAAGTCTTCTTCCGTAAAACG
CATTTGTGTCATGATTTTCCTCCTTCATGCTAAGTAAACATATTTTATCACAGTTCATAC
GAGCGTCAAAAAGATTGAGCGCGTTTGAAGAAAGCGAGAAATGAGGTAATAAACGAATAGG
TAAACACACAATTTTCAGAATCATGTTACGCGTAAATACGAACAATCATACGATATAAGAA
GTAATCATTGTTGAATGGCAAAATGGGATGCTTTTTTACAAACAAATGATCTCTGGAAGG
GGCGAAAGACAATGAGGCAAGTTGTAAAAGAGGGATTTAAGGAAGAGAAAAACAATCGTG
TAGCTGTCTGGAGACTAGAGGTTGATTATGAATTGGCAACCCTATATGAAGCAATGCAAA
AAGAAAATGAAGAACAGATTGAACAAAGCAAAAACAAACTTGAGCGACTCAGAAAAGAAT
GGATTCGTCTTAACGGGTAAAAAGCGATAGTGAAAACGAACCGCATGAATGGTTCGTTTT

Figura 5.4: Visualizacion do ficheiro contigs.fasta.

~ 2 ©

1811
CONTIGS

Con este caso practico rematamos o noso traballo. Vimos que grazas & estadistica é posible resol-

ver diversas cuestions relacionadas co ensamblado do ADN. O estudo destas cuestiéns permite

o desenvolvemento de técnicas de ensamblado cada vez mais avanzadas, co obxectivo de conse-

guir unha representacién mediante contigs o maéis semellante posible ao xenoma orixinal. Este

avance permite un maior conilecemento do material xenético, de gran importancia, xa que é o que

determina e controla o funcionamento de todos os seres vivos.
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