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Breve descricién do contido

Contar e medir son, sen dubida, algunhas das actividades mateméticas mais milenarias.
Con todo, preguntas tales como: Que se pode medir e de que maneiras poderiamos facelo?,
referidas a obxectos matematicos, son, o mesmo que algunhas respostas a elas, moito méis
recentes. Xa dende o primeiro curso, aprécianse relaciéons entre integrar e medir, relaciéns
que van tomando forma nos cursos sucesivos. No eido da Integracién, son relevantes as
chamadas funciéns integrais, que encontramos en relaciéon con algunha das formulaciéns
do Teorema Fundamental do Calculo. En relacion con elas, suscitanse algunhas cuestions
como, por exemplo, determinar que funciéns derivables poden ser recuperadas integrando
(nalgtn sentido) as stas funcions derivadas. O tratamento desta cuestion levou a interesan-
tes resultados da Analise clasica. Por outra parte, hai case un século, Lebesgue, reflexionaba
sobre a conveniencia de considerar, ademais das funciéns de punto, as que denominaba fun-
cibns de dominio, pois moitas das cantidades manexadas na Fisica, tales como masa, can-
tidade de calor, cantidade de electricidade, etcétera poderian tratarse mellor con esta clase
de funcions. Adaptar a este contexto cuestions clasicas como a mencionada previamente,

levaranos 6 principal resultado da memoria: O teorema de Lebesgue- Radon-Nikodym.
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Resumo

Esta memoria presenta un estudo completo e detallado do concepto de medida, comezando
polas medidas positivas e estendendo progresivamente a analise a casos mais xerais, como as
medidas reais e complexas. Dedicase unha atencién especial a un dos resultados fundamen-
tais da Teoria da Medida: o Teorema de Radon—Nikodym, que xunto co Teorema de
Descomposicion de Lebesgue, é unha ferramentas esenciais para comprender a estrutura e o

comportamento das medidas.

Para facilitar o desenvolvemento destes temas, introdiicense os conecementos previos nece-
sarios en Teoria da Medida e Analise Funcional, incluindo definiciéns clave, proposicions
auxiliares e resultados intermedios que permiten unha formulaciéon e demostracién rigorosa dos
teoremas. Ademais, incliese unha recensién histérica que destaca as achegas de Henri Le-
besgue, Johann Radon e Otton Nikodym sobre o desenvolvemento do teorema que leva os

Seus nomes.

O estudo complétase cun exemplo académico detallado que ilustra a aplicacion do Teore-
ma de Radon—Nikodym nun contexto concreto. En conxunto, este traballo busca ofrecer unha
comprensiéon sélida e accesible dun dos teoremas mais relevantes da analise matematica

contemporanea.

Abstract

This dissertation presents a comprehensive and detailed study of the concept of measure,
starting with positive measures and gradually extending the analysis to more general cases,
such as real and complex measures. Special attention is given to one of the fundamental results
in Measure Theory: the Radon—Nikodym Theorem, which, along with the Lebesgue

Decomposition Theorem, is anessential tool for understanding the structure and behavior of

IX



measures.

To support the development of these topics, the necessary background in Measure Theory
and Functional Analysis is introduced, including key definitions, auxiliary propositions, and
intermediate results that enable a rigorous formulation and proof of the theorems. Additionally,
a historical review is included, highlighting the contributions of Henri Lebesgue, Johann

Radon, and Otton Nikodym to the development of the theorem with their names.

The study is completed with a detailed academic example that illustrates the application
of the Radon—Nikodym Theorem in a concrete setting. Overall, this work aims to provide a
solid and accessible understanding of one of the most relevant theorems in contemporary

mathematical analysis.



Introducion

Ao longo da historia das matemaéticas o estudo das lonxitudes, das areas e dos volumes
foi unha constante. Co paso do tempo as necesidades da sociedade e as aspiraciéns teoricas e
précticas fixeron que se desenvolvera o calculo diferencial e integral. Tras varios séculos de
estudos, a teoria da medida e a integracion desenvolta por Henri Lebesgue, a comezos do século
XX, marcou un punto de inflexiéon fundamental na analise mateméatica. A sta proposta dunha
nova forma de integrar funciéns ampliou significativamente o abano de obxectos susceptibles de

analise.

En 1926, Henri Lebesque pronunciou unha conferencia en Copenhaguen, cuxa transcriciéon en
inglés pode lerse en Chae,[2]. Vinte e tres anos despois da publicacion de Legons sur l'intégration
et la recherche des fonctions primitives, [4], Lebesgue expuxo os avances que proporcionaba a
sda integral, asi como sinalou os puntos clave que, ao seu xuizo, debian ser reformulados e
estudados con mais profundidade. Un destes puntos eran as funciéns definidas sobre conxuntos,

que aparecen de forma natural no desenvolvemento do céalculo integral moderno.

Segundo as palabras de Lebesgue, as funciéns de conxunto xorden ao considerar a integral
indefinida (para noés, a funciéon integral) como unha funcién que depende do conxunto de inte-
gracion. Lebesgue dicia que a integral dunha funcién entre a e b é definida se o conxunto (a, b)

era conecido, noutro caso, dicia que a integral é indefinida.

En concreto, chega a caracterizar as funciéns de conxunto que eran integrais indefinidas —no
senso de Lebesgue—, pois estas verificaban duas propiedades: a o-aditividade e a continuidade

absoluta, conceptos que se explicardn ao longo do traballo.

Cando unha funcion de conxunto, ¥(FE), verifica ambas as dias condiciéns anteriores, Lebes-
gue afirma que tal funcion (de conxunto) ¢ a integral indefinida dunha funcién de puntd'| (f(P)).

Isto dendtao por

W(E) = /E F(P) dm(E). (1)

! As funciéns que considera Lebesgue son funciéns de variable real ou de varias variables reais.
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Conecendo V(E), podese recuperar f(P), salvo en conxuntos de medida nula, considerando
a bola A = B(P,0), de radio ¢ e centrada en P, e tomando o limite do seguinte cociente:
v(A)
; ' )
50 m(A) @)
Este procedemento é analogo ao célculo da derivada dunha funcién real dunha variable. En

efecto, se g : A C R — R é unha funcién definida nun conxunto aberto A, dise que é derivable

no punto xg € A se existe o limite:

9(xo+h) —g(xo) _ J (o) = dg(x) (3)
dx '

r=x0

lim
h—0 h

Asi pois, este procedemento pode entenderse como unha xeneralizacién do Teorema Funda-
mental do Calculo, establecendo a derivacion de funciéns de conxunto, coa medida de referencia

m xogando o papel do “diferencial” clasico.

Segundo Lebesgue, moitas das magnitudes fisicas —como a masa, a cantidade de calor ou
a electricidade— non se definen sobre puntos, senén sobre corpos ou rexions estendidas. Son,
polo tanto, funciéns de dominio ou funcions de conxunto. As funciéns que asociamos aos puntos
(como a densidade ou a calor especifica) son, en realidade, derivadas destas funcions de conxunto
respecto doutra, como a medida (de Lebesgue). Esta observacion levaria a futura formulacion do

teorema de Radon-Nikodym.

Na sta conferencia, Lebesgue sinala que non se utilizaban as funciéns de conxunto porque
ainda non se conecian, é dicir, non era que se desbotasen conscientemente, senén que simplemente
non formaban parte do repertorio matematico da época. As funciéns de conxunto foron gaitando

relevancia e comezaron a ser obxecto de estudo.

O noso traballo, centrarase fundamentalmente no estudo destas funciéns, pois ao definir a

integral en funcién do conxunto de integracién, obtense unha medida segundo é conecido:

Teorema 0.1. Se (X, #) € un espazo medible, u unha medida positiva en # e f : X — [0, 0]

€ unha funcion M -medible, daquela:
» A funcion de conzunto ¢ : E € M — ¢(E) := / fdu € 10,00] € unha medida positiva.
E

= Verificase que / gdy = / g-fdp para calquera g funcidn 4 -medible non negativa definida
X X
en X.

Este teorema permite crear novas medidas a partires da inicial. Asi mesmo, as integrais
respecto destas novas medidas podense reducir a integrais respecto da medida inicial. Isto leva
naturalmente a preguntarnos se o proceso tamén se pode reverter e cal é a sda interpretacion

matematica.
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= O reciproco do Teorema é certo? E dicir, dada un certo espazo de medida, calquera
outra medida se pode obter a través dunha representaciéon integral como a indicada no

teorema?

Esta cuestion non ten unha resposta inmediata e require dunha ferramenta fundamental da
teoria da medida: o Teorema de Radon-Nikodym, obxecto principal deste traballo, pois enuncia

condiciéons baixo as que se lle pode dar resposta afirmativa a esta cuestion.

Para iso, preséntase nesta memoria un estudo que se desglosa en tres capitulos ben diferen-

ciados.

No primeiro capitulo revisaranse os conceptos e resultados basicos, xa conecidos, de
Teoria da Medida e Integracion Abstracta para establecer un marco sélido no estudo das medidas,
o principal obxecto de interese. Farase fincapé nas propiedades das funciéons medibles, asi como
nos Teoremas de Converxencia. Por outra parte, estudaranse os espazos LP, pois son os conxuntos
de funciéns cos que traballaremos. Incliese esta informacién para unha maior autonomia da
lectora ou do lector. Tamén se inclien na memoria dous apéndices con resultados basicos que

complementan este capitulo.

No segundo capitulo procederase a estender o concepto de medida (partindo das medidas
positivas, obteremos as medidas reais e as medidas complexas). De seguido, estudanse conceptos
bésicos para analizar as medidas, tales como a variacién total, a continuidade absoluta e a
ortogonalidade. Estas propiedades permiten descompor as medidas, obtendo varias descom-

posiciéns, como a de Jordan ou a de Lebesgue.

No terceiro capitulo comentaranse as hipoteses necesarias para poder chegar a unha primeira
formulacion do Teorema de Radon-Nikodym. Procederase a realizar dias demostracions
diferentes, permitindo amosar dous caminos distintos para chegar ao mesmo punto. Asi mesmo,
estenderase o teorema a contextos mais xerais (considerando medidas non s positivas e finitas,
sen6n complexas e o-finitas). Tras as demostracions presentaranse as propiedades da derivada
de Radon-Nikodym, afirmando que ten as mesmas propiedades ca unha derivada clasica;
asi como tamén se enunciaran e demostraran varias consecuencias (representacion polar dunha
medida complexa, representacion da medida variacién total, teorema de descomposicién de Hahn
e minimalidade da descomposicion de Jordan). Finalmente, neste capitulo farase unha recensiéon
histérica que permitiré, intentando adecuar a notacién orixinal dos autores, expor os avances que
foron acadando cada un. A orixe deste teorema remontase aos traballos de Johann Radon e Otto
Nikodym. Radon formalizou inicialmente a idea no contexto das medidas en espazos euclidianos,
mentres que Nikodym xeneralizou o resultado ao caso abstracto de medidas o-aditivas. Porén,

no primitivo traballo de Lebesgue, xa se podia interpretar un caso particular do teorema.

Tras cada capitulo incliese unha seccién dedicada a comentar as referencias bibliograficas
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empregadas, realizando comentarios e precisions do enfoque seguido. Cabe destacar que os autores
maéis consultados son Rudin e Cohn, por seren os libros méis accesibles e cunha exposicién clara
dos resultados. Ademais, tamén se consultaron os apuntamentos de “Teoria da medida” da materia
Andlise real e complexa, materia do Mestrado Universitario en Matematicas, da Prof. Rosa Maria
Trinchet Soria, [11].

En resumo, este traballo é unha chave que recolle a informacién esencial para o traballo
con medidas abstractas e a demostracién do Teorema de Radon-Nikodym. Porén, as stas
aplicaciéons non son menos importantes, mais non seran obxecto de estudo nesta memoria. Este
teorema ten aplicacidons no campo da Estatistica e Probabilidade, sendo un actor subxacente
ao concepto de probabilidade condicional. Tamén se emprega no calculo estocastico, para
formular cambios de medida, esperanzas condicionais e para describir leis de procesos aleatorios.
Estas aplicaciéns precisarian un desenvolvemento polo mitido que excede os obxectivos deste

traballo, mais compre salientar a siia aplicabilidade e repercusion.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo recordaranse conceptos esenciais para comprender as bases teéricas que con-
ducirén & formulacion e &s diferentes versions da demostracién do Teorema de Radon-Nikodym,
constituindo un paso imprescindible na construcién dos argumentos que se desenvolveran nos

capitulos posteriores.

Comezarase introducindo a nocién de espazo de medida, definindo as funciéns medi-
bles e destacando as stas propiedades mais relevantes. Para iso, é necesario definir primeiro que
conxuntos se poden medir e baixo que condiciéns. Verase que as medidas poden tomar valores
non finitos, logo seré preciso establecer un marco de traballo axeitado. No anexo recordanse
as propiedades topoloxicas, orde e operacions habituais da recta real ampliada, R, non s6 para
o estudo das medidas senén tamén das funciéns que poidan tomar valores non finitos. Estes
conceptos serviran de marco para a integracion abstracta e a analise de medidas. Finalmen-
te, desenvolverase unha teoria bésica enmarcada na Analise Funcional, na que se definira o

concepto de espazo LP.

1.1. Teoria da Medida

Co obxectivo de estender o concepto de lonxitude, drea ou volume a conxuntos mais xerais
ca os intervalos ou figuras xeométricas regulares, desenvolveuse unha formulacién rigorosa base-
ada na idea de medida, que permite asignar un “tamano” adecuado a unha gran variedade de

subconxuntos dun espazo dado.
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1.1.1. Espazos de medida
Sexa X un conxunto arbitrario non baleiro. Recordaranse as definiciéns e propiedades das
o-alxebras e das medidas, asi como os distintos tipos de espazos de medida atendendo & finitude.

Definiciéon 1.1. Unha o-alxebra de subconxuntos de X ¢é calquera familia .#Z C P(X) tal que

1. 0 € A (non baleira).

2. Se A € A enton A° € 4 (pechada respecto a complementacion).

3. Se {A,}nen C A entén U Ay, € A (pechada respecto unions numerables).

n=1
Dende a definicién de o-alxebra séguese a seguinte proposicion.

Proposicion 1.2. Sexa .# unha o-dlzebra sobre X.

1. Xe#.

2. Se {An}nen C A enton (| An € M.

n=1

3. Se {A;}1, C M enton UAiGJ//eﬂAiEJ/Z.

=1 =1

4. Se A,B € M enton A\ B (=ANB°) e .#.

Definiciéon 1.3. Sexa X un conxunto e .# unha o-alxebra sobre X. Dirase que (X, .#) é un

espazo medible e chamaranse conxuntos medibles aos elementos de .Z .

Traballarase, frecuentemente, con funciéns valoradas en espazos topoléxicos, estrutura que

induce un espazo medible.

Definiciéon 1.4. A g-alxebra de Borel sobre un espazo topoloxico (X, 7), denédtase por B(X),
e definese como a o-alxebra xerada polos conxuntos abertos de X, isto é, é a menor o-alxebra

que contén todos os conxuntos abertos.

Definiciéon 1.5. Unha particién medible dun conxunto medible £ € .# é unha coleccion

numerable de conxuntos medibles {E, },en C .# verificando que

o0
EiNEj=0 sei#j e |JE,=F
n=1
Observacion 1.6. Dado E € .#, denotarase por P,,(FE) & familia de todas as suas particions

medibles.



Definiciéon 1.7. Sexa (X, .#) un espazo medible. Unha medida en (X,.#) é unha aplicacion
w: M — [0, 00], verificando:

1. () =o.

2. u é o-aditiva, é dicir, se se considera unha unién numerable de conxuntos medibles disxuntos
dous a dous, isto é, {A,}neny C A e A;NA; =0, Vi # j entén

12 (U An) = ZM(ATL)
n=1 n=1
Equivalentemente
VE € M e V{E,}nen € Pm(E) cumpre que A\(E Z AE.

A propiedade 2 tamén se adoita chamar aditividade numerable.

Proposicion 1.8. Se (X, .#) é un espazo medible e p € unha medida en A, cimprese:

1. Se Ay, Ag,...., A, € M e AiNA; = O, sei # j, daquela, p (U Ai) = Z,u(Az)
i=1 =
(aditividade finita da medida)

2. Se A,B € . # eAC B, daquela, n(A) < pu(B). (monotonia da medida)

3. Se {An},en C A, daquela, (U A ) < Z ). ( o-subaditividade da medida)
n=1 n=1
En particular, se Ay, As,...., A, € M, daquela, p <U Ai> < Z ). (subaditividade
i=1 i=1

finita da medida)

4. Se {Aptnen C A e A, C Apt1, Vn €N, daquela,
o
(G0 = s
5. Se {Antnen C A, Ay D Aps1, Vn €N, e u(41) < oo, daquela,
<ﬂ A ) = nh_)rglo w(Ay).
Observacion 1.9. Unha medida é unha funcién de conxunto, pois esta aplicaciéon asocia un

valor para cada conxunto dunha o-dlxebra sobre X. Notese que por como esté definida, poderia

ser que haxa conxuntos con medida infinita.
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Observacion 1.10. A definicién amosa que a medida é unha funciéon non negativa, polo
tanto denominaranse a este tipo de medidas, medidas positivas. Mais adiante, motivarase a

necesidade de estender o concepto de medida a contextos maéis xerais.

Tras ter definido o concepto de medida, poédese estender o concepto de espazo medible.

Definicion 1.11. Sexa X un conxunto e .# unha o-alxebra sobre X. Sexa p unha medida

positiva sobre (X, .#). Dirase que (X,.#, 1) é un espazo de medida.

Definiciéon 1.12. Sexa (X, ., 1) un espazo de medida.

» Dirase que o espazo ¢ finito se u(X) < oco. Analogamente dirase que p é unha medida
finita.

o0
» Dirase que o espazo é o-finito se dado { X, },eny C A tal que U X, = X entén tense
n=1
que p(X,) < oo, Vn € N. Dirase que p é unha medida o-finita.
Observacion 1.13. O concepto de finitude fai referencia & natureza da medida e non debe

confundirse coa cardinalidade do conxunto.

1.1.2. Funcions medibles

Procederase & definicién do concepto de funcién medible e 4 exposiciéon dalgunhas das sdas
propiedades bésicas, coa finalidade de establecer que toda funciéon medible complexa pode ex-
presarse como a descomposiciéon de dias funcidéns medibles reais. En concreto, estudaranse as
propiedades en relacién coas operacions aritméticas habituais e cos procesos de paso ao limite.
Ademais, abordarase a descomposiciéon dunha funcién real en parte positiva e negativa, asi como
o estudo de sucesions de funcions e a analise das stas propiedades no contexto da medibilida-
de. Finalmente, definiranse as funciéns simples, sendo imprescindibles para aproximar funciéns

medibles.

Sexa (X, .#) un espazo medible e (Y, 7) un espazo topoloxico.

Definicion 1.14. Dirase que unha aplicacién f: X — Y é .#-medible se
fYGye#t VGer.

Proposicién 1.15. Se u,v : X — R son funcions medibles e ¢ : R2 — Y € unha aplicacion
continua. Enton a funcion F :x € X — F(x) := ¢(u(zx),v(z)) é A - medible.

Teorema 1.16. Sexan (Y,7) e (Z,7') dous espazos topoldzicos e g : Y — Z unha aplicacion
continua: Se (X, H) € un espazo medible e f : X — Y € unha aplicacion A -medible, enton
go f é.#-medible.



Corolario 1.17. Sexa (X, .#) un espazo medible, entdn verificanse os sequintes enunciados:

1. Se f = u+iv, onde u e v son funcions reais medibles sobre X, enton f é unha funcion

medible complexa sobre X.

2. Se f = u+ v € unha funcion medible complexa sobre X, enton u, v e |f| son funcions

medibles reais sobre X .

3. Se f e g son funcions medibles complexas sobre X, enton f + g e fg tamén o son.

Proposicion 1.18. Sexa (X, .#) un espazo medible e sexa a sucesion de funcions { fn}nen tal

que fn : X — R € unha funcion medible Vn € N. Enton tamén son medibles sup f, e fng fn-
neN ne

Corolario 1.19. Seza (X, .#) un espazo medible e sexa a sucesion de funcions { fn}nen tal que
fn: X — R ¢ unha funcion medible Yn € N. Enton, as funcions limite superior e inferior son

medibles. Isto €, limsup = inf{sup fx} e liminf = sup{inf fx} son medibles.
n—->00 . k>n n—~oo n k>n

Corolario 1.20. Seza (X, .#) un espazo medible e sexa a sucesion de funcions { fn}nen tal que

fn: X — R € unha funcion medible ¥n € N. Se{fn}nen € puntualmente converzente, isto €

seVr € X 3 lim f,(z) = f(x) enton a funcion limite f : X — R ¢ medible. Este resultado
n—aoo

tamén € valido para funcions con valores complezos.

Corolario 1.21. Se f e g son dias funcions medibles con valores en R enton méax{f,g} e
min{f, g} tamén o son. En particular, se f : X —> R ¢ medible, e se definen f+ := max{f,0},
[~ :=—min{f,0} e f € medible, tense que f* e f~ son medibles.

Observacion 1.22. Para obter unha representaciéon en partes positiva e negativa para funciéns
con valores complexos, débese considerar que toda funcién f : X — C se pode escribir como
f =Re(f)+iIm(f), onde Re(f) e Im(f) son funcions con valores reais, as cales se lle aplica dita

representacion.

1.1.3. Funciéns simples

Sexa un espazo medible arbitrario (X, .Z).

Definicién 1.23. Dirase que unha funcién s é simple se esta definida sobre un espazo de medida
e a imaxe consta tnicamente dun ntmero finito de valores reais ou complexos, excluindo que

poida tomar valores non finitos.

Se ag, ..., an son os distintos valores que toma unha funcién simple s e tomando para cada

i=1,...,n, Ai={x € X / s(z) = a;} enton podemos representar s como

n
S = E Q5 XA
=1
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onde x4, denota & funciéon caracteristica de A;. Esta representacion chamase forma candnica da

funcion simple s.

n

Observacion 1.24. Unha funcién simple s con forma canénica s = g o; X4, ¢ medible se e s6
i=1

se todos os subconxuntos A; son medibles.

Teorema 1.25 (Aproximacion de funciéns medibles mediante funciéns simples medibles). Seza
f: X —C, ouf:X — R unha funcion medible. Enton existe unha sucesion de funcions

simples medibles {sp fnen tal que

1. ]s1] < s2| < - < sp| < o (S |f]). A sucesion das funcions valor absoluto é monotona-

mente crecente a |f].

2. f(z) = nﬁnoo sp(x) Vo e X, isto é, a sucesion {s,} converze puntualmente a f.

3. Ademais se f € unha funcion limitada, a sucesion podese escoller de forma que a conver-
zencia sexa uniforme. E se f € unha funcion non negativa, s, pode escollerse mondtona

crecente.

Observacion 1.26. Podemos escribir: |si| < [so| < - < |s,| < -+ < |f], se se convén que

| + 00| = | — 00| := +o0. Tratase dun convenio de notacion, sen implicacions métricas.

Observacion 1.27. A relevancia deste teorema non € so a aproximacion de funciéns medibles por
simples, senén que eliminando a condicién de medibilidade sobre as funciéns tense un resultado
analogo, isto é, toda funcién con valores reais ou complexos se pode aproximar por funciéns

simples.

1.2. Integraciéon Abstracta

Unha vez definidos os conceptos de funcién simple e funcién medible, procédese 4 construcion
abstracta da integral. En primeiro lugar, establécense resultados bésicos para a integracién de
funcions medibles non negativas, que seran posteriormente xeneralizados ao caso de funciéns
con valores reais e complexos. Ademais, preséntanse diversos teoremas de converxencia, que

constituien ferramentas fundamentais para o desenvolvemento posterior da teoria.



1.2.1. Integracion de funciéns simples e medibles

Definicion 1.28. Sexa s unha funcién simple medible non negativa con forma canénica

n
s = Z aiXx 4, Definese a integral de s en E € .#, respecto da medida p como
=1

/ s dp = ZaiM(Ai NE).
E

i=1
Observacion 1.29. A integral de funciéns simples medibles e non negativas verifica as seguintes

propiedades. Sexan s, t: X — [0,00) funciéns simples .Z-medibles, E € .# e ¢ > 0.

a) /csdu—c/sdu.
E E

b) /(s—l—t)duz/sd,u%—/td,u.
E E E

c) Se s(z) <t(x), Ve e X entén/ sdp < / t dp.
E E

A partir da integral das funciéns medibles simples e non negativas, pddese asignar agora unha

integral 4s funciéns medibles non negativas.

Definicion 1.30. Sexa f : X — [0,00] unha funciéon .Z-medible e un conxunto medible

E € /. Definese a integral de f en F € ., respecto da medida y como

/fdu = sup /sd,u,
E 0<s<fJE

onde s son funciéns .#Z-medibles simples.

Endncianse varias propiedades bésicas sobre a integraciéon de funciéns medibles non negativas.

Proposicion 1.31. Sezan f,g: X — [0, 00| duas funcions A -medibles, A, B,E € M .
1. Sef<g=>/fdu</gdu-
E E
2. SeACB:/fdug/fdu.
A B
3. Se ¢ € unha constante non negativa, enton / cfdu = c/ fdu.
E E

4. /E(f+g)du=[Efdﬂ+/Egdu-

5 Sef=0oupu(E)=0 entdn/ fdu =0.
E
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6. Tense que/fd,u—/ Ffxedy.
E X

En resumo, a integral verifica as propiedades de monotonia respecto o integrando, monotonia
sobre os conxuntos de integracién, linearidade con constantes positivas, aditividade respecto o
integrando, integral nula en conxuntos de medida cero ou para funciéns nulas e integracién sobre

subconxuntos mediante a funcién caracteristica.

A continuacion entnciase o Teorema de Converxencia Monodtona, o que afirma que nun con-

texto de integracion abstracta é plausible permutar limite con integral baixo certas condiciéns.

Teorema 1.32. Sexa {fn}nen, fn: X — [0,00], unha sucesion de funcions 4 -medibles non
negativas mondtona crecente, isto €, f1 < fo < - < f, < .... E sexa f(ZL‘)D: l£>n fnlx) Vo €
n oo

X, con f: X — [0,00]. Enton verificase:

/fd,u ::/ lim f,dpu = lim fndu

Por ultimo, se se define a integral en funcién do conxunto de integraciéon, obtense unha

medida:

Teorema 1.33. Se f: X — [0, 00| € unha funcion .4 -medible, daquela:
» A funcion de conzunto ¢ : E € M — ¢(E) = / fdu € 10, 00] é unha medida positiva.
E
= Verificase que / gdy = / gfdu para calquera g funcion A -medible non negativa definida
X X

en X.

Observacion 1.34. Por unha parte, dado un espazo de medida (X, .#, u) este teorema permite
crear novas medidas a partires da inicial. Por outra parte, as integrais sobre estas novas medidas

podense reducir a integrais sobre a medida inicial.

1.2.2. Funciéns complexas

Nesta seccidon procédese 4 extension do concepto de integral ao caso de funciéns complexas.
Como paso previo, ampliase a definicién a funciéns con valores na recta real ampliada, verificando
que se mantefnien as propiedades fundamentais da integral como funcional positivo. Finalmente,

enunciaranse dous resultados clave que permitiran consolidar o marco teérico da integracion.

Definicién 1.35. Sexa f : X — R unha funcién .#-medible. Dirase que:

LA existencia deste limite esta asegurada pola monotonia



1. f é integrable (en X) se ambas as duas integrais,

/}(f*du e /deu,

2. No caso anterior, se unha das integrais é finita e a outra non, dirase que f é integrable

son finitas.

en sentido amplo.

A integral de f en X respecto da medida p definese como

/deu—/xﬁdu—/xf‘du-

Sexa agora f : X — C unha funcién .#-medible complexa. Pddese reescribir f como u+iv,
sendo u a parte real de f e v a parte imaxinaria de f, con u e v funciéns reais. Para estender o

concepto de integral, esixese que se verique que as integrais

/qud,u, /udu, /erd,u e /vdu (1.1)
X X X X

Observacion 1.36. Afirmar (1.1)) é equivalente a afirmar que a integral / | f|du sexa finita.

x

sexan finitas.

Este desenvolvemento permite definir o primeiro espazo de funciéns integrables respecto unha

medida considerada.

Definiciéon 1.37. Definese o espazo de funcions integrables sobre (X, .Z, u) como
LYX, M, p) = LY () = {f : X — C tal que f é medible e / |fldu < oo} )
X

Definiciéon 1.38. Se f € £1(u), definese a integral de f en X como

/fdu:/u+du/u_du+i/ v+d,ui/v_d,u:/ud,u+i/ vdpu.
X X X X X X X

O espazo de funcions integrables respecto dunha medida, £!(p), xunto coa integral asociada,

poste unha propiedade fundamental que constitiie a base de numerosos resultados.

Teorema 1.39. (L'(p),+,-) € un espazo vectorial complezo e a integral é un funcional lineal

positivo neste espazo.

Observacién 1.40. Dendtase + como a operaciéon de suma entre funcions de £'(u1) e - como o

produto de escalares por funciéns de £1(p).
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Observacion 1.41. Neste caso, enténdese un funcional como unha funciéon dun espazo de fun-
ciéns que toma valores complexos. Se U é un subespazo de V', sendo V' o espazo vectorial comple-
x0, de todas as funciéns complexas definidas en X, un funcional lineal ¢ : U — C dise positivo
se

feUef>0—o(f)>0.

Alguns dos resultados da Proposiciéon das propiedades da integral de funciéns non
negativas, xeneralizanse para funciéns con valores reais ou complexos. En particular, tense a
aditividade da integral, mais a monotonia non ten senso. Por tltimo, resaltanse dous resultados:

o Teorema da Acotacion Modular e o Teorema da Converxencia Dominada.

Teorema 1.42. Se f € L(11) enton ‘/ fd,u! g/ |fldu.
X X

Teorema 1.43. Sexa { f, }nen unha sucesion de funcions . -medibles complezxas. Se se verifica:

» Existe g € LY (1) tal que |fo(2)| < g(x) para todo x € X e para todo n € N.

» A sucesion { fnnen converze puntualmente a f, isto éVr € X If(x) = h_)m fn(x).
n o
Enton cumprese que:

1. fn € LY(p) para todon € N e f € L (1).

2. Existe lim / | frn — fldp = 0.
n—-=o0 X
3. Emiste lim /fnd,u:/ fdu.

1.2.3. Papel dos conxuntos de medida nula

A continuacion recollense unha serie de propiedades que verifica a integral, centrdndose nas
versions dos teoremas de converxencia. Considérese un espazo de medida (X,.#,u) e P unha

certa propiedade que poden ter os puntos de X ou non.

Definicién 1.44. Dise que P se verifica en case todas partes de X, respecto da medida u se

existe un conxunto E € . e se verifica que u(X/E) = 0.

Semella que se pode prescindir dos conxuntos de medida nula ou engadilos, no que & inte-
gracion se refire, sen que isto supona problema algin. Ademais, moitas propiedades verificanse

unicamente case todolos puntos respecto a medida p (c.t.p. (u)).
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Por estes motivos, é fundamental dispofier de nociéns e resultados que permitan traballar
neste contexto. Adoitase identificar a funcién f coa sta extension medible en X. Deste xeito,
darase sentido a expresions como “ f é medible en X, mesmo cando f estea definida orixinalmente

so c.t.p.

Con este convenio, podense enunciar e aplicar versions dos teoremas de converxencia baixo

hipéteses que se cumpren s6 c.t.p.

Teorema 1.45. Sexa {f,}nen unha sucesion de funcions A -medibles non negativas definidas
c.t.p.(p) de X tal que sexa unha sucesion mondtona crecente, isto é, fi < fo < - < f, < ..

c.t.p.(u), e tal sucesion é puntualmente converzente a f(z) = lm f,(x) c.t.p.(u) de X. Enton
n——~oo

verificase:

/fd,u ::/ lim f,dp = lim /fnd,u

Teorema 1.46. Sexa { f, }nen unha sucesion de funcions .4 -medibles complezas definidas c.t.p.(u)

en X. Se se verifica:

» Erxiste g € LY () tal que |fo(2)] < g(x) e.t.p.(u) de X e para todo n € N,

w A sucesion {fn}tnen converze puntualmente a f, isto é Vx € X If(x) = lim f,(z)
n—-aoo
c.t.p.(u) de X

Enton cimprese que:

1. fn € LY(p) para todon € N e f € LY ().

2. Eziste lim / | fr. — fldu = 0.
n—-ao0 X

3. Existe lim / fndp = / fdu.
Teorema 1.47. Se f: X — [0,00] € unha funcion .# -medible e E € .# € tal que / fdu=0
E

enton f(x) =0, c.t.p.(u) de E.

Teorema 1.48. Se f € L(11) cumpre que/ fdu=0VE € A enton f(x) =0 c.t.p.(u) de X.
E

Ainda que nos enunciados dos teoremas se optara por cambiar a hipotese de que as funciéns
estean definidas c.t.p. (u) de X por definidas en todo punto de X , isto non melloraria as

conclusiéns que se obtenen.

Teorema 1.49. Sexan ( X,.#,u ) un espazo de medida finito, f € LY(u) e F un subconzunto

pechado do plano complexo, tal que:

Agp(f) = 1/ fdu € F, sempre que E € A4 e u(E) >0,
w(E) Jp
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daquela, f(zx) € F, c.t.p. (n) de X.

A cantidade Ag(f) denominase valor medio de f en E.

1.3. Os espazos L?

Ao longo da evolucion da Analise Matemaética, un dos enfoques centrais consistiu no estudo
de coleccions de funciéns que, en moitos casos, se estruturaban como espazos vectoriais reais ou
complexos. Dada a frecuente apariciéon de procesos de paso ao limite, resulta natural e necesario
dotar aos espazos de medida dunha estrutura métrica ou topoldxica que garde coherencia co
comportamento das funciéns que os conforman. A forma maéis elemental e efectiva de introducir
tal estrutura é mediante a definicion dunha norma. No anexo[A.2]definense e explicanse conceptos

previos para o tratamento desta seccion.

1.3.1. Espazos L?

Considérese un espazo de medida arbitrario (X,.#, y). Tendo en conta a definicién [1.37,
obsérvase que, ainda que unha funcién medible non pertenza £!(u), pode ocorrer que si o sexa
algunha das potencias (do seu modulo). Polo tanto, resulta interesante considerar as seguintes

coleccidns de funcidns:

Definicion 1.50.

Ep(,u)::{f:X—>C|fémediblee/|f|pdu<oo}, p>1.
X

Para p = oo tense unha definicién diferente, precisando do concepto de funcién esencialmente

limitada.

Definicién 1.51. Unha funcién medible, f : X — C, é esencialmente limitada, se cumpre a
seguinte condicién:
Ja > 0 tal que |f(z)| < o, c.t.p.(u) de X. (1.2)

Cada constante o cumprindo ([1.2) denominase cota esencial de f.

Definicion 1.52.

LP(p) :={f: X — C| f é medible e esencialmente limitada}

Da mesma forma que se obtivo para £! (i), tamén se xeraliza a propiedade de que (£P (i), +, -)

é un espazo vectorial complexo:
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Proposicion 1.53. Se p > 1, entdn LP(u) € un espazo vectorial complexo.

Ademais, podese definir unha seminorma en £P(u), dada por

I1+= (/. If(:v)lpdu(w)>1/p, para todo f € LP(j1).

Definicién 1.54. Dous nimeros p e ¢ son chamados indices conxugados se cumpren a seguinte
condicion:

L

p q
onde p > 1 e g > 1. Para un indice p, o seu indice conxugado ¢ estd determinado de maneira

tnica pola formula anterior.

A seguinte desigualdade xeraliza a desigualdade de Cauchy-Schwarz, ademais tamén se tenen
as seguintes relaciéns de pertenza:
Teorema 1.55. Verificanse os sequintes enunciados:

1. Sep e q son indices conzugados, € dicir, 1 < p,q < oo e %—}—% =1, e ademais, se f € LP(u)

e g€ Li(u), enton: f-ge L), e ademais, a desigualdade de Hélder é:

1= glle < [ fllpllgllq:

2. Se f e LYu) eg e L), enton f-g € LY (1), e ademais, a sequinte desigualdade se

cumpre:

I1f - gl < 1 f11llglloo,

Teorema 1.56. Se 1 <p < oo e f,g € LP(u), daquela cimprese a sequinte desigualdade:

1+ gllp < 1 £1lp + [lgllp-

1.3.2. Os Espazos L?

En xeral, os espazos seminormados (LP (), || ||p), para 1 < p < 0o, non son espazos normados.
Para acadar o obxectivo de transformar os espazos (£P(u) en espazos normados, identificanse as
funcions que son iguais c.t.p(u). Isto é, as funciéns f e g tales que | f — gl|, = 0, onde “igual
practicamente” significa que f = g case en todas partes con respecto a p. O espazo cociente

resultante serd un espazo normado.
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Construcion do espazo normado

Definese a relaciéon de equivalencia f ~ g se e s6 se f = g case en todas partes con respecto
a4 medida p de X, isto ¢, f ~ g & f = g c.t.p.(u). Esta relacion de equivalencia establece
unha relacién no espazo vectorial de todas as funciéns complexas e medibles definidas en X,

LP(X, M, )

O conxunto cociente obtido en £P = LP(u) segundo esta relacion, denotarase por L£P(u)/ ~,
que tamén se denotara como LP. Os elementos de LP(u) son, polo tanto, clases de equivalencia.

Para f € LP, denotarase por [f] 4 clase de equivalencia que contén a f, isto é:

[f1={neLl(p):h~f}

Estrutura de espazo vectorial en LP(u)

A estrutura de espazo vectorial de £P induce unha estrutura de espazo vectorial en LP: a
estrutura de espazo vectorial cociente mediante as seguintes operaciéons (non dependen dos

representantes elixidos):
1+ 19l =1f+gl, [f],]lg] € LP.
A= [0 [flelr aeC

Xa que para f,g € LP, se f ~ g = | fllp = |lglp, a seguinte aplicacién esta ben definida:

-1y [T € L2 = 1Al = 1 /[l

Verificase que || - ||, ¢ unha norma LP. Polo tanto, para cada p, 1 < p < 0o, 0 espazo (LP (), ||-||p)

é un espazo normado. E ademais tamén se ten a sta completitude.

Teorema 1.57. Para cada espazo de medida (X, #,p) e cada p, 1 < p < o0, o espazo LP(u) é

un espazo de Banach.

O Espazo de Hilbert L?(p)

Sexa (X, . ,u) un espazo de medida. Entre os diferentes espazos LP(u), destaca o espazo
L?(u), xa que a sia norma estd inducida por un produto interior (que estd ben definido, en
virtude da desigualdade de Hoélder):

(1) L20) x I2() 5 T, (flg) = / f(@)g(x) dy
X

Polo tanto, L?(u) convértese nun espazo de Hilbert e, asi, son aplicables a L?(u) todolos

resultados propios destes espazos. Asi, por exemplo, cada funcional lineal continuo en L?(1)
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queda determinado por un tnico elemento de L?(p), segundo se especifica no Teorema de
representacion de Riesz-Fréchet (Teorema [A.15]), do seguinte xeito:

Se T': L*(11) — C é un funcional lineal continuo, daquela, existe unha tnica g € L?(y) tal que:

T(f) = /X f@)g(x) du(x),  Vf € L3(u)

Referencias bibliograficas

Os fundamentos da Teoria da Medida (Secciéon seguen a formulacion clasica presen-
tada en Rudin,[10], referencia que tamén se emprega para a Integracion Abstracta (Seccion
[1.2). Para os espazos LP (Seccion emprégase Cohn,[3] e Rudin,[I0]. Porén, para profundar
en aspectos de Teoria da Medida consultouse Chae,|2] e para a Andlise Funcional consultouse
Muscat,[6].

Consultaronse mais textos para analizar diferentes desenvolvementos, mais finalmente optouse

polas referencias citadas, tanto pola sta concreciéon nos contidos como pola siia complexidade.
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Capitulo 2
Descomposicions de medidas

Neste capitulo introducirase a extensién das medidas positivas a casos maéis xerais, explo-
rando a estrutura das medidas en espazos medibles. Estudarase a Descomposicién de Jordan,
que permitird separar unha medida real en partes positivas e negativas. Para este propoésito,
introducirase a variaciéon total, analizando as stas propiedades. Concluirase co concepto de
continuidade absoluta entre medidas, o que culminaré os requisitos para enunciar o Teorema
de Radon-Nikodym.

2.1. Extension das medidas e descomposicions

Historicamente, as primeiras medidas estudadas foron aquelas que tomaban valores positivos.
Porén, a medida que a teoria se desenvolveu e se probaron diversos resultados, observouse a
necesidade de estender o concepto de medida a contextos mais xerais, dando lugar 4s medidas con
signo (en particular, 4s medidas reais) e 4s medidas complexas. Unha forma natural de introducir
estas novas clases de medidas consiste en aproveitar a propiedade aditiva das medidas: se @ e ¥
son medidas definidas sobre un mesmo espazo medible, enton a sta suma (¢ + 1) tamén define

unha medida, dado que para todo conxunto medible E se verifica que

(o +P)(E) = o(E) + ¢(E).

Este principio permite construir medidas mais xerais mediante combinaciéns lineais de medidas,
abrindo o camino as medidas reais e 4s medidas complexas, que se obtefien como diferenzas ou

combinacions lineais (respectivamente) de medidas positivas.

17
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2.1.1. Medidas con signo e medidas reais

Considérese unha funcion real integrable ou integrable en sentido amplo, é dicir, unha funciéon
h : X — R. Esta funcién pode descomponierse como a diferenza das stias partes positiva e
negativa: h = h™ — h~. Ambas funciéns, h* e h™, son funciéns medibles e non negativas, polo

que, aplicando o Teorema a cada unha delas, obténense duas medidas positivas asociadas:

vH(E) ::/Eh+du, v (E) ::/Eh_du.

A partires destas, definese unha funciéon de conxunto v sobre .# mediante a diferenza:

v(E) = u+(E)—u—(E):/Eh+du—/Eh—du:/Ehdu.

A funcioén v asi definida pode tomar valores negativos, polo que se obtén unha funcioén de conxunto

que non toma s6 valores positivos, definida naturalmente a partir dunha funcién integrable.

Para garantir que a funciéon de conxunto estea ben definida débense considerar funciéns

integrables, ou integrables en sentido amplo. Isto é, que polo menos unha das integrais / htdpu

ou / h™du sexa finita. Isto asegura que v non tome simultaneamente os valores +00 e —oo0,
X

evitando asi expresions indeterminadas.

O relevante é que esta funciéon de conxunto, ao ser unha integral, ten a propiedade de o-

aditividade e de que v(0)) = 0, igual ca unha medida.

Grazas a esta motivacion, podese estender a definicion de medida positiva (Definicion ,

reformulandoa do seguinte xeito:

Definicién 2.1. Sexa (X,.#) un espazo medible. Unha medida con signo en (X, .#) é unha

funciéon de conxunto v : .# — R tal que v()) =0 e v é o-aditiva.

Doutra forma, considerando p1 e pe dias medidas positivas, pode definirse unha medida con

signo como
v(E) = m(E) — p2(E),

sempre que polo menos unha das dias sexa finita, co fin de garantir a boa definiciéon da diferenza.

Observacion 2.2. Obsérvase que unha medida con signo v non pode tomar simultaneamente os
valores oo e —o0. Este feito deducese da propiedade de aditividade: para cada conxunto medible
E € # debe cumprirse que v(E) 4+ v(F) = v(E U F), sendo (X, .#) o espazo medible. Dado
que a suma oo + (—o0) non esta definida no conxunto dos nimeros reais estendidos, a presenza
simultanea de ambos valores infinitos daria lugar a unha expresion indeterminada, o cal contradi

a definicion de medida con signo.
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Como consecuencia, concliese que unha medida con signo s6 pode adoptar, como maximo, un
dos dous valores infinitos. En particular, se existe un conxunto medible E € .# tal que v(E) = oo,
enton a medida total v(X) tamén debe ser infinita, e non pode existir ningin conxunto medible
A tal que v(A) = —oo. De maneira analoga, se nalgin conxunto se alcanza o valor —oo, entén a

medida non pode tomar o valor co en ningtin outro conxunto.

Observacion 2.3. Un caso particular de medida con signo é o das medidas reais. Chamase
medida real a toda medida con signo que toma valores finitos en todos os conxuntos medibles,
é dicir, unha funcion v : # — R que é o-aditiva e verifica v(f)) = 0. Asi, as medidas reais son as

medidas con signo que non admiten valores infinitos.

2.1.2. Medidas complexas

Sexa f € L'(pu) unha funcién con valores en C sobre un espazo de medida arbitrario

(X, A, 1). Ao ser f unha funcion con valores en C, pode expresarse como
f=u+iv,

onde u = Re(f) e v = Im(f) son funciéns reais e medibles. Cada unha delas pode escribirse

como a diferenza de dias funciéns medibles non negativas:

sendo ut,u~,v", v~ funciéns medibles e non negativas, en base 4 Proposiciéon m

Aplicando o Teorema a cada unha das devanditas funciéns, definense catro medidas

positivas finitas:
ot () = / W, oo (E) = / wd, o (E) = / otdu, oy (E) = / vdp = / fdu.
E E E E E

Estas medidas estan ben definidas, posto que a pertenza de f a £!(u) implica a integrabilidade

absoluta das siias partes real e imaxinaria, o que significa que as medidas anteriores son finitas.

Definese entéon a funcién de conxunto
PUE) = s () = (B) + g () = - (B)) = [ s

a cal toma valores en C, pois tanto a parte real como a imaxinaria constitiien combinaciéns
lineais de medidas reais. Ademais, a funcién ¢ resulta o-aditiva, como combinacién de funciéns

o-aditivas reais, polo que é unha funcién de conxunto con propiedades similares a unha medida

Este construcion motiva a necesidade da seguinte definicién formal.
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Definiciéon 2.4. Sexa (X, .#) un espazo medible. Unha medida complexa en (X, .#) ¢ unha

funcion de conxunto A : .# — C, tal que :
oo
VE € M e V{E),}nen € Pm(E) verificase que A\(E) = Z A En) (2.1)
n=1
Se A soamente toma valores reais diremos que A é unha medida real.

Doutra maneira, dadas p1, p2, i3 € pq medidas positivas e finitas, a funcién de conxunto

definida por:
Q(E) = p1(E) = p2(E) + i(us(E) — pa(E)),
define unha medida compleza.
Observacion 2.5. A igualdade de (2.1]) debe entenderse en termos de converxencia absoluta da
serie. Dado que se esixe para toda particién medible de E, a condicién implica a converxencia

absoluta da suma. Esta esixencia garante que as medidas complexas non poidan asignar valores

infinitos, xa que o infinito non pertence ao corpo dos ntmeros complexos.

2.1.3. Descomposiciéon de medidas

Unha vez estendido o concepto de medida, xorde unha cuestion natural:

Problema 2.6. Asi como unha funciéon complexa se pode descomponer en parte real e parte

imaxinaria, pddese facer o mesmo coas medidas complexas? O
Dada unha medida complexa A, podemos escribir
A = Re(A) +iIm(N),
onde Re(A) e Im(\) son as medidas reais definidas respectivamente por

Re(\)(E) = Re(A(E)), Im(\)(E) = Im(\(E)) VE e ..

Resolto isto, cabe preguntarse se as medidas complexas se poden expresar como combinacion
lineal de medidas positivas finitas. O seguinte paso serd, pois, analizar a descomposicién das

medidas reais.

Problema 2.7. Asi como unha funciéon real se pode descompoifier en parte positiva e negativa,
podese expresar unha medida real como a diferenza de diias medidas positivas? E dicir, dada

unha medida real u, existen medidas positivas pu* e u~ tales que

p=pt—pm? O



21

Un primeiro enfoque consiste en definir 4+ e 4~ de forma analoga 4s partes positiva e negativa
dunha funcién real. Porén, este intento non garante en xeral que as funciéns resultantes sexan

medidas positivas, como se ve no seguinte exemplo.

Exemplo 2.8. Considérase o intervalo X = [—2, 2] coa o-alxebra de Lebesgue restrinxida, .47 ep,

e 1 a medida de Lebesgue correspondente. Definese a funcién f : X — R como

) -1 sex€[-2,0),
fe) = { 1 sexz€]0,2]

Como f € £'(u) e é unha funcién con valores positivos e negativos, pédese definir a medida

real
)\(E) = / fdu, VE € M ep-
E

Pola definicién de f, para calquera conxunto medible E:

) = [ fan= [ g Tl /. o 1= HEO 2,00+ (BN 0,2),

Unha posible definicion para AT e A\~ seria:
A(E) = max{\(E),0} A (E)=—-mi{\E),0} VEc.#
Porén, esta eleccion non garante que ™ e A\~ sexan medidas positivas.

Se AT fose unha medida positiva, entén deberia ser monétona, é dicir, se A C B con A, B €
MTep, deberfa cumprirse A1 (A4) < AT(B). Con todo, podese atopar un par de conxuntos A, B

que violan esta propiedade, demostrando asi que AT non ¢ unha medida.

Tomense os conxuntos como A = [0,1] e B = [-1,1],

= MA) = —p(AN[=2,0)) + w(AN0,2]) = —p(0) + p([0,1]) = -0 +1

e A(B) = —p(BN[-2,0)) 4 (B A[0,2]) = —u([~1,0]) + pu([0,1]) = ~1+1=0
Polo tanto AT (A) =1 e A*(B) =0, tendo que AT (A) =1> 0= A" (B). O

O concepto de medida variaciéon permitira acadar a descomposicion buscada.

2.2. Variaciéon dunha medida

Sexa A unha medida complexa definida sobre unha o-alxebra .#. Unha dificultade funda-
mental ao traballar con medidas complexas é que os seus valores pertencen a C, o que impide,

en xeral, unha interpretaciéon directa en termos de medida de tamano ou masa.
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Para analizar mellor o comportamento de A, é 1til atopar unha medida positiva asociada que

controle en certo sentido o seu moédulo. Buscase, pois, unha medida positiva A\* tal que
INE)| < A*(FE) paratodo F € .,
sendo ademais a menor medida positiva que cumpra esta propiedade.

Toda solucion, no caso de que exista, verifica que VE € 4 e V{E, }nen € Pm(E)

N(E) = ul(En) =) IME) (2.2)
n=1 n=1

Polo tanto, A* é polo menos igual ao supremo da tultima suma, sobre todas as particiéons
medibles de calquera conxuntos medible. Isto suxire definir a funcién de conxunto A* como

segue:

Definicion 2.9. Se A : .# — C é unha medida complexa, definese a funciéon de conxunto

N : Ec.# — |\(E)=sup {Z IA(En)| tal que {Ey}nen € Pm(E)}
n=1

A continuacion demostrarase que |A| ¢ unha medida positiva, denominandose medida va-
riacién total de M. Polo tanto é a solucién que se buscaba, pois é a minima por definicion,
no senso de que calquera outra solucion \* verifica que \*(E) > |\|(E) para calquera conxunto
medible.

Observacion 2.10. Se A é unha medida positiva finita, daquela, a medida variacién total de A

coincide coa propia .

Observacion 2.11. Se p é unha medida positiva non finita e adoptase o convenio: |+ oo| = +00,
logo ten tamén sentido definir a variacion total de p, |pu]. Enton terase que: |u(E)| = u(E), VE €

M, ainda que p(E) = +o0, resulta que a medida variacion total de p é a propia p.

Observacion 2.12. Se A ¢ unha medida complexa, a variacion total de A (ou medida variacion

total de ), |\|, non é, en xeral, o modulo de A. Pola definicién da medida variacion, temos que:
N(B) > NB), VE e M.
Teorema 2.13. Se A\ : .# — C ¢é unha medida complezxa, enton |\| é unha medida positiva.

Demostracion. Débese probar que |A| é unha medida, polo tanto probarase que |A| verifica a

propiedade de o-aditividade, pois é trivial que |A\|((}) = 0. Débese demostrar que para calquera
(o)

conxunto medible £ € .# entén Z IA|[(En) = |A[(F) para calquera particion medible de E,

{En}nen € Pn(E). "~
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Considérese E € ., un medible arbitrario, e sexa {E, },en unha particion medible de E.

Sexan t, numeros reais tales que t, < |A|(E,) para cada n € N. Sexa {Anm}men unha

particién medible de E,, para cada n € N, de tal forma que

tn < Y [MAnm)]. (2.3)
m=1

Polo tanto, chégase a que

ZWZZ A(Anm)| < [A|(E). (2.4)

n=1m=1

Onde a primeira desigualdade se obtén por (2.3), e a segunda por ser {A,,,} con n,m € N unha
particion de E, seguindo (2.2]). Agora, tomando o supremo do primeiro membro de (2.4)) sobre

todas as eleccions admisibles de t,, obtense:
Z [Al(En) < |A(E). (2.5)
Sexa {Cp, }men outra particion de E, polo tanto pédense descompor Cy, e E,, como segue:

» Fixado m, {C,, N E,} é unha particion de C,.

» Fixado n, {C,, N E,} é unha particion de E,.

Polo tanto

STACH)I =Y 3 AMCan B < DTS NCm N By)

m:loo . m=1 |n=1 . m=1n=1 (26)

=D > MCnNE) <Y IN(En)

n=1m=1 n=1
Como Z IA(Cr)| < Z |A|(Er) se ten para toda particion {Cy,} de E, tense que
A(E) <D (B (2.7)
n=1

Polo tanto, en base a (2.5)) e (2.7)) obtense a igualdade requirida, logo |A| ¢ unha medida. Ademais

é positiva por definicién, ao considerar médulos de nimeros complexos. O

Por outra banda, a medida variacion total verifica outra propiedade: |A|(X) < oo, isto significa
que |A] é finita. Polo tanto, como |A(E)| < |A(E) < |A|(X) isto implica que toda medida

complexa en calquera espazo medible é limitada. Se a medida A é complexa, o rango da medida
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pode limitarse por unha bola de radio determinado. Esta tltima propiedade cofiécese como que

as medidas complexas son de variaciéon acotada.

Antes de demostrar isto, entnciase un lema técnico, cuxa demostracion se pode atopar en
|[Rudin, Th.6.1.4, [10]]

Lema 2.14. Se z,..., 2N son nimeros complexos, entén existe un subconzunto S de {1,..., N}
tal que

2

kesS

Z|Zk|

E por tltimo, demoéstrase que a medida variacién total dunha medida complexa é unha medida
finita.

Teorema 2.15. Se A\ : . # — C € unha medida complezxa, enton |A|(X) < co
Demostracion. Dividirase a demostraciéon en daas partes. Primeiro probarase o seguinte enun-
ciado:

Se existe un conxunto E € . tal que |A(E) = oo, daquela, existiran tamén conxuntos
A, B € .#, cumprindo:

AUB=E, AnB=0, [AA)|>1e|)(B)=o.

Posteriormente empregaremos isto para ver que a medida variaciéon total é finita.

Primeira parte. Supofiamos primeiro que existe un conxunto medible E € .# tal que |A|(E) =
00, logo para cada t € R existira { £}, }nen, unha particion medible de E, tal que Z IN(ER)| > t.

n=1
Polo tanto, para algiin N € N dependente de ¢t cumprirase tamén que

Z INE,)| > t. (2.8)

En particular, considérese t = (14 |A\(E)|) escollendo a correspondente particion { Ep fnen € N,

verificando ([2.8)).

Aplicando o Lema e tomando os niimeros complexos z; = A\(E;) con i € {1,..., N} enton

existe un subconxunto de indices S de {1,..., N} verificando que
1> AME)| Z)\ Ep) = (1+|\E)|) > 1. (2.9)
keS keS

Sexa A = U E; e B=FE\ A, enton séguese que A e B verifican as seguintes condicions:
JES
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» ABe#/, ANB=0e AUB = E por definicion de A e B.
» Das relacions dedtcese que |A\(A)| > 1+ |A(E)| e polo tanto |A(A)| > 1.
» Finalmente, obtense que |A(B)| > 1 pois

AB)] = [AE) = AMA) = [[ME)] = A = [ME)] = [A(A)] > 1

En consecuencia, como |A| é unha medida positiva e oo = |A|(E) = |A|(A) + |A|(B), polo menos

un dos sumandos debe ser infinito.

Segunda parte. Supodnase agora que |A|(X) = oo enton séguese pola primeira parte anterior

que existen dous conxuntos medibles A; e By tales que
AUBI =X, AiNB =0, [MA)|>1e]|\(B1)=o0.

Aplicando a By o mesmo resultado chégase a unha separacion A, e Bs similar. Razoando por

inducion obtemos duas sucesions de conxuntos medibles { Ay, }nen € {Bp }nen verificando
ApnUByp =Bno1, ApnN By, =10, [MAn)|>1e)(B,)=ooc.

Por construcién tense que os conxuntos A, son disxuntos dous a dous, verificando que

AU A0 =D A4,
n=1 n=1

cuxo suma deberia ser converxente, mais os conxuntos A,, verifican que |A(A4,)| > 1 para cada
n, o que imposibilita a converxencia da serie. Chégase a unha contradicion co feito da existencia

dos conxuntos A,, e polo tanto |A|(X) < oo como se queria probar. O

Como curiosidade da medida variacion total, considerando o espazo medible (X, .#) e M
como o conxunto de todas as medidas complexas definidas en (X,.#), obtense que (M, +,-) é

un espazo vectorial complexo. Ademais, considerando a aplicacion
H]: A e M — [[A]] := [A[(X) € [0,00),

define unha norma en M, que se adoita chamar norma variacién. Pédese probar que o espazo

normado (M, || -||) é un espazo de Banach.

2.3. Descomposiciéon de Jordan

Dada unha medida complexa A : .# — C, comprobouse que se podia descomponer como a

suma de duas medidas reais:

A =Re(A) + i Im()).
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A cuestion a resolver agora é como descomponer unha medida real g como a diferenza de duas
medidas positivas. Grazas ao estudo realizado sobre a medida variacién total dunha medida real,
obtense que |u| € unha medida real positiva e finita. Polo tanto, verificase que tanto ||+ x4 como

|| — 1 son medidas reais e positivas.

Isto ¢é certo polas propiedades da medida de variacion total e por seren p e |p| medidas reais.

A continuaciéon demostrase que efectivamente estas tiltimas medidas son positivas.

Por definicién, tense que

lu(BE)| < |ul(E) VEE€ .4,

0 que equivale a
—[ul(E) < u(B) < [ul(E) VE € .. (2.10)

Tendo en conta (2.10)), e sabendo que
(lul + 1) (E) = [p|(E) + p(E) = |ul(E) — |pu[(E) =0,

probase que é unha medida positiva. A finitude conséguese debido a que

(Il + p)(E) = |pl(E) + n(E) < [pl(E) + [ul(E) = 2|p/(E) < oo,
pois |u| é unha medida finita.
Analogamente probase que |p| — o é€ unha medida positiva e finita.

Polo tanto, se definimos

1
pt = 5(\#\ + )
_ 1
po= 5l =n)
obtemos a descomposicion buscada.
Despexando |u| e p, obtense que
ul = p™ 4+ p”
po=p—p
Definicién 2.16. Se p é unha medida real, o par (™, pu~) definido a través de
1 _ 1
ph=glul+ ), pm =5kl =),

conécese como a descomposicién de Jordan de p. Denotamos por p a variacion positiva de

[ € por u~ a variacton negativa de .

Observacion 2.17. A formulacion desta descomposicion é desenvolto en Rudin, [10]. Mais adian-

te comentarase outra forma de definir esta mesma descomposicion.
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2.4. Continuidade Absoluta

Grazas ao Teorema demostrouse que, ao considerar a integral como unha funcién defi-
nida sobre conxuntos, obtense unha medidas positiva. Na secciéon estendéronse as medidas a

contextos mais xerais.

Dada unha funciéon f no contexto do Teorema [1.33] , ao considerar a medida ¢, obsérvase

que se verifica a seguinte propiedade:
Se E € # e u(E) =0, enton o(E) = 0. (2.11)
Esta relacion entre medidas denominarase continuidade absoluta, e demostrarase que pode
interpretarse como unha certa forma de continuidade entre medidas.

Definiciéon 2.18. Sexa (X, .#) un espazo de medida, p unha medida positiva e A unha medida
arbitraria, ambas definidas en .#. Dirase que A é absolutamente continua respecto de u se

se verifica a seguinte condicion
[Ee# e p(E)=0 = AE)=0, (2.12)

e denotarase por A << pu.

No contexto da continuidade absoluta introdtacense tamén os conceptos de medidas mutua-
mente singulares e concentracién de medidas en conxuntos, que permiten caracterizar de forma

maéis precisa a relacion entre distintas medidas.

Definiciéon 2.19. Sexa (X,.#) un espazo medible, A unha medida arbitraria definida en .Z.

Sexa A € ., diremos que \ estad concentrada en A se
ME)=ANENA) VEe . (2.13)

Definiciéon 2.20. Sexa (X, .#) un espazo de medida e A; e A2 dias medidas arbitrarias definidas
en ./ . Dirase que A1 e A2 son mutuamente singulares ou ortogonais, denotandoo por

A1 L A9, se existen conxuntos A, B € . tal que:

1. AnB =1
2. A1 esta concentrada en A.

3. Ao esta concentrada en B.

Recollese a seguinte proposicion, cuxa demostracion se pode atopar en [10].
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Proposicion 2.21. Sexan p, A\, A1 e Az, medidas sobre unha o-dlrebra A , e que | € positiva.

1. Se A estd concentrada en A, entén tamén o estd |\|.
2. Se A\ L Ay, enton |Ai| L |Aa].

3. Sed LpedyLuenton A+ L.

4. Se A << poe g << p, enton A\ + Ao << L.

5. Se A << p, enton |\ << p.

6. Se A\ << p ey L mu enton A1 L As.

7. SeA<< e L penton A=0.

O concepto de medida absolutamente continua tamén se pode caracterizar como segue
Proposicion 2.22. Sexa (X, .#) un espazo medible, p unha medida positiva e X\ unha medida
complexa. As sequintes afirmacions son equivalentes:

1) A<< p.

2) ¥e >0, 30 >0 tal que [E € A e p(E) <] = |AN(E)| <e.
Demostracion. A implicacion 2) = 1) é case trivial. Se £ € . é tal que u(E) = 0, por 2)
dedtcese que |\(E)| < € para todo € > 0, polo tanto \(E) = 0.

Para probar 1) = 2) pasarase ao contrarreciproco. Supo6niase que non se verifica 2), entoén
existe algin € > 0 tal que, para cada 0 > 0, existe un Es € .# verificando que p(Es) < 0 e
1 1
IA(Es)| > €. En particular, para cada n € N, tomese 6 = o0 logo u(Ey) < on © IA(En)| > €.

n o0
Para cada n € N, sexan A, = U Eie A= ﬂ A,,. Os conxuntos A,, e A son medibles.

=1 n=1

Tense que {A,, }nen € unha sucesion contractiva de conxuntos, e ademais cumpre:

> 1 1
Vn €N, p(dn) <D p(E) <Y o0 = gy <00,

de onde se segue que

0 < p(Ah) = nH—>HlooM(An> < lim =0. (2.14)

n— o0 2n—1

Agora, grazas a que a medida variacion total de A, |A|, € unha medida positiva finita, tense que:

IAl(An) > [A[(ER) > [A(ER)| > €,
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obtendo que

= 1i >
A(4) = lim M(A,) > e (2.15)
En base a (2.14) e (2.15) tense que |\| non é absolutamente continua respecto u. Pola Proposicion
5. tense que A non é absolutamente continua respecto pu. 0

Observacion 2.23. Esta caracterizacion non se teria se a medida A non é finita.

Grazas as definiciéns de continuidade absoluta e ortogonalidade entre medidas, chégase &

seguinte descomposicion.

Definiciéon 2.24 (Descomposicion de Lebesgue). Dadas p, unha medida positiva e A, unha
medida arbitraria, definidas sobre un mesmo espazo medible (X,.#), afirmarase que A admite
unha descomposicion de Lebesgue relativa a p se existe unha parella de medidas A, e Ag tales

que:

1. A=A+ s,
2. Ay < 1, é dicir, A\q é absolutamente continua respecto de p,

3. As L w, édicir, As é singular respecto de pu.

2.5. Descomposicion de Hahn

Sexa p unha medida real no espazo medible (X, .#).

Definicion 2.25. = Dirase que un conxunto medible P € .# ¢é positivo se a medida de

calquera subconxunto medible de P é maior ou igual a cero.

P € .# dise positivo se u(B) >0VB C P, Be /.

= Dirase que un conxunto medible N € .# é negativo se a medida de calquera subconxunto

medible de IV é menor ou igual a cero.

N € . dise negativo se u(B) <0VB C N, Be .Z.
Entinciase o seguinte resultado [[3], Lemma 4.1.3|, que amosa que calquera conxunto con
medida negativa ten un subconxunto negativo.

Proposicion 2.26. Sexa p unha medida real en (X, #) e sexa un conzunto medible A € A tal
que —o0o < pu(A) < 0. Enton existe un conzunto negativo B tal que B C A e u(B) < u(A).
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Definiciéon 2.27. A descomposicion de Hahn dunha medida real p en (X,.#) é un par (P, N)
de subconxuntos disxuntos tal que P, N C X, tal que P é positivo para p e N é negativo para
w, verificando que PUN = X.

Teorema 2.28 (Teorema da Descomposicion de Hahn). Sexa p unha medida real no espazo

medible (X, . #). Enton p orizina unha descomposicion de Hahn en (X, ).

Observacion 2.29. Obsérvese que o Teorema da Descomposicion de Hahn garante a existencia,
mais non se ten a unicidade, pois se se tenen dias descomposiciéon os seus conxuntos positivos

(respectivamente negativos) diferéncianse en conxuntos nulos.

Grazas ao teorema anterior podese interpretar unha medida real como unha medida que asig-
na pesos negativos aos subconxuntos de IN e pesos positivos aos subconxuntos de P. Agora ben,
se podemos descomponier o espazo en partes positiva e negativa segundo a Descomposicién de
Hahn, semella natural preguntarse se tamén é posible descomponer a medida nas stas corres-
pondentes partes positiva e negativa. Esta idea da lugar 4 chamada Descomposiciéon de Jordan,

que ofrece unha nova perspectiva sobre os resultados introducidos na Seccién

Definicién 2.30. Sexa (P, N) a descomposicion de Hahn dunha medida real p. Definese a parte

positiva e negativa de p como

pH(E)=u(ENP) p (E)=u(ENN) tal que F € A.

Estas duas funciéons son medidas positivas, e satisfan que para todo subconxunto medible
Ee A
p(E) = p(E) — p~ (B).

Polo tanto, dediicese como un corolario natural da Descomposiciéon de Hahn o seguinte resultado:

Corolario 2.31 (Teorema da Descomposicion de Jordan). Sexa p unha medida real sobre un es-
pazo medible (X, #). A partir dunha descomposicion de Hahn (P, N) de p, definense as medidas

positivas:
ut(E) = u(ENP), p (E)=—-pu(ENN), para todo E € A .

Enton, p=pu" —pu~, e uT e p~ son medidas positivas mutuamente singulares. Esta descompo-

sicion chdmase Descomposicion de Jordan e € unica.

Referencias bibliograficas

Emprégase o transcurso tedrico desenvolto en Rudin,[I0]. Tamén se emprega Cohn,[3] para

unha complecion dos resultados. Como comentario singular, ambos libros desenvolven a mesma
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teoria pero dende puntos de vista contrapostos. Por exemplo, en [10], a descomposicion de Jordan
introdtcese como paso previo necesario para chegar & descomposiciéon de Hahn. Pola contra, en
[3], é esta ultima a que se emprega como punto de partida para desenvolver resultados posteriores.
Optouse por seguir ambos enfoques co fin de favorecer unha mellor comprension e conexioén entre

as distintas descomposiciéns que poden presentar as medidas.
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2. Descomposicions de medidas




Capitulo 3
Teorema de Radon Nikodym

Dado un espazo de medida (X,.#,p), o teorema permite construir novas medidas a
partir dunha medida inicial positiva p, integrando funciéns medibles. Asi se f : X — [0,00] é
unha funcién que pertence a £'(p), a aplicacion ¢(E) = / f du define unha nova medida

. Ademais, a integracion respecto desta nova medida pode expresarse como unha integracion

respecto da medida orixinal: / gdyp = / gf du.
X X

Definicién 3.1. Sexan (X, .#) un espazo medible, u unha medida positiva en (X,.#), f unha

funcion integrable (en calquera dos sentidos considerados) e A a medida definida pola relacion:

AE) = /Ef du,VE € M.

Dirase que f é unha funciéon de densidade, ou unha derivada de Radon-Nikodym, de A

dA
respecto de u, e empregarase a notacion simbolica: d\ = fdu , ou ben f = T
I

A partir desta definicion e desta notaciéon, xorden naturalmente varias cuestions:

1. O reciproco do Teorema ¢ certo? E dicir, dada unha medida ¢, existe sempre unha
funcion f tal que p(F) = / fdu?
E

Ao longo deste capitulo procurarase dar resposta & esta pregunta, analizando en detalle as
condiciéns baixo as cales é posible expresar unha medida mediante unha representacién inte-
gral. Analizarase un exemplo que ilustre a relevancia e os limites das hipdteses necesarias. Isto
conduciré ao Teorema de Radon-Nikodym, un dos teoremas maéis importantes da teorfa da me-
dida. De seguido, exploraranse algunhas das consecuencias do teorema, amosando un exemplo.

Finalmente, presentarase unha breve recensién histérica sobre o desenvolvemento deste resultado.

33
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3.1. O teorema de Radon-Nikodym

Co obxectivo de dar resposta & primeira das preguntas formuladas ao comezo deste capitulo
—se é posible expresar unha medida como unha integral respecto doutra mediante unha funcién
de densidade—, nesta seccién analizaranse as condicidns necesarias para garantir tal representa-
ci6on. En particular, adquiren especial relevancia dtas propiedades: a continuidade absoluta,
que asegura que a medida que se quere representar “non detecta” méis conxuntos ca medida
de referencia; e a finitude (ou, mais xeralmente, a o-finitude), que permite aplicar argumentos

construtivos ou funcionais na demostracion do teorema.

Unha analise destas condiciéns permitird comprender tanto os limites como a potencia do
Teorema de Radon-Nikodym, que culminara esta seccién cunha formulacién precisa e a presen-
tacion de dias demostracions complementarias. A interese en desenvolver diias demostracions

intenta amosar que a demostraciéon dun enunciado pode facerse dende puntos de vista diferentes.

A continuidade absoluta é unha destas condicions clave: asegura que todo o que é “invisible”
para a medida de referencia p tamén o é para a medida obxectivo A\. A motivacion da seccion
(Continuidade Absoluta) amosa tal condiciéon como necesaria. Sen esta relacion de dependencia,

podese garantir a non existencia dunha funcion de densidade.

Pero por si soa non é suficiente. Para desenvolver unha demostraciéon solida do teorema,
é necesario traballar en condiciéns nas que as medidas non sexan excesivamente “grandes”’. A
nocion de o-finitude cumpre esta funcién: permite descomponer o espazo en partes de medida
finita, facilitando o uso de técnicas de integracién e anélise funcional. Sen esta condicién, mesmo

que exista a continuidade absoluta, o resultado pode non ser valido, como selo por trivialidade.
A seguir exemplificase un caso onde falla a posibilidade de representacion integral.

Exemplo 3.2. Considérese o espazo medible ([0, 1], #Lp), onde .#p¢, denota a o-alxebra dos
conxuntos medibles segundo Lebesgue restrinxida ao intervalo [0,1]. Sexa m a medida de Le-
besgue en ([0,1], #Lep). Se un conxunto E C [0, 1] ten medida de Lebesgue nula (m(E) = 0),
isto significa que pode ser cuberto por unha unién numerable de intervalos cunha lonxitude total

arbitrariamente pequena.
Considérese agora a medida de contar ¢, definida como

card(E), se E é finito
p(E) = ,
o0, se E non ¢é finito.

Restrinxindo ¢ ao espazo ([0, 1], .#1ep), obtense unha medida ben definida.

Un anélise destas medidas amosa que ambas son medidas positivas. Non obstante, a medida

de Lebesgue é finita, mentres que a de contar non é nin finita nin o-finita. Por outra banda, tense
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que m << @.

Buscase determinar a existencia dunha funcién f > 0 tal que
m(E) = / fdp, paratodo E € Mep.
E

A verificacion desta igualdade implicaria que f € L'(y) e serfa non negativa c.t.p.(p). Se tal
funcion existise, enton, para todo conxunto medible segundo Lebesgue de medida nula, a rela-
cion anterior asignarialle tamén unha medida de contar nula. Logo, terfase que 0 = m({a}) =
f{a} fde = f(a)-o({a}) = f(a), Va € (0,1). O que levaria & contradicion

1= m((0,1) = / fdo =0,

(0,1)

amosando asi que non pode existir tal funcion f. O

O problema de representacion integral deste exemplo pddese relacionar coa o-finitude. Ao

considerar ¢ a medida de contar, o requisito f € L'(y) imponlle a f unha forte condicién.

Proposicién 3.3. Se (X,.#, 1) € un espazo de medida e f € L'(u), enton o conzunto

{reX /fx)# 0} ={zecX /[f(z)]>0}

é o-finito para p.
Demostracion. Sexa f € L'(u) entén f é medible e / | fldp < oo. Sexan os conxuntos
X

1
An={z € X /[f(2)| >~}
para cada n € N. Entén tense que o conxunto onde f non se anula é a unién destes conxuntos:
o0
fee X [ f@)#0} = | An.
n=1
Por conseguinte, para cada n tense que
1
(fldp= [ [f] du> —p(An),
X An n

o que implica que p(A,) < co. Polo tanto o conxunto onde f(z) # 0 é unha uniéon numerable de

conxuntos de medida finita, é dicir, o-finito respecto de p. O

Deste xeito, aplicando o resultado no exemplo se E € 4, m(E)>0efeLYp),a
igualdade

m(E) = /E fdg
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é imposible, xa que os conxuntos con medida de Lebesgue positiva son, necesariamente, non
numerables. Noutras palabras, os tnicos conxuntos o-finitos para ¢ son conxuntos Lebesgue-

medibles con medida de Lebesgue nula, o que impide a existencia da representacién desexada.

Esixindo entén a o-finitude nas medidas, poderanse evitar os problemas do exemplo. Alén

diso, os espazos de medida o-finitos tefien unha serie de vantaxes.

Proposicion 3.4. Se (X, .#,u) € un espazo de medida o-finito, enton existe unha funcion

w € LY(u) tal que 0 < w(x) < 1 para todo x € X .

Corolario 3.5. Se (X, .#,u) € un espazo de medida, daquela as sequintes afirmacions son

equivalentes:
1. (X, M, ) é o-finito.
2. Erxiste w € LY(p) tal que 0 < w(z) < 1, para todo x € X .

3. Emiste f € L'(u) tal que 0 < f(z), para todo x € X.

Corolario 3.6. Sexan (X,.#) un espazo medible, u unha medida o-finita en (X, #) ew € L' (p)
tal que 0 < w(x) < 1, para todo x € X. Daquela, a medida positiva [, definida por

ﬂ(E):/wdu, VE € A,
E

€ finita e cumpre i K p e p K fi; noutras palabras, i e p andlanse nos mesmos conzuntos
medibles. Ademais, i(E) < u(E), para todo E € A .

3.1.1. Primeira demostraciéon

Existen diversas demostracions do Teorema de Radon-Nikodym. A primeira que se presenta
baséase en [10] e débese a John Von Neumann. Esta version emprega técnicas construtivas de
espazos funcionais e teoria da medida. Ademais fai unha demostracion conxunta co Teorema de

Descomposicion de Lebesgue.

Teorema 3.7 (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym). Sexan p e A\ medidas positivas finitas
sobre o espazo (X, ).

a) (Teorema de Descomposicion de Lebesgue ) Existe un inico par de medidas positivas,
Aa € As sobre (X, ) tal que

A= Ag + As, Ao << 1, As L e Ag L As.

b) (Teorema de Radon-Nikodym) Eziste unha tinica h € L*(p) tal que

Ao(E) = /E h dp.
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Demostracion. Procederase a demostrar ambos resultados conxuntos, ainda que primeiro se pro-

bard a unicidade da descomposiciéon de Lebesgue.

Unicidade da Descomposicion de Lebesgue. Suponase que (Mg, As) e (N, \)) son duas
descomposicions de Lebesgue, polo tanto A, + As = A, + A, 0 que implica que A\, — A, = A\, — Aq.
Pola proposicion tense que Ay — A, << pe N, —Ag Lpu,deonde \y — N, =X, —As=0¢e

se comproba a unicidade.

Unicidade da derivada de Radon-Nikodym. Ao considerar funciéns de L'(u) tomanse
representantes de clases de equivalencia, enténdese logo a unicidade respecto case todo punto. Se

existiran duas representacions integrais da medida A:
/hd,u:/gdu VEE//:/(h—g)d,u:O VE € M = [h—g]=0en L' (p),
E E E

de onde se teria que h = g c.t.p ().

Existencia da Descomposicion de Lebesgue e representacion integral. Sexa ¢ = A+,
logo ¢ é unha medida positiva e finita en (X, .#). Ademais integrar respecto ¢ é equivalente &

suma de integrar respecto \ e p:

/fm /f&+/f@ (3.1)

para funcions caracteristicas (¢(F) = A(E) + p(E)), logo tamén para calquera funcion simple e

polo tanto para calquera funcién medible non negativa.

Considérese agora unha funcion f € L?(¢), en virtude da acotacion modular e a desigualdade

de Schwarz tense:

fax < [ |fldx< | |flde < m%¢mu%@W= Lﬁwlﬂwmw?
X X X X X

O que permite afirma que a aplicacién
ferie)— [ fax
X

¢ un funcional lineal limitado sobre L?(¢) pois por ser ¢ finita tense que ¢(X) < oo. En espazos
normados, que un funcional sexa limitado equivale a que sexa continuo, polo tanto en virtude do

Teorema de Representacion de Riesz-Fréchet, existe unha funcion g € LQ((;S)EI tal que

/deA—/ngcw. (3.2)

!Cando se di que unha funcién pertence a L?(¢) estase a facer un abuso de linguaxe, tecnicamente os elementos

de L?(¢) son clases de equivalencia, mais enténdese como funciéns determinadas s6 en c.t.p. [¢].
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Sexa f = xg para calquera F € .# con ¢(E) > 0. Tomando tal f en (3.2)) tense que:

» O primeiro membro correspondese a A(E).

/XXE d/\:/Ed)\:)\(E).

= O segundo membro correspoéndese a / g do.
E

/){ngdqﬁ:/Egdqﬁ-

Por outra banda, tinase que 0 < A < ¢ de onde

0< /Eg d6 = \(E) < 6(E),

0 que permite afirmar que

1
OSqS(E‘)/EgquSL

Esta altima desigualdade implica que g(z) € [0, 1] para case todo x (con respecto a ¢). En base
a que o marco de traballo ¢ L?(¢), poderase supor sen perda de xeneralidade que 0 < g(z) <1

para todo x € X.

Retomando a ecuacion, (3.2)), reescribese, tendo en conta (3.1):
[ o= [ rgao= [ soane [ o (3.3)
X X X X

Ja-ara=[ roam (3.4)

Definense os conxuntos A e B coma

de onde se deduce que

A={z e X /0 <g(x) <1}, B={zeX /g(x)=1},
e as medidas A\, e A\g coma

Ma(E)=ANANE), As(E) = AN(BNE), (E e ).
Agora ben, tomando f = yp en , chégase a que u(B) =0, de onde A\; L p.

A continuacién escollese unha funcion f particular, como ¢ é limitada en X, témese f =

(14g+-+4g") xg paran € Ne E € .#. Obtense enton que

/ (1—g"™Hax = / gl+g+-+g")du. (3.5)
E E
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Tense que g(z) = 1 en B e polo tanto 1 — ¢g"*!(z) = 0 en B. Por outra banda, tense que

g"t1 — 0 monotonamente.

Tomando limites en (3.5) cando n tende a oo, no primeiro membro tense que

/kl—j”ﬂdk:/ﬁ ﬂ—g”HMA+/1 (1 —g"™hd\ = M\ (E), (3.6)
E ENA ENB

no segundo membro, o integrando (g(1 + g + -+ + ¢™)) crece monotonamente a unha funcion
limite A medible e non negativa. O Teorema da Converxencia Monétona amosa que este segundo

membro converxe a | h du cando n — oo.
E

Probouse entén que se verifica A\,(E) = / h du para calquera E € ., de onde se ten
E

que A\, << p. Tomando E = X vese que h € L'(u) xa que \;(X) < oo, o que completa a

demostracion.

O

Teorema 3.8 (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym, segunda version). Sexa p unha medida

positiva o-finita e X unha medida complexa sobre o espazo (X, H).

a) (Teorema de Descomposicion de Lebesgue ) Existe un unico par de medidas comple-
zas, Ag € \s sobre (X, #) tal que

A=Ay + As, Ao << L, As L e Ag L As.

b) (Teorema de Radon-Nikodym) Existe unha tinica h € L'(u) tal que
Mm:/hm
E

Demostracion. Toémese como referencia o teorema anterior e procederase a empregar propiedades

das medidas para estender.

Como v é o-finita, por definicién, tense que X = U X,, os cales X,, se poden tomar

neN
disxuntos. Para n > 2, se A(X) < oo (finita) podese aplicar o teorema a cada X,. As

descomposicions de Lebesgue das medidas A(EFNX,,) podense sumar dando unha descomposicion
de Lebesgue de A. Por outra banda, para cada n € N obtense unha h,, sobre X,,, de onde definindo
h(z) = hy(z) se x € X,, e como A\(X) < oo volvese deducir que h € LY()).

Considérese agora A unha medida complexa. Enton tense que A = A1 +iAg sendo A; medidas
con reais para ¢ = 1,2, e podemos aplicar o resultado as variacidéns positiva e negativa de A\j e

A2. O
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Teorema 3.9 (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym, terceira version). Sexan p e X\ medidas

positivas e o-finita sobre o espazo (X, ).

a) (Teorema de Descomposicion de Lebesgue ) Existe un unico par de medidas comple-
zas, Ag € \s sobre (X, .#) tal que

A=A+ As, Ao << 1, As L e Ag L.

b) (Teorema de Radon-Nikodym) Existe unha funcion medible non negativa h : X —
[0, 00] tal que

Ao(E) = /E h dp.

o0
Demostracion. Se X e pu son medidas positivas e o-finitas, tense a descomposicion X = U Xn
n=1

onde A\(X,,) < oo e u(X,) < oo para todo n € N. Definindo medidas locais, para cada n, A, (E) =
AE N X,) tense que podemos aplicar o teorema proporcionando unha descomposicién de
Lebesgue de A. Tamén séguese obtendo unha funcién h que verifica a representacion integral,

mais agora h esta localmente en L!(y), isto é, an hdu < oo para cada n € N. O]

3.1.2. Segunda demostraciéon

A continuacion preséntase unha das demostracions clasicas do Teorema de Radon-Nikodym
no contexto de medidas positivas e o-finitas. A idea fundamental da proba consiste en construir
unha funciéon como supremo dunha familia de funciéns. Esta funcién verificard as propiedades
desexadas grazas ao Teorema da Converxencia Mondtona, e obterase asi a representacion integral
buscada. A unicidade demostrarase a través da linearidade da integral e da propiedade de que as
funciéns integrables con integral nula sobre todo conxunto medible son nulas case en todo punto.
Para estender o resultado ao caso o-finito, empregarase unha particiéon adecuada do espazo
medible.

Teorema 3.10. Sexa (X, .#) un espazo medible, e sexa \ e p dias medidas o-finitas positivas en

(X, ). Se \ é absolutamente continua respecto u, logo existe unha funcion g : X — [0, 400)
A -medible tal que \(E) = / g du, VE € M. A funcion g € inica case por doquier.
E

Demostracion. Considérense primeiro A e y finitas. Definamos o conxunto F como o conxunto
das funciéns medibles non negativas tal que a sta integral respecto un conxunto medible sobre

i € menor ou igual que a medida dese conxunto sobre A.

F={f:X —[0,00] 4 — medibles tal que /fd,ug)\(A), VAe A}.
A
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Tense que F non é baleiro pois a funcién identicamente nula verifica as condicidns.

Denotemos por g = sup f tal que f € F, tense que probar que g € F, logo demostrarase que
g verifica A\(E) = / gdp, VE € . Por ultimo estenderase o resultado a medidas o-finitas.
E

Parte 1. O conxunto F poste maximo. Inicialmente, véxase que se fi1, fo € F entéon
AV foeF ﬂ Sexa un conxunto medible A € .#, este podese separar en dous subconxuntos

disxuntos
A ={reAtalque fi(e) > fol2)} e  Ay={z€Atal que fi(x) < fola)}.

Polo tanto obtense o buscado, seguindo a definicion dos conxuntos Ap, Ay e F, ademais de

empregar propiedades basicas de integracion e medidas.

/Af1\/deMZ/AIUA2f1\/fzd,u:/Alfl\/fgdu—i—/AQfl\/fgd,u:

. Jidp + . fadp < A(A1) + A(A2) = A(A).

Por un proceso repetitivo podese deducir que se consideramos { f;}?_; tal que f; € F para cada
ie{l,...,n} enton fi V-V f, € F.

Considérese agora unha sucesion { f,, }nen de funcions de F tal que

gn fndp = sup </fd,u tal que f € .7-") .

Substituindo f, por fi V-V f, tense que agora a sucesion {f,} é monotona crecente. Sexa

g= lim f,, logo o Teorema da Converxencia Mondtona asegura que
n—aoo

/ gdp = lim fndu < A(E), VE € M.
E n—-ao0 E

Polo tanto verificase que g € F.

Parte 2. A funcién g verifica que \(E) = / g du VE € #. FEn base a que g € F podese
E

definir A\g(E) = A(F) — / gdp > 0, obtendo que \g é unha medida positiva en (X, .#Z). Débese
E

probar que Ay = 0, para o que se emprega a técnica do paso ao contrarreciproco.

Suponse que \g(F) > 0 polo menos para un conxunto medible E' € .#, polo tanto A\o(X) > 0.

Como p é unha medida finita, existe unha cantidade positiva e > 0 tal que Ao(X) > e.

20 operador V representa o maximo puntual entre dtias funcions, isto é se fi, fo : X — Y enton f1 V fo(z) =
max(fi(z), f2(z)) para todo =z € X.
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Sexa (P, N) a descomposicion de Hahn da medida A\g—ep (real), tense entéon que Ag(ENP) >
en(E N P), logo

ME) = /Egdu + Ao(E) = /Egdu +X(ENP) > /Egdu +en(ENP) = /E(g + exp)dp.
Isto implica que g +exp € F.
Por outra banda, tense que p(P) > 0 pois se fose nula (u(P) = 0) logo Ao(P) = 0 e enton
Ao(X) —ep(X) = Ao(N) —ep(N) <0,
o que é unha contradicién baixo a suposiciéon da existencia de €.

Segundo isto, as relacions /gd,u <AMX)<ooeg+exp €F, como /g +expdy > /gdu,

contradi que g sexa o maximo de F de onde A\g = 0.

Demostrase entén que Ag = 0 e polo tanto verificase a Parte QEI

Parte 3. Extension para medidas o-finitas. Suponamos que g é unha medida o-finita,
logo existe unha particion medible de X, {B,}, tal que cada elemento da particion ten medida

finita sobre u e A.

A primeira parte do teorema, garante que para cada n tense que existe unha funcién medible
gn : Bn, — [0,+00) verificando que A\(A) = /gn dp YA € A tal que A C B,,. Polo tanto,
A
definese g como a funciéon que aglutina as g,, isto é g(z) = gn(x) se z € B,, para todo n. Con

isto probase a existencia.

Para ver a unicidade, considéranse daas funcions g,h : X — [0, +00) .#-medibles tal que
A(A) :/gd,u:/ hdp, VAe #.
A A

No caso de que ) sexa finita, enton verificase que g—h € £!(y) e ademais tense que [, (g9—h)dp =
0, polo tanto g — h =0 c.t.p [u].

No caso de que \ sexa o-finita, emprégase que dada a particion {B),},cn para a cal cada
elemento ten medida finita sobre A. Podemos restrinxir as funciéns g, e g a cada B,, para todo n
e polo argumento empregado para medidas finitas, tense que g e h coinciden en case todo punto

de B, en consecuencia coinciden en case todo punto de X. O

Observacion 3.11. Esta segunda demostraciéon require uns cofiecementos mais accesibles que a
de Von Neumann, sendo unha proba totalmente construtiva. Porén, permite entender o resultado

dende unha perspectiva méis directa e intuitiva, asi como achegarse mellor & orixe do teorema.

3Notese que pola definicion, a funcién g poderia tomar un valor non finito solo nun conxunto de medida nula

para p, de onde pode ser redefinida para tomar unicamente valores finitos.
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Ambas vias demostran a riqueza do teorema, ofrecendo achegamentos complementarios: un,
desde a abstraccién e o formalismo funcional; outro, desde a construcién explicita e a intuicién.

A siia coexistencia amplia a comprensiéon e valor do resultado.

3.2. Propiedades da derivada de Radon-Nikodym

No ambito da derivaciéon usual, xa desde os primeiros cursos de Matematicas preséntanse
certas propiedades fundamentais: a linearidade, a regra da cadea, a regra do cociente ou o teorema

da inversa son algunhas das mais conecidas e utilizadas.

Curiosamente, a derivada no sentido de Radon-Nikodym tamén goza de propiedades analogas,
o que reforza a sta interpretacién como unha xeneralizaciéon da derivada clasica. Nos teoremas que
se presentan a continuacién recéllense algunhas das propiedades mais relevantes desta derivada,

cuxa demostracion pode consultarse en [1].

Traballarase no marco teérico empregado ao longo deste traballo, é dicir, suponendo que
(X, .#) é un espazo medible. A continuacién, entincianse as principais propiedades da derivada
de Radon-Nikodym:

Teorema 3.12. [Cambio de medida] Sexan \ e p medidas positivas en M, X << p e u € unha
medida o-finita. Sexa f : X — R unha funcion .# -medible tal que existe a integral / f(x) dX

X
(isto €, f € LY(N)). Polo tanto, VE € .

d\
[ty an= [ s (3.7)

Teorema 3.13. [Medidas proporcionais| Sexan \ e p medidas o-finitas en A, tal que para todo

Ee.n

1(E) = cA(E), (3.8)
sendo ¢ unha constante positiva. Enton para case todo x € X,
dA ct.p 1 d,,u ct.p

—(x) = - e —(z) = c 3.9

e ¢ oWy 39

Teorema 3.14. [Regra da cadea] Sexan A, p e v medidas positivas e o-finitas en A, tal que

A <<, p << v . Polo tanto,

dX ctp dNd
GA elp CACH (3.10)
dv [v] dudv

Teorema 3.15. [Inversa multiplicativa] Sexan A e p medidas positivas en A, mutuamente
d

absolutamente continuas. Suponase que d—'l)f(:z) > 0 para todo x € X. Enton,

d\ ctp. <du)_1
Al (22 3.11
dp ) \dA (3-11)
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Teorema 3.16. [Linearidade/ Sexa A\ unha medida o-finita en A e tamén sexan pi1, j12, ..., fin

medidas finitas en A, tales que p; << X\ para todo i € {1,...,n}. Sexan n constantes reais,

¢ € R, Vie{l,..,n}, enton
n
o)
=1 ctp Ay

7 DR =AY

(3.12)

Estas propiedades pretenden servir de xustificacién a que a derivaciéon de medidas comparte

propiedades co concepto clasico de derivada.

3.3. Algunhas consecuencias do Teorema de Radon-Nikodym

O Teorema de Radon-Nikodym ten miltiples aplicaciéns e consecuencias fundamentais na

teoria da medida e integracion. A continuacion, preséntanse algunhas delas:

Teorema 3.17 (Representacion polar dunha medida complexa). Sexa A unha medida compleza
sobre (X, #). Enton existe unha funcion medible h tal que |h(z)| = 1 para todo v € X e
d\ = hd|\|. E dicir,

)\(E):/hd\)\, VE €./
E

Demostracion. Como A é unha medida complexa, |A| € unha medida positiva finita e ademais
A << |A|]. Grazas ao Teorema de Radon-Nikodym podese garantir a existencia dunha tunica

funcion h € LY(|A]) que verifica
A(E) —/ hdy, VEe..
E

Isto ultimo equivale a que d\ = h d|\|. Para rematar a proba tense que probar que |h(z)| =1
para todo punto de X, o que se pode obter demostrando que |h(z)| en case todo punto de X
e redefinindo a funciéon h para a igualdade se tefia en todo punto. Probarase que se verifica,
|h(z)| <1 e|h(z)] > 1 simultaneamente.

Proba de |h(z)| > 1. Sexa A, = {x € X : |h(z)| <r}, con r unha constante positiva e sexa

{E;}jen € Pim(A;). Polo Teorema da Acotacién Modular e pola descricién do conxunto A, tense

/ hd| Al
E;

que

> IAENI=)

jeN jeN

jeN jeN JjeN
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Polo tanto coma |A|(A,) = sup Z INE;)| : {Ej}jen € Pm(A;) p, verificase que
jeN

IAI(Ar) < 7AI(Ay).

En consecuencia, se r € (0,1) enton |A|(4,) =0, logo |h(z)| > 1.

Proba de |h(z)] < 1. Xa que |A| é unha medida positiva finita, a desigualdade |h(z)| < 1

serd certa se para case todo punto de X, os valores medios de h pertencen ao disco pechado

D(0,1) C C.Se E € 4 e |A\|(E) >0, como A(E) :/ hd|A], tense que |A(E)| < |A|(E), enton
E

s -

tal e como queriamos probar. O

‘ AE) ’_ AME) _ AE) _
Al ’

(E)] AI(E) ~ [A(E)

Teorema 3.18 (Representacion da medida de variacion total). Sexa p unha medida positiva
sobre (X, . #), g € L*(u) e

AME) = / gdju, VE € A
E

enton

) = [ loldn, VB e

Demostracion. Polo teorema anterior, existe unha funcion h de modulo 1 tal que dA = h d|\|.

Por hipotese d\ = gdu, polo tanto

hd|A\| = gdp <= /Ehd|)\\ = /Egdu, VE € /. (3.13)
Probarase que
A(E) = /E hgdu, YE e .. (3.14)
Isto quere dicir que
[/E hd|\| = /Egdu, VE € ///] == [/E hhd|\| = |M(E) = /Ehgdu, VE € /| . (3.15)

Con méis xeneralidade, véxase que, grazas a (3.13)), podese deducir que
/ fodu = / fhd|\|, para cada funcién f medible e limitada. (3.16)
X E

Tomando f = hxg, con E € .#, chegarase & igualdade requirida. Ademais, grazas a que |A| e u
son medidas positivas, dedtcese que hg > 0 e ademais hg = |hg| = |g|, (ambas conclusiéns en

case todo punto de X respecto p).
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Proba de (3.16). Farase por etapas

Etapa I) (Funcions caracteristicas) Sexa f = xg con E € .. Este caso reducese a hipotese, pois

/xegduz/gduz/hdIAIZ/ xehd|\|.
X E E X

n
Etapa II) (Funcions simples e medibles) Sexa f = Z aixa;, cona; € Ce A € A Vi€ {1,...,n}.
i=1
Pola Etapa I) e a linearidade da integral tense que:

fodn =" [ xngdu=Yai [ gdu=ai [ = [ sha.
f otn =30 [, 20 [ odu=2 ai | Rl = [ fhd

Etapa II) (Funciéns complexas, medibles e limitadas). Sexa f unha funciéon complexa medible

e limitada, entén

e Existe unha sucesion de funcions complexas medibles e simples {sy, }nen.
e A sucesion {s,}nen converxe uniformemente a f.

e Existe unha constante positiva tal que [s1] < - < [s,| < - < |f| < M en X.

Tendo en conta que {s, - g} — {f g} e {sn-h} — {f-h} e ademais as sucesiéns estan

dominadas en grazas 4 constante M .

o |s,-g| <|fllgl < Mlg| e M|g| € L*(n).
o [sn-h| < fIIh] < M e M € L)),

Polo tanto en virtude do Teorema da Converxencia Dominada e a etapa II:

/ fgdp = lim / Sp - gdp = 1lim Sp, - hd|A| —/ fhd| Al

Ademais, agora xa se pode demostrar o Teorema da Descomposicién de Hahn.
Teorema 3.19 (Teorema da Descomposicion de Hahn). Sexa p unha medida real no espazo

medible (X, #). Enton p orizina unha descomposicion de Hahn en (X, ).

Demostracion. Tense que probar a existencia de conxuntos A e B € .# talesque AUB =X e

AN B =0, e tales que as variaciéns positivas e negativas u e u~ de p verifiquen

pH(E) = u(EnN A), p (E) = u(ENB), VE € /.
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Isto afirma que X é a union de dous conxuntos disxuntos medibles A e B tales que A acumula

toda a masa positiva de u e B soporta toda a masa negativa de u.

Polo Teorema de Representacion polar, du = hd|p|, con |h(z)| = 1, ademais como p é unha
medida real, enton A é unha funcion real (en case todo punto de X, e enton en todo X redefinindoa

nun conxunto de medida nula), en consecuencia h = £1.

Sexan A={x € X : h(z)=1}e B={zx € X : h(z) =—-1}. Como,uf“:%(]u]—i—u)e

1 h sexe€ A,
—(14h)=
2 0 sexe€B;

1
enton tense que VE € .4, p* (E) = 5 / (L+ h)d|p| = / hd|p| = p(E N A).
E ENA

Como p(E) =pu(ENA)+u(ENB) e pu=p"t —pu, séguese que pu~ (E) = —p(E N B), como

se queria probar. O

Corolario 3.20 (Minimalidade da Descomposicion de Jordan). Se = A1 — Ao con \1 e A2 dias

medidas positivas, enton \1 > put e Ao > .

Demostracion. Como p < Ay, tense que ut(E) = p(ENA) < A\ (ENA) <\ (E). O

3.4. Exemplo ilustrativo

A continuacién desenvolverase un exemplo académico que permite pér en practica os cofie-

cementos desenvoltos neste traballo.

Sexan X = [—1,2], # a o-alxebra dos conxuntos Lebesgue medibles de X, m a medida de

Lebesgue en . e f, g as funcions:

fX—R g: X —R

l—2 sex <1, z2+1 sex >0,
z+— f(z) = x> g(x) =
0 sex>1. 0 sex<0.
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Funcién densidade de u Funcion densidade de A
2.00 5
1.75
4
1.50
1.25
3
S 1.00 x
= >
2
0.75
0.50
]
0.25
0.00 0
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0 1.5 20 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 20
X X

Figura 3.1: Grafica de f(z) e g(z)

Claramente, f e g son funciéns medibles e non negativas, polo que as funciéns de conxunto,

i e A definidas mediante:
w(E) :/ fdm, VEe ., (3.17)
E
ME) = / gdm, VEc ., (3.18)
E
son medidas positivas.

Plantéxanse as seguintes cuestions:

= Obter a descomposicién de Lebesgue de A relativa a p.

= Sexa v = u — A, obter a descomposicion de Hahn de X relativa a v e a descomposicion de

Jordan de v.

Anailise das medidas p e .

A continuacion analizamos a natureza de ambas medidas definidas.

Sendo f e g funcions limitadas en X, que ten medida de Lebesgue finita, sucede que A e y son
medidas finitas. O teorema de Radon-Nikodym, na stia primeira version esixe que as duas

medidas sexan positivas e finitas, e estanse verificando tales condiciéns. Podese afirmar que:
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= )\ admite descomposicion de Lebesgue A = A\, + A respecto a p e, ademais, A\, ten derivada

de Radon-Nikodym respecto de p.

» 1 admite descomposicion de Lebesgue = g + s respecto a A e, ademais, u, ten derivada

de Radon-Nikodym respecto de A.

Descomposicion de Lebesgue de ) respecto pu

Obténase a descomposicion de Lebesgue de X respecto de u. Buscase, enton, expresar (de
modo tnico)

A= Ag + Ag,
tal que Ay <<, As L e Ag L Ag.

Como As debe ser ortogonal a u, parece razoable tomar como As a medida A concentrada en

[1,2] (pois nos subconxuntos medibles dese intervalo a medida p é nula).

Sexa, enton A; dada por:

N(E)=NEN[L2) VEe ..

Obviamente Ag L p, pois p estd concentrada en [—1,1). De ser esta A; a parte de A mutua-

mente singular con u, entén A\, deberé ser a medida diferenza: A\, = XA — Aq.

En concreto, terase que A\, se escribe do xeito:

M(E) = ME) — A\(E) = ME) - MEN[L2]) = AXEN[-1,1)) VEe.«.

Asi, se A — As é absolutamente continua respecto a u, teremos a descomposiciéon buscada.
Pero isto é obvio, pois se F € .# é tal que u(E) = 0 enton \,(E) = 0.

En efecto, pola definicién de f,

WE) = 0= pw(EN[-1,1)) + w(ENL2)) =0 = u(EN[-1,1)) = 0.

Pola definicién da medida u, sendo f non negativa chégase a que

wEN[-1,1)) = /Em[—l 5 f=0< f=0ctp. (m)de EN[-1,1).

Agora, como f > 0 en [—1,1), o anterior é equivalente a que m(E N[—1,1)) =0, e grazas a

que A << m tense que A(EN[-1,1)) =0.
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Polo tanto, obtivose a descomposicion de Lebesgue de A respecto de p:

X(E) = NEN[-1,1)), VE€.#
A(E) = ANENL2]), VEe€.4.

A= Ag + A5 tal que

Dado que A, e, con ela, A\, e A; son medidas positivas finitas, o Teorema de Lebesgue-Radon-

Nikodym garante a existencia dunha tnica h € L'(u) tal que
A(E) = /E hdy, VE ..
Como i é a medida definida mediante
u(E):/E fdm VE e #,

terase enton, grazas ao Teorema e como f =0en [1,2]

)\a(E)E/hd,u:/hfdm:/ hfdm, VE e ..
E E BN[-1,1)
Por outra banda,

No(E) = AEN[-1,1)) = /

gdm:/gX[1,1>dm
EN[-1,1) E

Asi, N\ (E) = /

hfdm = / 9X[-1,1)dm, VE € A .
E E

Polo tanto chégase a que hf = gx[_1,1) c.t.p. (m) de onde se obtén que a expresion de h, a

derivada de Radon-Nikodym de A, respecto de pu é:

2
glx e +1
dXa ()=1_ ;o ze[-11)
h(z) = —(x) = (2) x c.t.p(p)
/"L 0_
; no resto

Notese que h & L*(m) pero h € L!(p) pois o denominador antilase nun conxunto de medida nula

para fi.

Analise da medida v =y — A.

A medida v = g — A é unha medida real por ser a diferenza de duas medidas positivas finitas.
En base as definiciéns das medidas u e A, tense que se pode expresar v como a integral respecto

unha densidade, en particular, adquire a seguinte expresion:

W(E) = u(B) ~AE) = [ fa)am~ [ ga)am = [ (1) - gla))dm
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Polo tanto a densidade da medida p é a funciéon f — g, definida do seguinte xeito:

f—g9g:X—R
l—2x sex<0
r— (f—g)(x)=f(z)—gz)=q1-2— (22 +1) se0<z<1

—22-1 sex>1

No que segue denotarase & densidade de v por h(z).

Descomposicion de Hahn de X relativa a v.

Recordase que unha descomposicion de Hahn de X é un par (P, N') de subconxuntos disxuntos
P,N de X tal que P é positivo para v e N é negativo para v. Isto vén dicir que v(A) > 0
VA C Pev(B)>0VB C N. Polo tanto, grazas a expresion da densidade de v, podese analizar

directamente o signo desta, pois

P={xe X /h(x)>0}, N={zxe X / h(z) <0}
Calciilase o signo e os posibles puntos de cambio en cada subdominio.

» Se x <0, entéon h(z) =1 — x. Esta funciéon non se anula en [—1,0), polo tanto é de signo

constante. En [—1,0) a funcién é positiva.

» Se 0 <z <1 entén h(zr) = —22 — 2. Esta funcién presenta puntos de cambio de signo en

x =0ex = —1, polo tanto no que atinxe ao intervalo [0, 1], é de signo constante negativo.

» Por ltimo se x > 1, tense que h(x) = —22 — 1. A funcién é de signo constante, e no

intervalo de definicién é negativa.

En consecuencia a estes razoamentos tense que X = PUN = [—-1,0) U[0,2].

Descomposiciéon de Jordan de v.

Aproveitando a descomposiciéon de Hahn de X relativa a v, podese obter directamente a

descomposiciéon de Jordan.

Definese a parte positiva e negativa de v como

vT(E)=v(ENP), v (E)=v(ENN), para todo E € /.
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Polo tanto, para calquera E € ., tense que

vi(E)=v(ENP) = / h(z)dm = (1 —z)dm.
EN[-1,0) EN[-1,0)

v~ (E) = v(ENN) :/

h(z)dm = (—2% — z)dm + / (—z% — 1)dm.
EN[0,2] EN[0,1] EN(1,2]

Da definicion séguese que para todo subconxunto medible F € .
v(E)=vH(E)-v (E).

Observacion 3.21. Como utilidade desta descomposiciéon, podese obter a variacion total de v,

como segue.

=v v = —x)am— —z? — x)dm —z? — m | .
ME) = By @)= [ (e (/E oy [ 1>d>

Polo tanto a densidade de |v| é

h:X —R
1l—2z sex<0
x»—>h’(m): 24+r se0<z<l
22+1 sex>1
Funcion densidade de v Funcion densidade de |v|

-4

Figura 3.2: Grafica de h(z) e h/(z).
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Ainda que, por outra banda, tamén se poderia empregar o Teorema chegando a que

pIE) = [ 1f ~gldam,  VE €.,

3.5. Recension historica

O Teorema de Radon-Nikodym ten unha orixe moi recente, mesmo a teoria na que se encadra
provén de comezos do século XX, polo tanto cofiecer as stas orixes semellaba un reto asumible.
Farase unha revision histérica comentando cualitativamente os avances que se foron acadando.
Non se pretende chegar a formalismos nesta seccidon senén mais ben a dar unha idea do proceso

deste teorema, como nace e como foi desenvolto.

3.5.1. Henri Lebesgue

Henri Léon Lebesgue (1875-1941) foi un matemético francés considerado un dos grandes
renovadores da analise matematica moderna. As stuas achegas permitiron avances decisivos en
diversas areas das matematicas, grazas a unha vision profundamente conceptual e unha tendencia

a resolver os problemas dunha maneira natural, evitando hip6teses innecesarias.

O seu nome estd intimamente ligado & Teoria da Medida, da cal é considerado un dos
pais fundadores xunto con Emile Borel. A stia tese doutoral, titulada Intégrale, longueur, aire
(1902), marcou un antes e un despois na analise matemaética ao formular unha nova teoria da

integracién que superaba as limitaciéns da integral de Riemann.

Nos seus escritos, Lebesgue defendia unha matematica con contido e significado, afirmando
que: ‘“‘réduites a des théories générales, les mathématiques seraient une belle forme sans contenu”

(reducidas a teorias xerais, as matematicas serfan unha bela forma sen contido).

Na stia monografia Legons sur lintégration et la recherche des fonctions primitives (1903),
Henri Lebesgue recolle as leccions impartidas no Collége de France centradas no desenvolvemento
da nocién de integral. Nos Capitulos VIII e IX desta obra obsérvase unha aproximacién que

presenta claras conexiéons co contido do presente traballo.

Segundo Lebesgue, unha integral indefinida dunha funcién de variable real pode ser conside-
x
rada baixo diversas interpretacions: como unha funciéon dunha variable real (F'(z) = f(t) d,
a
], ou

como unha funciéon definida sobre intervalos ¥(¢), sendo 6 C R un intervalo do tipo [«, ],

como unha funcion definida sobre conxuntos ®(FE), sendo E un subconxunto medible de R. A

4Lebesgue fai referencia a un conxunto de funciéns clasificadas por René Baire como funcidns de primeira

clase, é dicir, funciéns limites de sucesions de funcions continuas.
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pesar das diferenzas formais, Lebesgue considera estas tres representaciéns como equivalentes,

no senso de que dada unha delas poden obterse as outras duas.

No transcurso desta analise introdiicese o concepto de funciéon de conxunto o-aditiva, es-
tablecéndose que toda funcion dese tipo é de variacidén acotada, e desenvolvese a nocion de
variacién total e continuidade absoluta, chegando mesmo a proponerse unha descomposi-
cion da funcién F' segundo as sdas partes singular, continua e absolutamente continua, o que

anticipa o Teorema de descomposiciéon de Lebesgue.

A obra amosa unha clara vontade de interpretar, de xeito o mais amplo posible, o significado

da integral, o que se pode considerar como o xermolo do Teorema Fundamental do Célcul(ﬂ.

Asi mesmo, afirmase que conecendo a integral indefinida dunha funcién de variable real,
podese recuperar a funcién orixinal baixo certas condiciéns. Considerando a integral como

unha funcién definida sobre conxuntos, preséntase a seguinte expresion:

i F@o+h) = F(zo) _ . ¥([zo, 0 + h]) ’
h—0 h h—0 m([zo, xo + h])

na que se relaciona a derivada da funcién F' co cociente entre o valor da funcién de intervalo,

U, e a medida de Lebesgue do intervalo correspondente. Esta formulacion poderia interpretarse

;(Lﬂmmm)zﬂm

o que constitie unha versiéon inicial do Teorema Fundamental do Calculo para funciéns

hoxe como

absolutamente continuas. O que tamén se pode interpretar como un antecedente directo do
Teorema de Radon-Nikodym: a medida A, absolutamente continua respecto da medida de

Lebesgue, admite unha funcion derivada f tal que, para todo intervalo [a, t], se cumpre

Mmm—/ﬂmm

Deste xeito, a igualdade derivativa presentada por Lebesgue pode entenderse como unha primeira

formulacion do concepto de densidade dunha medida con respecto a outra.

Se F ¢ absolutamente continua, enton existe f € L'([a,b]) tal que F(z) = / f(t) dt para todo x € [a,], e

F'(z) = f(z) case en toda parte.
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Funcién de inécervalo Integral sobre conxuntos Integral indefinida
W8 = [ o w(4)= [ fam Fo) = [ fe)
\4 \4
(| COC}Le]Slte Derivada
R e 0 ) A e >
T%f(m) F'(z) = f(x) ctp

Teorema de Radon-Nikodym Teorema Fundamental do Cdlculo

Figura 3.3: Relacion entre integraciéon e derivaciéon segundo a formulacion de Lebesgue.

3.5.2. Johann Radon

Johann Radon (1887-1956) foi un matematico austriaco cuxas achegas resultaron funda-
mentais no desenvolvemento da analise funcional e da teoria da integracién. E lembrado pola
introducion da transformacion e integral que leva o seu nome, asi como polo teorema de Radon-
Nikodym. Ao longo da sia traxectoria académica, exerceu como docente e investigador en diversas

universidades austriacas, deixando unha profunda pegada na matematica do século XX.

En Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunktionen (Teoria e aplicacions
das funcions de conxuntos absolutamente aditivas), artigo extenso publicado en 1913, Johann
Radon desenvolve unha teoria xeral sobre as funcions de conxunto que presentan a propiedade
de aditividade absoluta —notacién que emprega Radon para denotar a c-aditividade—. O texto

anticipa de forma notabel conceptos centrais da analise funcional e da integracién abstracta.

O marco sobre o que constrie a sia teoria é un subconxunto compacto J C R”, usualmente
en dimensiéon dous, sobre o que define unha coleccién de conxuntos, T": pechada fronte a uniéns
disxuntas numerables, intersecciéns finitas e complementaciéns. Sobre esa clase de conxuntos
introduce as denominadas funcidns de conzunto absolutamente aditivas, que son aplicacions f :

T — R tales que para toda familia numerable de conxuntos disxuntos {F;};eny C T se cumpre
o [e.@]
1(05) -3 e
i=1 i=1

e tal que a serie do segundo membro converxe absolutamente. Este tipo de funciéns hoxe iden-

tificanse coas medidas reais de variacion finita.

Unha das contribuciéons maéis relevantes do artigo, cunha interpretaciéon actual, é o estudo das

condicions baixo as cales unha funcion de conxunto absolutamente aditiva, f, pode ser expresada
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f(E) = [E () dm,

onde m é a medida de Lebesgue e ¢ é unha funcién integrable respecto de m, o que resulta nunha
medida real nas condiciéns de Lebesgue. Para que esta representaciéon sexa véalida, é necesario
que f sexa absolutamente continua respecto de m, isto é, para todo € > 0 existe § > 0 tal que
m(F) < 6 = |f(E)| < e. Realmente, Radon queria obter unha representacion dos operadores
lineais continuos, mediante o uso da integral de Stieltjes. O traballo de Radon é, asi, pioneiro
tanto na formulaciéon dunha integracién abstracta asociada a funciéns de conxunto como na
representacién de funcionais lineais mediante integraciéon, sendo este tltimo aspecto desenvolto

formalmente nos capitulos centrais da obra.

3.5.3. Otto Nikodym

Otto Marcin Nikodym (1887-1974) foi un matematico e fisico polaco que viviu nun pe-
riodo marcado polas duas guerras mundiais. Formouse en numerosas ciencias e humanidades,
consolidando o seu cofiecemento matematico grazas 4 asistencia a clases de figuras de renome,
tales coma Leopold Kronecker, Gyula Farkas ou Wactaw Sierpinski. Foi tamén un dos pro-
motores da creaciéon da Sociedade Matematica Polaca, xunto con outros matemaéaticos

relevantes, entre os que se atopa Stefan Banach.

No seu artigo Sur une généralisation des intégrales de M. J. Radon (1930), Nikodym retoma a
extension proposta por Fréchet da teoria da medida e da integracién de Radon, en consonancia

co enfoque de Lebesgue.

Traballa en “corpos de conxuntos” (.#): unha familia non baleira de subconxuntos dunha 1-
Variedadeﬁ] que é pechada respecto 4 unién numerable e & complementacion. Este tipo de estrutura
é similar a unha o-alxebra, base da nosa teoria da medida, mais non exactamente igual. Nikodym
argumenta que o espazo de traballo que considera non é menos xeral ca aquel empregado por

outros autores.

No seu estudo, Nikodym considera medidas ¢(FE) non negativas (funcions de conxunto
o-aditivas, —tal propiedade, Nikodym denotabaa por aditividade perfecta—), ademais se A\ é ab-

solutamente continua respecto u, entén denotdbao coma que A é p-continua.

No artigo, Nikodym recolle o seguinte: “A teoria [de integracién que se desenvolvera neste
artigo| comeza cunha decena de teoremas... e lemas faciles de demostrar. O que resulta algo mais

interesante é o seguinte teorema’:

5Unha 1-variedade topoléxica ¢ un espazo topoldxico M tal que para todo punto p € M, existe unha
vecinanza aberta U C M de p e un homeomorfismo ¢ : U — I, onde I é un intervalo aberto de R. E dicir, M &

localmente homeomorfo a R.
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Teorema 3.22. Unha condicion necesaria e suficiente para que unha funcion ¢(FE) sexa perfec-

tamente aditiva e p-continua é que exista unha funcion p-sumable f(x) tal que

o(E) = /Ef(x) du VE € /. (3.19)

A continuacion, Nikodym comenta como Lebesgue demostrou este teorema e como foi poste-
riormente xeneralizado por Radon no caso particular dun subconxunto do espazo euclidiano R”.
No seu artigo, obsérvase unha certa similitude na estrutura teérica con respecto a teoria que se
presenta neste traballo, presentando versiéns dalgins teoremas, como os Teoremas ou
2. 23]

Finalmente, Nikodym xustifica un caso mais xeral, definindo os conxuntos positivos e nega-
tivos, P e I, respectivamente. Argumenta que unha medida pode separarse en partes positiva
e negativa, p*(E) e ¢ (E), definidas sobre os subconxuntos de P e N. Con isto, afirma que

existen funcions p-sumables fT e f~ tales que
oB)= [ @@= [ @ (3.20)

onde f* toma valores no conxunto positivo e f~ no negativo, e concliie que se pode definir unha

funcién que acumule os valores de f* e f~, xa que, se v € PN N, enton fT(z) = f~(z) = 0.

Nikodym formalizou e ampliou os resultados de Lebesgue e Radon, establecendo as condiciéns
para a existencia dunha funcién integrable que representa unha medida como a integral dunha
funcion p-sumable. Este traballo proporcionou unha formulacién mais xeral e precisa do teorema,

que serve como base para a stia comprension moderna.

Referencias bibliograficas

Nas seccions e empréganse os libros de [3] e [10], que ofrecen un tratamento rigoroso
do Teorema de Radon-Nikodym. O estudo das condiciéns necesarias para a siia validez baséase
principalmente nestas duas fontes. A primeira demostracién do teorema, de inspiracién funcional
e baseada no Teorema de Riesz-Fréchet, aparece en [10], mentres que a segunda, de caracter
mais construtivo, séguese a [3]. Na seccion , retomase o uso de [10], para unha exposicion
das consecuencias do teorema e dos seus corolarios principais, facendo unhas demostraciéns maéis

pormenorizadas.

Na seccion (3.5} na que se presenta unha recension histérica do desenvolvemento do resultado,
utilizase o libro de [5], que contén informacion contextual e biografica sobre Lebesgue. Ademais,
recorrese & obra orixinal de Lebesgue [4] para identificar as ideas precursoras do teorema. Para a
figura de Johann Radon utilizase directamente o seu artigo orixinal [9], mentres que as achegas

de Otto Nikodym férmanse a partir dos traballos [7] e [§].
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Anexo A

Informacién complementaria

A.1. A recta real ampliada, R

A recta real ampliada, R, obtémola engadindo & R dous novos puntos, que designaremos por
—00 e 00, respectivamente:
R =RU{-00,00}

e considerando neste conxunto a relaciéon de orde, as operaciéns e a topoloxia que se describen a

continuacion.

Relaciéon de orde

A relacién de orde habitual dos ntimeros reais esténdese a R mediante os seguintes convenios:
—xo<a<oo, VaeR

(Enténdese que os niimeros reais compéaranse do xeito habitual).

Deste xeito, empregando a notacion de intervalos, escribiremos tamén R = [—o0, o).

Operacions alxébricas

As operaciéns de R esténdense tamén a R, con algunhas restriciéns. As operaciéons con ni-
meros reais realizanse do xeito habitual. Ademais, convimos que:

m 0t+a=a+0c0=00,8¢a€Roua=o0.

" (—0)+a=a+(—00)=—00,sea€Roua=—oc.
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Non se definen as expresions: co — 00 € —00 + 00.

" 00-a=a-00=00,seac R oua=oo.

" 00-a=a-00=—-00,5¢a€ER oua=—o0.

» (—00)-a=a-(—00) =—00,se a € R oua=occ.
» (—0)-a=a-(—00)=o00,s¢ea€R oua=—oo.
" 0-0=0-00=(—00)-0=0-(—00) =0.

Topoloxia

A topoloxia usual de R queda determinada considerando como abertos basicos os conxuntos

das seguintes clases:

(a,b), con a,b € R,a <b; [—o0,a), cona€R; (b,o0], conbeR
Polo tanto, os abertos usuais de R seran aqueles conxuntos que se expresan como uniéns de
conxuntos dalgunha destas tres clases.

En particular, os abertos de R (respecto da topoloxia usual) son abertos en R, mais non

ocorre o mesmo cos conxuntos pechados. Por exemplo, R non é pechado en R.

A.2. Nociéns de espazos normados e espazos de Hilbert.

Do mesmo xeito que o concepto de espazo métrico xorde cando se fai abstraccion da distancia
da Xeometria euclidiana, o concepto de norma aparece cando se ten en conta que as estruturas

de espazo vectorial e de espazo métrico de R™ estan ligadas polas seguintes propiedades:

a) d(z,y) =d(x+z,y + 2), Vz,y,z € R"

b) d(z,\y) = [N d(z,y), Yo,y € R", VA € R (=K)

Deste xeito, para conecer as distancias entre puntos de R™, chega con conecer as distancias
4 orixe e, por exemplo, as bdlas quedan determinadas unha vez que se conieza a respectiva bola

unitaria. A abstraccion destas ideas permite definir o concepto de norma e de espazo normado.

Sexa V un espazo vectorial sobre K, onde K =R ou C.



63

Definicién A.1. Unha norma en V' é unha aplicacion || - || : V' — [0, +00), cumprindo:

L. |zl =0 <= =0

2. | Xz]| = Al - |lzl|, VzeV,VieK

3. e +yll <|lz||+ |lyll, Vz,yeV (desigualdade triangular)
Definicién A.2. Un espazo normado é un par (V,|| -||), onde V' é un espazo vectorial sobre
Ke ||| € unha norma en V.

Observacion A.3. Se |- || : V — [0,400) cumpre soamente as propiedades 2 e 3 da definicion

dirase que || - || € unha seminorma.

Proposicion A.4. Todo espazo normado pode considerarse como un espazo métrico, mediante

a métrica inducida pola norma, que vén dada por:

d(w,y) = |z —yl, VoyeV.

Recordese a seguinte definicion.

Definicién A.5. Un espazo normado (V|| -||) dise completo se toda sucesion de Cauchy en V/

converxe a un punto en V.
Definiciéon A.6. Un espazo normado completo denominase espazo de Banach.

Unha clase particularmente relevante de espazos normados é a constituida por aqueles espazos
nos que a norma estd inducida por un produto interior. Nestes casos, é posible xeneralizar nu-
merosas propiedades xeométricas dos espazos euclidianos, xa que a presenza do produto interior
permite definir conceptos fundamentais como o dngulo entre vectores ou a nocién de perpendi-

cularidade. Asi, cobran sentido ferramentas como as proxecciéns ortogonais ou a descomposicion

en subespazos ortogonais.

Definicion A.7. Un produto interior ou produto escalar en V' é unha aplicaciéon
(]): VXV =K,
cuxas propiedades son as seguintes:
1. (z+y|z) = (z|z) + (y|z), para todo x,y,z € V.

2. (\x|y) = Mzly), para todo z,y € Ve A € K.

3. (zly) = (y|x), para todo z,y € V.
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4. (z|x) > 0, para todo x € V; (z|z) = 0 se e s6 se = 0.

Observacion A.8. Asi, cando K = R, un produto interior é unha forma bilinear simétrica
definida positiva, mentres que, cando K = C, é unha forma sesquilineal, hemisimétrica, definida

positiva.

Definicion A.9. Un espazo vectorial V' dotado dun produto interior chdmase espazo prehil-

bertiano.

Proposicion A.10. Todo espazo prehilbertiano pode considerarse como un espazo normado, sen

mdis que dotalo da norma inducida polo produto interior, que vén dada por

|lz|| = v/ (z|z) para todo z € V.

Unha propiedade directa dos espazos prehilbertianos é a seguinte:

Proposicion A.11 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se (:|-) € un produto interior en V,

daquela,
(@ly)? < (22) - (yly), Yr,yeV.

Esta motivacion conduce de maneira natural 4 definicién dos chamados espazos de Hilbert.
Definicion A.12. Cando un espazo prehilbertiano, dotado da norma inducida polo produto
interior, é un espazo completo, denominarase un espazo de Hilbert

Sexan (Vi,] - |l1) e (Va,]| - ||2) dous espazos vectoriais normados sobre K
Definicién A.13. Un funcional lineal (ou transformacion lineal) é unha funcion 7' : Vi — Vs
verificando:

1. Tlw+w)=T()+T(w), Yv,w € V.

2. T(awv) = aT(v), Vv € V] e Va € K.
Definicion A.14. Un funcional dise continuo se para todo a € V; e para cada € > 0 existe § > 0

tal que se ||[v —all1 < § entén ||f(v) — f(a)|2 < e.

Empregando a desigualdade de Cauchy-Schwarz , se E/ & un espazo prehilbertiano e
a € E, a aplicacién
F:FE—K, F(z)=(z|a),

¢ un funcional lineal continuo en E e, ademais, || F|| = ||al|.

Ademais, o seguinte resultado afirma que os tnicos funcionais lineais continuos son da forma

que se vén de describir.
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Teorema A.15 (Teorema de representacion de Riesz-Fréchet). Se H é un espazo de Hilbert, e

F: H — K € un funcional lineal continuo, enton existe un unico elemento ap € H tal que
F(x) = (zlap) para todo x € H.

Ademais, ||F|| = |lar].
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