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dard algunhas metodoloxias descritas na literatura para este fin baixo

a perspectiva da teorfa de xogos cooperativos.
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Resumo

Os problema DEA ((Charnes et al., 1978)) plantéxanse co obxectivo de medir a eficiencia

relativa individual dunha DMU (Unidades de toma de decision) dentro dun conxunto de-
las. En concreto, preténdese clasificar as devanditas DM U s dacordo coa siia capacidade de
influir na eficiencia global do sistema. Para acadar este obxectivo, faremos uso da teoria de
x0gos cooperativos a través da definicion de xogos TU especificos e o uso de soluciéns espe-
cificas para os mesmos. Neste traballo preséntanse varias opciéns de rankings de DMU s en
problemas DEA descritos na literatura. Finalmente aplicaranse sobre unha situacién real,

a xurdida na industria hoteleira en Espana trala crise do sector derivada da COVID-19.

Palabras clave: Data Envelopment Analysis, Xogos cooperativos, Valor de Shapley,

Rankings.

Abstract

DEA problems (Charnes et al., 1978) are designed to measure the individual relative
efficiency of a DMU (Decision Making Unit) within a set of DMUs. Specifically, the aim
is to classify the DMU s according to their ability to influence the overall efficiency of the

system. To achieve this goal, we will make use of the theory of cooperative games through
the definition of specific TU games and the use of specific solutions for them. In this thesis
we present several options of DM U s rankings in DEA problems described in the literature.
Finally, we apply them to a real situation, the one arising in the Spanish hotel industry
after the crisis in the sector derived from COVID-19.

Keywords: Data Envelopment Analysis, Cooperative game, Shapley value, Rankings.
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Introducién

Espana é un dos principais destinos turisticos de todo o mundo. Os datos abalan esta
afirmacion, xa que no 2019 recibiu 83.7 milléns de viaxeiros, dos cales 4.3 eran internacio-
nais. Ademais, o sector turistico en Espafa representa un 12 % do PIB (Produto Interior
Bruto). E por todos sabido que o sector hoteleiro foi un dos mais azoutados pola crise
derivada da COVID-19, xa que durante meses as fronteiras entre paises, e mesmo en-
tre comunidades de Espana, permaneceron pechadas. Incluso tras abrir as fronteiras, as
restricion impostas polo goberno seguiron afectando negativamente a industria. Un claro
exemplo desta situacién é o acontecido na cidade de Santiago de Compostela, na que a stua
hostaleria sustentase en gran medida sobre os turistas que atrae o camino de Santiago e que
durante este ultimo ano e medio sufriu un descenso de mais do 80 %. Ante esta situacién
inusual, as medidas adoptadas foron igual de inusuais. Entre outras, destaca o feito de que

se estendese, por primeira vez na historia, a celebracion do Ano Santo Xacobeo durante 2

anos consecutivos co obxectivo de fomentar a chegada de peregrino a cidade.

Figura 1: Praza do Obradoiro, antes (esquerda) e despois (dereita) da crise da COVID19.

Nestas situacion resulta interesante pensar na posibilidade de cooperacién entre os
diversos axentes estratéxicos involucrados no sector econémico, co fin de minimizar as flu-

tuaciéns econdémicas e aumentar 4 sta vez a competitividade dentro do mercado turistico.
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Entre as multiples medidas a adoptar, a cooperacién entre comunidades auténomas po-
deria ser util en materia de turismo para mellorar a sta competitividade e eficiencia no
mercado turistico global. Ademais, criterios como a proximidade xeogréfica ou as politicas
adoptadas por cada comunidade xustifican a agrupacion de membros da industria hoteleira
por rexions. A par, comprobar que rexiéon é a mellor en termos de incrementar a eficiencia
6 unirse a unha coalicién, xustifica o interese por clasificar as autonomias dacordo con
este criterio. No Cadro [l| proporcionase unha medida da capacidade anual da industria
hoteleira en Espania no 2019, con este fin témanse as medias mensuais de indicadores como
o nimero de hoteis abertos, o nimero de camas dispofiibles, o nimero de empregados ou
outros datos sobre a ocupacién hoteleira. Ten sentido considerar os datos do 2019, pese
a non seren os actuais, xa que son a ultima referencia previa a pandemia e polo tanto a

ultima referencia “normal”’. Dan mostra do “musculo” de cada unha das autonomias.

Rexion Hoteis Camas | Empregados | Hospedes | Pernoctacions | Ocupacion
Andalucia 2455.00 | 259275.33 36287.25 1653402.16 | 4576537.92 146765.58
Aragon 766.58 | 37562.33 3638.75 247598.83 480469.00 15559.58
Asturias 547.83 | 24187.41 2753.41 148125.00 311687.17 10095.41
Illas Baleares 773.66 | 202184.75 33402.91 879083.00 4840793.17 152446.58
Canarias 540.66 | 249976.17 47752.41 814067.25 5604536.50 180138.16
Cantabria 325.75 | 15942.25 2157.08 110174.58 246587.50 7893.83

Castela e Leon 1269.83 | 58019.33 6710.50 425852.25 710568.25 23119.08
Castela A Mancha || 728.66 | 31638.50 2818.25 189637.50 319173.25 10395.66

Cataluna 2302.66 | 251134.00 34896.00 1727974.91 4854300.92 153449.66
Valencia 1028.75 | 128020.75 16301.16 T77374.16 2487222.00 77899.16
Estremadura 370.00 | 18523.66 2350.41 122368.25 209967.83 6841.66
Galicia 1416.66 | 59754.33 6920.91 372374.75 751117.92 24260.08
Madrid 1170.50 | 114306.50 14758.00 1052319.08 | 2127934.25 69282.50
Murcia 161.00 | 17745.41 2184.33 113575.41 273159.33 8798.83
Navarra 271.91 | 11899.50 1492.00 89055.08 167078.75 5383.33
Pais Vasco 554.50 | 29519.58 4161.50 266280.25 513775.25 16609.50
A Rioxa 147.50 6210.91 785.25 47858.33 83548.83 2718.16
Ceuta 12.66 773.50 124.66 6371.08 14058.17 459.08
Melilla 10.00 838.00 152.00 5604.83 11668.33 383.16

Cadro 1: Media dos indicadores mensuais da industria hoteleira espanola en 2019. Fonte:

Instituto Nacional de Estadistica, INE (https://www.ine.es/).

O Data Envelopment Analisis (DEA) é unha técnica non paramétrica en investigacion


https://www.ine.es/

INTRODUCION XI

operativa e economia, introducida en [Charnes et al. (1978)] que utiliza modelos de progra-

macién lineal para avaliar a eficiencia dun conxunto homoxéneo de unidades de toma de
decisién, 4s que chamaremos DMUs. Cada DMU caracterizase por utilizar certos inputs
ou entradas para producir certos outputs ou saidas. A idea tras esta técnica é estimar a
fronteira eficiente do conxunto de posibilidades de producién (conxunto factible), na cal se
proxectan tédolos DM U s. Formalmente, a fronteira eficiente esta formada polos puntos de
operacion non dominados. Asi un DMU dise ineficiente se existe un punto de operacién
que, utilizando menos entradas, produce as mesmas safdas, ou se, cas mesmas entradas
produce mais saidas. Temos asi unha clasificacién cualitativa entre DMU s eficientes e
ineficientes.

A pesar de que esta técnica fol proposta inicialmente para avaliar a actividade de en-
tidades sin animo de lucro como sistemas publicos (educacion, sanidades, ... ), existen

miultiples referencias na literatura aplicAndoa a unha gran variedade de problemas reais.

Destacamos por exemplo [Hua et al. (2007)| que aplica DEA para a avaliacion da eficiencia

ecoloxica na industria, ou [Cooper et al. (2009)| que avalia a eficiencia de xogadores de

baloncesto utilizando DEA. Ademais, [Yin et al. (2020)| céntrase en avaliar o rendemen-

to hoteleiro respecto a sta capacidade operativa e de marketing e [Yazdani et al. (2020)|

usa DEA para seleccionar a localizacion de centros de loxistica en distintas comunidades
auténomas de Espana.

A colaboraciéon das DMUs no marco dos problemas DEA favoreceu o uso da teoria
de xogos cooperativa para a andlise dos mesmos nos iltimos anos. Por exemplo,
foron os primeiros en utilizar DEA para facilitar unha asignacion de custos. En

Lozano (2012)|analizanse os beneficios de compartir informacioén entre DMU's sobre o con-

sumo de entradas e a producion de saidas. En[Yang et al. (2015)| proponen unha asignacion

de recursos con un alto nivel de equidade utilizando unha modificacién de valor de Shapley.
A posible comparaciéon das DMU s utilizando teoria de xogos cooperativos recibiu moita

atencién na literatura, sobre todo nos tltimos anos dende o aumento substancial do poder

discriminatorio do DEA. [Li and Liang (2010)| utiliza o valor de Shapley para clasificar

variables atendendo a eficiencia das DMU s, [Li et al. (2016)| prop6n unha clasificacion dis-

tinta baseada no concepto de stper-eficiencia. Nos centrarémonos na clasificaciéon proposta

en, [Hinojosa et al. (2017)] que utiliza a variacion da eficiencia dos DM U's cando un grupo

de unidades eficientes abandona a mostra, ou de forma equivalente, cando entra na mostra,

que como Xa veremos en esencia é o mesmo.
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Capitulo 1

Os modelos DEA e a teoria de xogos

Neste capitulo presentaremos as ideas basicas sobre as que se sustentard o resto do

traballo. Primeiro presentarase o modelo DEA proposto en [Charnes et al. (1978)| xunto

aos conceptos de DMU eficiente e grao de eficiencia. Logo exporemos alguns resultados

necesarios propios da teoria de xogos cooperativos, extraidos de|Gonzalez-Diaz et al. (2010)|

1.1. Modelo DEA

Como xa comentamos, os problemas DEA tratan de medir a eficiencia relativa dun
grupo de unidades de toma de decision (DMUs), onde cada DMU usa certas entradas

para producir certas saidas. Cabe destacar que é habitual que estas entradas e saidas

sexan multiples. En |[Charnes et al. (1978)| analizase este problema dende un punto de vista

matematico e proponse un modelo orientado nos datos de saida (outputs) con retorno
constante a escala (constant return to scale). Retorno constante a escala é unha hipotese
baixo a cal se as entradas aumentar unha cantidade, as saidas aumentan proporcionalmente
a esa cantidade. Que o modelo sexa orientado nas saidas quere dicir que a funcién obxectivo
busca maximizar o ratio entre as saidas ponderadas e as entradas ponderadas do DMU que
estamos a avaliar, baixo a restricién de que o ratio entre as entradas e as saidas ponderadas

non pode ser maior ca un para ningin DMU da mostra. Presentamos o modelo como segue

S
Zr:l u?”yTO‘
maxr hy = ="
Zi:1 U450
suxeitoa :
. (1.1)
=1 %YrYry . .
== =2 J1; j=1,...,n.
Zizl Vi
Up,0; >0 r=1,...,8 1=1,....,m,
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onde denotamos por x;; os datos de entrada e y,; os de saida das j DMUs, con j =
{1,...,n}, epor u, e v; > 0, conr =1,...,s ei = 1,...,m, os pesos asignados aos
correspondentes datos. A notacion y,.g e ;0 fai referencia ao DM U do cal queremos calcular
a eficiencia. Ao conxunto de DMUs denotarémolo por grupo de referencia ou mostra.

Noétese que o problema (|1.1)) pode ser rescrito mediante a seguinte formulacion vectorial.

uyo
maxr hg = ——;
VI
suzeito a :
UYR
— <1,
VIR
UyYr <1
v, T
u,v > 0;
Sexa u* = (uj,...,u}) e v* = (v],...,v;,) unha solucién 6ptima do problema. Como
YR = Yr € TR = T, temos que u*yr = v*rr = v¥x, por tanto hg = 5—(];.

Noétese tamén que os pesos u* e v* estan determinados polos datos de entrada e saida
observados suxeitos as restriciéns do modelo , ademais baixo estas observaciéns e
restricion ningunha outra configuracién de pesos vai acadar unha mellor valoracién para o
grupo de referencia, é dicir que se con estes pesos non se acada unha eficiencia do 100 %,

non se vaia acadar con ningin conxunto de pesos.

1.1.1. Formulacién lineal do modelo

O modelo (1.1) é un modelo de programacion matematica non lineal. En concreto tré-
tase dun problema de programacion fracional. Dacordo con |Charnes et al. (1962)|e [Charnes|
et al. (1973)| precisamos pasar, na practica, dun problema de programacion fracional a un

de programacién linear equivalente.

Primeiro consideramos o seguinte modelo que se corresponde coa formulacién do pro-

blema DEA orientado 6s inputs.

m

N vT
min  foy :7282*1 ! z0;
E :r:1 UrYro

suxeito a:
m
S v
i=1 Vidij .
= =1
> re1 UrYrj

Uy, V5 > 0.

(1.2)
j=1,...,n.
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Agora, o obxectivo é pasar deste problema non lineal e non convexo a un problema de pro-

gramacion lineal. Desta maneira, construimos o problema (1.3)) como asociado 6 primeiro.

maxr  zg;

suzetto a:

n
_ZyTj)‘j+yr020§0, r=1,...,s.
7=l (1.3)

n
Z‘rij)\j §$i0, 1= 1,...,m.
J=1

AjZO, ]:1,,71

Tratase dun problema de programacién lineal. Polo tanto, é posible obter a formulaciéon

do problema dual asociado que expresamos como segue.

m
min QOIE W;T50;
i=1

suzeito a:

S m
S e+ Y w2 0,5 =1, (1.4)
r=1 i=1

S
Zuryro =1
r=1

ryw; 20 r=1,...,8, 1=1,...,m.

A estrutura do modelo ([1.4]) correspéndese a un problema de programacion lineal, polo que

seguindo o exposto en [Charnes et al. (1962)|e|Charnes et al. (1973)] aplicamos as seguintes

transformacions:

w; =tv;, t=1,...,m.

Y =tup, r=1,...,8.

% = 2 UrYro,

onde t > 0. Tras ditos cambios obtemos a seguinte formulacién:
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. D i ViTio
min fo = = ;
Zi:l UrYro ’

suxeito a:

m

S
Zvixij—Zuryrj >0; 7=1,...,n.

i=1 r=1

Uy, U 2 07

que ¢ un modelo de programacion lineal fracional equivalente a (1.4). Ademais é evidente

que as restricions
m S
E ViTi5 — E uryTjZO; j:1,...,n
i=1 r=1

do problema (1.5) equivalen a

D iy Viij :
= =L Jjg=1...,n

Zrzl UrYrj
que son as restricions do modelo orientado nos inputs (|1.2). Polo tanto podemos usar ((1.4)
para resolver (1.5)), que a stia vez aporta a solucion de ((1.2)), de onde conseguimos facilmente

a solucion de (1.1) que é o que queriamos encontrar nun comezo.

Resumindo, para resolver o modelo (|1.1f), basta resolver o proposto en (1.4 xa que
) )
0 = 95 = %; e polo tanto hy = Zi Referirémonos a estas soluciéons como grao de eficiencia.
0
Debemos notar tamén que o valor dos pesos v e u; son os mesmos para a solucién éptima

de calquera dos modelos anteriores.

Agora co obxectivo de abordar varias ideas sobre Data Envelopment Analysis definimos:

Y, .
j:<XJj>; ji=1,....n, (1.6)

onde Y € o vector que contén os datos de saida y,; con r =1,...,5, e X; & o vector que

contén os datos de entrada x;;, con7=1,...,m.

Expresamos o problema en (1.3)) en forma vectorial:
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max  2p;

suxeito a:

— ZYj)\j + Yozp < 0;

n
ZXj)\j < Xo;
j=1

A >0, j=1,...,n,

e denotamos por

za‘,/\;,s*ﬂs**; ji=1,...,n, (1.8)

4 solucion 6ptima e as stias variables de folgura. Sendo, s* un vector non negativo asociado
as desigualdades dos datos de safda e s*~ un vector non negativo asociado as desigualdades
dos datos de entrada.

Se z5 > 1, & dicir, hj < 1, a fronteira eficiente do conxunto factible non se acada.
Pero debemos notar que se algunha das compofentes de s* é distinta de cero, podemos
aumentar os datos de saida asociados sen alterar o valor das A7 e sen violar ningunha
restricion. De forma similar, se s*~ ten algunha componente distinta de cero, podemos
reducir o valor dos datos de entrada de Xy a Xg — s*7, polo tanto non se acada eficiencia

(relativa) nin sequera cando zj = 1.

Proposicion 1.1. Unha condicion necesaria e suficiente para valorar como eficiente un

DMU ¢é que satisfaga as sequintes condicidns no problema (1.3)):
i) 25 =1
i) T =57 =0

Observacion 1.2. Estas condiciéns son tamén as condicions de eficiencia de Pareto esten-

didas para cubrir tanto a producién como o consumo.

Con isto, xa temos unha nocién cualitativa de cando un DMU ¢é eficiente, mais adiante
facemos contacto co traballo de Farrell para dar unha nocién cuantitativa da eficiencia
dunha determinada DMU respecto a un conxunto de observaciéns.

Suponiamos agora que queremos axustar todalas observacidns con algin propoésito en
concreto, por exemplo, para avaliar o potencial dun determinado programa para unha
DMU dada, supofiendo que o programa é eficiente baixo esa DMU especifica, para iso
debemos eliminar as ineficiencias. Iso pédese facer utilizando as condiciéns necesarias da

seguinte maneira.
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Primeiro dado un DMU, resolvemos (1.7) e coas stas solucions formulamos o seguinte

problema:

mazr Zp;

suzetto a:

(1.9)

A (1.9) conéceselle como “varied problem”, e usamolo para eliminar todalas ineficiencias
que se detectan ao resolver (1.7)). Para eliminar as ineficiencias reducimos os datos de
entrada de Xg a Xo — s*~ e aumentamos os datos de saida de Ypzp a Ypz; — s*T. as novas

observacion chamarémoslles datos de entrada e saida axustados.

Proposicion 1.3. Os novos datos arustados satisfdn a condicidn necesaria e suficiente

para a eficiencia.

. . T . -
Demostracion. Consideramos o problema (1.9)) e sexa Zj a stia solucion. Temos que 5 > 1,
se 25 = 1 podemos calcular facilmente a soluciéon 6ptima usando (1.8). Suponamos que

Z5 > 1, enton:

n n
=NV Yosia < - Y YA+ (Yoi + 5"z <0,
j=1 j=1

n
D XA < X - 7 < X,
j=1

xa que s*T e s*7 son vectores non negativos. Polo tanto tomando Zjz% e 5\;‘ en ((1.7)
satisfanse as restricions, ademais max zo > 2525 > z; Xa que Z;>1 por hipétese. Pero
max 2y > z; € unha contradicién, xa que por hipbtese max zp = 2, entén 25 =1 ¢é o
valor 6ptimo en ([L.9)), polo que se cumpre i).

Agora vexamos que a soluciéon 6ptima de , )\;f, con j =1,...,n, & tamén solucién
optima de (1.9) cos vectores das variables de folgura §** e §*~ igual a 0. Por ser (1.8)
solucion de temos que:
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n
=D YiX + Yorg 457 =0,
j=1

n
S XN =X -5
j=1

Polo tanto )\; é solucién do wvaried problem para Z; = 1 que como vimos antes é solucion
6ptima. Ademais as variables de folgura valen todas cero. Queda asi probado o resultado.
O

En resume, os axustes nos datos que fixemos anteriormente levan as observacions iniciais

a dentro do conxunto de producién eficiente.

1.1.2. Unha medida cuantitativa da eficiencia dunha DMU

A continuacién aproximarémonos ao traballo de Farrell co propésito de dar unha me-

dida cuantitativa para a eficiencia dunha DMU.

Exemplo 1.4. Vexamos un exemplo tomado da bibliografia [Charnes et al. (1977)| onde

consideramos 6 DMUs con 2 entradas normadas no valor da siia respectiva saida. Polo
tanto cada Pj representa unha version normada de ((1.6]), coas componientes de X; divididas
entre as sas correspondentes saidas (y;) e onde os datos de saida son eliminados e asociados

aos coeficientes unitarios das variables A;. Sexan,

e (= (o= () Q- (=)

os valores de entrada normados. Suponamos que queremos estudar por exemplo a efi-
ciencia de Ps, resolvemos mediante o método simplex o problema DEA que plantexamos
anteriormente, para iso podemos utilizar o paquete de R IpSolveAPI dacordo co codigo
do Apéndice

Tras a sta resolucion, obtemos que a solucién 6ptima toma \j = % ~ 0,8333, \ = % ~

0,3333, 25 (%) = % ~ 1,1667. Claramente non satisfai as condiciéns necesarias de eficiencia

@)

Para analizar os datos seguindo o estudo de Farrell, traballaremos baixo 2 hipdteses,
a primeira é que cada dato de entrada pode ser contraido ou expandido ao longo dun
raio que vai do orixe cara o punto que representa eses datos, a segunda hipotese é que

toda combinacion convexa dos datos de entrada pertence ao conxunto factible, i.e., € unha
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opcién de producién posible. Os puntos eficiente serdn a unién das fronteiras dos simplex
(caras) formados polos puntos extremos eficientes, no caso particular do noso problema é
a union dos segmentos que unen os puntos extremos. A unién de todos os puntos eficientes

chamarémoslle eficient isoquant ou fronteira eficiente.

Definicion 1.5. Un simpler é unha envoltura convexa dun conxunto de n + 1 puntos

independentes afins nun espazo euclideo de dimensién n ou maior.

traballou con tres conceptos de eficiencia distintos:
1. Eficiencia técnica.
2. Eficiencia de prezos.
3. Eficiencia xeral.

Naquel traballo tratouse principalmente o concepto de eficiencia técnica, xa que & o mais
comodo e flexible debido a que a sta tnica esixencia é que tédalas entradas e saidas tenan
un valor. O Algoritmo do simplex danos unha expresion de P, como combinaciéon de puntos
extremos do conxunto factible %P4 + %P:; = P,, esta combinaciéon podémola facer convexa

dividindo entre %. Obtemos:

5 2 6
P +iP=_P =P
74+73 212 5

A interpretacion destas contas é que estamos calculando cal é o punto Pj que pertence a
fronteira eficiente méis préximo 4 orixe no raio de Py. En termos de eficiencia, diremos que
se P, producise tan eficientemente como P} enton deberia poder producir unha unidade
de saida con tan sé g das cantidades de entrada. En concreto definese a eficiencia técnica

como segue:

Definicién 1.6. Sexa P; un punto correspondente a unha DMU e sexa [(OF;) a distancia

dende a orixe ata P;. Sexa P/ a proxeccién de P; sobre a fronteira eficiente do conxunto

factible. Definese a eficiencia técnica de P; como

/
0<TEF(F) = llig];))’ con TEF(F;) >0,

obtemos asi unha medida cuantitativa da eficiencia de P;.
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6 T ~ata Qg = Meg

. N
ata Q1 = Me;

Figura 1.1: Representacion grafica do problema.

No caso anterior como ng = PJ, é inmediato ver que a eficiencia técnica TEF (Py) = g.

A lifia que conecta P3 e Py forma parte da fronteira eficiente e ao igual que Pj todolos
puntos deste segmento son eficientes. Notese que non pode existir un punto Pj entre a

fronteira eficiente e a orixe, xa que non pertence ao conxunto factible.

Se agora consideramos Py = P, tras aplicar o simplex obtemos %P4 + %Pg) = P,
25(P1) = XNj+ M\ = % vemos que P non cumpre e polo tanto non é eficiente. Igual
que fixemos anteriormente dividindo entre % obtemos P| = %Pl = %le + %P5 que pertence
& fronteira eficiente. Notemos que a unica diferenza respecto ao caso de P» é que a base
optima é distinta, isto debese a que P; non pode ser expresado como combinacién de Py
e P53 sen romper as condiciéns de non negatividade. Graficamente isto equivale a que P

non pertence ao cono xerado ao unir a orixe con Py e Ps.

Para rematar de analizar este exemplo, consideraremos o caso Py = Fg, se aplicamos o
método simplex podemos obter 2 solucions que tenen o mesmo valor na funcién obxectivo,
1Ps = Ps e 1P3 + le; = P, en ambos casos 23(Ps) = 1, sen embargo na segunda solucion
vemos que non se cumpre a condicion de eficiencia ii), i.e., non todas as variables de folgura
son cero. Para evitar esta ambigiiidade, basta con maximizar as variables de folgura con

menor prioridade que as ;. Para eso consideramos o modelo:
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m

n
mazx ZO:Z/\j+ﬁzsi;

j=1 =1

suxeito a:
(1.10)

n m
Z Pj)\j + Z €;8; — Po,
7=1 =1

)\j,Sizo, j:1,...,n, i:1,...,m.

onde M é unha cantidade suficientemente grande (non arquimediana) como para que ﬁ >0
sexa sempre menor que calquera valor positivo que poida tomar A; en calquera das itera-
ciéns do simplex. Desta forma aseguramonos que o resultado obtido ao aplicar o método

simplex non de lugar a ambigiiidades.

1.2. Xogos cooperativos de utilidade transferible

Nesta seccién trataremos con problemas baseados na colaboracién dun conxunto de

axentes que trata de repartirse os beneficios ou os custos derivados da stia cooperacion.

1.2.1. Xogos TU

Para caracterizar esta clase de problemas, para os cales suporemos que os beneficios
xerados por unha coalicién pédense repartir libremente entre os xogadores da mesma,

definiremos formalmente os chamados zogos cooperativos de utilidade transferible.

Definiciéon 1.7. Un xogo de utilidade transferible (ou xogo TU) é un par (INV,v) onde N

é un conxunto finito de xogadores e v : 2¥ — R ¢ unha funciéon que cumpre que v(f)) = 0

A funcién v denominase funcién caracteristica do xogo. Para cada subconxunto S €
2V ao cal chamaremos coalicién, v(S) representa os beneficios que se poden asegurar os
xogadores de S, independentemente de como actien os demais xogadores. Denotamos por
G(N) o conxunto de tédolos xogos TU con conxunto de xogadores N. Por comodidade

identificaremos un xogo (IV,v) coa funcion caracteristica v.

Definicién 1.8. Sexa un xogo v € G(NN). Diremos que v é superaditivo se, para calquera
par de coalicion S, T € 2V con SNT = (), tense que v(SUT) > v(S) +v(T). Ao conxunto

de xogos superaditivos denotarémolo por SG(N).
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Notemos que cando un xogo é superaditivo, os xogadores tefien un incentivo real para
colaborar, xa que o beneficio que se poden asegurar ao cooperar é sempre maior ou igual

ca o0 que se poden asegurar por si mesmos.

1.2.2. Soluciéns de xogos TU

Como xa mencionamos ao principio, o obxectivo principal da teoria de xogos coope-
rativos é repartir os beneficios, ou custos, derivados da cooperaciéon de varios xogadores.
A cada configuraciéon do reparto de recursos chamarémoslle asignacién, mais formalmente

definimos asignacién como:

Definiciéon 1.9. Sexa un xogo v € G(NN). Diremos que o vector = € R, con compoiientes

xi, ¢ unha asignacion se,
E Ty = (N)7 Xy Z 07

onde cada componiente x; € a parte do beneficio que recibe o xogador i.

A teoria de xogos cooperativos serve para distinguir que asignacions do conxunto de
asignacion dun xogo v € G(N) poden ser aceptadas por todolos xogadores. Esta distincion
pode enfocarse baseandonos en duas ideas distintas, a estabilidade e a ecuanimidade. A
continuaciéon veremos dous dos conceptos méis importantes relacionados con cada unha

destas ideas, o ntcleo e o valor de Shapley.

O nucleo

A idea de estabilidade trata de encontrar un conxunto de asignaciéns de recursos que
sexa estable, é dicir que contena a asignacion que finalmente decidan os xogadores. O

concepto relacionado coa estabilidade que estudaremos aqui é o nacleo.

Definicién 1.10. Sexa un xogo v € G(N). Unha imputacion de v, é un vector z € RY

que satisfai as seguintes condicidns:
1. z; > v(i), para todo i € N.
2. Y ienTi =v(N).
Denotaremos por I(v) ao conxunto de imputacions de v.

As imputacions non son mais cas asignacions para as cales tdédolos xogadores reciben
un beneficio maior ou igual ao que se poden asegurar por si mesmos. Definimos o niicleo

como segue:
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Definiciéon 1.11. Sexa un xogo v € G(N). O nicleo de v, que denotaremos por C(v), é

un subconxunto de I(v) definido por
Cv) = {x e l(v): sz >wv(S) VS e 2N}.
€S

Notese que os elementos de C'(v) asignan a cada coaliciéon uns beneficios maiores ou
iguales aos que se poden garantir por elas mesmas. Presentamos agora unha definicion e
un resultado que nos proporcionan outro punto de vista para entender a conexién entre o

nucleo e a estabilidade.

Definicién 1.12. Sexa v € G(N) un xogo TU e sexan S € 2V\0 e x,y € I(v). Dise que

x domina a y a través de S se cumpre,
1.z >y, ViesS.

Dise que = domina a y se existe unha coalicion T' € 2V\() tal que = domina a y a través de

T. Dise que x é non dominada se non existe z € I(v) tal que z domina a x.

Obsérvese que = domina a y a través de S cando tédolos xogadores de S prefiren x
fronte a y, e ademais x é alcanzable para S no sentido de que a cantidade total proposta
por x non supera 4 cantidade que se poden garantir os xogadores de S por si mesmos.
Respecto ao tema anterior é importante notar tamén que os puntos da fronteira eficiente

son non dominados.
Proposicion 1.13. Seza v € G(N) un zogo TU.
1. Sixz € C(v), enton « é non dominada.

2. Se ademais, v € SG(N), enton C(v) ={x € I(v): x € non dominada}.

Demostracion. Pode consultarse a proba deste resultado en (Gonzalez-Diaz et al. (2010)]
O

Esto restltanos interesante xa que os xogos cos que traballaremos mais adiante para
medir a cooperacion entre DM U s serdn sempre superaditivos. Presentamos a continuacion
un exemplo que nos acompanard durante toda a seccién co fin de ilustrar os conceptos de

ntcleo e valor de Shapley.
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Exemplo 1.14 (Xogo do luva). Tres xogadores estan dispostos a repartirse os beneficios
xerados pola venta dun par de luvas. O xogador 1 ten unha luva esquerda, os xogadores
2 e 3 tefien unha luva dereita cada un. As luvas s6 se venderan con éxito se estan ben
emparelladas, de ser asi venderanse por unha centena de euros. Esta situacién corresponde
co xogo (N,v) con N = {1,2,3}, v(1) = v(2) = v(3) = v(2,3) =0 e v(1,2) = v(1,3) =
v(N) = 1. Neste caso o nucleo é o conxunto unitario {(1,0,0)} xa que v € SG(N) e
{(1,0,0)} é o anico punto do conxunto de imputacions non dominado, polo que podemos

interpretar que o prezo das luvas dereitas no mercado é cero debido ao exceso de oferta.
Achegamos agora un exemplo un pouco mais complexo.

Exemplo 1.15 (A profesora visitante). Tres grupos de investigacion pertencente a 3 uni-
versidades distintas, universidade de Amsterdam (grupo un), universidade de Paris (grupo
dous) e universidade de Santiago de Compostela (grupo tres), plantexan a visita dunha
profesora da universidade de Oxford a impartir unha masterclass en fisica de particulas.
Para minimizar custos, as 3 universidades coordinaranse para que a profesora as visite
todas nunha mesma viaxe. Os grupos queren repartir os custos. Sexa N = {1,2,3} o con-
xunto das tres universidades, o custo estimado da viaxe para cada posible coalicién de
grupos é:
¢(1) = 1500, ¢(2) = 1600, ¢(3) = 1900,
¢(12) = 1600, ¢(13) = 2900, ¢(23) = 300 e
¢(123) = 3000.

Para cada S € 2V, ¢(S) representa o custo da viaxe para visitar os grupos de S. Tomando
N = {1,2,3}, obtemos un xogo (N,c), ao que chamaremos xogo de custos e onde ¢(5)

representa os custos derivados da coalicion en vez dos beneficios. Definimos o xogo de

aforro asociado ao xogo de custos (NN, ¢) como o xogo (N,v) onde para cada S € 2V v é:

Enton temos,

O niicleo deste xogo sera:
Cw)={xe€l(v): 21>0,22>0, 23>0,
x1 + x9 > 1500, 1 4+ x3 > 500,
ro + a3 > 500, 1 + 2 + T3 > 2000}.
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Na Figura [1.2| representamos C'(v) como un subconxunto de (v).

(1500, 0, 500) (0, 1500, 500)

VA AV

(1500, 500, 0) (500, 1500, 0)

Figura 1.2: O nucleo do xogo da profesora visitante.

O valor de Shapley

Cando establecemos unha asignacién, un dos factores a ter en conta ¢ a ecuanimidade.
O valor de Shapley é unha solucion dos xogos TU baseada sobre este principio.
Definiciéon 1.16. Sexa v € G(NN) un xogo TU.

1. Dicimos que i € N é un xogador nulo de v se, para cada S € 2, v(S U {i}) = v(9).

2. Dous xogadores 4,j € N denominanse simétricos en v se, para cada S € 2N/1i}
tense que v(SU{i}) =v(SU{j}).

Sexa f unha aplicacion f : G(N) — R¥, a cal chamaremos valor, e consideremos as

seguintes propiedades.

» Eficiencia: f satisfai eficiencia se, para todo v € G(N),

Z filv) = v(N).

iEN

= Propiedade do xogador nulo: f satisfai a propiedade do xogador nulo se, para

todo v € G(N) e para todo ¢ € N xogador nulo de v, tense que f;(v) = 0.

» Simetria: f satisfai simetria se, para todo v € G(N) e para todo par de xogadores

i,j € N simétricos en v, tense que f;(v) = f;(v).
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» Aditividade: f satisfai aditividade se, para todo par de xogos v,w € G(N), f(v+
w) = f(v) + f(w).

O seguinte resultado amosa un valor que cumpre estas propiedades e asegura a sua

unicidade.

Teorema 1.17. Eziste un tunico valor satisfacendo as propiedades anteriores. Este valor

denominase valor de Shapley, e é o vector cuzas compornientes venien dadas por:
sl(n —s—1)! ,
()= Y FEIE s Ui - uS)), (111)
SeaN\{i}

para todo v € G(N) e todo i € N, onde s e n denotan os cardinais de S e N, respectiva-

mente.

Demostracion. Para mais detalle sobre a stia demostracion, ver o Capitulo 5 de
IDiaz et al. (2010)| O

O valor de Shapley podémolo interpretar como o vector de beneficios esperado corres-

pondente a seguinte situacion:
= Os xogadores recordan acudir a certo lugar.
= Té6dolos posibles ordes de chegada son igual de probables.

= Cando chega o xogador recibe a stia contribucién 4 coaliciéon formada polos xogadores

que chegaron antes ca él.

Entén podemos expresar o valor de Shapley alternativamente como

O;(v) =— Y (WBT(i)u{i}) —v(B7(i))) Vi€ N,

well(N)
onde II(V) é o conxunto de permutacions de N e B™(i) é o conxunto {j € N : w(j) < w(7)},
i.e., o conxunto de xogadores que chegan antes que ¢ para a permutacién 7.
A continuacion, probase a pertenza ¢ conxunto de imputacions do valor de Shapley

para xogos superaditivos.
Proposicion 1.18. Para todo v € SG(N), ®(v) € I(v).
Demostracion. Sexa v € SG(N), notemos que para todo i € N,

Z s!(n—s—l)!_7h1 n—1 s!(n—s—l)!_l
n! B “\ s n! -

SeaN\{i} 5=
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Enton como v € SG(N)

o) = 3 g u i - uo(s))

n!
Se2N\{i}
slin—s—1)! . _
2 Z Tﬂ(l) = (i),
SeaN\{i}
para todo ¢ € N. Ademais, como ® ¢ eficiente por hipdtese, ®(v) € I(v). O

Rescatemos agora o Exemplo para ilustrar o célculo do valor de Shapley nun caso

sinxelo con poucos xogadores.

Exemplo 1.19. Na seguinte tdboa recéllense os célculos necesario para obter o valor de

Shapley do xogo da luva.

T |1 2 3
1230 1 0
1320 0 1
21311 0 0
23111 0 0
31211 0 0
32011 0 0

® 13 5 3

Na téboa calctilanse os vectores de contribuciéns marxinais para os distintos ordes de
chegada, e finalmente calciilase a contribucién media de cada xogador para obter asi o
valor de Shapley. Notese que o valor de Shapley neste caso non é estable xa que non

pertence ao ntcleo.

Como caso especial, preséntase unha clase de xogos para os cales o valor de Shapley

sempre pertence ao nicleo: 0s xo0gos convexos.

Definiciéon 1.20. Sexa v € G(N) un xogo TU, dise que v é convexo se, para calquera
ieN,S,Te2M\} con ST,

v(TU{i}) —v(T) > v(SU{i}) — v(S).

Esta propiedade garante que a aportaciéon de cada xogador i, con ¢ € N, a cada coalicién
a que non pertence ¢ aumenta a medida que tamén o fai a coalicién & que se une.

Resulta facil comprobar que todo xogo convexo é superaditivo. A proba deste resultado

pode seguirse en |Gonzélez-Diaz et al. (2010)]
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Teorema 1.21. Seza v € G(N) un zogo convexo. Enton ®(v) € C(v). Ademais o niicleo

é a envoltura conveza dos vectores de contribucion marzinais.

Por tltimo comentar que o custo computacional do célculo do valor de Shapley medra

enormemente segundo aumenta o nimero de xogadores. Segundo un experimento levado a

cabo co software Matlab por TUG lab (Mirés et al., 2008)), o tempo estimado para con-

xuntos de ata 15 xogadores é de arredor de 15 minutos, para méis xogadores son necesarios

métodos de estimacion coma os expostos en |Castro et al. (2009)| Isto débese en gran parte

ao crecemento exponencial do nimero de subconxunto dun conxunto de n elementos, que
é da orde de 2™.

1.2.3. Outros resultados

Nesta seccién presentaremos uns conceptos menos xerais, co fin especifico de xustificar
que os dous xogos definidos méis adiante na Definicion son equivalentes, de cara a
medir a cooperacién entre DM U s eficiente.

Primeiro definimos un tipo especial de xogos, os xogos duais.

Definicién 1.22. Sexa un xogo cooperativo v € G(v) chamarémoslle xogo dual de v a v?

definido por
v (8) = v(N) —v(N\S), VS e2V.

Polo tanto o dual de v é 0 xogo que a cada coalicion S lle asigna os beneficios que

d

aporta S ao unirse a N\S. Diremos que v e v son xogos duais. Vexamos agora que o dual

do dual é o primal.

Proposicién 1.23. O zogo dual do zogo dual de v é v, i.e., (v))?=wv

Demostracion. Sexa v € G(N) e sexa (v%) o seu dual. Vexamos que (v%)%(S) = v(S) para
todo S € 2%,

(vH)4(S) = v*(N) — v (N\S)
(N N\N) —v(N) +v(N\(N\S))
(N 0) —ov(N) +v(S) = v(9),

v(N) — o
v(N) — o(
quedando probado o resultado. O

Recordemos que definiamos un valor como unha aplicacién f : G(N) — R,
Definicién 1.24. Dise que un valor f ¢ auto-dual se f(v) = f(v?%).

Para finalizar o capitulo, cabe destacar que o valor de Shapley é un valor auto-dual.
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Teorema 1.25. O wvalor de Shapley é auto-dual.

A proba deste resultado pode consultarse en [Kalai et al. (1987)]




Capitulo 2

Valor de Shapley modificado e

coeficiente de Gini

O obxectivo deste capitulo é introducir, mediante as técnica DEA e a teoria de xo-
gos cooperativos, un primeiro mecanismo para o establecemento de rankings de DMU s.
Para isto, partiremos dun procedemento de asignacién plantexado para o reparto dos be-

neficios xerados da cooperacién dun conxunto de DMUs. Ao longo do capitulo seguirase

principalmente a referencia [Yang et al. (2015)]

Supofiamos que temos un sistema formado por m DMUs con caracteristicas compa-
rables e homoxéneas, é dicir, que se miden as mesmas magnitudes de entrada e saida para
todalas DMUs. Denotemos por DMUj,, con jo € M ={1,...,m}, & DMU baixo estudo.

O modelo de programacién matemaética orientado nos outputs pode ser rescrito

cComo segue:

—_— * .
mazx  dj, = dj;

suzxeito a:

D YN > Yedsy:
= (2.1)

m

XN < Xio;

j=1

Aj2>0, g=1,...,m.

Como xa comentamos anteriormente a eficiencia calculada por este modelo dise relativa,
xa que depende do conxunto de DM U s considerado. Entén, se modificamos dito conxunto

podemos alterar o valor da eficiencia calculada para cada unha das DMUs do grupo de

19
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referencia.
No caso de que un subconxunto de DMUs decida cooperar asumiremos a formacion
dunha certa coalicién S. Nese caso, o problema asociado para o computo desa eficiencia é

0 que se expdn a continuacion:

o
mazx  dj, = dj;

suxeito a:

D YA > Yigdj;
= (2.2)

m
D XA < Xy
j=1

/\jZO, jGS,j()ES.

Notemos que no unico no que se diferenza este problema do anterior é no grupo de refe-
rencia. Respecto a solucién 6ptima do modelo, sabemos que seré d;o > 1, esera d;o =1 se

cumpre as condicions xa mencionadas en (|1.1]).

2.1. Medindo a cooperaciéon das DMUSs

Nesta seccioén plantexaremos o problema de cooperacion das DMUs dende o enfoque

da teoria de xogos cooperativos.

Primeiramente trasladaremos as definiciéns maéais importantes ao caso particular do
problema do reparto de recursos, para o cal debemos encontrar unha funcién caracteristica
v que sirva para medir a cooperacién en términos de eficiencia dunha coalicién de DM U s.

A continuacién definimos a funcion caracteristica escollida con ese fin.

Definicién 2.1. Definimos un xogo que relaciona a eficiencia das DMUs cos beneficios

da sta cooperacion, v € G(M) como:
v(5) = Z 0, (S) = Z dj,, para cada S € oM,
Jo€S Jo€S
onde vj,(S) = dj, sendo d; o 6ptimo do modelo (2.2).
Polo tanto 9(S) pode interpretarse como a suma dos graos de eficiencia de cada DMU

de S cando consideramos a coalicién S. Vexamos agora que ¥ é un xogo superaditivo, e

polo tanto baixo esta propiedade as DMU s tenen verdadeiros incentivos para cooperar.
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Proposicién 2.2. 5 € SG(M), ¢ dicir, para calquera S, T € 2™ con SNT = tense que
o(SUT)>o(S)+o(T).

Demostracion. Dada a definicién da funcidn caracteristica que achegamos e sexan S,T €
oM SNT =0,

0(S) =Y () =D d;

JoES JoE€S
o(T) =Y 9,(T) =) d
Jo€T Jo€T
BSUT)= Y 0,(SuT)= > d,
JoeSUT Jo€SUT

. . ., 3

Notemos que cando en (2.2)) quitamos xogadores dunha coalicién o valor de dj, mantense ou
aumenta, pero nunca diminte, xa que as tnicas posibilidades cando quitamos un xogador e
que non afecte a eficiencia relativa ou en caso de afectar faga ao noso DM U maéis eficiente.

Desta observacién séguese que:

Z dj, = Z dj, + Z dj, (2.3)

JoeSUT JoE(SUT)\T Jo€(SUT)\S
Z Jo Z Jo (2'4)
Jo€S Jo€T

onde > csurr 4j, denota os sumando de 3, - dj, con jo pertencentea S, e 3 surn s 4;,

aos demais sumandos de Y JoESUT djo' Concluimos asi que,
o(SUT) > o(S) +v(T),

quedando probado o resultado. O

2.2. Modificando o valor de Shapley

Nesta seccion abordaremos o problema do reparto dos beneficios\custos xerados da
cooperacion de DM U s. Para iso, plantexaremos unha modificacién do valor de Shapley.
Usando a funcién caracteristica do xogo v definimos o valor de Shapley modificado

como segue,

Definiciéon 2.3. Definimos o valor de Shapley modificado para calquera xogo v € G(M)
como o vector ¢(v) = (¢1(v),...,pm(v)) onde:

o) = 3 2= s =) Bies 8V LD/ Lyes ()

T oS UGN oo 0 F S o=t

Se2M
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Para entender esta formula, recordemos que a compoiiente ®;; do valor de Shapley
era a media dos beneficios que aporta o xogador jy ao unirse a unha coalicién de M\ jo
suponendo que a probabilidade de tédalas permutaciéns de M é a mesma, e notemos que
a idea subxacente baixo esta féormula é a mesma. Analicémola por partes, W onde
s & o naumero de elementos de S e m o cardinal de M, estd formado polo numerador, que é
o numero de permutaciéns de S multiplicado polo ntmero de permutaciéons dos elementos
que non estan en S e son distintos de jg, ou o que é o mesmo, son todas as posibles
permutaciéns do orde de chegada para os cales jo entra a mesma coaliciéon. Por outro lado
o denominador non é mais ca o nimero de posibles ordes de chegada, i.e., as permutaciéns
de M, polo tanto en conxunto este primeiro termo é unha ponderacién para o termo da
dereita. Ata aqui o valor de Shapley modificado coincide co que xa conieciamos, a diferenza
estd no termino que mide a contribuciéon que fai o xogador jg ao unirse a coalicion S. Este

segundo termo estd formado polo numerador

2 jes vi(S U{jo})
Zjes Uj(S) ,

que aporta unha medida de canto varia a funcién caracteristica da coalicion S cando a

DMUj, entra ao grupo de observaciéns. Notemos que, pola natureza do modelo (2.2)
sobre o que construimos a definiciéon de v, canto mais eficiente sexa a DMUj, maior sera

o valor do numerador. E polo denominador

Yjo (S U {]O})
vjo ({Jo})

que nos da unha referencia sobre a variacién da funcién caracteristica de jy cando entra
na coalicién. Notemos que vj,({jo}) = 1 xa que cando jy é a tnica DMU do grupo de
observacion a sua eficiencia relativa é trivialmente un. Polo tanto podemos reformular a

expresiéon como segue:

i) = 3 Hm= s 1t s (S U{io})/ Xjes vi(S)

. , C jod S jo=1,....m.
- 22 (SU Go)) Jo &5, do

SeaM

(2.5)

Observacion 2.4. O valor de Shapley modificado susténtase sobre un obxectivo comun ao
valor orixinal, sen embargo non cumpre as propiedades que caracterizan ao valor de Shapley
orixinal, cousa que resulta obvia xa que sabemos que ® é a tnica funcién cumprindo tédalas

condicions.

Presentaremos agora algins exemplos extraidos de[Yang et al. (2015)] co fin de clarificar

o método descrito anteriormente.
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Exemplo 2.5. Sexa o problema DEA xurdido de 4 DMUs, cada unha delas cun tGnico
input e un unico output (véxase o Cadro . A simple vista, parece que a DMU maéis
eficiente é a primeira, mentres que a cuarta parece a menos eficiente.

Mediante o modelo , calculamos o valor 6ptimo de eficiencia de cada DMU para
cada. coalicion, obtemos asi os valores do Cadro

Finalmente calculamos o valor de Shapley e mostramolo no Cadro

DMU; 1 2 3 4
Entrada |1 3 5 8
Saida 4 6 5 4

Cadro 2.1: Conxunto de observaciéons do Exemplo

Coaliciéons |1 2 3 4 || Coaliciéns 1 2 3

S; ={1} 1 - - _| So=1{2,4} -1

Sy = {2} 1~ _ || S1o={3,4} -1 2
Ss = {3} - -1 _ || Su={123} 1 4 _
Sy = {4} - - - 1 Si2={1,2,4} 1 2 _ 8
Ss={1,2} |1 2 _ _| Si3=1{1,3,4} 1 _ 4 8
Se={1,3} |1 _ 4 _ | Siu=1{23,4} _ 2 4
Sr={1,4} |1 _ _ 8| S5={1,2,3,4} |1 2 4 8
Ss={2,3} | - 1 2 _

Cadro 2.2: Valores 6ptimos de eficiencia para cada coalicién do Exemplo

DMU; | 1 2 3 4
@j(v) | 2.3330.917 | 0.375 | 0.146

Cadro 2.3: Valor de Shapley modificado para os datos do Exemplo

Xa que p(v) non cumpre eficiencia, resulta obvio que non vai ser unha asignacion para

0 noso problema. Recordemos que un valor f era eficiente se, para todo v € G(N),

> filv) = o(N).

i€EN
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Con todo o valor de Shapley modificado si que reflexa racionalmente a contribucién que
cada DMU fai ao conxunto de DMU's. Polo tanto podemos usar o valor de Shapley mo-

dificado para crear unha asignacion baseada na eficiencia das DM U s da seguinte maneira:

oy oi(v) om(v)
o <Zm PR v N MMED S <v>> | 20

O valor de Shapley, como regra de reparto, é amplamente utilizado nunha gran variedade

de problemas que van dende o estudo do reparto do poder en parlamentos ata o reparto
de custos en problemas de asignacién. En particular, se suponemos que o conxunto de
xogadores debe repartir un total de R recursos, con R > 0, podemos plantexar a seguinte

asignacién baseada na normalizacién do valor de Shapley modificado.

V = R‘Pl(v) RSOZ'(U) PU,Dm(U)
E?Z:l ©jo (V) Y Z%:l ©jo (V) B Z;’;zl 0o (V) )

Baixo este contexto estd xustificada a sua aplicacion.

Exemplo 2.6. Consideramos o problema do Exemplo [2.5] e calculamos a asignacion de
recursos ([2.6)) suponiendo que o total de recursos dos que se dispon € R = 100. Expofiemos
os resultados no Cadro O xogador 1 recibe mais ca o resto xa que € o que mais aporta

as distintas coaliciéns.

DMU; 1 2 3 4
Asignacién de recursos | 61.87 | 24.32 | 9.94 | 3.87

Cadro 2.4: Asignacion de recursos para o Exemplo

2.3. Coeficiente de Gini

Nesta seccion pretendemos medir a equidade da asignacion que acabamos de definir,

para iso presentaremos o coeficiente de Gini.

O coeficiente de Gini foi proposto polo matematico italiano|Gini (1921)| co fin de medir

a equidade. Unha primeira interpretacién do coeficiente de Gini é a relacionada coa curva

de Lorenz da cal se fala en [Berne and Stiefel (1984)| Primeiro definimos a curva de Lorenz.

Definicién 2.7. A curva de Lorenz esta formada polos puntos (x,y), onde y é a proporcion

acumulativa de servizo recibido polo z - 100 % mais pobre da poboacion (en términos de
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servizo). A lifia diagonal que conecta (0,0) con (1,1) é a curva de Lorenz para o caso de

maxima equidade, e chamarémoslle lina de equidade.

unidades de servizo (1,1)

lina de equidade

unidades de equidade

Figura 2.1: Ilustraciéon da Curva de Lorenz.

Proporcionaremos agora unha definicion do coeficiente de Gini basedndonos na defini-

ci6én da curva de Lorenz.

Definicion 2.8. Definese o coeficiente de Gini como a relacién entre a area entre a

curva de Lorenz e a lina de equidade, e a area total baixo a curva de equidade.

Dacordo coa Figura [2.3] a area sombreada correspondese coa area entre a curva de

Lorenz e a lila de equidade. Notemos que canto maéis se axuste a curva de Lorenz 4 lifia
de equidade, méais proximo a cero serd o valor do coeficiente de Gini. Pola contra canto
mais difira a curva de Lorenz da lina de equidade, méais préoximo a un serd o valor do

coeficiente de Gini. Esta definicién non é moi cémoda para traballar no noso modelo, por

eso consideraremos unha expresion equivalente proposta en [Mandell (1991)]

Definicion 2.9. Definese G = coeficiente de Gini como

_ i 2055 l45Si — 4]

G
Zi S 7

onde
qj = &
’ Z?:l Qj’

e con S;, Q; unidades de servizo e unidades de equidade respectivamente.
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Particularizando a definicién anterior para o noso problema de asignacién de recursos
con m DMUs e R recursos (con R > 0). Temos que as unidades de servizo seran as
asignaciéns dos recursos e as unidades de equidade serdn as eficiencias relativas de cada
DMU respecto ao conxunto de todalas DMUs. E dicir

S h
S v

onde d; ¢ o 6ptimo do modelo (2.1)). Entén o coeficiente de Gini queda

Rojo Ry
G Zio Zh>io |n 250 Pio o >0 Pio | _ Zjo Zh>j0 [an®jo — Gioenl
R Zjo Pjo

Dacordo co lado dereito da expresiéon anterior, obtivose unha férmula aplicable en
calquera problema DEA baixo a hipotese de cooperaciéon independentemente de que se

busque a asignacién ou non de recursos.

Exemplo 2.10. Presentamos agora un exemplo méis complexo que usarémolo para com-
parar a equidade da asignacion (2.6) con outras asignacions. Os datos, extraidos de
al. (1999)] mostranse no Cadro Supofiemos que a cantidade total de beneficios/costos
é R =100.

DMU; | Entrada 1 Entrada 2 Entrada 3 | Saida 1 Saida 2
DMU; 350 39 9 67 751
DMU, 298 26 8 73 611
DMUs; 422 31 7 75 584
DMUy 281 16 6 70 665
DMUs5 301 16 6 75 445
DMUsg 360 29 17 83 1070
DMU; 540 18 10 72 457
DMUg 276 33 5 78 990
DMUy 323 25 5 75 1074
DMUy 444 64 6 74 1072
DMU; 323 25 5 25 350
DMU2 444 64 6 104 1199

Cadro 2.5: Valores descritivos das 12 DMUs do exemplo de Cook et al. (1999), con tres

inputs e dous outputs.
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Utilizamos o modelo (2.1)) para calcular a eficiencia relativa de cada DMU. Logo usando
as expresions (2.5) e (2.6) calculamos o valor de Shapley modificado para o xogo v e a

cantidade de recursos que se lle asigna a cada DMU. Mostramos os resultados no Cadro

2.0
DMU; d;, & (v) | Valor da asignacion
DMU; | 1.32153 | 0.7743 7.5350
DMU, | 1.08342 | 0.8889 8.6508
DMU; | 1.33866 | 0.7728 7.5208
DMU,; | 1.00000 | 0.9304 9.0547
DMUs | 1.00000 | 0.9325 9.0747
DMUg | 1.04034 | 0.9049 8.8062
DMU; | 1.16224 | 0.8392 8.1667
DMUg | 1.00000 | 0.9311 9.0613
DMUg | 1.00000 | 1.0745 10.457
DMUyg | 1.20224 | 1.20224 8.0072
DMUy; | 3.00000 | 0.4673 4.5471
DMUyo | 1.00000 | 0.9370 9.1186

Cadro 2.6: Eficiencias das DMU s, asignacion proposta polo valor de Shapley modificado

e reparto da asignaciéon de recursos.

Finalmente compararemos a equidade desta asignacién alternativa con outras citadas

na bibliografia utilizando o coeficiente de Gini como medida. As asignaciéns consideradas

son as introducidas nos seguintes traballos:

= (Beasley (2003) que s6 utiliza métodos DEA e propén un modelo mais xeral e flexible

que os existentes ata a fecha.

= [L1 et al. (2008a)] que propon unha asignacion de recursos baseada en equilibrios de

Nash (teoria de xogos non cooperativa) e métodos DEA.

» [Li et al. (2008b)| que tamén utiliza métodos DEA e teoria de xogos cooperativa.

= [Lin (2011), que s6 utiliza métodos DEA para achegar unha asignacién de recursos

que reflexa a eficiencia relativa e mantén a eficiencia de cada DMU sen cambios.

» [L1 et al. (2013)] que s6 utiliza métodos DEA para proponer unha asignacion que

custos que fai a cada DMU eficiente.
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= [Yang et al. (2015)] que presentamos neste capitulo e utiliza métodos DEA e teoria

de xogos cooperativa.

No Cadro mostramos os valores que toma o devandito coeficiente de Gini para cada

asignacion. Observamos que a asignacion |Yang et al. (2015)| vista nestas paxinas, presenta

o menor valor de toédolos coeficiente, polo tanto podemos concluir que a asignacion de

recursos tratada nestas paxinas é a mais xusta de tdédalas que estamos comparando.

Coeficiente de Gini | Asignacion de IYang et al. (2015)' Asignacion delLin (2011)| Asignacion deIBeasley (2003)|
G 0.2362 0.3230 0.3520

Asignacion de ILi et al. (2013)I Asignacion de ILi et al. (2008a)| Asignacion de ILi et al. (2008b)|
G 0.3801 0.2695 0.4227

Cadro 2.7: Comparativa do coeficiente de Gini para diferentes asignacions na literatura.



Capitulo 3

Rankings de DMUs eficientes

Neste capitulo proporemos un método alternativo para clasificar DMUs. A diferenza
doutras propostas na literatura centrarémonos en establecer rankings das DM U s eficiente,
xa que o seu grao de eficiencia non aporta ningun valor discriminante para este fin (é un
para toda DMU eficiente). A idea é utilizar a variacion que sofre o grao de eficiencia das
DMUs ineficientes cando unha DMU eficiente abandona o grupo de observaciéns como
indicador do potencial discriminante de cada DMU, para iso botaremos man dos conceptos

da teoria de xogos TU que vimos no Capitulo [1} A principal referencia que se segue neste

capitulo ¢ [Hinojosa et al. (2017)]

Primeiramente definiremos o modelo que usaremos para calcular a eficiencia de cada
DMU. Neste caso consideraremos un modelo andlogo ao modelo que esta orientado
nos datos dos outputs. Agora consideramos o problema orientado nos datos de inputs,
polo que pasamos dun problema de maximizacién a un problema de minimizacién. Isto
facémolo por comodidade pero os métodos descritos ao longo do capitulo son aplicables

independentemente do modelo DEA que se considere para calcular a eficiencia.

Suponamos un conxunto M = {1,2,...,m} composto por m DMUs, que consumen k
entradas diferentes e producen h saidas diferentes, en cantidades x;;, y,; respectivamente, e
denotemos por I, H aos conxuntos de entradas e saidas. Para medir a eficiencia da DMU,

Jo € M temos:

29
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E; (M) =min hjy;

J0?

suzetto a:

m
inj/\j < hjoxijo, Vi € I;

g (3.1)
m
zyrj)\j > Yrijos Vr € H;
j=1
)‘j >0, VJ e M,
que desfacendo as desigualdades e engadindo as variables de folgura queda:
E; (M) =min hj, — e(z Sije T Z s;rjo);
i€l reH
suzeito a:
m
Zl‘ij/\j = hjoa:ijo — Si_j()’ Vi € I
Jj=1 (3.2)
m
D YA = Yrjo + 575, Vr € H;
j=1
%%ﬁw,WEMWGE

s, <0, Viel,

onde € é unha constante non arquimediana. Recordemos que € engidese co obxectivo de
forzar a solucién a priorizar aquelas soluciéns con variable de folgura distinta de cero en

caso de varias solucions.

3.1. Medindo a cooperacién das DMUs eficientes

A continuacién proporemos un xogo TU no que o conxunto de xogadores seran as

DMU s eficientes, co fin de medir os beneficios da cooperaciéon entre elas.

Denotemos por N o conxunto de DMUs eficientes. Para cada coalicion T' € 2M | defi-
nese E; (T) como a eficiencia da DMU jy € T cando o grupo de observacién esta formado
por T. Agora estamos en condicions de presentar a solucién ao problema de clasificacion

de DMU: s eficientes utilizando a teoria xogos cooperativos.
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Sexa M\N o conxunto de DMUs ineficientes, e S € 2V unha coalicion de DMUs
eficientes, tense que:
Ejo(M\N) > Ejo((M\N) U S),

e en particular cando S se une a coalicion M\ N o valor de eficiencia de jy dimintie en
Ejo(M\N) - Ejo((M\N) U S)'
Polo tanto ten sentido definir os seguintes xogos:

Definiciéon 3.1. Sexa N o conxunto de DMU s eficientes. Para cada j € M\ N, definimos

0 X0go U COmO,
9;(0) = 0 e 9;(S) = E;(M\N) — E;((M\N) U S), para cada S € 2".

Analogamente podemos definir uns xogos cuxas componentes da funcién caracteristica
midan canto aumenta a eficiencia de cada DMU ineficiente j € M\ N cando unha coalicion

de DMU: s eficientes abandona o grupo de observacions. Asi

Definicion 3.2. Sexa N o conxunto de DMU s eficientes. Para cada j € M\ N, definimos

0 X0gO v} COmo,
vi(0) =0 e vi(S) = E;(M\S) — E;(M), para cada S € 2~.

Ambolos dous xogos serven para medir a cooperacion das DMUs eficientes dende o
punto de vista da DMU ineficiente j con dias perspectivas diferentes. A continuacién
probase a relaciéon dual entre ambos xogos, co obxectivo final de ver que de cara & cla-
sificar DMU s eficientes utilizando o valor de Shapley, a perspectiva de 9; e a de v} son

J
equivalentes.

Proposicion 3.3. 0; e vj son zogos duais.

Demostracion. Fixemos unha certa coalicion S € 2 de DMU s eficiente e denotemos por

~d N p
05 0 xogo dual de 0;. Enton,

(S) = 05(N) = 5;(N\S)
= (E;(M\N) — E;((M\N) UN)) — (E;(M\N) — E;((M\N) U(N\S)))
= (Ej(M\N) — E;(M)) — (E;(M\N) — E;(M\S))
= E;(M\S) — Ej(M) = v}

77

quedando probado asi o resultado. O
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Logo, como xa vimos que o valor de Shapley é un valor autodual, temos que se utilizamos
o valor de Shapley para clasificar as DM U s eficientes respecto a unha DMU ineficiente 7,
vamos a obter o mesmo ranking independentemente de cal dos dous enfoques anteriores se
considere, xa que ®(0;) = P(v}).

Sen embargo, non debemos facer a clasificacién basedndonos s6 na sensibilidade que
nos aporta unha tnica DMU ineficiente, debemos considerar a contribucién de informacion
que nos dan tédalas DMUs, con ese fin definimos os xogos cooperativos TU o e v* como

a suma dos xogos asociados a cada DMU ineficiente anteriormente descritos:

Definicion 3.4. Sexa N o conxunto de DMU s eficientes dun problema DEA. Definimos

a funcién caracteristica © como,

0(S)= Y 9(8) = > (E((M\N)uUS)),

JEM\N JEM\N
para cada S € 2V, sendo 9(0) =0

Definicion 3.5. Sexa N o conxunto de DM U s eficientes dun problema DEA. Definimos

a funcion caracteristica v* como,

VS = Y ui(8) = Y (Bi(M\S) — Ej(M)),

JEM\N JEM\N
para cada S € 2V, sendo v*(()) = 0

Obviamente © e v* son xogos duais un do outro, xa que o son cada termo da suma,
0 e vj. O valor de Shapley é o mesmo para ambos xogos e polo tanto tamén se obtén
o mesmo ranking independentemente do xogo considerado. Noutras palabras, de cara aos

nosos obxectivos ambos xogos son totalmente equivalentes.

Observacion 3.6. Notese que a aditividade do valor de Shapley, tratada na Definicion [1.16]

é clave para contar a ineficiencia descuberta para tédalas DMU.

Observacion 3.7. Non se tefien en conta as variaciéns das DMU's eficientes porque estas
valen sempre cero xa que o valor dunha DMU eficiente é un, independentemente das

DMU s consideradas na mostra.

A idea de achegar un ranking DEA mediante a teoria de xogos cooperativos ten sentido
porque en DEA o conxunto factible ou conxunto de posibilidades de producién infirese
dos datos iniciais, xa que por hipétese é combinacién convexa dos mesmos, entén pode
pensarse como un esforzo cooperativo entre as diferentes DMUs. A intencién de cooperar
das DMUs, ou empresas para que a explicacién sexa mais clara, estd implicita, xa que

de non quere cooperar bastaria con que mantivesen os datos en privado. Como en tédolos
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xogos TU hai unha cantidade determinada de recursos transferibles entre as empresas,
neste caso os recursos totais (0(N) = v*(IV)) son a cantidade de ineficiencia que se descubre
quitando ou engadindo conxuntos de DM U s eficientes. O valor de Shapley proporciénanos
unha, asignacién de recursos en base a ineficiencia que descubre cada DMU eficiente, o
que graficamente equivale a sensibilizar o impacto que ten cada DMU sobre a fronteira
eficiente. Vexamos por exemplo a transformacién que sofre a fronteira eficiente da Figura
B.3] 4 Figura [3.4]

A continuacién veremos un dos exemplos de [Hinojosa et al. (2017)|no cal se clasificaran

DMU s eficientes co método explicado unhas paxinas antes, e compararase o ranking obtido
con outro especificado en mediante a correlacién de Spearman. Est4 tltima
¢ un analogo a correlaciéon de Pearson pero en vez de traballar con variables continuas,
traballa con variables ordinarias resultantes da sta ordenacién. A interpretacion, en esencia,
é a mesma. A correlaciéon de Spearman toma valores entre —1 e 1, para valores préximos
a cero non hai correlacién lineal, para valores préximos a 1 a correlacién lineal é positiva
e para valores proximos a —1 a correlacion lineal é negativa. A férmula para obter a

correlacion de Spearman é:

n(n?—1)’
onde i € N con N = {1,...,n} sendo n o namero de datos que se clasifican e p; é a

diferenza entre os postos que se lle asignan a cada dato en cada clasificacion.

Como xa comentamos, antes de que en [Hinojosa et al. (2017)| propuxese o ranking

tratado nestas paxinas, xa se utilizara a teoria de xogos para crear clasificaciéns de DM U s

eficientes como por exemplo en [Li et al. (2016), onde se utiliza o concepto de staper-

eficiencia como discriminante entre DMU s eficientes. No seguinte exemplo calcularanse os

dous rankings e compararanse.

Exemplo 3.8. Considérase unha mostra M con m = 6 DMU s independentes, con cadan-
seus dous datos de entrada e cunha saida comun igual a 1. Temos que N = {A, B,C, D}
son as DMU s eficiente da mostra e {E, F'} son as ineficiente. Representamos estes datos
no Cadro Na Figura [3.1] esta representada a fronteira eficiente para o conxunto das 6

DMU s, e tamén as proxeccions de E e F sobre a mesma, E° e FY respectivamente .

Vamos a ver agora un precedente ao modelo de [Hinojosa et al. (2017)| na utilizacion
da teoria de xogos cooperativos para a clasificacion de DMU's eficientes. En [Li et al]
(2016)| a funciéon caracteristica elixida para medir a cooperacion entre as DMUs basease

no concepto de stuper-eficiencia. Enton considérase un xogo cooperativo TU (N, ), onde




34 CAPITULO 3. RANKINGS DE DMUS EFICIENTES

DMUs || 15 | 25 | y; | E;(M)
A 1 8 1 1.00
B 2 4 1 1.00
C 4 2 1 1.00
D 8 1 1 1.00
E 5 5 | 1| 0.60
F 3 /10| 1| 055

Cadro 3.1: Datos exemplo 1

a funcién caracteristica é
v(8) =) (B;(M\S) - 1).
JES
e os xogadores son N = {A, B,C, D}, é dicir as DMU's eficientes.

O obxectivo desta funcién é medir a super-eficiencia das DM U s eficientes extraidas da
mostra, para que se vexa mais claramente, observemos a Figura[3.2] na cal esta representada
a fronteira eficiente cando S = {B,C} . Vemos que B e C estan a esquerda da fronteira
eficiente, o cal quere dicir que con menos entradas producen tamén 1 unidade de saida,
sen embargo isto significa que estan superando a eficiencia das stias proxeccidns sobre a

fronteira eficiente, B! e C'. A diferenza entre a eficiencia de B e C con respecto a B! e

C! é o que se define en |Li et al. (2016)| como super-eficiencia, e tamén é xustamente o

que mide a funcién caracteristica que se describe nese traballo. En particular para o caso

representado na Figura 3.2

V'(S) = (Eg(M\S) — 1) + (Ec(M\S) —1) = (1,56 —1) + (1,5 - 1) =1

S v'(S) S v'(S) S v'(S)
{A} 1 {A,C} | 1.25 {A,B,C} | 3.53
{B} | 0.25 | {A,D} 2 {A, B, D} 3.7
©r o2 [ {Bcr] 1 (A,C,D} | 4
oy | 1 |0y 125 || B.CDY | 61

(A8} | 27 [{c.Dy| 4 [{aB,c,D}| 844

Cadro 3.2: Funcién caracteristica para o método considerado en Li et al. (2016).

No Cadro estd o valor que toma a funcién caracteristica de [Li et al. (2016)| para

cada subconxunto S € 2V. Unha vez calculada a funcién caracteristica para cada un destes
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subconxuntos é sinxelo calcular o valor de Shapley e asi obter unha clasificacién para os

xogadores. O ranking obtivo esta representado no Cadro [3.3

DMUs || Valor de Shapley para v’ | Clasificacion
(A} 1.6246633 4
(B) 1.90496633
(C} 2.221633 2
(D} 2.69318182 1

Cadro 3.3: Ranking das DMU's obtivo polo método descrito en Li et al. (2016).

Agora calculemos o ranking de Hinojosa. Para o caso S = () a mostra estd formada tan
s6 polas DMU's ineficientes. Represéntase ese caso no Cadro [3.3] e como vemos tanto E
coma, F' son eficientes baixo a mostra considerada. Canto mais eficientes sexan os DMU s
pertencentes a .S mais se aproximara a fronteira eficiente modificada a stia autentica forma,
e ademais mais se aproximard a puntuacién da eficiencia modificada ao seu auténtico valor.

Para o caso S = {B,C}, exposto no Cadro , vemos que as novas proxeccions de
E e F sobre a fronteira eficiente, E? e 2, estan mais proximas a E° e FO, en particular
para o DMU ineficiente F é a mesma e polo tanto a eficiencia de E, cando se considera a
mostra completa e cando se considera a mostra sen A e D, é a mesma (0,6). A eficiencia
de F' para a mostra modificada non é a mesma, é lixeiramente mais eficiente, en concreto
¢ (0,67). Polo tanto,

#(S) = (1—0,6)+ (1 —0,67) = 0,4+ 0,33 = 0,73.

No Cadro mostramos o valor das funciéns caracteristicas para cada coalicién de
DMUs, e no Cadro[3.5|o valor de Shapley e a clasificacién baseada nel. Finalmente cunhas
sinxelas contas obtemos que p = —0.4 polo que de existir correlacién lineal serd negativa e
débil. Esto debese a que unha clasificaciéon basease na stiper-eficiencia das DM U s eficientes

e a outra en como as DMU s eficientes afectan a eficiencia das DM U s ineficientes.
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s | oSy | vr(s) 5 o(S) | v*(S) S o(8) | v*(S)
{A} | 02857 | 0.1212 || {A,C} | 0.7084 | 0.1879 | {A,B,C} | 0.8545 | 0.8545
{BY |0.5354 | 0.1462 || {A, D} | 0.4077 | 0.1212 | {A,B,D} | 0.7879 | 0.6101
{C} |0.2424 | 0.0606 || {B,C} | 0.7374 | 0.4468 | {A,C,D} |0.7084 | 0.3212
{D} 0 0 || {B,D}|0.6667 | 0.1462 | {B,C,D} |0.7374 | 0.5688
{A,B} | 0.6545 | 0.6101 || {C,D} | 0.2424 | 02 | {A,B,C,D} | 0.8545 | 0.8545

Cadro 3.4: Funciéns caracteristicas para o xogo considerado en Hinojosa et al. (2017).

DMUs || Valor de Shapley para v | Clasificacién
A 0.24332088 2
B 0.38152642 1
C 0.19730925 3
D 0.03238889 4

Cadro 3.5: Proposta de ranking utilizando o método descrito en Hinojosa et al. (2017).

X5 F
107 F 10+ .
9 9
8 A 8
7 7
6 0 6 1
5 F E 5 oF
4 4 B
3 0 3 C1
2 ¢ 2
1 D 1

T1j T1j
1 2345678910 123456 738910

Figura 3.2: Fronteira eficiente considerando a
mostra M\ {B,C}.

Figura 3.1: Fronteira eficiente considerando a

mostra M.
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mostra (M\N)U{B,C}.
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CAPITULO 3. RANKINGS DE DMUS EFICIENTES



Capitulo 4
Aplicaciéon ao sector hoteleiro

O obxectivo deste tltimo capitulo é ilustrar as utilidades dos métodos DEA. En concre-
to, aplicaranse as diferentes metodoloxias sobre o caso real do sector hoteleiro en Espainia
trala crise da COVID-19, que foi presentado na introducion.

A avaliacién da eficiencia de DMU's funciona especialmente ben no contexto das agru-
pacién sen animo de lucro, como sistemas piblicos de educacién ou de sanidade, pero
tamén ten multiples aplicaciéns noutras areas como a economia e a enxefieria. Un exemplo
é o programa Follow Through sobre o que se discute en que trata de medir
a eficiencia de varios colexios de Estados Unidos utilizando como outputs parametros como
as habilidades matematicas ou as habilidades psicomotrices dos alumnos, que son facil-
mente medibles mediante probas escritas ou fisicas, e como inputs datos como o nimero
de profesores ou as horas dunha determinada materia.

A metodoloxia DEA tamén ten moito interese no ambito econémico e maéis despois
de achegarlle a teoria de xogos cooperativos. Sen embargo no sector privado aparecen
algunhas dificultades como por exemplo, cando suponiemos liberdade para intercambiar
recursos entre empresas moi afastadas. Nestes casos requiririase da introducién de prezos
ou outros medios de ponderaciéon para avaliar alternativas que doutra forma non serian
comparables. Con todo as aplicacion da metodoloxia DEA abranguen dende a enxeneria
de combustibles ata a politica, facendo da DEA un dos métodos de investigacion operativa
mais estudados nos dltimos anos.

Agora recordemos o contexto do problema que se expén na introducién deste traballo.
Espana é unha potencia turistica a nivel mundial, unha mostra do seu potencial e que no
2019 recibiu 83.7 milléns de viaxeiros, dos cales 4.3 eran internacionais, ademais o sector
turistico en Espafa representa un 12 % do PIB (Produto Interior Bruto). E por todos sabido
que o sector hoteleiro esta a sufrir unha das crises méis fortes da sua historia por mor da

COVID-19, xa que durante meses as fronteiras entre paises, e mesmo entre comunidades de
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Espania, permaneceron pechadas. As restriciéns impostas polo goberno seguiron afectando
negativamente 4 industria incluso unha vez relaxadas as medidas adoptadas. Un claro
exemplo desta situacion é o acontecido en Santiago de Compostela. A stia economia depende
fortemente da chegada de peregrinos que fan o Camino de Santiago e, igual que outros
destinos turisticos ben conecidos, sufriu o impacto desta crise sanitaria. Outro exemplo é
a comunidade das Illas Canarias, que é un dos grandes afectados, xa que nos tultimos anos
o sector turistico representou entre un 35 % e un 40 % do PIB en Canarias.

Neste contexto podemos pensar na posibilidade de cooperacién entre membros do sector
hoteleiro, para intentar minimizar resgos econdémicos e aumentar 4 siia vez a competitivi-
dade. Existe unha infinita variedade de medidas que se poderian adoptar nesta situacién, a
cooperacidon entre comunidades autéonomas é unha delas. Ademais, a agrupaciéon de mem-
bros da industria hoteleira por rexiéns estd xustificada, xa que axentes dunha mesma
comunidade terdn en comun factores tales como o tempo, as fechas do ano con maior
afluencia ou a facilidade para transportar recursos entre eles. A continuacién combinare-
mos a metodoloxia DEA cos enfoques da teorfa de xogos cooperativos presentados neste
traballo para encontrar aquela rexién que maéis contribte 4 eficiencia do sistema hoteleiro,
e crear a partir deste estudo un ranking das autonomias baseado na eficiencia.

Os elementos do problema DEA asociados a esta situacion real son os seguintes. Primei-
ro ao conxunto de DMUs denotarémolo como M, este estd formado por 17 comunidades
auténomas e duas cidades auténomas (Ceuta e Melilla). No Cadro 1| proporcionase unha
medida da capacidade anual da industria hoteleira en Espafia no 2019. Os datos de entrada
tefien como obxectivo medir o potencial da industria hoteleira en cada comunidade. De ma-
neira natural, escollemos a cantidade media mensual de hoteis abertos, a cantidade media
mensual de camas disponibles e 0 ndmero medio de traballadores en activo. Os datos de
salda son os encargados de medir o grao de produtividade obtida cos recursos disponibles.
Neste caso, a cantidade media mensual de persoas que de hospedan nalgtin hotel, a media
mensual de noites de estancia e a media mensual de camas ocupadas poden ser vistas como
resultado da xestion hoteleira. Cada rexion (DMU) xestiona os seus recursos co obxectivo
de promover o turismo, por iso é interesante comparar como de eficiente é en comparaciéon
ao resto.

Durante o estudo que faremos destes datos vamos calcular a eficiencia relativa para cada
rexion. Veremos que, comunidades que a priori podiamos pensar que eran as mais eficientes,
como poden ser Cataluna ou Andalucia, que son das que tenen unha maior capacidade, non
van a formar parte do noso conxunto eficiente. Representamos, entre outros, os datos da
media mensual de hoteis abertos no 2019 utilizando R na Figura [4.1] Dacordo co descrito

no Capitulo [ plantexaremos o ranking correspondente sobre un exemplo realista.



41

2000

1500

Hotels

1000

- s

Figura 4.1: Diagrama de barras do datos Hotels por rexiéns.

|
—
-

|

[]
]
|

Aragon
Asturias
Baleares
Canarias
Cantabria
astillaLeon
illaMancha
Cataluna
Ceuta
xtremadura
Galicia
LaRioja
Madrid
Melilla
Murcia
Navara
PaisVasco
Valencia

Andalucia

Para os calculos botaremos man do entorno de software libre R e do cédigo especifica-
mente creado para este fin e que pode consultarse no Apéndice[A] Resolvendo o problema
(3.1) mediante o uso do paquete IpSolveAPI obtemos a eficiencia relativa para cada
DMU. Os resultados obtidos mostranse no Cadro Como xa comentabamos no Capi-
tulo [3] esta clasificacion non distingue entre as DM U s eficientes. Por esa razon, asignalles
a todas elas o posto medio, neste caso 2.5.

A continuacién, abordaremos o problema de ordenar as DMUs eficientes. Para iso
utilizaremos o paquete CoopGame de R, para mdis detalle consultar Apéndice [A] A

vista dos resultados,

N = {lIllas Baleares, Canaria, Comunidade Valenciana e Comunidade de Madrid},

é 0 noso conxunto de DM U s eficientes, sempre e cando as variables de folgura sexan cero.
Por simplificar a notaciéon vamos denotalas como A, B,C' e D respectivamente. Agora
calculamos o valor da funcién caracteristica do xogo ¥ para cada coalicién de xogadores
de N. Para isto utilizamos a funcion createBitMatrix() do paquete CoopGame, que

xera unha matriz con todas as posibles coalicions de S, e resolvemos o problema ({3.1)) para
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Rexién Eficiencia | Clasificacion
Andalucia 0.86858 11
Estremadura 0.73014 19
Aragén 0.95428 6
Galicia 0.75457 17
Principado de Asturias 0.78051 16
Comunidade de Madrid 1.00000 2.5
Illas Baleares 1.00000 2.5
Rexién de Murcia 0.85143 13
Canarias 1.00000 2.5
Comunidade Foral de Navarra || 0.83709 14
Cantabria 0.80268 15
Pafs Vasco 0.97983 5
Castela e Leon 0.88999 10
A Rioxa 0.85473 12
Castela A Mancha 0.94368

Ceuta 0.95249

Cataluna 0.95315

Melilla 0.74557 18
Comunidade Valenciana 1.00000 2.5

Cadro 4.1: Eficiencia de cada comunidade obtida mediante un modelo DEA.

cada jo € M\N e para cada grupo de referencia (M\N)U S con S cada unha das posibles
coalicions de N,S € 2. Obtemos asi os Ej,((M\N)US) necesarios para calcular os valores
0(S). Os datos obtidos represéntase no Cadro

s 0(9) S (9) S 8(9)
{A} | 5.3408942 | {A,C} | 54485277 || {A,B,C} | 6.1394056
{B} |5.8221115 || {4, D} | 6.4926592 | {A,B,D} | 7.1835372
{C} | 1.1340882 || {B,C} | 5.9814303 | {A,C,D} | 6.5805037
{D} |0.9998564 || {B, D} | 6.8423313 | {B,C,D} | 7.0388736

{A,B} | 6.0317721 || {C,D} | 2.1468712 || {A, B,C, D} | 7.2713817

Cadro 4.2: Funcién caracteristica do xogo ¢ para as distintas DMU's.
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Finalmente co comando shapleyvalue(), que ten como argumento o vector dos valo-
res que toma a funcién caracteristica en cada posible coalicién de N, calculamos o valor
de Shapley é obtemos a clasificacion das DMU s eficientes en base a él. Presentamos os
resultados no Cadro E3]

Rexion Valor de Shapley | Clasificaciéon
Illas Baleares 2.6391603 2
Canarias 3.0994518 1
Comunidade Valenciana 0.4559821 4
Comunidade de Madrid 1.0767875 3

Cadro 4.3: Valor de Shapley e clasificacion das DM U s eficientes.

Tal e como comentamos, o uso deste tipo de soluciéns non é exclusivamente aplicable
ao problema de ordenar DMUs. Podense usar noutros contextos, como o de asignacion
de recursos. Imaxinemos entén que o goberno aproba certas politicas co fin de reactivar
a economia do sector hoteleiro, pero non dispén dos recursos necesarios inmediatamente,
sendén que os vai conseguindo mes a mes. Unha solucién xusta pasaria por priorizar aquelas

comunidades con un sector hoteleiro mais eficiente en termos do DEA. Ademais dentro das

eficientes o ranking de [Hinojosa et al. (2017)| distingue entre aquelas que tefien un maior

impacto sobre a fronteira eficiente, recordemos que as DMUs ineficientes proxéctanse
sobre a fronteira eficiente dando asi lugar a puntos que representaan os inputs e os outputs
que terfan as DMU s ineficientes se fosen eficientes. Visto en termos de competitividade,
canto maior sexa a mellora na fronteira eficiente mais alto estard o listéon para o resto

de comunidades, que cando reciban a axuda poden tomar como referentes as rexiéon maéis

eficientes e aprender da stia xestion. Polo tanto a clasificacion de [Hinojosa et al. (2017)|

aportanos un orde léxico no que ir dando as axudas. Desta forma, a primeira partida de
difieiro serd para Canarias, que actuard como referente para o resto de comunidades. En

contraposiciéon, destaca o feito da Comunidade Valenciana en iltima posicién.

A asignacion de recursos plantexada no Capitulo 2] tamén é aplicable a estes datos, xa
que as veces interesa mais ofrecer soluciéns ecudnimes para evitar o malestar xeneral. Neste
contexto de crise, a chegada de fondos europeos destidados a axudas 6 sector turistico, pode
plantexar un novo problema & hora de repartilos entre as comunidades auténomas. Por
exemplo, os procedementos derivados do valor de Shapley modificado poden ser aplicados
para este fin. Sen embargo, encontramonos co problema computacional do célculo exacto

do valor de Shapley xa que o ntimero de coaliciéns a avaliar é suficientemente alto (219 —1)
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no caso de [Yang et al. (2015)] Ainda que queda fora dos nosos obxectivos cabe destacar

a existencia de procedementos de mostraxe estatistica para a sta aproximacion. (ver o
traballo de [Castro et al. 2009)).




Capitulo 5

Conclusions

O obxectivo deste traballo é presentar un ranking de D MU s baseado en problemas DEA
e teoria de xogos cooperativos. En certos contextos, é 16xico plantexarse a cooperacién entre
as distintas DMUs que se avalian en un problema DFEA. Ademais, ao longo do traballo
fixose menciéon aos puntos fortes e débiles do método, asi como a algunhas das areas nas
que é de interese como a economia, a enxeneria, ou a politica. Tamén presentamos un
exemplo real no que, tanto a clasificaciéon de DM U s eficientes como a asignacién baseada
en DEA e teoria de xogos cooperativos, resultan de interese.

Cabe destacar que os métodos anteriormente descritos son aplicables independente-
mente do modelo DEA utilizado para calcular as eficiencias das DMUs. Ademais, notese
que quedan abertas moitas posibilidades que combinan a teoria de xogos coa DEA, como
pode ser considerar outra solucion dos xogos cooperativos distinta ao valor de Shapley
como pode ser o nucleolus ou o T — valor, asignaciéns especificas do niicleo, ou incluso
tomando un enfoque dende a teoria de xogos non cooperativos, como xa se fixo en
al. (2008a)| considerando por exemplo os equilibrios de Nash como soluciéns. Toda esta
rama da investigaciéon operativa estd actualmente en pleno desenvolvemento e cada ano
publicanse novos artigos relacionados con ela debido a sta versatilidade. Cabe destacar
que estas metodoloxias de clasificacion xustifican, en paralelo, a definicién de regras de
reparto de recursos en contextos DEA, garantindo un enfoque equitativo das asignaciéns
resultantes. Sen embargo, aqueles problemas computacionais xurdidos para o computo de

soluciéons en problemas con un gran ntumero de DMU s non foron ainda abordados.
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Apéndice A
Codigo R

Co fin de obter os resultados numéricos necesarios para moitos dos calculos deste tra-

ballo, achegamos neste capitulo unhas lifias de cédigo programadas en R.

A.1. Funcions de R

Primeiro definimos unha funcién de R que permite identificar, dentro dun conxunto de
DMU's, aquelas que son eficientes. E importante recordar que, ademais dunha eficiencia
igual a 1, as variables de folgura asociadas ao problema de optimizacién resultante deben

ser igual a cero.

DMUsEficientes<-function(A,numero_inputs,numero_outputs){

m<-nrow (4)

n<-ncol(4)

Sol<-rep(0,n)

eficientes<-rep(0,n)

z<-c(rep(0,n),1)

for (j_O in 1:n) {
A_mod<-cbind(A,c(-1*A[1:numero_inputs,j_0],c(rep(0,numero_outputs))))
n_mod<-length(A_mod[1,])
b<-c(rep(0,numero_inputs),A[numero_inputs+1:numero_outputs,j_0])
lprec <- make.lp(0, n_mod)

set.objfn(lprec, z)

for (i in 1:numero_inputs) {

47



48 APENDICE A. CODIGO R

add.constraint (lprec, A_mod[i,], "<=", b[i])

+

for (i in (numero_inputs+1):m) {

add.constraint (1prec, A_mod[i,], ">=", b[il)

}

solve(lprec)

Sol[j_0]<-get.objective(lprec)

if (get.objective(lprec)>0.9999){#Son candidatas a eficientes, vezamos que

#as variables de folgura valen cero

if ( length(which(abs(A_mod%*%get.variables(lprec)-b)<0.0001))==6){
eficientes[j_0]<-1

+

+

}
Sol

N<-which(eficientes==1)

N

return(N)

b

Definimos tamén unha funcién que nos devolve o valor da funcién caracteristica do

xo0go ¥ definida na Definicién para cada coalicién do conxunto N de DM U s eficientes.

FuncionCaracteristica<-function(A,numero_inputs,numero_outputs,N){

#4gora debemos calcular a funcion caracteristica para cada S
#subconzunto de N, 2°4 subconzuntos(un é o wacto).

#Creo un vector no que gardar v(S)

m<-nrow (A)

n<-ncol(4)

numero_eficientes<-length(N)

v_S<-rep(0,2 numero_eficientes-1)
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#Definimos o modelo sen os DMUs eficientes e resolvemolo

A_sinN<-A[,-N]

z<-c(rep(0, (n-numero_eficientes)),1)

aux=0

for (j_O in 1:(n-numero_eficientes)) {#DMU que estamos a avaliar
A_mod<-cbind (A_sinN,c(-1*A[1:numero_inputs,j_0],c(rep(0,numero_outputs))))
n_mod<-length(A_mod[1,])
b<-c(rep(0,numero_inputs),A[numero_inputs+1:numero_outputs,j_0])
lprec <- make.lp(0, n_mod)

set.objfn(lprec, z)

for (i in 1:numero_inputs) {

add.constraint (lprec, A_mod[i,], "<=", b[i])

+

for (i in (numero_inputs+1):m) {

add.constraint (1prec, A_mod[i,], ">=", b[il)

}

solve(lprec)

aux=aux+get.objective(lprec)

+

E_jMN<-aux

subconxuntos<-createBitMatrix(4)[,1:4]

indice<-0

aux<-0

#Calculamos a diferenza da eficiencia das comunidades ineficientes
#cando extraemos o subconzunto S da mostra

for (k in 1:(274-1)){

S<-subconxuntos [k, ] *N

z<-c(rep(0, (n-numero_eficientes+length(which(subconxuntos[k,]1!=0)))),1)
for (j_O in 1:(n-numero_eficientes)) {

#DMU que estamos a avaliar (sé ineficientes)
A_mod<-cbind(A_sinN,A[,S])

A_mod<-cbind (A_mod,c(-1*A[1:numero_inputs,j_0],c(rep(0,numero_outputs))))
n_mod<-length(A_mod[1,])

b<-c(rep(0,numero_inputs),A[numero_inputs+1:numero_outputs,j_0])
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lprec <- make.lp(0, n_mod)

set.objfn(lprec, z)

for (i in 1:numero_inputs) {

add.constraint (1prec, A_mod[i,], "<=", b[il)
}

for (i in (numero_inputs+1):m) {
add.constraint (lprec, A_mod[i,], ">=", b[il)
}

solve(lprec)

aux<-aux+get.objective (lprec)

+

indice<-indice+1

v_S[indicel<-E_jMN-aux

aux<-0

+

#funcidn caracteristica para cada subconzunto de DMU's eficientes

return(v_S)

by

A.2. Exemplo de uso

A continuacion, ilustramos o uso das funcions aqui descritas sobre o exemplo do sector
hoteleiro en Espana. Antes da avaliacién dos procedementos propostos, compre cargar os

datos do sector hoteleiro espafiol e os paquetes necesarios.

#install.packages("lpSolve")
#install.packages ("lpSolvedPI")
#install.packages("CoopGame")
#install.packages("rgl")
#install.packages("geometry")
#install.packages ("rcdd")
library(rgl);
library(geometry) ;
library(rcdd);

#% If you want correct answers, use rational arithmetzc.
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## See the Warnings sections added to help pages for
24 functions that do computational geometry.

library(1lpSolveAPI);
library("1pSolveAPI", character.only=TRUE);
library("CoopGame") ;

#Cargamos os datos

datos<-read.table("DatosTFG.txt" ,header=TRUE,sep=" ",dec=".")
A<-datos[,-1]
A<-t (A)

Comunidades<-datos[,1]
numero_inputs<-3

numero_outputs<-3

Representamos a magnitude Hotels fronte a Regions mediante un diagrama de barras.

barplot (Hotels ~ Region, data=datos,las=2,xlab="")
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Chamamos a funcién que nos devolve o conxunto de DMU s eficientes.

N<-DMUsEficientes(A,numero_inputs,numero_outputs)

Comunidades [N]

## [1] "Baleares" "Canarias" "Valencia" "Madrid"

Agora obtemos o valor da funcién caracateristica para cada coalicién.

v_S<-FuncionCaracteristica(A,numero_inputs,numero_outputs,N)

createBitMatrix(4,v_S)

#it cVal
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# [1,]1 1 0 0 O 5.3408942
## [2,] 01 0 0 5.8221115
#t [3,] 0 0 1 0 1.1340882
## [4,] 0 0 0 1 0.9998564
# [6,] 1 1 0 0 6.0317721
# [6,] 1 0 1 O 5.4485277
# [7,] 1 0 0 1 6.4926592
# [8,] 01 1 0 5.9814303
## [9,] 01 0 1 6.8423313
#t [10,]1 0 0 1 1 2.1468712
## [11,] 1 1 1 0 6.1394056
## [12,]1 1 1 0 1 7.1835372
# [13,]1 1 0 1 1 6.5805037
## [14,] 0 1 1 1 7.0388736
## [15,]1 1 1 1 1 7.2713817

Finalmente coa funcion shapleyValue() do parque CoopGame calculamos o valor

de Shapley para cada unha das DMU s eficientes.
shapleyValue(v_S)
## [1] 2.6391603 3.0994518 0.4559821 1.0767875

A modo de comprobaciéon vemos que o valor de Shapley que obtemos cumpre eficiencia,

xa que suma o valor da cooperaciéon de N.
sum(shapleyValue(v_S))

## [1] 7.271382



o4
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