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Introduccion

El concepto de pseudogrupo es una generalizacion del concepto de grupo que surge
de manera natural al estudiar las simetrias de diferentes objetos fisicos y matemati-
cos. En nuestro caso, el interés por los pseudogrupos estd motivado por el concepto
de pseudogrupo de holonomia introducido por A. Haefliger en [38] que constituye
una adecuada discretizacion del concepto de laminacion. La nocion de pseudogru-
po medible actuando sobre un espacio de probabilidad generaliza el concepto de
accion medible de un grupo. Recordemos que la accién de un grupo numerable G
sobre un espacio de probabilidad (X, i) se dice medible si cada elemento g de G
determina un isomorfismo boreliano 7, : x € X — g.x € X. Se dice que la transfor-
macion 7, es no singular si conserva los conjuntos de medida nula. Un pseudogrupo
de transformaciones medibles de (X, p) es una familia I" de isomorfismos borelianos
v:AC X — B C X entre partes borelianas de X que es cerrada respecto de la
composicion, la inversién, la restricciéon y combinacién de sus elementos. Como en
el caso de los grupos, supondremos que las transformaciones son no singulares, o
en otros términos que la medida p es casi-invariante. Si [' es finitamente generado,
podemos dotar a X de una estructura de grafo de manera analoga a la construccién
del grafo de Cayley de un grupo finitamente generado. Las componentes conexas
son las orbitas del pseudogrupo dotadas de la correspondiente estructura de subgra-
fo. Si ¥ es el sistema finito de generadores considerado, diremos que (I',¥) es un
pseudogrupo grafado.

El objetivo de la memoria de tesis consiste en extender el concepto de numero de
ramificacion y el proceso de percolacion de Bernoulli sobre grafos al contexto de los
pseudogrupos grafados. En general, las 6rbitas no poseen la homogeneidad propia de
los grafos de Cayley de manera que los calculos se complican y muchas herramientas
clasicas ya no funcionan. Nos interesamos principalmente por lo que sucede en las
orbitas genéricas respecto de la medida de probabilidad p. Cuando se trata de una
medida arménica, E. Ghys [29] ha demostrado que las drbitas presentan un cierto
tipo de ’casi-periodicidad’ que nos permitira obtener algunos resultados interesantes
en funciéon del nimero de finales de las orbitas. Procuraremos comparar nuestros



resultados con los obtenidos en la teoria clasica de ramificacién y percolacién sobre
grafos.

Numero de ramificacion. La nocion de nimero de ramificacion de un arbol fue
introducida en los anos 90 por R. Lyons [52]. Intuitivamente, el nimero de ramifi-
cacién br(T') de un arbol enraizado 7' mide el nimero medio de descendientes por
vértice, entendiendo como descendientes aquellos vértices vecinos que se encuentran
mas alejados de la raiz. El concepto de ntimero de ramificacion se extiende de ma-
nera natural a grafos arbitrarios. Si G = (V, E)) es un grafo infinito enraizado en el
vértice 0 con conjunto de vértices V' y conjunto de aristas F, se llama separatriz a un
conjunto de aristas Il C F que desconecta la raiz del infinito, es decir, si borramos
IT la componente conexa de la raiz es finita. La definicion de niimero de ramificacion
del grafo G viene dada por

br(G) = inf{\ > 1

. —d(0,e) _
111_1If Z A 0}.

ecll

El ntimero de ramificacion depende de la métrica, de modo que es natural pregun-
tarse si sucede lo mismo a gran escala. En otros términos, se trata de saber si es
invariante o no por casi-isometria (en el sentido de M. Gromov [35]). La respuesta es
negativa, ya que el arbol binario y el drbol de Fibonacci son casi-isométricos, pero
sus numeros de ramificacién difieren. No obstante, tenemos cierto control sobre los
numeros de ramificacién de dos grafos casi-isométricos G y G’; de hecho, probamos
en el teorema de la subseccion que existe una cierta constante C' tal que:

br(G)e < br(G') < br(G)°.

Notese que, de igual manera que la propiedad tener crecimiento subexponencial,
la propiedad tener numero de ramificacion igual a 1 se mantiene invariante por
casi-isometria. Por otra parte, como es natural, el nimero de ramificacién br(G) se
relaciona con la tasa de crecimiento

gr(G) = lim infs(n)%

- n—o0

de la siguiente manera:

br(G) < gr(9)

donde s(n) es el numero de elementos a distancia n de la raiz. Para grafos de Cayley
se tiene la igualdad entre ambas cantidades, de modo que el interés del niimero de
ramificacién y sus propiedades reside en el contexto de los grafos que no son de este
tipo.



El objetivo de la primera parte de la memoria es extender la nociéon de niime-
ro de ramificacién al contexto de los pseudogrupos finitamente generados como el
promedio de los nimeros de ramificacién de las orbitas genéricas. El interés en este
nuevo invariante viene motivado por los resultados de C. Series [63] y V. Kaimano-
vich [45] segin los cuales las relaciones de equivalencia con crecimiento polinomial
(respectivamente subexponencial) son promediables. La idea original del trabajo era
por tanto encontrar un criterio efectivo de promediabilidad para pseudogrupos en
términos de niimero de ramificacién, ya que este invariante no siempre coincide con
la tasa de crecimiento. Los resultados obtenidos han sido publicados en colaboracion
con F. Alcalde (véase [3]).

Con ese fin, si (I', ¥) es un pseudogrupo grafado finitamente generado actuando
sobre un espacio de probabilidad (X, u), definimos la aplicacion de ramificacion
brs : X — [1,400] que asocia a cada punto de X el nimero de ramificacién de
su drbita. En la proposicién probamos que se trata de una aplicacién medible,
luego tiene sentido la siguiente definicion:

Definicién 1. El nimero de ramificacion del pseudogrupo (I', X)) relativo a p se
define como:

br(0, %, n) = /brg(x)d,u(:c).

Cuando la medida p es ergddica, deducimos que el niimero de ramificacion del pseu-
dogrupo coincide con el nimero de ramificacion de p-casi toda orbita. La definicion
de numero de ramificacién depende del sistema finito de generadores que tomemos y
resulta natural preguntarse qué sucede cuando cambiamos > por otro sistema finito
Y. Puesto que los pseudogrupos (I, X) y (I', %) son equivalentes en el sentido de
Kakutani, estudiamos en la seccion de qué modo afecta dicha equivalencia al
numero de ramificacion y obtenemos que la propiedad tener nimero de ramificacion
igual a 1 permanece invariante (véase la proposicién .

Como ya hemos adelantado, el interés inicial era encontrar un resultado que
relacionase la promediabilidad con el nimero de ramificacién. Recordemos que un
pseudogrupo I" actuando sobre un espacio de probabilidad (X, p1) se dice promediable
respecto de la medida p si existe un sistema medible m = {m, },cx de medias sobre
las érbitas genéricas (i.e. funcionales lineales positivos y unitarios definidos sobre
[*°(I'(x))), invariante en el sentido de que m, = m, si x e y pertenecen a la misma
orbita. Obsérvese que el pseudogrupo es promediable si y sélo si lo es la relacion de
equivalencia R definida por la accién de I' sobre X. En estos términos, obtenemos el
siguiente criterio de promediabilidad (que corresponde al teorema demostrado

en la subseccién §2.3.1)):



Teorema 1. Si el nimero de ramificacion br(I', X, u) = 1 entonces el pseudogrupo
es p-promediable.

La demostracion del teorema consiste en probar que cualquier pseudogrupo con
nimero de ramificacién igual a 1 verifica la condicion de Reiter débil (introducida
por C. Anantharaman-Delaroche y J. Renault en [5]), lo que equivale a decir que el
pseudogrupo es promediable. Para ello, se construye de manera explicita un sistema
de medidas de probabilidad asintéticamente invariantes sobre las érbitas verificando
la condicién anterior.

No obstante podemos decir méas cuando la medida considerada es armonica, ya
que en ese caso se obtiene un resultado més fuerte que relaciona el nimero de rami-
ficacion con la propiedad de Liouville. En [58] F. Paulin introduce para relaciones de
equivalencia la versién discreta de las nociones de recorrido aleatorio, operador del
calor y operador laplaciano de teoria de foliaciones. Recordemos que un recorrido
aleatorio en un pseudogrupo grafado (T', ) actuando en un espacio de probabilidad
(X, p) consiste en elegir un punto de X al azar y moverse aleatoriamente de vérti-
ce en vértice a través de las aristas de su érbita. Cuando el paso de un vértice a
cualquier vértice vecino es equiprobable, hablamos de recorrido aleatorio simple. Si
denotamos por E al conjunto de aristas del grafo X, el nicleo de transicion asocia-
do a un recorrido aleatorio es una aplicacién medible 7 : E — [0, 1] que nos da la
probabilidad de paso de un vértice a cada uno de sus vecinos. Se define un opera-
dor de difusion del calor D, sobre las 6rbitas del pseudogrupo y el correspondiente
operador laplaciano A, y se llama funcion armdnica a toda funcién f : X — R tal
que A, (f) =0 en casi todo punto. La medida u sobre X se dice armdnica respecto
de 7 si es conservada por la difusién del calor.

Recordemos que una funcion en R™ es arménica si verifica la ecuacién de Laplace
de manera que el valor en cada punto coincide con el valor medio de la funcién sobre
una bola centrada en dicho punto. El teorema de Liouville clasico afirma que no
existen funciones armonicas acotadas no constantes sobre R™. La version discreta
de esta propiedad en el contexto de grafos nos dice que un grafo verifica la propie-
dad de Liouville respecto de un recorrido aleatorio si las tinicas funciones arménicas
acotadas sobre el grafo son constantes. De manera analoga, un pseudogrupo grafa-
do (I, X) verifica la propiedad de Liouville respecto de un recorrido aleatorio 7 si
casi toda érbita verifica esta propiedad, es decir, si las Unicas funciones armoénicas
acotadas sobre I'(z) son constantes para casi todo = € X. Cuando la medida es
armonica, el operador de difusion es regular, es decir, disponemos de nociones de
entropia H(I'(z)) y velocidad I(I'(x)) en las érbitas, bien definidas y relacionadas de
la siguiente manera:

h(I'(2)) < log(Grs(I'(x))) (T'(2))



seglin prueban V. Kaimanovich y W. Woes en [49], donde Grs(I'(z)) es la tasa
de crecimiento en las bolas de la érbita. La condicién br(I', X, 1) = 1 implica que
[(I'(x)) = 0 y por tanto h(I'(z)) = 0 para u-casi todo punto x € X. Asi obtenemos
un nuevo criterio en funcién del niimero de ramificacién (que corresponde al teorema

2.46| enunciado y probado en §2.3.2)):

Teorema 2. Si la medida p es armonica respecto del recorrido aleatorio simple,
entonces br(I', X, u) = 1 implica que el pseudogrupo (I', %) verifica la propiedad de
Liouville.

[lustramos nuestra definicion con varios ejemplos. El primer ejemplo es una ac-
ci6én esencialmente libre del grupo del sereno G sobre el anillo de polinomios Zs|[t]],
que muestra que el reciproco del Teorema 1 no es cierto. En efecto, el grupo del
sereno es promediable respecto de cualquier medida invariante, pero su nimero de
ramificacién (para un sistema de generadores concreto) es el nimero de oro ® > 1.

En el segundo ejemplo, construimos una laminacién por superficies de Riemann,
minimal (i.e. las hojas son densas) y sin holonomia (i.e. los elementos del pseudo-
grupo de holonomia carecen de puntos fijos). Para ello, consideramos el espacio de
Gromov-Hausdorff del grupo libre con tres generadores IF3, es decir, el conjunto de
subdrboles enraizados del grafo de Cayley F2 dotado de la topologia de Gromov-
Hausdorff que hace a dos arboles cercanos si coinciden en una gran bola. Utilizando
un proceso de injerto descrito por E. Blanc en [12], construimos un subarbol repetiti-
vo y aperiédico de F? cuya clausura en el espacio de Gromov-Hausdorff estd dotada
de una relaciéon de equivalencia natural cuyas clases son arboles indistinguibles del
subdrbol inicial. Segin un proceso de engorde descrito por E. Ghys en [30], véase
también [2], la clausura del subarbol puede realizarse como transversal completa
de una laminacién por superficies de Riemann minimal y sin holonomia L£.,. Cons-
truimos una medida transversa invariante para la que las érbitas genéricas de Lo
tienen un final y crecimiento exponencial. La primera condiciéon nos garantiza que
el numero de ramificaciéon de las 6rbitas genéricas es igual a 1 y por consiguiente la
laminacién es Liouvilliana. Este ejemplo muestra que el criterio de promediabilidad
que proporciona el Teorema 2 generaliza de manera efectiva los resultados de C.
Series y V. Kaimanovich.

Por 1ltimo, si consideramos un proceso de Galton-Watson supercritico (i.e. con
nimero medio de descendientes m > 1), no es dificil comprobar que su nimero de
ramificaciéon es igual a m. Obsérvese que la relacién de equivalencia esta definida en
este caso por un pseudogrupo que no es de tipo finito.

Percolacién de Bernoulli. La palabra percolar proviene del latin 'percolare’ que
significa filtrar a través. La teoria de la percolacién fue introducida en la década



de los 50 por el ingeniero Simon Broadbent y el matematico John Hammersley
para comprender cémo las motas de polvo obstruian las camaras anti-gas. A partir
de entonces ha sido estudiada con el objeto de modelar numerosos procesos fisicos
aleatorios como la filtracion de un fluido en un medio poroso, la expansion de una
epidemia, la propagacién de un incendio o el paso de la corriente eléctrica en una
red. Si suponemos que introducimos una gran roca porosa en un fluido, resulta
interesante estudiar si el liquido fluird hasta alcanzar el centro de la roca o si por el
contrario ésta permanecera hiimeda solo en su superficie. La teoria de la percolaciéon
prueba que la probabilidad de que el fluido llegue al centro de la roca no aumenta
gradualmente a medida que variamos el grado de porosidad, sino que pasa de ser
nula a ser total a partir de un nivel critico.

Precisando un poco mas, la teoria de la percolacion estudia la naturaleza y pro-
piedades de las componentes conexas (o clisteres) de subgrafos aleatorios de un grafo
infinito. Nos interesa en particular el proceso de percolacion de Bernoulli sobre un
grafo infinito, es decir, el proceso aleatorio que asigna a cada arista una probabilidad
de permanencia p y una probabilidad de desaparicién 1 —p (véase [34],[52],[54]). Ob-
viamente, la probabilidad de que exista un clister infinito en el subgrafo aleatorio
que resulta tras percolar es monétona creciente respecto del parametro p € [0, 1]. De
hecho, para cada parametro p esta probabilidad sélo puede ser nula o total por la
ley 0-1 de Kolmogorov. De manera que existe un valor critico p. € [0, 1] que separa
el proceso en dos fases diferenciadas, la fase subcritica p < p. donde los clisteres
son finitos (con probabilidad 1) y la fase supercritica p > p. donde existe al menos
un clister infinito (con probabilidad 1):

p
—_—

0 T RO 1 1

Clusteres finitos Hay un cluster infinito

En términos matematicos, dado un grafo G con conjunto de aristas E y un
pardmetro p € [0, 1], el p-proceso de percolacion de Bernoulli viene dado por el
conjunto de coloreados 2 = {0,1}F sobre E dotado de la o-lgebra generada por
los cilindros y de la medida de Bernoulli P, obtenida como producto de la medida
de Bernouilli sobre {0, 1} que asigna pesos p y 1 —p a 1 y 0 respectivamente. Cada
coloreado w € () da lugar a un subgrafo G, de G formado por las aristas coloreadas
de 1. Las componentes conexas de G, se llaman clisteres y para cada vértice v de
G se denota por C,(v) al clister que lo contiene.



Definicién 2. Se define la percolacion critica de G como
pe(G) =inf{p € [0,1] | Bylw € Q| 3C, infinito] =1 }.

En general, el calculo de p. es complicado; una prueba de ello es que no se conoce
su valor para los grafos de Cayley de Z" con n > 2. En el caso de éarboles, la
probabilidad critica p. coincide con el inverso del nimero de ramificaciéon (véase
[52]). También en este contexto el &rbol binario y el de Fibonacci son un ejemplo de
grafos casi-isométricos cuyas percolaciones criticas no coinciden. No obstante, una
vez mas se tiene que la propiedad tener percolacion critica igual a 1 es invariante
por casi-isometria.

Cuando el grafo considerado G es el grafo de Cayley de un grupo finitamente
generado G, se puede decir mucho mas acerca del proceso de percolacion de Ber-
noulli. La accién por traslaciones de G sobre G se extiende de manera natural a una
accién sobre el espacio de coloreados € dada por gw(e) = w(g~!(e)) que resulta ser
invariante y ergddica respecto de la medida F,. Como consecuencia de la ergodicidad
de P,, C.M. Newman y L.S. Schulman prueban en [56] que para cada p € (0,1) el
numero de clisteres infinitos es constante igual a 0, 1 0 co. Ademas, O. Haggstrom,
Y. Peres, R.H. Schonmann prueban en [42] la existencia de un nuevo valor critico
Pu que limita inferiormente una nueva fase p, < p, llamada fase de unicidad, en la
que existe un unico clister infinito (con probabilidad 1):

Definicién 3. Se define el valor critico

pu(G) =inf{p € [0,1] | Blw € Q| I°C,infinito] =1 }.

Cuando p. # p,, existe una fase intermedia llamada fase de no unicidad p. < p < py
donde hay una infinidad de clisteres infinitos (con probabilidad 1):

0 T R(G) T R©) T 1

Clusteres finitos Hay una infinidad Hay un dnico
de clusteres infinitos clister infinito

La fase de no unicidad puede no existir. Es el caso de los grafos de Cayley de gru-
pos promediables, que verifican p. = p,, segin un resultado de R.M. Burton y M.
Keane [15]. En la memoria recopilamos algunos resultados que muestran la relacién



de los valores p. y p, con propiedades geométricas como el niimero de finales, el cre-
cimiento exponencial o la casi-isometria, asi como resultados sobre las propiedades
geométricas de los clusteres infinitos. En la seccién recordamos la reformulacién
del proceso de percolacion de Bernoulli sobre grafos de Cayley propuesta por D. Ga-
boriau en [27] usando el lenguaje de las relaciones de equivalencia medibles, que nos
permitira recuperar algunos de los resultados clasicos presentados en la secciéon an-
terior usando técnicas propias de foliaciones y relaciones de equivalencia. Gaboriau
construye una relacién de equivalencia R sobre €) cuyas érbitas génericas respecto
de la medida invariante P, se identifican con los clusteres del proceso de percolacién
sobre un grafo de Cayley. Ademas, la medida P, restringida al conjunto de érbitas
infinitas es ergédica como consecuencia del Teorema de indistinguibilidad de [55], lo
que nos garantiza que los clisteres poseen las mismas propiedades medibles: creci-
miento, nimero de finales, nimero de ramificacién, recurrencia. Obsérvese que las
herramientas fundamentales en el estudio de la percolacién sobre grafos de Cayley
son la existencia de la accion del grupo sobre el espacio de coloreados junto con la
invarianza y ergodicidad de la medida F,.

Como ya hemos adelantado, el objetivo de la segunda parte de la memoria de
tesis consiste en extender el proceso de percolacién de Bernoulli al contexto de los
pseudogrupos grafados. Para ello, hacemos percolacion de Bernoulli de parametro
p € [0, 1] sobre las aristas de cada 6rbita del pseudogrupo con independencia unas de
otras. Ahora, el objetivo es estudiar la naturaleza y propiedades de los clusteres de
las orbitas genéricas. De nuevo, debido a que las érbitas carecen de la homogeneidad
propia de los grafos de Cayley, las herramientas clasicas no son aplicables en nuestro
contexto. No obstante, en la seccién probamos que la percolacion critica de
las Orbitas varia de manera medible y definimos valores criticos que actian como
transicion de fase en el proceso de percolacion de Bernoulli sobre un pseudogrupo.

Si (T',X) es un pseudogrupo grafado finitamente generado actuando sobre un
espacio de probabilidad (X, i), definimos la aplicaciéon de percolacion p. : X — [0, 1]
que asigna a cada punto de X la percolacién critica de su érbita. Probamos en la
proposicion que se trata de una aplicacion medible y por tanto constante en el
caso ergddico.

Definicién 4. Se define la percolacion critica inferior y la percolacion critica supe-
rior del pseudogrupo (', ) como

pe(l', 3, 1) = inf ess {p. }, (I, %, ) = supess{p.}.

Existe por tanto una fase de finitud p < p.(I', 33, 1) donde los cliisteres de las érbitas
genéricas son finitos, mientras que en la fase p > p.(I', 3, ) se tiene que existe al



menos un clister infinito en las érbitas genéricas. En el caso intermedio p.(I', 3, 1) <
p < P(T, X, 1), obtenemos una fase mixta.

—_—
| I I |
I ! ! ]
0 T RO ORI 1
Clusteres finitos Hay un cluster infinito
en c.t. 6rbita en c.t. orbita

Si la medida p es ergddica entonces todas las érbitas genéricas tienen la misma
percolacién critica, que coincide con las cantidades anteriores, de manera que existe
un valor critico p.(T', 3, ) que llamamos percolacion critica del pseudogrupo grafado
que divide el proceso en una fase subcritica p < p.(T', 3, u) donde los clisteres de
casi toda orbita son finitos y una fase supercritica p > p.(I', ¥, n) donde casi toda
orbita contiene un clister infinito.

p

s
| 1 |
[ T ]
0 T RO 1 1
Clusteres finitos Hay un clister infinito
en c.t. orbita en c.t. orbita

Nos interesamos de nuevo en la seccién §3.3.3| por la influencia de la equivalencia
de Kakutani sobre la percolacion y obtenemos que la propiedad tener percolacion
critica igual a 1 permanece invariante (véase la proposicion [3.53)).

Como ya hemos comentado, el estudio del nimero de clisteres infinitos y las
propiedades de éstos en la percolacién de pseudogrupos resulta mas complicado
que en el caso clasico. No obstante, cuando la medida considerada es arménica y
ergddica, contamos con las siguientes herramientas que seran fundamentales para el
desarrollo del tercer capitulo de la memoria. Se trata de la versién discreta descrita
por F. Paulin en [58] de los resultados de E. Ghys recopilados en [29]:

= El Teorema de los finales segin el cual el nimero de finales de las érbitas
genéricas es constante igual a 0, 1, 2 o un conjunto de Cantor.

= La Proposicion Fundamental segun la cual cualquier boreliano de medida po-
sitiva interseca casi toda orbita aproximando todos los finales de ésta.
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s El Lema de la hipersuperficie que nos dice que si las orbitas del pseudogrupo
tienen més de un final, entonces existe un grafo finito G de manera que casi
toda érbita contiene una infinidad de copias de G aproximando todos los finales
y si eliminamos cualquiera de ellas, la érbita se desconecta en al menos dos
componentes conexas no acotadas.

Recordemos que el primero de los resultados se puede demostrar a partir de los otros
dos (véase [11]). Podremos por tanto obtener informacién sobre el niimero de cliste-
res de pseudogrupos cuyas orbitas tienen mas de un final. Para ello, combinamos los
resultados anteriores con el lema siguiente (demostrado en la subseccién §3.3.3)):

Lema Fundamental 1. Si un grafo conexo infinito & contiene una cantidad infinita
numerable de subgrafos {G,} isomorfos a un grafo finito G disjuntos dos a dos,
entonces al realizar p-percolacion de Bernoulli sobre & desaparecerd una cantidad
infinita de grafos G, (con probabilidad 1).

Obtenemos entonces dos teoremas que muestran la analogia con los resultados
clasicos sobre grafos de Cayley segun los cuales p. = 1 si el grafo tiene 2 finales y
pu = 1 si tiene una infinidad de finales (la prueba puede verse en [54]). En efecto, el
primer resultado (que corresponde al teorema enunciado y probado en
nos dice que si las d6rbitas del pseudogrupo tienen 2 finales, entonces los clisteres
son finitos para cualquier valor de p < 1:

Teorema 3. Si la medida p es armonica y ergodica y pi-casi toda orbita tiene 2
finales, entonces

pe(I, 2, p) = 1.

El segundo resultado (que corresponde al teorema enunciado y probado
en §3.3.5) nos dice que si las érbitas del pseudogrupo tienen un Cantor de finales,
entonces en la fase supercritica hay una infinidad de clisteres infinitos:

Teorema 4. Si la medida j1 es armonica y ergodica y p-casi toda orbita tiene un
Cantor de finales, entonces para p.(I', 3, u) < p < 1, eziste una infinidad de clisteres
infinitos en p-casi toda orbita.

Finalizamos el estudio de la percolacion de Bernoulli en pseudogrupos grafados
con varios ejemplos ilustrativos (véase la subseccién . Como primer ejemplo,
retomamos la laminacién Liouvilliana L., definida en la primera parte de la memoria.
A pesar de que las érbitas tienen crecimiento exponencial, podemos probar que su
percolacién critica es 1 y por tanto los clisteres son finitos para p < 1. El interés de
este ejemplo radica en que muestra que el crecimiento exponencial no implica que
pe < 1, como ocurre en la teoria clasica para grafos de Cayley.
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Si consideramos la accién del grupo de sereno (G; sobre el anillo de polinomios
Zs[[t]], entonces la percolacién critica verifica p. < ¢ donde ® es el ntiimero de oro.
Ademas para p > p. existe un unico clister infinito en las érbitas genéricas de la ac-
cién ya que éstas son isomorfas al grafo de Cayley del grupo GG; que verifica p. = p,
por ser promediable. Es natural preguntarse si, tal y como sucede en este ejemplo,
la fase supercritica es siempre una fase de unicidad cuando el pseudogrupo es pro-
mediable. La respuesta es negativa cuando la medida no es invariante. En efecto,
la accién del grupo libre F? con dos generadores sobre su espacio de finales OF?
(respecto de una medida de probabilidad equidistribuida g descrita en el ejemplo
, es promediable, pero las 6rbitas genéricas tienen percolacién critica p, = % y
contienen una infinidad de clisteres infinitos en la fase supercritica p > p.. Cabria
preguntarse si el resultado es cierto cuando las érbitas genéricas son Fglner. Pero
las Orbitas genéricas del proceso de Galton-Watson supercritico introducido (con
percolacién critica p. = %) son Fglner respecto de una medida invariante y sin em-
bargo tienen una infinidad de clusteres infinitos para p > p.. La pregunta adecuada
es si hay unicidad de clusteres infinitos en la fase supercritica para las érbitas de
un pseudogrupo promediable respecto de una medida invariante. De momento, la
pregunta permanece abierta.

Percolacién relativa. Para finalizar, al final de la memoria en §3.4] introducimos
un nuevo tipo de percolaciéon que resulta bastante natural cuando nos interesamos
por la dindmica de grupos y pseudogrupos. Para simplificar, nos situaremos en el
primero de los casos. Esta percolacion consiste en intersecar las érbitas de la accion
medible de un grupo finitamente generado G sobre un espacio de probabilidad (X, )
con un boreliano A C X de medida p(A) = p prefijada. Supondremos que la accién
es esencialmente libre, invariante y ergédica respecto de la medida pu. La percolacion
relativa al boreliano A consiste en mantener en cada érbita G.x aquellas aristas
que unen puntos de A y borrar las demas. Llamamos clisteres a las componentes
conexas resultantes y nuestro objetivo es su estudio en funcién de la medida p del
boreliano considerado. Si p = 0, los clusteres son los propios puntos, mientras que
casi toda oOrbita tiene un unico clister infinito, que coincide con la propia érbita, si
p = 1. Luego nos interesaremos por los borelianos de medida 0 < u(A) =p < 1.

La percolacién de Bernoulli clésica (de vértices) de pardmetro p € [0, 1] para un
grafo de Cayley es un caso particular de percolacion relativa. En efecto, podemos
formular el nuevo proceso en términos de relaciones de equivalencia e interpretar los
clisteres como drbitas de una relacién R4 que llamaremos relacidn clister relativa a
A y usar los métodos habituales en el estudio de las érbitas infinitas (véase §3.4.3).
En estos términos, si llamamos X al espacio de coloreados Q = {0,1}V, u a la
medida P, y A al boreliano {w € Q | w(1) = 1}, la relacién RY coincide con la



12

relacién clister usual R y ademds la medida u(A) = p.

Por analogia con la percolacién clésica, cabria esperar que los clisteres fuesen
finitos para borelianos de medida proxima a 0. El ejemplo [3.64] muestra que esto no
es cierto. Basta tomar un par de rotaciones 7 y mo de angulo irracional sobre la
esfera S* de manera que las érbitas sean todas densas e isomorfas al grafo de Cayley
del grupo libre F2. Para cada ¢ > 0, la bola B, centrada en un punto fijo z; de
m de volumen vol(B.) < ¢ corta a cualquier érbita por ser una accién minimal. Si
hacemos percolacion relativa a B., el cluster de casi todo punto = de B, es infinito
puesto que contiene los puntos 77'(x) que son distintos dos a dos. De manera que
casi toda orbita contiene algiin clister infinito.

Como es natural, nos interesamos por el nimero de clisteres infinitos de las
érbitas genéricas de la accién. Con ese fin, definimos una aplicaciéon N(A) : X —
NU{oo} que asocia a cada punto el niimero de cliisteres infinitos que hay en la 6rbita
que lo contiene. En la proposicién [3.65] probamos que se trata de una aplicacion
medible. Ademds debido a la ergodicidad de la medida, se obtiene que N(A) es
constante en casi todo punto y por tanto las érbitas genéricas tienen el mismo
nimero de clisteres infinitos (véase la proposicion . La cuestién que surge
de manera natural y que de momento no tiene respuesta es si podemos extender el
resultado de C.M. Newman y L.S. Schulman [56] segtin el cual el nimero de clisteres
de la percolacion clasica es 0, 1 o co. La planteamos por tanto como una conjetura:

Conjetura 1. Si hacemos percolacion relativa a un boreliano A de medida 0 < p < 1
entonces todos los clusteres son finitos, hay un unico clister infinito o bien hay una
infinidad de clusteres infinitos en casi toda orbita.

En el caso de arboledas, la conjetura es cierta; de hecho el siguiente resultado
(enunciado y probado en la proposicion [3.79| de §3.4.4) muestra que, tal y como
sucede en la percolacion clasica de arboles, no existe unicidad de clusteres infinitos:

Proposicion 1. Si G es un producto libre de grupos, entonces los clisteres son
finitos o existe una infinidad de clusteres infinitos.

La conjetura también es cierta cuando el grupo considerado tiene mas de un final
y el boreliano percolado es de medida suficientemente pequena (véase el teoremam

de {B439):

Teorema 5. Si G es un grupo con mds de un final, entonces existe una constan-
te C' > 0 tal que para cualquier boreliano A C X con medida p < C, todos los
clusteres son finitos o hay una infinidad de clisteres infinitos en casi toda orbita.
En particular, si G tiene 2 finales, entonces todos los clisteres son finitos.
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Para probar los resultados anteriores, la herramienta fundamental ademas de
las ya enunciadas es el siguiente lema (enunciado como lema fundamental en

EL)

Lema Fundamental 2. Si G tiene mds de un final y el numero de clisteres infinitos
es finito, entonces cada cluster infinito aproxima todos los finales de la orbita que lo
contiene.

Organizacion de la memoria. La memoria consta de 3 capitulos organizados de
la siguiente manera:

En el capitulo 1 recordamos las nociones basicas para el desarrollo de la me-
moria. Empezamos recordando la definicién de grafo, sus modalidades y algunas de
sus propiedades asintdticas: tasa de crecimiento, espacio de finales y casi-isometria.
A continuacién introducimos el concepto de pseudogrupo, describimos la estructura
métrica de sus Orbitas y tratamos las nociones de equivalencia de Kakutani, espacio
de finales y recorrido aleatorio. Finalmente, recordamos algunas propiedades impor-
tantes como la promediabilidad, la existencia de sucesiones de Fglner o la propiedad
de Liouville.

En el capitulo 2 empezamos recordando el concepto de niumero de ramificacion de
un grafo y los resultados que lo relacionan con la tasa de crecimiento, la casi-isometria
o el espacio de finales del grafo. A continuacién extendemos esta nocién al contexto
de los pseudogrupos finitamente generados y estudiamos de qué modo influye la
equivalencia de Kakutani sobre el invariante. Presentamos a continuacién un criterio
de promediabilidad en funcién del ntimero de ramificaciéon, comprobando que de
hecho implica la propiedad de Liouwville en el caso particular de que la medida sea
armoénica. Finalizamos el capitulo con varios ejemplos que ilustran nuestra nocion.

En el capitulo 3 recordamos la definicién del proceso de percolacién de Bernou-
1li sobre un grafo, la nocién de percolacién critica y los principales resultados de la
teoria clasica para grafos de Cayley, especialmente los relacionados con el nimero de
finales. Ademas recordamos la formulacién de la percolacién sobre grafos de Cayley
en términos de relaciones de equivalencia descrita por D. Gaboriau. A continuacién
definimos el proceso de percolacion de Bernoulli sobre un pseudogrupo finitamente
generado y probamos la existencia de un valor critico en el caso ergodico, que lla-
mamos percolacion critica y que actuard como transicién de fase. Cuando la medida
considerada es armoénica y ergddica, probamos que si las érbitas del pseudogrupo
tienen 2 finales, entonces los clisteres son finitos, mientras que los pseudogrupos con
un Cantor de finales verifican que hay una infinidad de clisteres infinitos en la fase
supercritica. Estudiamos las propiedades de percolacion de los ejemplos introducidos
en el segundo capitulo.
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Por tltimo, definimos un nuevo proceso de percolacién sobre acciones de grupos
ergddicas que denominamos percolacion relativa y que consiste en estudiar la inter-
secciéon de las érbitas con un boreliano dado. Probamos que el ntimero de clisteres
es constante en casi toda orbita. Para grupos libres, los clisteres son finitos o hay
una infinidad de clisteres infinitos. Lo mismo se obtiene para grupos con mas de un
final cuando el boreliano considerado es de medida suficientemente pequena.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo recordamos las nociones basicas que seran ttiles a lo
largo de nuestro trabajo. Empezamos recordando la definicion de grafo, sus moda-
lidades y sus propiedades. A continuacién nos introducimos en el contexto de los
pseudogrupos, especialmente de los pseudogrupos grafados. Finalmente, recordamos
algunas propiedades importantes como la promediabilidad, la existencia de sucesio-
nes de Fglner o la propiedad de Liouville.

1.1. Grafos

El propdsito de esta seccion es recordar la definicion de grafo y sus modalidades,
asi como fijar notaciones bésicas. Introducimos el concepto de grafo de Cayley de
un grupo, la nociéon de casi-isometria entre espacios métricos y en particular en-
tre grafos, y la definicion de espacio de finales de un grafo. Estas nociones seran
fundamentales para el desarrollo del trabajo.

1.1.1. Definiciones basicas de teoria de grafos

Un grafo es un par G = (V| E) formado por un conjunto de vértices V' # () y un
conjunto de aristas E' dotado de una aplicacion de F en V x V que envia cada arista
e € E en un par (v1,v3) € V x V. Decimos que vy y v son el origen s(e) y el extremo
r(e) de e respectivamente. En tal caso se dice que los vértices v y vy son vecinos
y escribimos v; ~ vy. Decimos que G carece de aristas multiples si la aplicacién
de E en V x V es inyectiva. En ese caso podemos identificar las aristas con sus
extremos. En general, supondremos que la imagen de la aplicacion de F en V x V
es un subconjunto de V' x V' simétrico respecto de la diagonal e identificaremos cada
arista e que une v, con vy con la opuesta e~ que une v, con vy. En otros términos,

15
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nuestros grafos seran no dirigidos. Se llama bucle a cada arista cuyo origen y extremo
coinciden. La wvalencia val(v) de un vértice v es el nimero de aristas que unen dicho
vértice con sus vecinos. Se dice que una arista es terminal si alguno de sus extremos
tiene valencia 1. Un grafo se dice localmente finito si la valencia es finita en cada
vértice y de geometria acotada si la valencia esta uniformemente acotada. Un grafo
es reqular si todos los vértices tienen la misma valencia.

Un camino en un grafo es una sucesion de vértices tal que cada par de elementos
consecutivos son el origen y el extremo de una arista de F. La longitud de un camino
es el nimero de aristas que lo forman. Se llama ciclo a todo camino finito {vy, ..., v, }
tal que v; = v,. Decimos que un grafo es conexo si dados dos vértices arbitrarios
existe un camino que los une. Un drbol es un grafo conexo sin bucles y sin ciclos.

Un grafo G esta dotado de una métrica natural d de manera que la distancia
entre dos vértices es el minimo de las longitudes de los caminos que los unen. La
distancia entre vértices se puede extender a puntos cualesquiera dotando a cada
arista de la métrica que la hace isométrica al intervalo [0, 1] o la circunferencia S' en
el caso de un bucle. Un camino geodésico es aquel que minimiza la distancia entre
sus extremos.

Un grafo enraizado es un grafo con un vértice fijado, llamado origen o raiz, que
se denota por 0. En este contexto, dados dos vértices vecinos v y v/, se dice que v’
es hijo de vy que v es padre de v' si d(v,0) > d(v,0). Nétese que puede ocurrir
que entre dos vértices vecinos no haya relacién de parentesco o que dos vértices
compartan un hijo. Si G es un grafo enraizado entonces, dado v € V' denotamos por
G? al subgrafo formado por v y sus descendientes.

1.1.2. Grafos de Cayley y grafos transitivos

Cualquier grupo dotado de un sistema finito de generadores posee una estructura
de grafo dotado de una métrica natural denominada métrica de las palabras. En este
apartado recordamos la nocién de grafo de Cayley, que jugara un papel fundamental
a lo largo de nuestro trabajo. Veremos ademés que se trata de un caso particular de
grafo transitivo.

Grafos de Cayley. Sea GG un grupo finitamente generado y S un sistema finito
de generadores. Supondremos que S es simétrico (i.e. ™' = {s7' | s € S} = 5)
y no contiene al elemento neutro 1. El grafo de Cayley G = G(G,S) es un grafo
localmente finito, no dirigido y sin bucles, cuyos vértices son los elementos de G
y dos vértices ¢; v go estdn unidos por una arista si y sélo si g;'gs € S. Segin
esta definicion, el grafo de Cayley G depende tanto del grupo como del sistema de
generadores S.
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Se llama longitud de un elemento g de G al nimero minimo de generadores
de S necesarios para escribir g y se define la distancia de las S-palabras entre dos
elementos g; y g2 de G como

ds(g1, 92) = longs(gi " g2).

Si dotamos a cada arista del grafo de Cayley G de una métrica que la haga isométrica
al intervalo [0, 1], la métrica dg sobre el grupo G se extiende a una métrica dg sobre
el grafo G que hace de éste un espacio métrico conexo por caminos. Diremos que dg
es la métrica de las S-palabras sobre G.

Presentamos a continuacion algunos ejemplos de grafos de Cayley.

G=17,8={+1}.

\ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4
\ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4
\ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4
\ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4
\ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4

G=17% S ={(£1,0),(0,£1)}.
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G=7Zx17Z.

Notese que el grafo de Cayley depende del sistema de generadores considerado.
Sistemas de generadores distintos dan lugar a grafos de Cayley diferentes, como
podemos observar en la figura siguiente:

-5 -3 -1 +1 +3 +5 +7

G=17,58={+1,+2}.

Grafos transitivos y casi-transitivos. Un automorfismo de un grafo localmente
finito G = (V, E) es una aplicacién biyectiva ¢ : V' — V' compatible con la relacién
de adyacencia tal que (p(v), p(v')) € E si (v,v') € E. Denotamos Aut(G) al grupo
de los automorfismos de G. Si el grafo G verifica que para todo par de vértices
v,v" € V existe un automorfismo que envia v en v, decimos que G es transitivo. En
otras palabras, G es transitivo si la accién de Aut(G) sobre G es transitiva.

El ejemplo mas comun de grafos transitivos son los grafos de Cayley. En efecto,
si G es un grupo y G(G, S) su grafo de Cayley respecto de un sistema de generadores
finito .S, para cada par de vértices g, ¢’ € G, la traslacién por la izquierda Ly -1 es
un automorfismo que envia g en ¢’. No obstante, el grafo transitivo que presentamos
a continuacién muestra que no todo grafo transitivo es un grafo de Cayley:
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Grafo de Petersen.

Los grafos casi-transitivos generalizan el concepto de grafo transitivo. Un grafo
G es casi-transitivo si la accién de Aut(G) sobre G tiene sélo una cantidad finita de
orbitas.

1.1.3. Tasas de crecimiento de un grafo

En este apartado recordamos la definicion de tasa de crecimiento de un grafo
enraizado. Intuitivamente, si pensamos que el grafo crece desde la raiz, la tasa de
crecimiento mide el modo de expandirse del grafo.

Sea G = (V, E) un grafo enraizado infinito. Definimos la tasa de crecimiento

exponencial inferior de G como

gr(G) = lim infs(n)%

- n—oo

donde s(n) es el cardinal de la esfera S,, = {x € V' | d(0,z) = n}. De igual modo, se
define la tasa de crecimiento exponencial superior como

g7(G) = limsup s(n)=.

n—oo

Cuando ambas tasas existen y coinciden, entonces se define la tasa de crecimiento
exponencial como

3=

gr(G) = lim s(n)n.

n—oo

En teoria de foliaciones la definicién que suele usarse es la siguiente

Gr(G) = liminf v(n)=

n—oo

donde v(n) es el cardinal de la bola B,, = {x € V' | d(0,z) < n}. La relacién entre
ambas tasas resulta obvia, gr(G) < Gr(G).
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Definicién 1.1 Se dice que un grafo G tiene crecimiento exponencial si gr(G) > 1
y tiene crecimiento subexponencial si gr(G) = 1.

Ejemplos. El arbol binario T, es decir, el arbol regular con dos hijos, tiene creci-
miento exponencial gr(7T) = 2 pues la esfera de radio n tiene 2" elementos.

gr(T) = 2.

El grafo de Cayley G(Z?,S) del grupo Z?* con S = {(0,41), (+1,0)} tiene creci-
miento subexponencial pues el cardinal de la esfera de radio n > 0 es 4n.

gr(G) = 1.

1.1.4. Casi-isometria de grafos

La definicién de grafo de Cayley de un grupo depende, como se ha visto, del
sistema de generadores considerado. Es natural esperar que los diferentes grafos
de Cayley tengan alguna relacién entre si y que existan propiedades comunes que
sean independientes de la eleccién de dicho sistema. En efecto, si consideramos
dos conjuntos de generadores, los respectivos grafos de Cayley son casi-isémetricos.
Intuitivamente, esto significa que son indistinguibles cuando son observados desde
una gran distancia.
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En este apartado recordamos la definicién de casi-isometria entre espacios métri-
cos, prestando especial atencién al caso particular de los grafos.

Espacios métricos casi-isométricos. Sean (X, d) y (X', d') dos espacios métricos.
En la literatura suele encontrarse la siguiente definicién (véase [29]):

Definicién 1.2 Una funcién (no necesariamente continua) f : X — X’ es una
casi-isometria si existen constantes C; > 0 y Cy > 0 tales que para todo z,y € X

L da.y) — Cy < d(f(2), f()) < Crd(z, ) + s

Cy
y para todo =’ € X' se verifica d'(2/, f(X)) < Cy. Cuando tal funcién existe se
dice que X y X’ son casi-isométricos. Cuando C; = 1 entonces se dice que son

isométricos a gran distancia.
También es habitual encontrarse con la siguiente definicién (véase [31]):

Definicién 1.3 Dos espacio métricos (X, d), (X', d') son casi-isométricos si existen
f: X — X'yg: X' — X lipschitzianas a gran distancia, es decir, existen constantes
C7 >0y Cs >0 tales que

d/(f(l’), f(y)) < Cld($7y> + 027 VZL‘,y € X
d(g(2),g9(y)) < Cid (2, y) + Cy, V2' ¢ € X'

y ademas verifican

d(gf(x),2) < Cyy Vo e X
d(fg(a'),2') < Cy, Vo' e X'

Por ultimo presentamos otra manera de definir espacios casi-isométricos basando-
nos en la definicién original de M. Gromov [35, 36, B7] y que utilizaremos con
frecuencia a lo largo de nuestro trabajo.

Definicién 1.4 i) Dado un nimero real C' > 0, una C-red de un espacio métrico
(X, d) es un subconjunto A tal que d(z, A) < C para todo = € X. Se dice que una
red A es d-separada si existe 6 > 0 tal que d(a,b) > § para cada par a,b € A.

ii) Dos espacios métricos (X, d), (X', d’) son lipschitzianamente equivalentes si existe
una aplicacién biyectiva [ : X — X' bilipschitziana, es decir, tal que existe una
constante ¢ > 0 llamada constante de Lipschitz, tal que

“d(r,y) < d (), 1)) < cd(r,y) Yoy € X
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Definicién 1.5 Dos espacios métricos (X, d) y (X', d’) son casi-isométricos si exis-
ten C-redes A € X y A" C X’ lipschitzianamente equivalentes. Si A y A’ son
isométricos, entonces se dice que X y X' son isométricos a gran distancia.

Es relativamente sencillo demostrar la equivalencia entre las tres definiciones. Para
ver que la definicién implica la definicién basta definir f : X — X’ de la
siguiente manera: para cada x € X, se define f(z) = I(a) donde [ es la aplicacién
bilipschitziana entre las redes y a es un elemento de A tal que d(z,a) < C. La
funcién g : X’ — X se define de igual manera sustituyendo [ por [~!. Ahora, resulta
facil ver que f y g cumplen las condiciones requeridas tomando C = cy Cy = 2¢C.
Para comprobar que la definicién implica la definicién [1.5], debemos reducir las
aplicaciones bilipschitzianas a gran distancia f y ¢ a la composicién de los dos tipos
bésicos:

- Inclusion de una red en un espacio métrico
- Biyeccién bilipschitziana entre redes
Para ello, debemos observar que:

- La imagen de cualquier seccién de f es una red de X, ya que las fibras de f
tienen didametro uniformemente acotado.

La imagen de f es una red de X".

Cualquier aplicacién bilipschitziana a gran distancia f se restringe en una
aplicacion bilipschitziana sobre cualquier red separada.

En este caso, debemos tomar ¢ = C; + Cy y C' = C1Cs.

Ejemplo 1.6 Los espacios Z, 2Z y R son un ejemplo de espacios casi-isométricos.
La inclusion de Z y de 27Z en R ilustra el primer tipo de casi isometria, mientras que
el isomorfismo entre Z y 27 ilustra el segundo tipo.

Casi-isometria de grafos. En el caso particular de grafos de geometria acotada,
el conjunto de vértices (con la métrica inducida) constituye una 1-red, de modo que
todo grafo de geometria acotada es isométrico a gran distancia a su conjunto de
vértices. Puesto que la casi-isometria es una propiedad que define una relacién de
equivalencia, si dos grafos G = (V, E) y G’ = (V', E’) son casi-isométricos, entonces
los conjuntos de vértices V' y V' con las respectivas métricas inducidas son a su vez
casi-isométricos entre si. Por tanto, dos grafos G y G’ son casi-isométricos si y sélo
si existen C-redes A C V y A’ C V' lipschitzianamente equivalentes.
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Ejemplo 1.7 Presentamos a continuacién un ejemplo de arboles casi-isométricos.

RSl

El primer arbol T es el arbol binario, es decir, el arbol regular de dos hijos. El
segundo drbol T es el arbol de Fibonacci, llamado asi porque la sucesion formada
por el nimero de vértices a distancia n de la raiz resulta ser la sucesién de Fibonacci

F,, que verifica
Fn+1 :Fn—i_anl

con Fy = F; = 1. La sucesion de Fibonacci tiene su origen en el famoso problema
de la reproduccién de los conejos. El arbol T” representa el crecimiento demogréfico
de una pareja de conejos cuya madurez sexual se alcanza al cabo de un mes.

En la siguiente figura podemos observar que ambos arboles tienen el mismo
conjunto de vértices V', de manera que podemos tomar como redes A =V y A’ =V,

<§/

La identidad id : A — A’ es una biyeccién que ademés es bilipschitziana puesto
que dp(z,y) < 2dr(z,y) y dr(x,y) < 2dp(z,y) para todo par x,y € V. Los arboles
T y T' son por tanto casi-isométricos con constante de Lipschitz ¢ = 2.

Ejemplo 1.8 Como vimos en la subsecciéon §1.1.2] el grafo de Cayley de un grupo
G depende del conjunto de generadores considerado. No obstante, cabe esperar que
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dados dos sistemas de generadores finitos S y ', los respectivos grafos de Cayley
G=G(G,S)y G =G(G,S5) tengan alguna relacién entre si. En efecto, los grafos
G v G’ con las respectivas métricas de las palabras dg y dg son casi-isométricos.
Basta tomar como 1-red en cada uno de los grafos el conjunto de vértices, es decir,
A = A" = @. Si denotamos ng (resp. ny) al menor nimero de elementos de S’ (resp.
S) necesarios para escribir el elemento s € S (resp. s’ € S’), es decir,

/ / /

s=s - Sip 8 = Si,, oo Siy

ins ..
cons; €Sy s;j € S’ entonces las 1-redes A y A’ son lipschitzianamente equivalentes
con constante de Lipschitz ¢ = maxsegses{ns, ny }.

1.1.5. Espacio de finales de un grafo

En este apartado nos proponemos recordar la nociéon de final de un espacio
métrico y en particular de un grafo. Recordaremos ademas la relacion entre los
espacios de finales de dos espacios casi-isométricos. Seguiremos como referencia [31].

Espacio de finales de un espacio topolégico. Sea X un espacio Hausdorff y
sea Y un espacio locamente compacto Hausdorff. Una aplicacién f: X — Y se dice
propia si f1(K) C X es compacto para todo K C'Y compacto.

Definicién 1.9 Sea (X, d) un espacio métrico localmente compacto.

i) Se llama geodésica a una aplicacién isométrica ¢ : [0,l]] - X con [l € R, y
segmento geodésico (de origen ¢(0) = z y extremo ¢(l) = y) a su imagen. Se
dice que (X, d) es un espacio geodésico si dos puntos cualesquiera x e y se
pueden unir por un segmento geodésico.

ii) Un rayo de X es una aplicacién r : [0, +00) — X continua y propia. Diremos
que r es un rayo geodésico si ademas es una isometria.

Noétese que los segmentos geodésicos (resp. los rayos geodésicos) de un grafo
G coinciden con los caminos de aristas finitos (resp. infinitos) que minimizan la
distancia entre los vértices que lo forman.

Definicién 1.10 Se dice que dos rayos vy r’ convergen al mismo final si para todo
compacto K C X existe un entero N € N tal que r([IV,00)) y 7'([N, 00)) pertenecen
a la misma componente conexa de X — K. La clase de equivalencia de un rayo r se
denota &(r) y el conjunto de clases de equivalencia £(X) se denomina espacio de
finales de X.
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Si X es conexo por caminos y fijamos un punto base xqg € X, cada clase de
equivalencia £(r) contiene al menos un rayo geodésico que parte de xq. La prueba
puede verse en [14].

Para definir una topologia sobre £(X) basta con describir la convergencia entre
finales. Una sucesién E(r,) — £(r) si y s6lo si para cada compacto K C X existe
una sucesiéon de enteros N, tal que 7, ([N, 00)) v r([N,, 00)) pertenecen a la misma
componente conexa de X — K para todo n > ng con ng suficientemente grande.
Luego un conjunto B C £(X) es cerrado si para cada sucesién E(r,) € B verificando
E(ry) — E(r) se tiene que E(r) € B.

Casi-isometria y espacio de finales. El espacio de finales es invariante por casi-
isometria. En efecto, los espacios de finales de espacios casi-isométricos son homeo-
morfos:

Proposicion 1.11 57 X e Y son espacios métricos localmente compactos, entonces
una casi-isometria f: X —'Y induce un homeomorfismo f,: E(X) — E(Y).

Aunque no detallaremos la demostracién, conviene describir de manera explici-
ta el homeomorfismo f,. El resto de la prueba puede verse en [14]. Sea r un rayo
geodésico en X y sea f.(r) el rayo de Y que se obtiene por concatenacién de seg-
mentos geodésicos entre f(r(n)) y f(r(n + 1)) para todo n € N. Como f es una
casi-isometria, f,(r) es un rayo propio. Ademads, el final que define es independiente
de la eleccion de tales segmentos geodésicos. Definimos entonces f, : £(X) — E(Y)
como f.(E(r)) = E(f«(r)) para cada rayo geodésico r en X.

Espacio de finales de un arbol. En el caso de un arbol enraizado, el espacio
de finales £(T") coincide con el borde geométrico T formado por todos los rayos
geodésicos de T' que parten del origen. Dotamos al espacio 0T de la siguiente métrica:
si dos rayos &, € OT tienen exactamente n aristas en comun, entonces d(&,n) = e™™.

Ejemplo 1.12 Obsérvese que los arboles enraizados que presentamos a continua-
cion poseen espacios de finales muy diferentes:

eee
eoe
eoe
eoe
eoe
eoe
eoe
eee

o0 000
o0 000
o0 e 00

CYTTNLY

oT = {0, 1} T = {L}nen U {0}

eoe
eoe
eoe
eoe
eoe
eoe
eee
eoe
eoe
eoe
eoe
eoe

o000 00
e 000 00
o0 0 0 00

eoe
eee
eoe
eoe
eoe
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En el primer caso, el espacio de finales del arbol T" no tiene puntos aislados, todos son
puntos de acumulacién. De hecho 9T es un conjunto de Cantor. El espacio de finales
del segundo arbol T” si posee puntos aislados y un tnico punto de acumulacion.

Como consecuencia de la proposicién [I.11], tenemos que la topologia del borde
de un arbol es un invariante del tipo de casi-isometrifa. En la subseccién
precisaremos de qué modo afecta la casi-isometria de arboles a las métricas de sus
respectivos bordes (véase la proposicién .

Espacio de finales de un grafo de Cayley. Si S y S’ son dos conjuntos finitos
de generadores de un grupo G, entonces la casi-isometria f : G(G,S) — G'(G, 5)
induce un homeomorfismo entre los espacios de finales £(G) y £(G’). El teorema de
Hopf [43] nos proporciona més informacion sobre el espacio de finales de los grafos
de Cayley de un grupo finitamente generado:

Teorema 1.13 Sea G un grupo finitamente generado y S un sistema finito de gene-
radores de G. El grafo de Cayley G = G(G, S) tiene 0, 1, 2 0 un conjunto de Cantor
de finales.

Algunas propiedades algebraicas de los grupos estan estrechamente relacionadas
con el numero de finales de sus grafos de Cayley. Por ejemplo, un grupo con 2
finales tiene crecimiento lineal, mientras que un grupo con un Cantor de finales
tiene crecimiento exponencial. Estas propiedades son consecuencia del teorema de
Stallings que describe la estructura de los grupos con mas de un final. Antes de
enunciar dicho teorema, recordemos las definiciones de producto libre amalgamado
y HNN(Higman-Neumann-Neumann)-extension.

Definicién 1.14 Sean A, B dos grupos finitamente generados y j; : F — A,
j2 + ¥ — B dos homomorfismos inyectivos de grupos. Se define el producto libre
amalgamado

Axp B:=AxB/N

donde N es el menor subgrupo normal del producto libre A * B que contiene al

conjunto {j1(f)j5; "' (f) | f € F}.

Definicién 1.15 Sea A un grupo finitamente generado y sea ¢ : H — K un iso-
morfismo entre dos subgrupos H y K de A. Se define la HNN-extensiéon A, de A
respecto de ¢ como

A¢ = Ax | t | /N

donde | ¢ | es un grupo libre ciclico y N el menor subgrupo normal de Ax | t | que
contiene al conjunto {tht1¢(h)™' | h € H}.
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Teorema 1.16 (Stallings [64]) Un grupo G finitamente generado tiene mds de un
final si y solo si puede expresarse como producto amalgamado G = A xgp B con F
finito o como HNN-extension G = Ay con H finito.

Corolario 1.17 5i G es un grupo finitamente generado con 2 finales, entonces exis-
te un subgrupo finito normal N tal que G/N es isomorfo a Z 0 Lo * ZLs.

De los resultados anteriores se deduce que un grupo finitamente generado con 2
finales tiene crecimiento lineal. De igual manera, un grupo finitamente generado con
un Cantor de finales tiene crecimiento exponencial.

1.2. Pseudogrupos

El concepto de pseudogrupo generaliza la nociéon de grupo de transformaciones.
Uno de los principales objetivos de nuestro trabajo es estudiar dicho concepto y
extender propiedades geométricas de los grupos al contexto de los pseudogrupos
a través del nimero de ramificacion y de la percolacion. Nuestro interés por los
pseudogrupos y sus propiedades esta motivado por la nocién de pseudogrupo de
holonomia que juega un importante papel en la teoria de foliaciones.

1.2.1. Pseudogrupos topolégicos y pseudogrupos medibles

Recordemos en primer lugar la definicién de pseudogrupo topolégico (véase |39,
A7), 41]).

Definicién 1.18 Un pseudogrupo de transformaciones de un espacio topologico X
es una familia I' de homeomorfismos entre abiertos de X tales que:

l.siy: A— By~ : A — B pertenecen a I' entonces la composicién
Yoy Y (BNA) =+ (BNA)
pertenece a I,
2. siy €T, entonces vt €T,
3. la aplicacién identidad idyx pertenece a I,

4. siy: A — B estd localmente en I, es decir 4 € I' para todo abierto A" C A,
entonces v € I'.
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Definicién 1.19 Si sustituimos en la definicion anterior X por un espacio boreliano
estandar (i.e. un espacio dotado de una o-algebra isomorfa a la o-algebra de los bo-
relianos de un espacio polaco) y los homeomorfismos locales v € I' por isomorfismos
borelianos entre partes borelianas de X, obtenemos de la misma manera la nocién de
pseudogrupo medible. A partir de ahora, centraremos nuestro trabajo en el contexto
de pseudogrupos medibles sobre espacios borelianos estandar.

Para cada x € X, se define la orbita de x como

I'(z) ={v(z) |7 €T : 2 € dom(y)}

y la isotropia como I', = {y € T' | v(z) = x}. Decimos que un boreliano B C X es
saturado si es unién de érbitas y para cada boreliano A C X definimos el saturado
de A por I' como el conjunto I'(4) = ., ().

€A

1.2.2. Ejemplos

Para ilustrar la nocién de pseudogrupo medible y motivar su estudio, vamos a
recordar algunos ejemplos basicos:

Acciones de grupos. Es el ejemplo fundamental que motiva el estudio de los
pseudogrupos. Una accién boreliana de un grupo numerable G sobre un espacio
boreliano estandar X define un pseudogrupo medible formado por las restricciones
a borelianos de los isomorfismos borelianos 7, : X — X donde 74(x) = ¢ - = para
reXyged.

Relaciones de equivalencia medibles discretas. Una relacién de equivalencia
R sobre un espacio boreliano estandar X se dice medible discreta si las clases de
equivalencia R[z] son numerables y el grafo es un boreliano de X x X. Segun un
resultado de [23], la relacién R estd definida mediante la accién boreliana de un
grupo numerable. En general, si llamamos transformacion parcial de R a cualquier
isomorfismo boreliano v : A — B entre partes borelianas de X cuyo grafo

G(y) ={(z,y) e X x X |y=~(x)} CR,
entonces el pseudogrupo formado por todas las transformaciones parciales define la
relacion R.

Pseudogrupo de Holonomia. Sea M un espacio topoldgico. Una laminacion L
de M de dimensién p esta definida por un atlas foliado A = {(U;, ¢;)} de abiertos
distinguidos U; y cartas locales ¢; : U; — D; X X; donde D; es un disco abierto de
R? y X; es un espacio topolégico. Ademsds, el cambio de cartas

piop;oi(UinT;) = iU N T;)
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viene dado por:
pie; () = (W), 7i;(y))

donde ;5 es un homeomorfismo y zﬁlyj un difeomorfismo que depende continuamente
de y en la topologia C°. Llamamos transversal a la unién disjunta X = | | X; y trans-
versal local a cada espacio X;. Los conjuntos P; = ;' (D; x {x}) son subvariedades
de dimensién p llamadas placas. Las placas de las distintas cartas se solapan dando
lugar a subvariedades conexas de dimension p llamadas hojas.

Siempre podemos suponer que el atlas foliado A = {(U;,¢;)} es bueno, lo que
significa que:

1. A es localmente finito y numerable (finito si M compacto),
2. los abiertos U; son relativamente compactos,

3. st U; NU; # 0 entonces U; U U; estd contenido en un abierto distinguido U;;.

Cuando el atlas es bueno, los homeomorfismos locales v;; de X; en X se extienden
a un abierto maximal de X;. Se define el pseudogrupo de holonomia I' de L reducido
a X como el pseudogrupo generado por los homeomorfismos ;;. La relaciéon de
equivalencia definida por la acciéon de I' sobre X viene dada por la pertenencia a la
misma hoja y se llama relacion de equivalencia definida por L sobre X. Si todas las
hojas tienen holonomia trivial, la relacién y la accion se pueden identificar.

q)ij:(q‘ulj'yij)




30 1 Preliminares

Si en lugar de suponer que las transversales X; son espacios topoldgicos, supo-
nemos que son espacios borelianos estandar de manera que los conjuntos U; son
espacios MT y los cambios de carta son isomorfismos locales en esa categoria (en el
sentido de [9] y [10]) se tiene una laminacidn boreliana o medible. Obsérvese que el
pseudogrupo de holonomia de una laminacién boreliana es medible.

1.2.3. Equivalencia de pseudogrupos

Sea ' un pseudogrupo actuando sobre un espacio topolégico X e Y un abierto
de X que corte a todas las drbitas. Se define el pseudogrupo inducido T'|y como el
pseudogrupo generado por los elementos de I' cuyo dominio y rango esta restringido
a Y. La reduccion de I' a Y es el ejemplo basico que modela la equivalencia de
pseudogrupos en el sentido de Haefliger, véase [40]. Recordemos la definicién precisa:

Definicién 1.20 Dos pseudogrupos topoldgicos I' y IV que operan respectivamente
sobre espacios topoldgicos X y X' son equivalentes si existe una familia ® de ho-
meomorfismos entre abiertos de X y abiertos de X’ de manera que

["'=®olod! ¢y T =d'ol"od

Loyoy €Iy viceversa.

es decir, si p, ¢ € &y v €T, entonces ¢~
Puesto que Y corta a todas las orbitas de I', cada punto x € X pertenece al do-
minio dom(y) de algiin v € T tal que rang(y) C Y. Si denotamos ®} al conjunto
formado por dichos elementos y % = |, PY, la familia & = &% U (X )" define
una equivalencia entre I' y T'|y en el sentido de la definicién anterior. A partir de
la equivalencia natural entre I' y I'|y, resulta claro que la siguiente definicién es
equivalente a la anterior:

Definicién 1.21 Dos pseudogrupos I' y IV que operan sobre los espacios X y X’
respectivamente son equivalentes si y sélo si existe un pseudogrupo I'” operando
sobre X” = X LU X’ tal que X y X’ cortan todas las drbitas de I'" y verifica que
Mx=TyI"|x =T1"

Si sustituimos los espacios topolégicos X y X’ por espacios borelianos estandar
y los homeomorfismos locales por isomorfismos borelianos entre partes borelianas,
obtenemos de la misma manera la nocién de equivalencia entre pseudogrupos medi-

bles.
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1.2.4. Medidas

Sea I' un pseudogrupo medible actuando sobre un espacio boreliano estandar X
y p una medida de probabilidad sobre X.

Definicién 1.22 Se dice que pu es invariante por I' si todos los elementos de I’
respetan u, es decir,

Yelt(A) = p(v7(A)) = u(A)
para todo v € T' y para todo A C dom(y~!) boreliano de X.

Definicién 1.23 Se dice que p es casi-invariante respecto de I' si todos los elemen-
tos de I' respetan los conjuntos de medida nula, o de manera equivalente

pA) =0 = pu(l(A4))=0.

En tal caso decimos que se trata de un pseudogrupo de transformaciones no singu-
lares del espacio de probabilidad (X, u).

Definicién 1.24 Se dice que p es una medida ergodica si los conjuntos saturados
son de medida nula o total, esto es,

p(D(A) =0 6 p(D(A)) =1
para todo boreliano A C X.

A partir de ahora, usaremos el término genérico para referirnos a conjuntos de
medida total.

En el caso de las relaciones de equivalencia, las nociones anteriores se definen de
modo andlogo. La medida u es casi-invariante respecto de la relacién de equivalencia
R si las transformaciones parciales de R conservan los conjuntos de medida nula,
o equivalentemente, si el saturado R[A]| de un boreliano A de medida nula es de
medida nula. De igual modo, p es invariante por R si lo es por las transformaciones
parciales de R y p es ergddica si p(R[A]) =0 6 1.

Sea p una medida sobre X y R = {(z,y) € X x X | 2Ry} C X x X. Integrando
las medidas de contar de las fibras de la proyeccion de R en X por la izquierda
(x,y) — x (resp. por la derecha (x,y) — y) respecto de p, se obtiene la medida
de contar por la izquierda dp(z,y) = du(x) (resp. derecha du~!(x,y) = du(y,x) =
du(y)) sobre R. Es decir, para cada boreliano A C R,

A(A) = / A% dpa(z)
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donde |A*| es el cardinal del conjunto A* = {y € X | (z,y) € A} C R[z].

La medida p es casi-invariante si y sélo si 1 y i~ ! son equivalentes. En tal caso
la derivada de Radon-Nikodym estd dada por §(x,y) = du/du—*(z,y). Si ademas la
medida p es invariante, entonces la derivada 6(x,y) = 1.

1.3. Pseudogrupos grafados

En esta seccion extendemos la nociéon de grafo de Cayley al contexto de los
pseudogrupos finitamente generados. En este caso, el sistema finito de generadores
del pseudogrupo proporciona una estructura de grafo conexo localmente finito en
cada una de las orbitas del pseudogrupo. Introducimos ademaés el analogo a la casi-
isometria de grafos en términos de pseudogrupos grafados, que vendra definida por
la equivalencia de Kakutani.

1.3.1. Pseudogrupos grafados

Consideremos I' un pseudogrupo medible actuando sobre un espacio boreliano
estandar X. Un sistema de generadores de I' es una familia > C T' verificando que
para todo v € I' y para todo x € dom(~y) existe un entorno U C X de z tal que:

’}/|U = 04, ©...0 O-i1|U

donde o;; € ¥ para j = 1,...,n. Diremos que I' es un pseudogrupo finitamente
generado si existe un sistema de generadores finito.

Procediendo de modo andlogo a la construccién del grafo de Cayley de un grupo,
podemos realizar cada érbita I'(z) como conjunto de vértices de un grafo conexo
s (z) denominado grafo de Cayley de la drbita en x de (I',X). En efecto, dos ele-
mentos y,z € ['(z) estardn unidos por una arista si y sélo si existe o € 3 tal que
o(y) = z. Si cada conjunto ¥, = {0 € £ | x € dom(o)} es finito, entonces el
grafo que contiene a x es localmente finito. Cuando X es finito, se obtiene un grafo
de geometria acotada, en particular localmente finito. En general, podemos dotar a
cada érbita de una métrica natural definida como en el caso de los grafos de Cayley:
la distancia dx(y, z) entre dos puntos y y z de la misma 6rbita es el minimo de los
enteros k tales que z = 0y, o...00; (y) con o;,...,0; € 2.

Definicién 1.25 Llamamos pseudogrupo grafado (finitamente generado) al par (I', X)
formado por un pseudogrupo medible I' que actiia sobre un espacio boreliano estandar
X y un sistema (finito) de generadores ¥ de I'. Observemos que el boreliano

E={(z,y) e Xx X |JoeX:y=0(x)}
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define una estructura de grafo no dirigido sobre X cuyas componentes conexas son
las érbitas I's(z).

De ahora en adelante, al hablar de pseudogrupos nos referiremos siempre a pseu-
dogrupos finitamente generados.

1.3.2. Ejemplos
Presentamos a continuacién los ejemplos mas basicos de pseudogrupos grafados:

Acciones grafadas de grupos. La acciéon boreliana de un grupo numerable G
dotado de un sistema finito de generadores S sobre un espacio boreliano estandar
X define un pseudogrupo grafado medible. El sistema de generadores formado por
los isomorfismos borelianos 75, : X — X con s € S define la estructura grafada de
las orbitas.

Relaciones de equivalencia medibles discretas. Una estructura grafada sobre
las clases de una relacién de equivalencia medible discreta (X, R) viene dada por un
subconjunto medible simétrico £ C R, de manera que dos puntos z,y € X estan
unidos por una arista si y sélo si (z,y) € E. Llamamos relacion de equivalencia
grafada a (X, R, E). Denotamos Rg[z] a la clase de equivalencia R[z] dotada de la
estructura de grafo E. Decimos que la estructura de grafo E es conexa si los grafos
Rglz] son conexos. Toda estructura de grafo conexa E sobre (X, R) proviene de un
pseudogrupo de transformaciones parciales.

Pseudogrupo de holonomia grafado. Si £ es una laminacién topolédgica de un
espacio compacto M, el conjunto de homeomorfismos locales ;; descrito en el ejem-
plo [I.47] genera el pseudogrupo de holonomia y define una estructura de grafo sobre
las orbitas. Lo mismo sucede si consideramos el conjunto de isomorfismos borelianos
que generan el pseudogrupo de holonomia de una laminacién boreliana.

1.3.3. Equivalencia de Kakutani

La equivalencia de Kakutani para pseudogrupos grafados generaliza la nocién de
casi-isometria entre grafos. Intuitivamente, dos pseudogrupos son Kakutani-equivalentes
si sus drbitas genéricas son indistinguibles a gran distancia.

Sean (I', X) y (I, X') dos pseudogrupos grafados finitamente generados actuando
sobre espacios borelianos estandar X y X', dotados de medidas casi-invariantes j y
1/ respectivamente.
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Definicién 1.26 ([29]) Se dice que I es un factor de Kakutani de I si existe una
aplicacién boreliana P : X — X’ con P(X) de medida total, tal que:

1. un boreliano de X’ tiene medida nula si y sélo si su imagen inversa tiene
medida nula, es decir, P, es equivalente a p';

2. para p-casi todo punto x € X, la aplicacién P envia la érbita I'(z) sobre la
érbita I'V(P(x));

3. existen constantes C; > 0y Cy > 0 tales que, para p-casi todo x y para cada
par xy,x9 € I'(z), se tiene:

1
Fdz(whb) — Cy < ds/(P(x1), P(22)) < Cids (21, 72) + Cs
1
Se dice que dos pseudogrupos medibles son equivalentes en el sentido de Kakutani
si poseen un factor de Kakutani en comun.

Ejemplo 1.27 Sea I' un pseudogrupo medible que actia sobre un espacio boreliano
(X, ) dotado de una medida casi-invariante. Si ¥ y ¥’ son dos sistemas finitos de
generadores, entonces los pseudogrupos grafados (I', X) y (I", ') son equivalentes en
el sentido de Kakutani. Para probarlo, basta ver que los grafos de Cayley de cada
6rbita respecto de ¥ y ¥ son casi-isométricos. El procedimiento es el andlogo al
presentado en el ejemplo para probar la casi-isometria entre grafos de Cayley de
un grupo.

1.3.4. Recorridos aleatorios en un pseudogrupo grafado

Un recorrido aleatorio en un pseudogrupo grafado (I',¥) actuando sobre un
espacio de probabilidad (X, i) consiste en elegir un elemento de X al azar y movernos
aleatoriamente en su Orbita a través de las aristas. En este apartado seguiremos
principalmente como referencia el articulo de F. Paulin [58§].

Sea (I',X) un pseudogrupo grafado finitamente generado que actia sobre un
espacio boreliano estandar X dotado de una medida de probabilidad casi-invariante
1. Escribiremos  ~ y si x e y estan unidos por una arista, es decir, si existe un
generador o € X tal que o(z) = y.

Definicién 1.28 Se llama nicleo de transicion a una aplicacién medible 7 definida
sobre el conjunto de las aristas E con valores en (0, 1] y cuya restriccion a las aristas
de p-casi todo grafo I's(x) es markoviana, es decir,

Y w(zy) =1

y~zx
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para p-casi todo z € X. Identificaremos abusivamente todas las aristas que com-
partan origen y extremo, y por consiguiente identificaremos el conjunto de las aris-
tas con el conjunto £ = {(x,y) € X x X | x ~ y}. La aplicaciéon medible in-
ducida por el ntcleo de transicion se extendera a una aplicacion medible sobre
R = {(z,7(z)) € X x X | v € T'} que denotaremos también 7 y que se identifi-
card con un sistema medible de medidas de probabilidad 7(x, —) sobre I'(z) donde
7(x,y) es la probabilidad de paso de z a y si x ~ y y 7(x,y) = 0 en otro caso.

Ejemplo 1.29 El ejemplo fundamental es el de nicleo de transicion reversible, es
decir, asociado a un sistema medible de conductancias ¢ : K — (0,400) tal que
c(x,y) = c(y,x). Se define para cada x € X, la aplicacién c(z) = >, _, c(x,y) y el
nicleo de transicion

c(z,
r(z.y) = (z,y)
c(x)
Un caso particular es el del nicleo de transicion simple asociado al sistema de
conductancias constante igual a 1. En este caso, m(z,y) = m
Definicién 1.30 Se llama recorrido aleatorio sobre I's(z) al conjunto €2, de las

sucesiones Z = {Z, }nen sobre I'(z), dotado de la o-dlgebra generada por los cilindros
{ZeT(2)V| Zy=wo,...,2Z, =1x,}y de la medida de probabilidad

P.[Zy = xo,..., 2y = xy) = 75 (x0)T(T0, 21) . . . T (1, Tp)

donde zg,...,z, € I'(z) y 7§ es la medida de Dirac en z. Llamamos distribucion
del recorrido aleatorio en tiempo n a la medida de probabilidad m, (z, —) = (@)« P
inducida por la proyeccién oy, : Z € T'(z)N — Z, € I'(z). Las medidas 7% y m(z, —)
son las distribuciones de la marcha aleatoria en tiempo n =0y n = 1. En lenguaje
probabilistico, un recorrido aleatorio sobre I's(z) es una cadena de Markov Z =
{Z,}nen con espacio de estados numerable I'(z), probabilidad de transiciéon 7 y
distribucioén inicial 7.

Diremos que la érbita I's(x) es recurrente si P,[Z € Q, | In > 0,7, = | = 1.
En caso contrario, diremos que la orbita es transitoria.

Definicién 1.31 Llamamos recorrido aleatorio sobre (las érbitas de) un pseudogru-
po (I, X, i), dotado de un sistema de generadores ¥, al promedio respecto de p de los
recorridos aleatorios sobre las érbitas I's;(x), es decir, el conjunto Q = J, I'(2)",
dotado de la o-dlgebra generada por los cilindros

C={ZeQ|Zy€ By,...,Z, € B,}
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determinados por un numero finito de borelianos By, ..., B, de X y de la medida
de probabilidad P = [ P,du(x) dada por:

PlZ € By,.... Zy € By = P(C) / P(C AT du(z).

Llamamos distribucion del recorrido aleatorio en tiempo n a la medida de probabili-
dad ()« P inducida por la proyeccién «y, : Z € Q +— Z, € X. De nuevo, en lenguaje
probabilistico, el recorrido aleatorio sobre I' es una cadena de Markov {Z,}nen con
espacio de estados X, probabilidad de transicién 7 y distribucién inicial p.

Decimos que el recorrido aleatorio sobre (I', X)) es recurrente (resp. transitorio)
si p-casi toda orbita es recurrente (resp. transitoria), es decir, si P[Z € Q | Z,, =
Zol =1 (resp. P[Z € Q| Z, = Zy) = 0).

A continuacién introducimos los operadores de difusién y laplaciano.

Definicién 1.32 Llamamos operador de difusion al operador
D, L®(X,u) — L=(X, p)

definido por:

Drf(x) =) w(w,9)f(y).

y~a
Se trata de un operador markoviano, es decir, un operador lineal con ||D,|| < 1 que

conserva las funciones constantes y es positivo sobre las funciones positivas.

El operador D, actia por dualidad sobre las medidas de X. En particular, las
iteraciones del operador dual D} aplicado a la medida ;o dan lugar a las distribuciones
()« P. En efecto, para todo boreliano B de X se tiene:

@r(8) = [ ([ 162 aru2)) duto
_ /( 3 W(x,xl)...W(xn_l,xn)lg(xn)> du(z)

- /D;1B(x) du(z) = (D;)"u(B).

Nétese que las distribuciones 7, (x, —) = (o, ). P, coinciden con las medidas (D) n§,
obtenidas por difusién de la medida de Dirac 7.
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Definicién 1.33 Llamamos operador laplaciano al operador
Aﬂ' : LOO(X7 :u) - LOO(X> M)

definido por:

Arf(x) = Def(x) = f(z) =D _w(x,9)f(y) — f(x).

y~z

Ejemplos 1.34 En nuestro caso, puesto que las 6rbitas I's,(x) son grafos localmente
finitos, podemos suponer que el paso de un vértice a cada uno de sus vecinos es
equiprobable considerando el nicleo de transicion simple w(x,y) = m Se obtiene
de ese modo el recorrido aleatorio simple, cuyo operador laplaciano esta dado por

Af (@) = ey S S ) — f(2).

Definicién 1.35 Decimos que una funcién esencialmente acotada f : X — R es
armonica si es invariante por el operador de difusion del calor f = D, f o equiva-
lentemente si A, f =0

Medidas armoénicas. Una medida casi-invariante m sobre X se dice armdnica o
estacionaria respecto de 7 si verifica alguna de las siguientes condiciones equivalen-
tes:

1. m es conservada por el operador de difusion D7;
2. para toda funcién medible acotada f : X — R, se tiene [ A fdm = 0.

La proposicion siguiente nos da una caracterizaciéon de las medidas armonicas
(véase [29],[58]):

Proposicion 1.36 Sea S : Q@ — Q el desplazamiento de Bernoulli definido por
S(Z)y = Zni1. Entonces, una medida casi-invariante m sobre X es armdnica res-
pecto de w si y solo si la medida de probabilidad P sobre ) es invariante respecto
del desplazamiento de Bernoulli.

A diferencia con el caso continuo, en el contexto discreto no tenemos asegurada
la existencia de medidas armonicas. No obstante, cuando el operador de difusion D
se puede extender a las funciones continuas, se puede garantizar la existencia de una
medida armonica mediante un teorema de punto fijo (véase [58]). Por ejemplo, si
consideramos una accién continua de un grupo sobre un espacio compacto, entonces
existe una medida armonica.
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1.3.5. Espacio de finales de un pseudogrupo grafado

Sea (I, ¥) un pseudogrupo grafado finitamente generado actuando sobre un espa-
cio boreliano estandar (X, ). En esta subseccién estudiamos los espacios de finales
de los grafos de Cayley de las 6rbitas del pseudogrupo y la existencia de propiedades
genéricas relacionadas con dichos espacios. En [29], E. Ghys generaliza el teorema de
Hopf con un resultado que prueba que las hojas genéricas de una laminaciéon de un
espacio compacto con una medida arménica tienen 0, 1, 2 6 un conjunto de Cantor
de finales presentando cierta 'periodicidad’ propia de los grafos de Cayley. F. Paulin
da la versiéon discreta del teorema de Ghys, que podemos expresar en términos de
pseudogrupos grafados:

Teorema 1.37 ([58]) Si (I, %) es un pseudogrupo grafado actuando sobre un espa-
cio boreliano estindar (X, u) dotado de una medida armdnica, entonces para ji-casi
todo x € X, el grafo de Cayley de la orbita I'(x) tiene 0,1,2 ¢ un conjunto de Cantor
de finales.

Notese que el teorema anterior se aplica al caso de grupos, resuelto por Hopf. En
efecto, todo grupo finitamente generado actiia de manera esencialmente libre sobre
algtin espacio medible conservando la medida, de modo que las orbitas genéricas de
la accion con la estructura de grafo inducida por un sistema de generadores finito
son idénticas al grafo de Cayley definido por dicho sistema.

Los ingredientes principales de la prueba del teorema son la Proposicion
fundamental y la versién discreta [58] del lema de la Hipersuperficie de Ghys [29).
Ambos resultados jugardn un papel fundamental en nuestro trabajo.

Proposicién 1.38 (Proposicién Fundamental) Sea (I', X)) un pseudogrupo gra-
fado que actia sobre un espacio boreliano estandar (X, p) dotado de una medida
armonica respecto de un nicleo de transicion reversible, con sistema de conductan-
cias acotado. Sea A un boreliano de X. Para p-casi todo x € X, la interseccion de
A yT'(z) o bien es vacia, o bien aproxima cualquier final de I'(x).

Esta proposicion es consecuencia de una version del teorema ergddico valida para
el desplazamiento de Bernoulli.

Proposicién 1.39 (Lema de la hipersuperficie) Sea (I, X) un pseudogrupo gra-
fado que actia sobre un espacio boreliano estandar (X, p) dotado de una medida
armonica. Supongamos que p-casi toda orbita tiene al menos dos (respectivamente
tres) finales. Entonces existe un boreliano A de X de medida positiva, un grafo finito
enraizado G y una aplicacion inyectiva medible p : G X A — X que envia (x,z) sobre
x y tal que:
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1. la aplicacion ¢ induce un isomorfismo de G x {x} sobre un subgrafo G.x de
s (z), para todo x € A,

2. el espacio I's,(x) — G.x posee al menos dos (respectivamente tres) componentes
conexas no acotadas, para todo x € A,

3. para todo par x,y € A tal que y € T's(x), la distancia entre G.x y G.y es al
menos 2.

Estructura geométrica de las érbitas. Utilizando las versiones discretas de la
proposicién fundamental y el lema de la hipersuperficie descritas en el apartado
anterior se obtiene informacién acerca de la estructura geométrica de las dérbitas
que poseen mas de un final. En particular se prueba que todo conjunto de orbitas
con al menos dos finales es Kakutani equivalente a una HNN-extension de un pseu-
dogrupo mas simple. Veamos en primer lugar la definicién de HNN-extension para
pseudogrupos medibles.

Sean (I',%) y (I",Y') dos pseudogrupos grafados sobre un espacio boreliano
estandar (X, i) con una medida casi-invariante.

Definicién 1.40 Se dice que IV es una HNN-extension de I si existen dos borelianos
disjuntos A", A~ de X y una aplicacién biyectiva casi-invariante ¢ : AT — A~ tal
que Y es la unién disjunta de ¥ y el isomorfismo ¢, verificando:

1. la medida pu(A™) es positiva,
2. cada arista de la forma (z, = (x)) desconecta la 6rbita de I a la que pertenece,
3. para u-casi todo x € A%, la érbita de = para ['| 4+ no se reduce a x.

Diremos que una HNN-extension es no trivial si ademas satisface:

4. para p-casi todo z € A%, la 6rbita de x para I'|4+ contiene al menos tres
puntos.

Teorema 1.41 ([58]) Sea (T, X) un pseudogrupo grafado sobre (X, p) con p finita y
armonica respecto de un nicleo de transicion reversible con sistema de conductancias
acotado. Un conjunto de medida no nula de orbitas posee al menos dos (respectiva-
mente tres) finales si y solo si (I',X) es Kakutani equivalente a una HNN-extension
(respectivamente HNN-extension no trivial).

Como consecuencia del teorema [1.37] se tiene el siguiente corolario:
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Corolario 1.42 Sea (I, %) un pseudogrupo grafado verificando las hipdtesis del teo-
rema anterior. Si p es ergodica, entonces (I', ) es Kakutani equivalente a una HNN-
extension no trivial si y solo si p-casi toda orbita tiene un Cantor de finales.

Corolario 1.43 Sea (I', ) un pseudogrupo grafado verificando las hipdtesis del teo-
rema anterior. Si p es ergodica y p-casi toda orbita tiene eractamente dos finales,
entonces (I', X)) es Kakutani equivalente a una HNN-extension de un pseudogrupo
grafado cuyas orbitas son casi todas finitas y cortan a A* y A~ en exactamente dos
puntos.

Del corolario anterior se deduce el siguiente resultado acerca del crecimiento de
los pseudogrupos con 2 finales:

Corolario 1.44 Sea (I',X) un pseudogrupo grafado verificando las hipdtesis del teo-
rema anterior. Entonces p-casi toda orbita con dos finales tiene crecimiento lineal.

1.4. Promediabilidad

Los grupos promediables son aquellos que admiten un promedio invariante, es
decir, una medida finitamente aditiva, unitaria e invariante por traslaciones. Un
ejemplo inmediato son los grupos finitos y los grupos compactos puesto que siempre
possen una medida de probabilidad invariante. De hecho, la nociéon de promediabili-
dad es la generalizacion natural de la finitud o la compacidad. Una de las principales
aplicaciones de la promediabilidad es la propiedad de punto fijo para acciones de
grupos promediables sobre espacios compactos.

En esta seccion presentamos las definiciones de grupo promedible, accién pro-
mediable y pseudogrupo promediable, asi como su relacién con la existencia de
sucesiones de Fglner.

1.4.1. Grupo promediable

Sea G un grupo numerable. Una media m sobre G es un funcional m : [*°(G) — R
positivo (i.e. m(f) > 0si f > 0) y unitario (i.e. m(1) = 1) definido sobre el espacio
[>°(G) de las funciones de G en R acotadas. Denotamos [}(G) al espacio de las
medidas de probabilidad en Gy (I°°);"(G) al espacio de las medias en G.

Definicién 1.45 El grupo G es promediable si admite una media invariante, esto es,
si existe m € (I1°°)77(G) tal que g,m = m para cada g € G, donde g.m(f) = m(g~'f)
para f € 1%(G) y g7 f(g) = f(99')-
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La cuestién sobre la existencia de medidas finitamente aditivas e invariantes por
traslaciones en R se debe a H. Lebesgue. Mas tarde J. Von Neummann introduce la
nocién de grupo promediable. No obstante, el término y la definicién corresponde a
M. Day. Para la seccién de grupos promediables recomendamos como referencia [33]
y [57]. Presentamos a continuacién definiciones equivalentes a la promediabilidad de
grupos:

Propiedad de punto fijo. Decimos que G posee la propiedad de punto fijo si para
cada accién continua de GG sobre un espacio métrico compacto X, existe una medida
de probabilidad p sobre X invariante por la acciéon de G, es decir, un punto fijo de

la accién de G sobre [](X):

Jp e i(X): guu=p, Vg €G.

Condicion de Reiter. Entre las definiciones equivalentes a la promediabilidad, la
mas constructiva se formula en términos de sucesiones de medidas de probabilidad
asintoticamente invariantes en el grupo. Decimos que el grupo G cumple la condicion
de Reiter si I\, }, \, € [}(G) tales que para todo g € G,

llgsAn — Al = 0.

Condicion de Fglner. Un grupo G cumple la condicion de Fglner si posee una
sucesién de subconjuntos finitos de G, {A,,} C G, tales que

lgA, AN A,
| A,

para todo g € G, donde AAB = AUB— AN B. La sucesién {4, } se llama sucesion
de Folner. Cuando G es un grupo finitamente generado, podemos caracterizar la
condicién de Fglner en términos de propiedades isoperimétricas de sus grafos de
Cayley. En efecto, GG verifica la condicién de Fglner si

A
HA}, A, CV A, < oo ’?Arﬂ —0

donde V' es el conjunto de vértices del grafo de Cayley G(G,S) y

DA, ={g€ A, :Jse€ S sg¢ A,}.
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Teorema 1.46 Sea G un grupo numerable. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. G es promediable,
2. G posee la propiedad de punto fijo,
3. G wverifica la condicion de Reiter,

4. G verifica la condicion de Folner.

Las pruebas pueden verse en [33] y [67].

Ejemplos 1.47 Presentamos a continuacion algunos ejemplos de grupos promedia-

bles:

1. Todo grupo finito G es promediable. En efecto, basta tomar A, = G.

2. Un grupo G con crecimiento subexponencial es promediable (véase [45]).
3. Un grupo abeliano G es promediable (véase [68]).

4. Un subgrupo H de un grupo promediable G es promediable (véase [68]).

5. Un grupo resoluble GG es promediable. Es consecuencia de los dos apartados
anteriores.

6. Un grupo con un Cantor de finales es no promediable (véase [20]).

1.4.2. Accion de grupo promediable

Sea G un grupo de automorfismos de un espacio boreliano estandar X dotado
de una medida casi-invariante p. Supongamos que el conjunto de puntos fijos es
de medida nula, es decir, la accion es esencialmente libre. La accién de G sobre X
induce una accién sobre L>=(X, u) definida por gf(z) = f(g~'z) para todo g € G,
feL>®X,u)yx e X. Demodo andlogo la accién diagonal sobre G x X define una
accién sobre L>®°(G x X, i) donde fi es la medida producto de la medida de contar
sobre G por la medida p de X.
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Definicién 1.48 [67] Se dice que la accién de G sobre (X, u) es promediable si existe
una aplicacién L®(X, p)-lineal m : L>®(G x X, i) — L*(X, u) positiva, unitaria y
equivariante por las acciones naturales de G.

Entre las definiciones equivalentes a la promediabilidad de acciones de grupos,
destacamos la siguiente en términos de medias locales sobre las orbitas:

Definicién 1.49 La accién de G sobre (X, p) es promediable si posee un sistema
medible m = {m,}.cx de medias sobre las érbitas m, € (I°)i"(G.z) que es inva-
riante, es decir, m, = m, para pu-casi todo z € X y para todo y € G.x. En tal caso
se dird que m es un sistema invariante de medias locales. El sistema m = {m, },ex
se dice medible si para toda funcion F': R C X x X — R medible, se tiene que la
funcién m(F') : X — R definida por m(F)(z) = m,(F(x,—)) es medible, donde R
es la relacion de equivalencia sobre GG definida por la pertenencia a la misma 6rbita.

Es natural preguntarse si existe alguna relaciéon entre la promediabilidad del
grupo y la promediabilidad de la accién. La respuesta es afirmativa cuando la medida
1t es invariante. En ese caso, tenemos la equivalencia:

Proposicién 1.50 [67] Sea G un grupo actuando libremente sobre un espacio bore-
liano estandar X dotado de una medida de probabilidad invariante u. Entonces, la
accion de G sobre X es promediable si y solo si el grupo G es promediable.

La condicién suficiente es obvia. La otra implicacién puede verse en [67, [68]. En
[67], R. J. Zimmer demuestra que la definicién es equivalente a una propiedad
de punto fijo. No obstante, cuando la medida no es invariante, la condicién necesaria
no es cierta, como demuestra el siguiente contraejemplo:

Ejemplo 1.51 Sea F? = {(a,b) el grupo libre de dos generadores. El grafo de Cayley
F? de F? no admite sucesiones de Fglner, luego el grupo no es promediable. Con-
sideramos OF? el espacio de finales del grafo de Cayley F? que podemos identificar
con el espacio de los caminos infinitos geodésicos que parten del origen. Puesto que
OF? es isomorfo al conjunto de Cantor {a,b}" con la o-dlgebra generada por los
cilindros

Covim = {a € {a,0}" | a(n;) = B; € {a,b}},

tomamos sobre JF? la medida de probabilidad x que hace equiprobables los cilindros

1
WCm) =

Por tanto, la accién natural de F? sobre (OF2, ) es esencialmente libre y casi-
invariante. Ahora bien, es una acciéon promediable. En general, la accién de cualquier
grupo hiperbdlico es promediable como puede verse en [28].
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Condicion de Reiter. En el contexto de acciones de grupos podemos definir el
analogo a la condicién de Reiter para grupos. Basta sustituir cada medida de pro-
babilidad por un sistema medible de medidas de probabilidad sobre las orbitas.
Decimos que la accién del grupo G sobre el espacio de medida (X, ) cumple la
condicion de Reiter si existe una sucesion de sistemas medibles A, = {A\2},cx de
medidas de probabilidad A2 € I}(G.z) sobre las érbitas G.z tal que [|A\Z — N — 0
para p-casi todo x € X y para todo y € G.z. En [I] puede verse:

Proposicién 1.52 La accién de G sobre (X, 1) es promediable si y sélo si cumple
la condicion de Reiter para acciones de grupos.

Condicion de Fglner. Cuando G es un grupo finitamente generado con sistema
de generadores S que actiia sobre un espacio boreliano estandar (X, u), podemos
extender la condicion de Fglner a la accion de G sobre X dotada de la estructura
de grafo definida por S que vimos en la subseccién §1.3.2] Decimos que la accién
grafada de (G, S) sobre (X, u) cumple la condicion de Folner si para p-casi todo
x € X existe una sucesién de Fglner sobre la érbita G.z, es decir,

A
HAY, Ay C G, |AL] < 0 |fA T‘

donde 04,, ={y € A,, | 75(y) ¢ A, para algins € S}.

Proposicion 1.53 Sea G un grupo actuando libremente sobre un espacio boreliano
estaindar X dotado de una medida de probabilidad invariante p, entonces la accion
de G es promediable si y solo si la accion cumple la condicion de Folner.

La prueba puede verse en [16] y [44].

En el contexto de medidas casi-invariantes, la condicién suficiente sigue siendo
valida. No obstante, no se da la equivalencia entre la promediabilidad y la existencia
de sucesiones de Fglner, puesto que el reciproco no es cierto. De nuevo podemos
tomar como contraejemplo de la proposicion anterior el ejemplo [1.51] En efecto, las
orbitas de la accién del grupo libre sobre su espacio de finales no admiten sucesiones
de Fglner por ser isomorfas al grafo de Cayley de F?, sin embargo la accién es
promediable.

1.4.3. Pseudogrupo promediable

Sea I' un pseudogrupo de transformaciones medibles no singulares sobre un es-
pacio boreliano estandar X, dotado de una medida casi-invariante pu.
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Definicién 1.54 Diremos que I' es promediable si posee un sistema medible m =
{m.}sex de medias sobre las érbitas m, € [°°(['(x));", invariante en el siguiente
sentido: para p-casi todo z € X y para todo y € I'(x) se tiene m, = m,. En tal
caso se dird que m es un sistema invariante de medias locales. Recordemos que
m = {m,}.ex se dice medible si para toda funcién F': R C X x X — R medible,
se tiene que la funcién m(F) : X — R definida por m(F)(z) = m,(F(z,—)) es
medible, siendo R la relacion de equivalencia definida por I' sobre X.

Obsérvese que I' es promediable si y sélo si lo es la relaciéon de equivalencia
R definida por la accién de I' sobre X. En otros términos, estamos obviando los
grupos de isotropia de I'. En otras palabras, la promediabilidad del pseudogrupo es
equivalente a la existencia de un promedio global m : L>(R, ) — L*(X, u) sobre
R.

Condicion de Reiter. Decimos que el pseudogrupo I' que actia sobre el espacio
de medida (X, ) cumple la condicion de Reiter si existe una sucesién de sistemas
medibles \, = {\*},cx de medidas de probabilidad A\* € {{(I'(z)) sobre las drbitas
['(x) tal que ||AZ — NY|| — 0 para p-casi todo x € X y para todo y € I'(x). En [I] y
[44] puede verse la prueba de la proposicién siguiente:

Proposicion 1.55 FEl pseudogrupo I' es promediable si y solo si cumple la condicion
de Reiter.

Condicién de Fglner. Sea (I',X) un pseudogrupo grafado que actia sobre un
espacio boreliano estandar (X, p). Decimos que (I', 3) cumple la condicion de Folner
si para pi-casi todo x € X existe una sucesién de Fglner sobre la érbita I'(x), es decir,

. 10A]

I{A,}, A, CT(2), |A,| < 0 : A — 0.

donde 0A,, = {y € A, | 0(y) ¢ A, para algino € X}.

Veamos la relacién entre la promediabilidad del pseudogrupo y la existencia de
sucesiones de Fglner en el caso de medidas invariantes ([16],[44]):

Proposicién 1.56 Sea (', X) un pseudogrupo finitamente generado actuando sobre
un espacio boreliano estandar X dotado de una medida de probabilidad invariante
. Si ' es promediable, entonces I verifica la condicion de Folner.

En el caso de los pseudogrupos, la existencia de sucesiones de Fglner no implica la
promediabilidad. Kaimanovich presenta en [45] contraejemplos y enuncia el siguiente
criterio de promediabilidad para relaciones de equivalencia en términos de sucesiones
de Fglner:
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Teorema 1.57 ([45]) Sea (X, R) una relacion de equivalencia no singular dotada de
una estructura de grafo E C R y sea p una medida de probabilidad en X invariante
y ergodica respecto de R. Entonces la relacion R es promediable si y sélo si para
todo boreliano Xo C X de medida no nula y para casi todo punto x € X, existe una
familia de subconjuntos finitos A, C Rlx] N Xy tales que:

|6E0An|
Al

donde Eyg = E N Xy x Xq es la restriccion de la estructura de grafo E a Xo y |.| es
la medida de contar sobre R|x].

De hecho, V. Kaimanovich enuncia un criterio de promediabilidad méas gene-
ral valido para medidas casi-invariantes usando sucesiones de Fglner modificadas.
No obstante, F. Alcalde y A. Rechtman han demostrado en [4] la equivalencia en-
tre la promediabilidad y la propiedad de Fglner (resp. modificada) para foliaciones
minimales dotadas de medidas transversas invariantes (resp. casi-invariantes).

Relaciones hiperfinitas. Decimos que una relacién de equivalencia medible dis-
creta R definida sobre X es hiperfinita si puede ser presentada como unién de
una sucesion creciente exhaustiva de relaciones de equivalencia finitas R,,, es decir,
Rlz] = |UR,[z] para p-casi todo punto z € X. Dye prueba en [2I] que una rela-
cién de equivalencia es hiperfinita si y solo si sus orbitas coinciden con las 6rbitas
de una accién invariante de Z sobre X. Segun un importante resultado de [1§], la
promediabilidad de la relacion R es equivalente a la hiperfinitud:

Teorema 1.58 Una relacion de equivalencia medible discreta R definida en X es
promediable si y solo si es hiperfinita.

1.5. Propiedad de Liouville

Recordemos que una funcién en R” es arménica si verifica la ecuacién de Laplace
de manera que el valor en cada punto coincide con el valor medio de la funcién sobre
una bola centrada en dicho punto. El teorema de Liouville clasico afirma que no
existen funciones armoénicas acotadas no constantes sobre R™. En este apartado
recordaremos cémo se define la propiedad de Liouville en su versién discreta, es
decir, para grafos y para pseudogrupos grafados. A continuacién recordaremos la
relacién que hay entre esta propiedad y la promediabilidad.

Propiedad de Liouville para grafos. Sea G = (V, E) un grafo localmente finito.
Fijemos un nucleo de transicién 7 : £ — [0,1] y consideremos el correspondiente
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operador de difusién D,. Recordemos que una funcién f : V — R es armonica si

Dﬂ'f:f

Definicién 1.59 Se dice que el grafo G verifica la propiedad de Liouville respecto
de 7 si las tinicas funciones armoénicas acotadas son constantes.

Los grafos de Cayley de Z" son ejemplos de grafos que verifican la propiedad de
Liouville. En general, los grafos con crecimiento subexponencial verifican la propie-
dad de Liouville. La prueba puede verse en [49]. El ejemplo mas comin de grafo que
no es Liouville es el grafo de Cayley del grupo libre con dos generadores 2.

El siguiente resultado muestra la relacion entre la promediabilidad y la propiedad
de Liouville. La demostracién puede verse en [48].

Proposicién 1.60 Si un grafo de Cayley G(G,S) verifica la propiedad de Liouville,
entonces el grupo G es promediable.

Recordemos que un grupo es promediable si y s6lo si su grafo de Cayley es Fglner.
No obstante, cuando se trata de un grafo que no es de Cayley no hay relacion entre
la condicién de Fglner y la propiedad de Liouville. En efecto, en [8] se da un ejemplo
de grafo Liouville que no es Fglner. También podemos construir un ejemplo de grafo
Fglner no Liouville insertando en los vértices del grafo de Cayley del grupo libre [F?
ramas finitas tan largas como nos interese para asegurarnos la condicién Fglner.

Propiedad de Liouville para pseudogrupos grafados. Sea (I', ¥) un pseudo-
grupo grafado sobre un espacio boreliano esténdar (X, ). Recordemos que si 7 es
un ntcleo de transicién y D, su correspondiente operador de difusién, entonces una
funcién es armoénica si y sélo si D, f = f.

Definicién 1.61 Se dice que el pseudogrupo grafado (I', X)) verifica la propiedad de
Liouwille respecto de un recorrido aleatorio 7 si las tinicas funciones armonicas sobre
['s(z) son constantes para p-casi todo x € X.

El siguiente resultado relaciona la promediabilidad con la propiedad de Liouville:
Proposicién 1.62 ([18]) Si el pseudogrupo grafado (I';X) posee la propiedad de

Liouwille para algiun recorrido aleatorio, entonces el pseudogrupo I' es promediable
respecto de la medida p.






Capitulo 2

Numero de ramificacion

El nimero de ramificacién de un érbol ha sido introducido por R. Lyons en [54]
y representa el nimero medio de ramas por vértice. Este niimero esté estrechamen-
te relacionado con ciertas propiedades geométricas del arbol como la dimension de
Hausdorff de su espacio de finales, la percolacién de Bernoulli o los recorridos alea-
torios sobre las aristas del arbol. Este concepto se extiende de manera natural a
grafos localmente finitos. En el caso concreto de un grafo de Cayley de un grupo, el
hecho de que el nimero de ramificacién sea igual a 1 implica que el grupo tiene la
propiedad de Liouville y por consiguiente es un grupo promediable.

En este capitulo, empezamos recordando las definiciones y propiedades basicas
del niimero de ramificacion de un grafo y estudiamos el efecto de la casi-isometria
sobre dicho invariante. Finalmente, extendemos dicha nocién al caso de los pseu-
dogrupos grafados. El ntimero de ramificacion de un pseudogrupo grafado es el
promedio de los nimeros de ramificacion de las orbitas genéricas. Obtenemos un
criterio de promediabilidad andlogo al de los grafos de Cayley, es decir, un pseudo-
grupo grafado es promediable si el niimero de ramificacién es igual a 1. Si ademas
la medida considerada es arménica, podemos probar que el pseudogrupo verifica la
propiedad de Liouville. Estos resultados han sido publicados en [3].

2.1. Numero de ramificacién de un grafo

Cuando trabajamos con arboles enraizados, la nocién de nimero de ramificacién
resulta muy intuitiva puesto que mide el promedio de descendientes de cada vértice,
entendiendo como descendientes aquellos vértices vecinos que se encuentran méas
alejados de la raiz u origen. Veamos a continuacion la interpretacién geométrica de
la definicién.

49
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Sea T un arbol infinito enraizado. Pensemos las aristas como tubos, a través
de los cuales fluye agua partiendo de la raiz del arbol. Fijado A > 1, anadimos la
siguiente restriccién: la cantidad méxima de agua que puede fluir a través de una
arista a distancia n del origen es A™". Es decir, la capacidad de los tubos disminuye
a medida que nos alejamos del origen.

Cuando A es muy grande, la capacidad de las aristas es tan pequena que en algin
momento el agua puede llegar a estancarse y no fluir. Nos interesa por tanto conocer
cual es el mayor A que permite que el agua fluya. Obviamente, si el arbol esta muy
ramificado, podemos tomar un A mayor que si estd poco ramificado. Se define, por
tanto, el numero de ramificacion del arbol T' como el supremo de aquellos A que
permiten fluir el agua a través de T', o equivalentemente, el infimo de los A que no
permiten fluir el agua.

2.1.1. Definicién y propiedades del niimero de ramificacién

Como hemos comentado previamente, en este apartado recordamos la nocion de
nimero de ramificacién de un grafo introducido por R. Lyons [54]. Sea G = (V, E)
un grafo infinito no orientado localmente finito y enraizado y sea 0 la raiz de G.

Definicién 2.1 Una e-separatriz (o simplemente separatriz si no hay ambigiiedad)
es un subconjunto de aristas II C E que separa el origen del infinito, es decir, si
eliminamos el conjunto II, la componente conexa del origen es un subgrafo finito.

Notese que un conjunto de aristas Il es separatriz si y sélo si todo camino infinito
partiendo del origen corta a II en al menos una arista.

Definicién 2.2 ([54]) El nimero de ramificacion de G se define como:

br(G) = inf{\ > 1|inf ) N0 =
9) { Iﬁz }

ecll

donde d(0,e) = max{d(0,x),d(0,y)} siendo = e y los extremos de e.

Dado A € [1,00), la cantidad A~40€) representa la capacidad de la arista e € E.
La suma de las capacidades de las aristas que forman una separatriz 1| que denota-
remos ||II[[y = >, A~4*®) representa por tanto la capacidad de dicha separatriz.
El hecho de poder encontrar una separatriz con capacidad tan pequena como que-
ramos, significa que el agua no puede fluir para dicho A. Obsérvese que la definicion
coincide con la idea intuitiva de identificar el niimero de ramificacion con el infimo
de los niimeros A\ > 1 que no permiten fluir el agua.
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Ejemplo 2.3 Un ejemplo en el que el niimero de ramificacién coincide claramente
con la intuicion son los arboles regulares, es decir, los arboles cuyos vértices tienen
siempre el mismo nimero de descendientes. Representamos abajo el conocido arbol
binario.

br(T) = 2.

En el caso de arboles no regulares no resulta tan intuitivo el valor del ntimero
de ramificacion ni es tan sencillo efectuar su calculo. Presentamos a continuacion
un arbol 7" cuyos vértices tienen 1 6 3 descendientes. El arbol T” tiene 2" vértices a
distancia n del origen de los cuales los 2"~! primeros tienen un tinico hijo y los 21
restantes tienen 3 hijos. Se puede comprobar que el niimero de ramificacién en este
caso es igual a 1.

br(T') = 1.

En el caso de los grafos, puede no corresponderse el valor del nimero de rami-
ficacion con el nimero medio de ramas por vértice, como sucede por ejemplo en el
grafo de Cayley de Z?* con sistema de generadores S = {(£1,0), (0,41)}. Aunque
los vértices tienen 2, 3 6 4 hijos, el nimero de ramificacion es 1.
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br(G) = 1.

A continuacion introducimos una definicion equivalente de ntimero de ramifica-
cién que en muchas ocasiones nos resultara mas comoda de manejar. Sea G un grafo
localmente finito enraizado y sea By el conjunto de los subgrafos finitos de G que con-
tienen el origen. Si B € 9B, entonces su e-borde 0B = {e € E | s(e) € B,r(e) ¢ B}
es una separatriz. En efecto, ningin camino infinito {x;};cy partiendo del origen
puede estar completamente contenido en B por ser éste finito, de manera que ha de
existir una arista del camino e tal que s(e) € B y r(e) ¢ B. Por tanto, e € 0B. El
reciproco no es cierto, ya que no toda e-separatriz es e-borde de un elemento de 8,
como podemos observar en el siguiente ejemplo:

Proposicion 2.4 El nimero de ramificacion

br(G) = inf{\>1| Bl’an; A —40e) — 0}
€59 —

ecOB

Demostracién. Como comentamos anteriormente, el conjunto {53 | B € Bo} es
un subconjunto de las separatrices de G, luego

Az 1] mf > A9 =0} C{A=1]mf) A9 =0}
(S
06633 = ecll
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y en consecuencia br(G) < inf{\ > 1 | infpew, Y. ..55 A~ = 0}. Veamos la otra
desigualdad. Dada una separatriz 1I arbitraria, denotamos por Cg a la componente

conexa de la raiz que resulta cuando eliminamos I1. Puesto que Cj € By y 5C’ﬁ clIl
tenemos

fnfBe%O ZeegB )\—d(O,E) < fnfﬁ EeEéCﬁ )\—d(O,e) < lfnfﬁ Zeeﬁ )\—d((],e)7

de donde se deduce que br(G) > mf{\ > 1| infpem, > .55 A~4% = 0} siguiendo

ecOB
el mismo razonamiento que en el caso anterior. U

Grafos de geometria acotada. De ahora en adelante trabajaremos con grafos
localmente finitos de geometria acotada, i.e. 3K € N tal que val(v) < K para todo
v € G. Esto nos permite introducir una nueva definicion de ntimero de ramificacién
en funcién de los vértices en vez de las aristas, algo usual en teoria de foliaciones.
En estos términos, dado B € By, definimos el v-borde de B como

OB={xe€ B|3ec E, s(e)=u=x, r(e) ¢ B}.

Proposicion 2.5 Si G es un grafo de geometria acotada, entonces el numero de
ramificacion

br(G) = inf{\ > 1| inf 2402 — 0},

Be®g

Demostracion. Dado B € B, ndtese que #0B < #53 < K#0B. La primera
desigualdad es inmediata, puesto que por cada r € JB existe al menos una arista e
con s(e) =z y r(e) ¢ By por tanto perteneciente a dB. La segunda desigualdad
se debe a que, dada una arista e € OB , el vértice s(e) pertenece a 9B. Sin embargo

no podemos asegurar que #5§ < #0B porque puede suceder que el vértice x sea
comun a distintas aristas de dB. Lo que si podemos asegurar es que el nimero de
aristas de 0B que parten de z es siempre menor o igual que K, de manera que se
obtiene asi la segunda desigualdad.

Teniendo presente que, para toda arista e tal que s(e) = x, se verifica d(0,z) <
d(0,e) < d(0,z) + 1, obtenemos lo siguiente

Z A—dl0.) > Z A—05() -1 > % Z \—d(0.2)

ecdB ecHB z€OB

Z A\~ U0s€) < Z \—0:5(e)) <K Z \—d(0.2)

ecdB ecOB z€0B
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de donde deducimos que

inf A0 — (0 — inf A~U0e) —
BeBg BeBg
z€dB e€dB

O

Obsérvese que, mediante un razonamiento andlogo al anterior, podemos escribir
br(G) = mf{A > 1| mf Y A0 =g
ORELCERIE DD }
X

donde II es una v-separatriz, es decir, un conjunto de vértices del grafo G tal que, si
los eliminamos, la componente conexa del origen es finita.

En algunos casos serd conveniente reformular la definicion de niimero de ramifi-
cacién de la siguiente manera. Sea G un grafo localmente finito de geometria acotada
y B € %By. Dado r > 1, definimos el r-borde de B como el conjunto

OB={reB|3 e..e€E:sle;) =x, r(e;)=s(eir1), r(es) ¢ B con s <r}.
Proposicién 2.6 El nimero de ramificacion
— Z. > 7 7d(0,1) —
br(G) = mf{\>1| Blégo E;BA 0}

para todo r € N.

Demostracion. Dado B € B, nétese que
#0B < #0"B < R#0B

siendo R una constante que depende de r. La primera desigualdad es inmediata,
puesto que 0B C 0"B. Veamos por tanto que se da la segunda. Sea z € 0"B,
entonces existe un camino {e;};_; con s(e;) = x y r(es) ¢ B para algin s < r. Si
s =1, entonces x € IB. En el caso de que s # 1, existe i < s — 1 tal que s(e;) € B
y r(eir1) € B, luego s(e;) € 0B. Ademas,

d(0,s(e;)) <d(0,x) +r,

de manera que x pertenece a la bola de radio r de algiun elemento de dB. Por lo
tanto, #0" B esta acotado por el numero de vértices de todas las bolas de radio r
centradas en elementos de dB. Es decir,

#OB< (14 K + ...+ K")#0B = R#0B.
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Teniendo esto presente, obtenemos lo siguiente:

Z )\—d(O,:c) < Z )\—d(O,x) < Z )\—d(O,s(ei))-i-r < R\ Z )\—d(O,:z:)7

z€0B z€I"B r€I"B x€0B

de donde deducimos que

inf A02) — 0 —=  inf A0 —
BeBy BeBg
r€0B z€d"™B
obteniendo de ese modo el resultado buscado. O

Propiedades del nimero de ramificacion. Obsérvese que el nimero de ramifi-
cacion no depende de la eleccion del origen. Si se sustituye la raiz 0 por otro vértice
0/, la distancia d(0,0’) es constante y no afecta a la definicién, ya que

mfZ)\ 0e) =) «— mfZ)\ 0e) —

eGH eEH

debido a que d(0',¢e) < d(0',0) + d(0,e) < 2d(0,0") 4+ d(0/, e).

Las aristas terminales de un grafo no influyen en la definiciéon del ntimero de
ramificacién, de manera que podemos prescindir de ellas mediante un proceso de
induccién para proceder a su cédlculo. A lo largo de todo el capitulo y para simplificar
supondremos que nuestros grafos carecen de aristas terminales.

Proposicién 2.7 Sea G' un subgrafo infinito conexo de G, entonces br(G') < br(G).

Demostracion. Podemos _suponer que la raiz de G’ coincide con la de G. Si I es
separatriz de G, entonces M =1n G’ es separatriz en G'. Ademds, para e € H’
d(0,e) < d'(0,e) siendo d' la métrica natural en G’, que en general no coincide con
la inducida. Luego tenemos

Z)\—d(o,e) > Z )\—d (0,e)

ectl ecll’

y siguiendo el procedimiento habitual, obtenemos que br(G’) < br(G). O
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2.1.2. Tasa de crecimiento y nimero de ramificacion

Resulta natural comparar el nimero de ramificacién con el crecimiento exponen-
cial de un grafo definido en la subseccién Trabajaremos principalmente con
la tasa de crecimiento inferior gr(G) ya que admite una formulacién similar a la del
niimero de ramificacién que va a permitir comparar ambas cantidades.

Proposicion 2.8 La tasa de crecimiento exponencial

gr(G) =mf{A>1]nf > A~ =0}

.TGSN

donde S, es la esfera centrada en 0 de radio n € N.

Demostracion. Basta probar que se verifican las implicaciones siguientes

1
1) )\ > ﬂ(g) — fnfn ZIGSn )\—d(O,x) — iﬂfﬂ(s(r;\)n )n _ 0
2) A < gr(G) = fufy Ty, A0 = it (255) £ 0

Recordemos que por definicion, g(g) = liminf, s(n)%. Esto significa que para
cada € > 0 se tiene:

- s(n)n < gr(G) + ¢ para una cantidad infinita de naturales,

- s(n)n < gr(G) — ¢ para una cantidad finita de naturales.

1) Supongamos A > gr(G) y fijemos ¢ < A — gr(G). Por la definicién de limite
inferior, tenemos que s(n)w < gr(G) + € para una cantidad infinita de naturales, o
lo que es lo mismo, para una subsucesién {ny }ren. Por tanto:

N e I O

s(n)
A

3=

Luego la sucesién de términos estrictamente positivos {( )"} tiene una subsuce-

1
sion que converge a 0, y por consiguiente fnfn(@)” =0.

2) Supongamos ahora A < gr(G) y fijemos € < gr(G) — A. Por la definicién de limite
inferior, tenemos que s(n)% < gr(G) — € para una cantidad finita de naturales, o

equivalentemente, s(n)% > gr(G) —e para todo n suficientemente grande. Por tanto:

() = () () -

—~
S
~—
SI=
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3=

s(n)
A

Luego la sucesion de términos estrictamente positivos {( )"} tiende a 4+o00. En

1
este caso, tenemos que infn(@)” # 0. O

La formulacién introducida en la proposicion anterior de la tasa de crecimiento
nos permite compararla con el nimero de ramificacion:

Proposicion 2.9 El niumero de ramificacion y la tasa de crecimiento inferior estan
relactonados por:

br(G) < gr(9)
Demostraciéon. Noétese que cada esfera S, es una separatriz de G, de manera que

. —d(0,x) > { —d(0,x)
%%lf A > Hl_l[f Z A
TESH z€ell

y siguiendo el procedimiento habitual obtenemos el resultado. 0

En muchos casos el nimero de ramificacion y la tasa de crecimiento inferior no
coinciden. El drbol T” del ejemplo muestra que no siempre se da la igualdad:

br(T) =1 gr(T") = 2.

No obstante, existen condiciones suficientes que fuerzan la igualdad entre ambas
cantidades. Para simplificar la notacién representaremos por |z| la distancia d(0, z)
y denotaremos e(z) a la arista e cuyo extremo mas alejado del origen es x.

Definicién 2.10 ([54], [59]) Un arbol T es esféricamente simétrico si el nimero de
hijos de un vértice x € T' sélo depende de la distancia de x al origen 0. Es decir, los
elementos de cada esfera tienen el mismo nimero de hijos.
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Proposicién 2.11 ([54],[59]) Si T' es un drbol esféricamente simétrico entonces
br(T) = gr(T).

Demostraciéon. Sea Il una separatriz minimal, es decir, si borramos cualquier
vértice x € I1, el conjunto IT — {z} no es una separatriz. Consideramos los enteros

d=min|z| vy d =mix|z|.
zell zell

Puesto que T es esféricamente simétrico, los subarboles {7 | = € Sy} son todos
idénticos y por tanto II(z) = II N T* son distintas separatrices del mismo subarbol.
Dado A > 1, tomamos y € Sy tal que ||II(y)|[x = minges, {||II(x)|]x}. Si reempla-
zamos la separatriz II(z) de cada subarbol 7% por II(y), se obtiene una separatriz

" = U,es, I1(y) tal que
[y = s(@)[ITL(y)[|x < [[TT]].

Queremos ver que existe un entero n € [d,d] tal que ||S,|[x < ||II]|x. Nétese
que d* = mingens |z| > d y méx,en-

x| < d. Si d* = d entonces significa que
IT* = S; y tenemos lo que buscabamos. Si d* > d repetimos el proceso anterior
sobre la separatriz II* y d*. Puesto que el proceso no puede ser infinito ya que d*
estd acotado por d, ha de existir un entero n € [d, d'] tal que ||.S,||x < ||II||x. Luego
hemos probado que, para cada A > 1,

inf [|TI]|x > inf ||S,|x,
11 n

de donde se sigue que br(T') = gr(T). O

Definicién 2.12 ([54], [59]) Un arbol T" es N-subperiddico (resp. N-periddico) con
N € N si para todo z € T existe una aplicacién inyectiva (resp. biyectiva) que
conserva la adyacencia f : 7% — T7@ con |f(x)] < N. Un arbol se dice subperiddico
(resp. periddico) si es N-subperiédico (resp. N-periédico) para algin N € N.

Si T es 0-subperiddico, entonces existe la tasa de crecimiento gr(T). En efecto,
la sucesion {log(s(n))} es subaditiva puesto que s(n + m) < s(n)s(m) para todo
n,m € N. Aplicando el lema de Fekete a la sucesion de logaritmos, nos garantizamos
la existencia del limite lim,, oo w. En [24], H. Furstenberg prueba el siguiente
resultado, cuya demostraciéon recordamos aqui siguiendo [59):

Proposicién 2.13 [24,59] Si T es un drbol subperiédico entonces br(T) = gr(T).
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Demostracion. Primero supondremos que 7' no tiene aristas terminales y es 0-
subperiédico. Sea Il una separatriz (que podemos suponer minimal y por tanto
finita) y A > 0 tales que ||II||x < 1. Sea d = méx,en ||, es decir, el maximo
nivel de II. Por 0O-subperiodicidad, para cada = € II, existe una separatriz II(z)
del subérbol T tal que >_ cyy, A==l < TI)\ < 1y méxyene) (Jy] — |2]) < d
Entonces [[IL(z)[[x = >, cni AW < A7l#l Si reemplazamos cada vértice x € II
por los vértices de la correspondiente separatriz II(x), obtenemos una separatriz
I = Uen () que satisface [[IT]x = 22 cp [TI(2)]1x < III][x < 1.

Dado n > d, podemos repetir el proceso para todos los vértices con |z| < n
hasta obtener una separatriz IT* entre los niveles n y n + d con ||II*||y < 1. Luego,
s(n)A=(+) < ||[IT*||, < 1, de manera que gr(T) = limsup s(n)= < lfmsup A5 = ).
Por tanto, hemos visto que, dado A tal que existe una separatriz IT con ||[II||, < 1,
entonces gr(T) = gr(T) < A. Puesto que infy [[II||y = 0 para todo A > br(T),
obtenemos que br(7T) = gr(T).

Ahora supongamos que T' es N-subperiddico. Sea I' la unién de copias disjuntas
de los subdrboles {T" : |z| < N} con sus raices identificadas. Obviamente I es
0-subperiddico y br(I') = gr(I') > g7(T). Ademas, si II es una separatriz de 7' con
mingeq |2| > N, existe una separatriz II' de T tal que para A > 0

[T )5 < (14 A+ ..+ AM)[]|

de donde se deduce que br(T") > br(I'). Puesto que br(I') > gr(T) > br(T) > br(T'),
obtenemos br(T") = gr(T).

Finalmente, si suponemos que 7' tiene aristas terminales, consideramos el arbol
T’ que se obtiene a partir de 7" anadiendo a cada arista terminal un camino infinito.
Evidentemente, T es subperiédico, luego

gr(T) > br(T) = br(T") = gr(T") > gr(T).

Presentamos a continuacién un arbol subperiédico no esféricamente simétrico:
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———0—9

———0—9

Arbol maximal del grafo de Cayley de Z2.

Proposicién 2.14 Si G = G(G, S) es un grafo de Cayley de un grupo G entonces
br(G) = gr(9).

Demostracion. La prueba se basa en la construccion de un subarbol maximal 7" de
G tal que gr(T") = gr(G), véase [54]. Si probamos que dicho subérbol es subperiddico,
entonces br(T) = gr(T) y en consecuencia br(G) = gr(G).

Empezamos dotando al conjunto de generadores S = {si, ..., s} de un orden
total. Para cada elemento z € G existe una S-palabra w, = (s;,, ..., s;,) tal que z =
Siy---S;, con n = |x|. Ademads, la escritura es tnica si se supone lexicograficamente
minimal, i.e. para cualquier otra palabra (sifl , ..., 8 ) con las mismas propiedades, se
tiene que el primer j tal que i; # i} verifica i; < .

Llamaremos T" al subarbol de G cuyos vértices son los de G y verifica lo siguiente:
si ly| = |x| + 1, entonces y es un descendiente de z si y s6lo si w, es una subpalabra
de w,. Obsérvese que la distancia de cada vértice al origen en 1" coincide con la
distancia en G y en consecuencia el cardinal de las esferas no varia. Si vemos que
T es un arbol subperiédico, tendremos que el limite gr(T") existe y ademds coincide

con gr(G).

Para ver la subperiodicidad de T', para cada z € T descomponemos la palabra
w, como concatenacién de dos subpalabras w; y ws. Para cada ¢ = 1,2, denotamos
x; al elemento de G que resulta de multiplicar los generadores de la palabra w;, de
manera que r = x;To. Necesariamente w,, = wq, puesto que en caso contrario x
admitiria dos escrituras distintas. Luego, T" es subperiodico. [l
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2.1.3. Casi-isometria y nimero de ramificacién

En este apartado estudiamos la relacién que existe entre los ntimeros de rami-
ficacién de grafos casi-isométricos. El ejemplo siguiente nos permite afirmar que el
nimero de ramificacion no permanece invariante por casi-isometria:

Ejemplo 2.15 El arbol binario T y el arbol de Fibonacci T son arboles casi-
isométricos con el mismo conjunto de vértices, como comprobamos en el ejemplo
[1.7 No obstante, sus nimeros de ramificacién difieren:

RSl

br(T) = 2 br(T') = ®

Es sencillo probar directamente que br(T) = 2, pero resulta inmediato si tenemos
en cuenta que T es esféricamente simétrico y que por tanto br(7T) = gr(T) = 2. El
segundo arbol 7" es un arbol subperiédico. Puesto que el limite

1
gr(T’) = lim s(n)» = lim F} = &,

n—oo n—oo

donde F;, es la sucesion de Fibonacci y & = %5 es el nimero de oro, se tiene que

br(T") = gr(T") = ®. Si realizamos el calculo del nimero de ramificacién de T" apli-
cando la definicién directamente, obtenemos que el niimero medio de descendientes
ha de ser raiz de la ecuacién A\ — X\ — 1 = 0 que obviamente es ®.

A pesar de que el nimero de ramificacién no es invariante por casi-isometria,
si podemos encontrar cierta relaciéon como veremos a continuacion. Para ello, dado
un grafo G y una red de vértices A, definimos sobre A una estructura de grafo
conexo localmente finito, que denotamos G 4. Dicho grafo sera casi-isométrico a G
y veremos que los respectivos nimeros de ramificaciéon estan relacionados. Esto nos
ayudard a encontrar una relaciéon mas general entre el nimero de ramificacion y la
casi-isometria.

Estructuras de grafo inducidas. Basandonos en el proceso de reduccion descrito
en [26], describimos a continuacién un método para definir una buena estructura de
grafo sobre una red de vértices de un grafo.
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Sea G = (V, E) un grafo infinito de geometria acotada y sea A una C-red de
g formada por vértices. Puesto que la elecciéon del origen no influye en el calculo
del nimero de ramificacion, supondremos que 0 € A. El conjunto de vértices A C
V' puede realizarse como conjunto de vértices de un subgrafo cuyas aristas son el
conjunto £'N (A x A), pero no tiene por qué ser conexo. Para evitar esta situacién
podriamos sustituir cada camino de aristas de G con extremos en A por una arista,
pero en tal caso el grafo no seria localmente finito. El propdsito de la seccién es
describir una estructura de grafo sobre A adecuada, es decir, un grafo conexo de
geometria acotada G4 = (A, F,4) casi-isométrico a G, y estudiar la relacién entre su
nimero de ramificacion y el del grafo G.

Para describir el proceso anunciado, fijamos una enumeracion de A = {a, }nen ¥y
definimos la rama de G sobre a; por

pla;) ={z eV |d(z,a;) > d(z,a;) Vi<jy dz,a;) > d(x,a;) Vi> j}.

Diremos que p(a;) se injerta sobre A en a;. Por otra parte las ramas son disjuntas
dos a dos y por tanto la rama que contiene a x € V se injerta en un unico punto
de A, que denotaremos a,. Puesto que A es una C-red, el didmetro de las ramas,
asf como el cardinal, estdn uniformemente acotados por las constantes 2[C] y [C]K ¢!
respectivamente, siendo [C] la parte entera del nimero real C'y K la cota de la
valencia de los vértices.

Ahora dividimos el conjunto de aristas £ de G en dos subconjuntos

Ev = {e cF | As(e) = ar(e)} y Eh = {6 ck | As(e) 75 ar(e)},

llamados conjuntos de aristas verticales y horizontales respectivamente. El conjunto
E, define sobre cada una de las ramas una estructura de grafo conexo.

Definimos la estructura de grafo G4 = (A, E4) sobre el conjunto de vértices
A de la siguiente manera: cada arista e € Ej, define una arista e4 € E4 tal que
s(ea) = ase) y r(ea) = ape). Notemos que G4 es un grafo localmente finito y de
geometria acotada, de hecho, para todo a;, tenemos:

valg, (a;) < Y walg(x) < #p(a;) K < [CIKIOH
z€p(ay)
Obsérvese ademads que, si d4 es la métrica natural asociada al grafo G4, entonces
dalas, a;) < d(ai, a;) < (2[C] + 1)da(a;, ay)
para todo a;, a; € A. Es decir, G y G4 son casi-isométricos, ya que A es una red para
ambos grafos y la identidad de A es una aplicacion bilipschitziana.

Notese que cuando el conjunto de vértices A es todo V se tiene que G4 = G.
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Proposiciéon 2.16 Si G es un grafo de geometria acotada y A C V es una C-red
de G, entonces se verifica:

br(G) < br(Ga) < br(g)Q[CHl.

Demostracion. Definimos en primer lugar una aplicacién sobreyectivap : G — G4,
que en cierto modo actia como una proyecciéon, de la siguiente manera:

p(:l:‘) = Qg
sizeVy
] age si e € by,
p(e)—{eA si e € Ej.

Obsérvese que p~*(a) = p(a) para a € Ay p~'(ea) es el subconjunto de aristas de
E), que unen elementos de p(s(ea)) v p(r(es)) para cada eq € E4.

Veamos primero la desigualdad br(G4) < br(G)%€1+1. Si B € B, es decir, B es un
subgrafo finito de G que contiene al origen, obviamente p(B) sera un subgrafo finito
de G4 que contiene al origen, es decir, p(B) € B{4. Veamos que dp(B) C p(dB).

En efecto, si a € dp(B) significa que a € p(B) y existe una arista e4 € Fy4 tal
que s(eq) = ay r(ea) ¢ p(B). Luego para cada e € p~(ey), se tiene que r(e) ¢ B.
Si s(e) € B entonces s(e) € 9B, de manera que a = p(s(e)) € p(0B). En el caso
de que s(e) ¢ B, tendrfamos en la rama p~!(a) elementos en B (porque a € p(B))
y fuera de B (porque s(e) ¢ B). Entonces podemos asegurar que existe una arista
vertical ¢/ € E, tal que s(e/) € By r(e/) ¢ B, o equivalentemente que existe un
y € p~!(a) perteneciente a OB, luego a = p(y) € p(OB).

Teniendo en cuenta que p es sobreyectiva y Op(B) C p(0B), tenemos que

#0p(B) < #p(0B) < #0B.

En consecuencia,

Z A~da0a) < Z A~da00) < Z)\*dA(O:p(I))

a€dp(B) a€p(0B) x€0B

d(0,p(z))
S E A 2[Czj+1

x€OB

< Z ()\ﬁ)—d(o,x)—&-[@,

r€0B
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de donde se deduce

(A>1] ik S ()09t —op ¢ (A > 1] ff S A0 =g},

Beng 0 2€dB BremA a€OB’

La funcién f : [1,00) — [1,00) definida por f(\) = A2C+! es una aplicacién
continua. De manera que, si llamamos S = {A > 1 [ infpp6 3° o A0+ = o}
yS'={A>1]if, 461> icon A~4a(09) = 0} entonces f(S) C Sy

0

br(Ga) = inf §" < inf £(S) = f(inf S) = f(br(G)) = br(G)2C+

Veamos ahora la desigualdad br(G) < br(Ga). Si B € B4, entonces p~'(B) € B
y Op~Y(B) C p~*(0B). En efecto, la condicién x € dp~*(B) significa que x € p~'(B)
y existe e € F tal que s(e) =z y r(e) ¢ p~'(B). Esto implica que la arista e € E,
y por tanto la arista p(e) = ey verifica que s(es) € By r(es) ¢ B, es decir,
p(z) = s(eq) € OB y por tanto z € p~(dB).

Puesto que dp~!(B) C p~1(9B) y el cardinal de cada rama es menor o igual que
R = [C]K“) tenemos que

#0p~'(B) < #p ' (0B) < R#0B.

Luego,
Z A—d02) < Z Ad02) < Z )\~ 40.p())+[C]
x€dp—1 z€p~1(0B) z€p~1(0B)
< R Z )\fd(O,a)Jr[C]
ac0B
< R/\[C’} Z )\—d(O,a)‘
a€oB
Siguiendo el procedimiento habitual obtenemos br(G) < br(Ga). O

Casi-isometria y niimero de ramificacién. Sean G y G’ dos grafos de geometria
acotada. Recordemos que son casi-isométricos si y sélo si existen C-redes A C V
y A" C V' lipschitzianamente equivalentes. Puesto que la aplicacién bilipschitziana
entre Ay A’ es biyectiva, podemos identificar ambos conjuntos de vértices y suponer
que dicha aplicacién es la identidad.
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Si en vez de tomar las métricas inducidas de G y G’ sobre las redes A y A’
consideramos la métrica natural de los grafos G4 v Gas, la identidad sigue siendo
una aplicacién bilipschitziana. En efecto, si tenemos en cuenta

da(a,b) < d(a,b) < (2[C] + 1)da(a,b)

da(a,b) < d'(a,b) < (2[C] + 1)da(a,b)
y por otra parte
1
—d(a,b) < d(a,b) < cd(a,b)
c

entonces 1
—————da(a,b) <d b) < c(2[C] + 1)da(a,b).
ST 0 b) < dafab) < IO+ (b
Luego la identidad es una aplicacién bilipschitziana entre A y A’ con las métricas
de los grafos G4 y Gar con constante de Lipschitz ¢ = ¢(2[C] + 1).

Teorema 2.17 Sean G y G’ dos grafos casi-isométricos cuya constante de Lipschitz
entre sus respectivas C-redes es ¢ > 0. Los numeros de ramificacion de G y G' se
relacionan de la siguiente manera:

br(G)e < br(G) < br(G)°
donde ¢ = ¢(2[C] + 1)2.

Demostracion. Sean A y A’ las respectivas C-redes de G y G’. Por la proposicién
sabemos que se verifica lo siguiente:

br(9) < br(da) < br(G)"*,

br(G') < br(G'y) < br(G)2CHL,

Basta, por tanto, encontrar una relacion entre los nimeros de ramificacion de
los grafos G4 v G'y. Recordemos que A y A’ son lipschitzianamente equivalentes
con constante ¢ = ¢(2[C] + 1) y que podemos identificarlos cuando convenga. Sea
B € B, es decir un subgrafo finito de G4 que contiene el origen. Obviamente el
conjunto de vértices de B es un subconjunto de A y por tanto puede verse como un
subconjunto de A’, que denotaremos por B’. Nétese que B’ es un subgrafo finito de
G’y que contiene al origen, es decir B’ € %{)4/. Ademas, OB C 9°B'. En efecto, si
a € OB significa que a € B y que existe una arista e4 € E4 tal que s(es) = a'y
r(Ea) = b ¢ B. Obviamente, a € B'y b ¢ B’, sin embargo no podemos asegurar que
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exista la arista (a,b) en E 4. De todos modos, por ser la identidad entre los vértices
una aplicacién bilipschitziana sabemos:

da(a,b) < dda(a,b) = ¢,

es decir, existe un camino de aristas en el grafo G/, de longitud a lo sumo ¢’ que une
’ . /
los vértices a y b. Luego a € 0° B'.

Una vez demostrada la inclusién, el procedimiento es el habitual. Puesto que
#0OB < #0° B', tenemos que:

ST A0 < 7 N0 < 3 NHEE < 7 () oo,

acdB acd’ B acd’ B acd’ B

Siguiendo el razonamiento usado en la proposicion , obtenemos la desigualdad
br(Ga) < br(G)°.

Evidentemente de modo anédlogo obtenemos que:

br(G'y) < br(Ga)°.
O
Nétese que en el caso en que A=V y A =V’ el valor de C es % y su parte entera
[C] = 0, de manera que la relacién entre los niumeros de ramificacion es la siguiente:

br(G)e < br(G) < br(G)".

Del teorema anterior se deduce que la propiedad de tener niimero de ramificaciéon
igual a 1 es invariante por casi-isometria:

Corolario 2.18 Sean G y G’ dos grafos casi-isométricos. Entonces

br(G) =1 < br(g") =1.

2.1.4. Numero de ramificacién y dimension de Hausdorff del
espacio de finales
En este apartado recordamos la relacion que existe entre el nimero de ramifi-

cacién de un arbol y la dimension de Hausdorff de su espacio de finales ([52, 54]).
Dicha relacion no es extensible a grafos arbitrarios.



2.1.4 Numero de ramificaciéon y dimension de Hausdorff del espacio de finales 67

Casi-isometria y espacio de finales de un arbol. Como vimos en el
espacio de finales o borde 9T de un arbol T localmente finito es el espacio métrico
formado por los rayos geodésicos de T' que parten del origen dotado de la métrica:
d(&,n) =e ™ si &, n € IT son dos rayos con exactamente n aristas en comun.

Sabemos que la topologia del borde de un arbol es un invariante del tipo de casi-
isometria. Veamos ahora qué relacion existe entre las métricas de los respectivos
bordes de arboles isométricos y casi-isométricos:

Proposicion 2.19 Sean T y T’ dos drboles de geometria acotada. Todo isomorfismo
isométrico f : T — T" induce un homeomorfismo lipschitziano f, : 0T — JT" sobre
sus bordes.

Demostracion. Ya vimos en la proposicién [1.11] que existe un homeomorfismo
entre los bordes. Veamos ahora que se trata de una aplicacién bilipschitziana. En
primer lugar notemos que cuando hablamos de arboles isométricos Ty 1", podemos
suponer que se trata del mismo arbol y que la isometria es la identidad. No obstante,
la estructura métrica de sus bordes no es la misma porque depende del origen que
tomemos. Dados dos rayos geodésicos £ y n con origen 0, denotaremos & y 7’ los
rayos geodésicos con origen (' que representan a los finales £(§) y £(n). Si £ y
tienen n aristas en comun, entonces ' y 7' tendrén al menos n —d y a lo sumo n+d
aristas en comun, siendo d = d(0,0’). Luego

e ld(&m) =e " <dE ) < et =eld(E,n)

O

Recordemos que un homeomorfismo h : (X,d) — (X', d') es héolderiano si existen
constantes ¢ > 0y a > 0 tales que:

1 1
Ld(r,y)* < d(h(a), h(y)) < ed(,y)°
para todo x,y € X. Decimos que « es la constante de Holder de h.

Proposicion 2.20 SeanT y T’ dos drboles de geometria acotada. Una casi-isometria
f:T — T induce un homeomorfismo hélderiano f, : 0T — OT" sobre sus bordes.

Demostracién. Una vez mds usaremos la definicién [1.5] de grafos casi-isométricos.
En ese caso, T tiene una C-red A, a la cual dotamos de la estructura de grafo
T4 = (A, E4) y de la métrica natural de grafo d4, que resulta ser un érbol por serlo
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T. Recordemos que la aplicacién identidad entre (A,d) y (A, d4) es bilipschitziana
con constante 2[C| + 1.

La aplicacion p : T' — T4 definida en la demostracién de la proposicién [2.16] es
una casi-isometria y por tanto, por la proposicién [1.11], se obtiene el homeomorfismo
entre los espacios de finales p, : 0T — 0T4. Dado un rayo geodésico & € 0T,
denotamos por &4 al rayo geodésico de Ty que representa al final definido por p(§).
Si dos rayos geodésicos £ y 1 de T tienen exactamente n aristas en comun y los rayos
proyectados 4 y 14 coinciden en s aristas, entonces s < n < (2[C] + 1)s. Luego,

da(€a,ma) = €° > d(§,n) = € > da(€a, )"

Del mismo modo, si A" es una C-red del arbol 7", se tiene:

dar(Earsmar) > d'(€n) = dy(Ear mar )

De nuevo, el problema se ve reducido al estudio de la aplicacién bilipschitziana
entre redes [ : A — A’, cuya constante de Lipschitz es ¢ = ¢(2[C] + 1). Por el hecho
de existir tal aplicacion, los arboles T4 y T7, son casi-isométricos y por ello existe un
homeomorfismo I, : 9Ty — 9T, que lleva cada rayo £4 de T4 en el rayo geodésico
&4 de T, que representa la clase del rayo propio [(£4) formado por la concatenacién
de segmentos geodésicos que unen los vértices [((n)) y [(§(n+1)) para cada n € N.

Notese que si dos rayos geodésicos €4 y na de Ty tienen exactamente n aristas
en comun, entonces [(£4(7)) = I(na(i)) para todo i < n y ademds [(§4(n + 1)) #
[(na(n+1)). Luego,

L (1(€4(0)), 1(€a(n)) < dda(£(0),€(n)) = cn,
y por tanto {4 y nas tienen a lo sumo ¢'n + ¢ aristas en comun. Por lo tanto,
dy(Earna) > e da(€a,na)”

Puesto que se trata de una biyeccién, sucede lo mismo a la inversa,

/

da(€a,na) > e “dar(Ea,ma).

De manera que la aplicacion [, es holderiana con constante de Holder oo = %

Si denotamos por p’ a la proyeccién del arbol 7" sobre T7,, la composicién

fo=0). ol op, : 0T — 0T’
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es un homeomorfismo holderiano con constante

1
c(2[C]+ 1)

o =

O

Dimensién de Hausdorff de un arbol. Sea T" un arbol infinito, se dice que una
coleccion C de subconjuntos de OT es un recubrimiento si

UB:@T.

Definicion 2.21 La dimension de Hausdorff de OT se define como

DH(OT) = sup{a > 0| irédeiam(B)“ > 0}
Bec

donde diam(B) = max{d(&,n) | £,n € B}.

Recordemos que la proposicién prueba que la casi-isometria entre arboles
induce un homeomorfismo holderiano entre los respectivos bordes. En esta situacion,
la proposicién 2.3 de [22] muestra el siguiente resultado:

Proposicion 2.22 Sean T y 1" dos drboles casi-isométricos y o > 0 la constante
de Hélder entre los bordes OT y OT'. Entonces

DH(IT') < LDH(T).
«

Numero de ramificacion y dimension de Hausdorff. La definicién de dimen-
sion de Hausdorff de un arbol resulta familiar puesto que nos recuerda a la definicién
de nimero de ramificaciéon. De hecho, para un arbol T" arbitrario tenemos que:

(2.1.1) br(T) = PHOD),
véase [54]. Para comprobarlo, consideramos para cada vértice z € T el conjunto
By :={§ € 9T | &(|2|) = =}

Obsérvese que diam(B,) < e~*l. De hecho, diam/(B,) = e~*| para todo z € T que
tenga mas de un hijo. Notese que un conjunto de vértices Il es una v-separatriz de



70 2 Numero de ramificacion

T siy solo si la familia {B, | « € II} es un recubrimiento de 07". Ademads, siempre
podemos encontrar otra separatriz II' de capacidad igual o menor que verifique
diam(B,) = e~ para todo x € II'. Por tanto,

= > { —d(0,2) — > e —alz|
br(T) = sup{A > 1| 1%fz A > 0} = exp{sup{a > 0| 1%f26 > 0}}

zell z€ell

= exp{sup{a > 0| inf Y diam(B)" > 0}} = P11,
BeC

Dado un rayo geodésico &, la familia { B¢, | n € N} es un sistema fundamental de
entornos de £. Por ello, podemos sustituir la familia de recubrimientos arbitrarios
por la familia de recubrimientos de la forma { B, | « € I} donde II es una separatriz.

Observaciéon 2.23 La identidad ([2.1.1)) sélo es véalida para drboles. Mas adelante,
en §2.4.1] veremos que el grafo de Cayley del grupo del sereno G no es un érbol y
su numero de ramificacion es igual a @, aunque sélo posee 1 final.

Si Ty T" son dos arboles casi-isométricos, podemos aplicar la relacién (2.1.1))
entre el nimero de ramificacién y la dimension de Hausdorff junto con las proposi-
ciones [2.20] y [2.22] para obtener otra prueba del teorema [2.17] es decir, tendremos
que:

br(T) < br(T')°

con ¢ = ¢(2[C] + 1)%

2.2. Numero de ramificacion de un pseudogrupo
grafado

El objetivo principal de esta seccién es extender la nocion de ntimero de rami-
ficacion al contexto de los pseudogrupos grafados. Dicho invariante serda definido
como el promedio de los nimeros de ramificacién de las érbitas genéricas del pseu-
dogrupo. Siguiendo el esquema de la seccién anterior, presentaremos la definicion de
nimero de ramificaciéon de un pseudogrupo, veremos algunas de sus propiedades y
estudiaremos de qué manera influye la equivalencia de Kakutani sobre el nimero de
ramificacién.
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2.2.1. Definicién de niimero de ramificacién de un pseudo-
grupo

Sea I" un pseudogrupo finitamente generado que actiia sobre un espacio boreliano
estandar X dotado de una medida de probabilidad casi-invariante u. Sea ¥ un
sistema finito de generadores de I' y I'y;(z) la 6rbita del pseudogrupo grafado (T, X)
que pasa por z € X.

Definicién 2.24 Se define la aplicacion de ramificacion bry, : X — [1,00) como
brs(x) = br(I's(x)) para cada x € X. La aplicacion bry, estd acotada superiormente
por el nimero de elementos del sistema de generadores > y ademas es constante
sobre las érbitas.

Para probar que la aplicacién de ramificacion bry; es boreliana, serd conveniente
fijar de antemano alguna de las notaciones que usaremos a lo largo de la prueba.
Denotamos por ‘B el conjunto formado por grafos finitos conexos con un punto base
fijado y tales que cada arista esté etiquetada por uno de los generadores de . Notese
que por ser X finito, la familia B es numerable.

Definicién 2.25 Dado un punto x € X, diremos que un grafo B € B es realizable
en la 6rbita I'y(z) si para todo camino (o, ...,0%) en B partiendo del punto base,
se tiene que x € dom(oio...007) y x es un punto fijo de oy o... 00y si y sélo si el
camino es un lazo. Llamaremos B, al grafo realizado, que pertenece al conjunto B,
de grafos finitos de la 6rbita que contienen al vértice x.

Sea Xp el conjunto de elementos de X tales que B es realizable en sus érbitas.
Segun la prueba del lema de la hipersuperficie de [29], para cada B € B, el conjunto
Xp es un boreliano. Ademas, tenemos una aplicacién boreliana

p:BxXp—X
que induce un isomorfismo de grafos
P|Bx{z} - B x {J?} — B,.

Este sera el ingrediente fundamental de la prueba anunciada.

Definicién 2.26 Con la notacion establecida y fijado un grafo B € B y un A > 1,
definimos la aplicacion capacidad || B|* : X — (0, oc] por:

BN — > yeaB. A~ (@) si x € Xp
18Il = +00 si x ¢ X
B
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De este modo, se tiene que

1nfz>\ =@y — () = 1nf||BH$_

y€eOB

y por tanto, podemos expresar la aplicacion de ramificacién en cada elemento x € X
como:

brs(z) = inf{A > 1 inf | B2 = 0}.

Proposicion 2.27 La aplicacion brs, es una aplicacion boreliana.

Demostracién. Basta probar que los conjuntos bry'([a, 00)) son borelianos para
todo a € [1,00). En efecto,

bril([a,oo)) = {zeX|mf{\>1] i%f HBH;‘ =0} > a}
= {zeX|A<a=if|B]; >0}

= ) weX B> 0}
A€(l,a)

La sucesién de conjuntos {x € X | infy ||B||} > 0} es contractiva cuando el niimero
A — a. Luego, podemos quedarnos con una subfamilia numerable para expresar la
interseccion.

brg'(a,00) =[] {zeX| inf | Bz > 0}
A€[l,a)NQ

1
= { /\>_
N Uteex B> -}

A€[l,a)NQ neEN

= ﬂ U N{zex B> }

€[1l,a)nQ neN BeB

Para concluir, necesitamos probar que, fijados B € 8 y A > 1, el conjunto
{r € X | |B|l = 2} es un boreliano para cualquier n € N. En primer lugar,
observemos que dicho conjunto se descompone de la siguiente manera:

1 1
ceX||BII)>Y={ze X A El@y) > 2V e X Xzl
{z Ll Hx_n} {z By _n} {z | v ¢ Xp}

y€EOB,
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Segin la demostracion del lema de la hipersuperficie de [29], mencionado antes,
Xp es boreliano y por tanto el segundo conjunto de la uniéon también lo es. De
manera que basta deducir el caracter boreliano del conjunto

1
A ds@y) >
{reX| E > n}

YyEI By

Puesto que B es un grafo finito con un punto base fijado, los posibles bordes 0B,
de los grafos realizados en las érbitas se corresponden con los distintos subconjuntos
de vértices de B, y por tanto sélo puede haber una cantidad finita. Si F' es un
conjunto de vértices de B, denotamos por X g r) al conjunto de elementos de Xp
cuyo borde en B se corresponde con el conjunto F' y para cada b € F' denotaremos
por x; al elemento de 0B, que se corresponde con el punto b. Por tanto, basta ver
si el conjunto

}

S|

{ZL" e X(B,F) | Z)\—dz(w,xb) >

beF

es boreliano.

En primer lugar, podemos afirmar que X (g y es un boreliano como consecuencia
de nuevo de la prueba del lema de la hipersuperficie de [29]. En segundo lugar, dado
be Fy{oy,..,04,} un camino geodésico en B que une el punto base de B con el
punto b, se define la aplicacién v(b) : X(p ) — X por

v(b)(x) =0y, 0...00;(x) =z, € OB,

que es boreliana, ya que los generadores de ¥ son isomorfismos borelianos y su
dominio esta restringido al boreliano X g r). Por otra parte, la aplicacion distancia
dy, : X x X — [0,00) es boreliana y en consecuencia la aplicacién

x € Xppy — ds(x,v(b)(x)) € [0,00)

es boreliana para cada b € F'. Queda asi probado que el conjunto

}

S|

T € X BF )\_dE(xsz) Z
(B,F)

beF

es boreliano. O

Proposicion 2.28 Si la medida jn es ergodica, entonces la aplicacion de ramifica-
cion bry, es constante en ji-casi todo punto.
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Demostracion. La aplicacién bry, es boreliana y estd acotada superiormente por el
ntiimero K de generadores de ¥. Luego bry' ([1, K]) es un boreliano de medida total.
Como bry, es constante sobre las érbitas, la imagen inversa de cualquier boreliano
serd un conjunto saturado. Por tanto, los conjuntos brg'([a, K]) serdn, o bien de
medida nula, o bien de medida total. Sea

b =inf{a € [1, K] | u(brs'([a, K])) = 0}.

Entonces el conjunto brg'((b, K]) = Uscto.x1n0 brs*([a, K]) es de medida nula. Por
otra parte, el conjunto brg'([b, K]) = Naciione brs'([a, K]) es de medida total.
Luego, la funcién bry, es constante, igual a b, casi por doquier. O

Definimos finalmente el nimero de ramificacion de un pseudogrupo grafado como
el promedio de la aplicacion de ramificacion:

Definicién 2.29 Sea (I',3) un pseudogrupo finitamente generado de transforma-
ciones no singulares de un espacio de probabilidad (X, ) y ¥ un sistema finito de
generadores. Se define el numero de ramificacion de (I', X) relativo a p como:

br(0, %, n) = /brg(x)du(x).

Corolario 2.30 Si la medida p es ergddica, entonces br(I',3, u) = br(I's(x)) para
p-cast todo x € X.

Demostracion. La afirmacion es consecuencia inmediata de la proposicién [2.28| [

2.2.2. Crecimiento exponencial y niimero de ramificacion.

Sea I' un pseudogrupo finitamente generado que acttia sobre un espacio boreliano
estandar X, dotado de una medida de probabilidad casi-invariante u. Sea ¥ un
sistema finito de generadores de I' y I'y;(z) la 6rbita del pseudogrupo grafado (T, X)
que pasa por xr € X.

Definicién 2.31 Se definen las aplicaciones de crecimiento gry, : X — [1,00) ¥
Gry + X — [1,00) como gr (z) = gr(I's(z)) y Gry(z) = Gr(I's(z)) para cada
x € X. Ambas aplicaciones estan acotadas por el numero de elementos de X y
ademas son constantes sobre las orbitas.

Proposiciéon 2.32 Las aplicaciones de crecimiento gre Y Gry, son borelianas.
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Demostracion. En el primer caso, la prueba es similar a la de la proposicion [2.27),
aunque més simple. En efecto, para todo a € [1,+00), se tiene

ﬂ;([a’ ) = {reX|mf{A>1 l’gf o (M)A~ = 0} > a}

= {zreX|A<a=nfs,(n)A™" >0}

= () {reX |mfs,(n)A™ >0}
A€[l,a) "

= ﬂ {z € X | infs,(n)A™" > 0}
A€[l,a)NQ "

= N Uzex|mfsmr> %ﬂ

A€[La)NQ m>1

- N U Niexism>2)

A€[l,a)NnQmeN  neN

donde s,(n) es el cardinal de la esfera de centro x y radio n en la érbita I's,(z). Luego
la imagen inversa de [a,00) por gr es un conjunto boreliano, ya que la aplicacién

s : X x N — N definida por s(z,n) = s,(n) es boreliana y en consecuencia los
conjuntos {z € X | s,(n) > 4} también lo son.

En el segundo caso, también tenemos que, para todo a € [1,+00), el siguiente
conjunto es boreliano:

Gro'([a,o) = {v € X [Hminf(u(n)" > a)
= N Uleximr)t >

Ae(a,+00)NQ n=>1

siendo v,(n) el cardinal de la bola de centro z y radio n en la drbita I's(x). En
efecto, la funcién volumen v : (z,n) € X x N — N definida por v(z,n) = v,(n) es
boreliana y en consecuencia el conjunto

{w € X | inf(a(k)F 2 A} = |J {w € X [ oa(k) 2 2}

k>n

es un boreliano. O
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Definicién 2.33 Se definen las tasas de crecimiento exponencial de (I', 3) respecto
de p como:

or(.Zop) = [ gry(@)du(o)

Gr(T, S, 1) = / Gry(z)dp(z).

Puesto que la aplicacién de ramificacion bry estd acotada superiormente por
las aplicaciones de crecimiento gry < Gy, tenemos la siguiente relacién entre el
nimero de ramificacion y las tasas de crecimiento exponencial de un pseudogrupo
finitamente generado:

or(I, 5, ) < gr(T, 3, ) < Gr(T, %, ).

Definicién 2.34 Diremos que ' tiene crecimiento subexponencial respecto de p si
Gr(I', %, u) = 1, o equivalentemente si Gry,(z) = 1 para u-casi todo z € X.

Proposicion 2.35 Si el pseudogrupo I' tiene crecimiento subexponencial respecto
de p, entonces br(I', X, u) = 1. O

2.2.3. Proceso de induccién de Gaboriau

Sea I' un pseudogrupo medible finitamente generado actuando sobre un espacio
boreliano estandar X. Sea > un sistema finito de generadores e Y un boreliano de X
que corta a todas las orbitas de I'. El objetivo de la seccién es asociar al pseudogrupo
inducido I'jy un sistema de generadores que defina en cada 6rbita una estructura de
grafo localmente finito de geometria acotada y conexo.

El proceso de induccién descrito por D. Gaboriau en [26] permite dotar al pseu-
dogrupo inducido T'|y de un sistema de generadores finito Yy tal que la estructura
de grafo que define sobre cada drbita sea conexa y localmente finita. El proceso
consiste en descomponer > = ¥, 113, en la unién disjunta de dos sistemas >, y 3,
tales que:

1. las 6rbitas de (I", X,) son arboles que cortan a Y en un tnico punto.

2. se puede deslizar cada elemento de >, a lo largo de 3, para obtener un sistema
de generadores Xy del pseudogrupo I'|y.
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Describimos en primer lugar como se definen los sistemas vertical ¥, y horizontal
Yp.SeaYy=Y eV, ={x € X |ds(z,Yy) = i} para i € N. Mediante particiones
de dominios y rangos de los generadores, y en ocasiones sustituyéndolos por sus
inversos, podemos suponer que el dominio y el rango de cada generador o : A — B
verifican A C Y;, B C Y, con i —1 < j < 7. Ahora numeramos los generadores
y para ¢ > 0y 0 € ¥ denotamos Z; al conjunto de los = € Y; para los que o es
el primer generador definido en = cuya imagen estd en Y; ;. Los Z7 forman una
particion disjunta de X — Y.

Descomponemos entonces cada generador o : A — B en dos isomorfismos bo-
relianos o, y op, donde o, es la restriccion de o a Z7 y o3, es la restriccién de o a
A—Z¢7. Denotamos por ¥, a la familia formada por los o, y ¥}, a la familia formada
por los oy,.

Para cada elemento x € Y}, existe un tnico generador en ¥, definido en x que
lo envia en un punto de Y; ;. Luego existe una unica X,-palabra m, que envia z en
Y. Esto prueba que las érbitas que define el sistema vertical 3, son arboles y que
cortan a Y en un sélo punto.

A continuacién describiremos el proceso de deslizamiento de los elementos de 3,
a lo largo de las érbitas de (I', X,). De nuevo mediante particiones en los dominios
y rangos de los elementos de YJ;,, podemos suponer que para o, : A — B, existe una
Y,-palabra m,,, (resp. mp,,) que para todo z € A (resp y € B) es la ¥,-palabra
que envia x (resp. y) en Y. En caso de que A (resp. B) esté contenido en Y, la
palabra sera por definicion la identidad. Definimos para cada oy, la transformacion
VYo, = (MBe,) © 04 0 (May,) ' Finalmente, definimos sobre T' |y el sistema de
generadores Xy formado por los 1, con o, € X, respecto del cual las érbitas
poseen una estructura de grafo conexo.

Observaciéon 2.36 i) Nétese que las érbitas de X, son finitas y en consecuencia
el deslizamiento de ¥, da lugar a estructuras de grafo localmente finitas sobre las
érbitas de T'|y. Cuando las 6rbitas de ¥, son de didmetro uniformemente acotado,
las estructuras de grafo definidas por Xy sobre las érbitas de I' |y son ademés de
geometria acotada.

ii) Si I es un pseudogrupo de transformaciones de un espacio topoldgico X e Y es
un abierto relativamente compacto que corta a todas las orbitas, podemos dotar
a las dérbitas de I' |y de una buena estructura métrica si I' es un pseudogrupo de
generacién compacta (véase [41]) dotado de un buen sistema de generacién compacta
(véase [51]).

iii) Si las érbitas de (I',%,) tienen didmetro uniformemente acotado, entonces los
pseudogrupos (I', X) y (I'|y, 3y) son equivalentes en el sentido de Kakutani.
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2.2.4. Equivalencia de Kakutani y niimero de ramificacién

El nimero de ramificaciéon asociado a un pseudogrupo de tipo finito I' depende,
como hemos visto, del sistema finito de generadores que tomemos. Tiene sentido
preguntarse qué sucede con el nimero de ramificacién cuando cambiamos el sistema
de generadores ¥ por otro sistema finito ¥'. Recordemos que (I',¥) y (I',¥') son
equivalentes en el sentido de Kakutani. Por ello, estudiaremos de manera més general
céomo afecta la equivalencia de Kakutani al nimero de ramificacion.

Sean (I', ) y (I",%’) dos pseudogrupos de tipo finito actuando sobre espacios
borelianos estandar X y X', dotados de medidas de probabilidad casi-invariantes
py p respectivamente. Si (IV;3') es un factor de Kakutani de (I, Y), existe una
aplicacion P : X — X' que define una casi-isometria entre los grafos I's(x) y
IS, (P(x)) para p-casi todo x € X. En particular, existen C; > 0y Cy > 0 tales que

1
Edz(fﬁ,@) — Cy < ds/(P(21), P(x2)) < Cyds(xq, x2) + Co
1

para todo par x1,zs € I'(x). Luego, para p-casi todo punto = € X, sabemos que

(2.2.2) br(D (P(2))e < br(Ds(z)) < br(Ds (P(2)C

donde C' = (C} + C9)(2[C1C4] + 1)%. Basta aplicar el teorema Noétese que la
imagen por P de un conjunto de p-medida total es un conjunto de p/-medida total.
Por esto y por ser P sobreyectiva, podemos afirmar que el resultado anterior también
se verifica para pu/-casi todo #’ € X’. De ese modo, tenemos que las respectivas
aplicaciones de ramificacién verifican brs < brg,.

En particular, si las medidas p y p/ son ergddicas, se tiene
br(T7, E/,u')% <bor(D, %, p) < br(IV,%, 1)°

En general, de las desigualdades (2.2.2)) se deduce que la propiedad de tener niimero
de ramificacion igual a 1 si es invariante por equivalencia de Kakutani:

Proposicion 2.37 Sean I y 1" dos pseudogrupos de transformaciones no singulares
de dos espacios de probabilidad (X, p) y (X', 1), dotados de dos sistemas finitos de
generadores ¥ y X'. Supongamos que son equivalentes en el sentido de Kakutani.
Entonces

br(0,%,u) =1 < br(I", X 1) = 1.
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2.3. Promediabilidad y propiedad de Liouville

La propiedad de tener nimero de ramificacion igual a 1 nos proporciona un
criterio de promediabilidad para pseudogrupos. Si ademas la medida considerada es
armoénica, entonces el pseudogrupo verifica la propiedad de Liouville por la cual no
pueden existir funciones arménicas acotadas no constantes sobre las érbitas.

En la seccion siguiente, recordamos las nociones de entropia y velocidad y pre-
sentamos los resultados anunciados que relacionan la promediabilidad y la propiedad
de Liouville con el nimero de ramificacion.

2.3.1. Promediabilidad y nimero de ramificacién

Tal y como sucede en el caso de grafos de Cayley de un grupo, un pseudogrupo
grafado es promediable cuando su nimero de ramificacion es igual a 1. Para probar
este resultado, utilizamos la definicion de condicion de Reiter débil introducida por
C. Anantharaman-Delaroche y J. Renault en [5]:

Definicién 2.38 ([5]) Diremos que el pseudogrupo grafado (I',>) actuando sobre
el espacio de probabilidad (X, ) verifica la condicion de Reiter débil si existe un
sistema medible de medidas de probabilidad {g,(z, -)} sobre las 6rbitas I'(z) tal que:

ggo/ > F@y) | gny, 2) = galw, 2) | dp(z) =0

X yzer(a)
para cada funcién f € L'(R, 1) donde R es el grafo de la relacién de equivalencia
definida por la accién de I' 'y i es la medida natural obtenida a partir de p (véase

{[27).

Proposicién 2.39 ([5]) Un pseudogrupo grafado (T',X) es p-promediable si y sdlo
st verifica la condicion de Reiter débil.

Veamos entonces que si el nimero de ramificacién de un pseudogrupo grafado es
igual a 1 entonces verifica la condicién de Reiter débil:

Teorema 2.40 Sea (I',X) un pseudogrupo grafado finitamente generado actuan-
do sobre un espacio boreliano estdndar X dotado de una medida de probabilidad
casi-invariante . Si el numero de ramificacion br(I, X, ) = 1, entonces I' es p-
promediable.
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Demostracion. Para probar que I' es p-promediable, veremos que la relacién de
equivalencia R admite una sucesion de medidas que verifican la condicion débil de
Reiter. Por hipdtesis, u-casi toda 6rbita I's(z) contiene un subgrafo finito BY € B,

tal que
S (1 2yl <
- <

n
2€0BZ

para todo entero n > 1. Esto significa que dx(z,z) > logn/log(1 + 1) para todo
z € 0B. Para cada n € N, consideramos la funcién medible p,, sobre R definida
por

(14 1)-d=@a) si 2 € B®
onl, 2) =
0 si z ¢ BY
Denotamos ademds p, a la funcién sobre X dada por pn(z) = > () Pn(2, 2).

Obtenemos asi un sistema medible de medidas de probabilidad sobre las érbitas
['(x) tomando

gn(x, 2) = pu(@, 2)/ pu().

Vemos ahora que, para cada m € N, la diferencia |g,(y,z) — gn(z, 2)| converge
uniformemente a 0 para todo z € I'(x), cuando dx(z,y) = m. Puesto que

max{pn(y), pn()}

Pn(Y)pn()
1

= o), p@) ) T el 2l

lgn (Y, 2) = gn(z,2)] < Apn(y, 2) = pu(z, 2)]|

< ’pTL(y?Z) - pn(x, Z)|7
basta probar que |p,(y,2) — pn(z,2)] — 0 para todo z € I'(x). El caso en que

z ¢ B U BY es trivial. Supongamos ahora que z € B¥ N BY, entonces

1 1 1 1
|00 (Y, 2)=pu(, 2)| < |(14—) 7B — (14— )7BWDTm | < (14 )= E0 (14— ) —1)
n n n n

que converge a (. Por ultimo, para cada 2z € B — BY, la sucesion

1 1 1 1
- — On, — 1 _ —dx (xrz) < 1 —_ —dsx; (y72)+m < — 1 _\m
(0 2) = pula2)] = (1+ 1)) < (14 4 <la+d

también converge a 0 ya que ds(y, z) > logn/log(1 + 1).
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Para concluir con la prueba, consideramos una funcién integrable f medible y
positiva definida sobre R. Denotamos S = [ > yer( f (@ y) du(z) < +oo. Para
todo real £ > 0, existe un entero m > 0 suficientemente grande que verifica

s= [ Y fw)dute) < 5
ds (z,y)<m

Ademas, para todo entero suficientemente grande n > 0, se puede suponer que
|90(y, 2) — gn(x, 2)| < 55 cuando ds(x,y) < m. Por consiguiente, la integral:

D F(@9) 9, 2) = galw, 2) | dp(z) < &

y,2€l(x)

puesto que se descompone en la suma de las dos siguientes integrales:

€ €
> 1w D) - e i) < oo [ 3 flag)duta) < 5,
ds (z,y)<m ds(z,y)<m
€
> ) a2 - gl Aldute) <2 [ Y Fleduta) < 5,
ds(z,y)>m ds (z,y)>m
con lo que queda probado el resultado. O

2.3.2. Propiedad de Liouville y nimero de ramificacién

Antes de presentar una condicién suficiente para que un pseudogrupo grafado
posea la propiedad de Liouville, recordaremos las nociones de entropia y velocidad
que nos serviran de ayuda.

Sea I un pseudogrupo de transformaciones no singulares de un espacio de proba-
bilidad (X, x), y 3 un sistema finito de generadores. Teniendo presentes las defini-
ciones de la subseccién §1.3.4] consideremos un ntcleo de transicién medible 7 sobre
X, el recorrido aleatorio (€2, P) sobre el pseudogrupo asociado a 7 y los recorridos
aleatorios (2, P,) sobre las drbitas I'y(z), para cada punto = € X. Recordemos que
[" tiene la propiedad de Liouville si p-casi toda érbita no admite funciones arménicas
acotadas no constantes, (véase la seccién §L.5)).

Entropia. Para pu-casi todo punto z € X, la entropia

Hi(z) =— Z m(z,y)logm(z,y) = —/ logm(Zy, Z1) dP,(Z) < +00

y€el(z)
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debido a que I's(x) es de geometria acotada. De igual modo, para todo n € N, la
entropia

Hn(x) - = Z Wn(xay)logﬂ—n(xvy> - _/ lOgﬂ-n(ZmZn) dPaJ<Z) < +00
yel'(z)

ya que H,(z) es subaditiva, i.e. H, 1 (z) < H,(x)+ H,,(x) para todo par de enteros
n,m > 1. Esto implica la existencia del limite h(z) = lim,,_, %Hn(:zj)

Definicién 2.41 ([6], [7], [20], [48]) Diremos que h(z) es la entropia de la marcha
aleatoria sobre I's(z) .

Si H; es integrable, entonces

/ Hy(z)du(z) = —/ logm(Zy, Z1) dP(Z) < +o0.

Esto ocurre cuando 7 es reversible y el sistema de conductancias esta mayorado y
minorado. En tal caso, el teorema de convergencia dominada de Lebesgue implica
que la funcién h es integrable y que la entropia media ) = [ h(x) du(z) viene dada
por:

1
= lim —/H Ydu(z) = — lim —/logﬂn(Zo,Zn)dP(Z).

n—+oo 1, n—+00 7N,

Definicién 2.42 Diremos que b es la entropia de la marcha aleatoria sobre I'.

Si la medida p es m-armoénica, los métodos de [48] muestran que:

_ ’ o , Wn,1(217Zn)
h=tm [ (H(e) = Hoa(@) du(e) = Tim [ log==r7=2m

dP(Z).

Por analogia con la entropia de los recorridos aleatorios sobre grupos discretos (véase
[20], [48], [49]), en el caso ergédico, dicha cantidad verifica la propiedad de equidis-
tribucion del teorema de Shannon-Breiman-McMillan, esto es

b:/h(w)du(a:):— lim 109 (Z0, Z0)

n—-+o0o n

para P-casi toda trayectoria Z € (). En efecto, la sucesién de las funciones

fu(Z) = —logmn(Zo, Z0)
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es subaditiva ya que frim(Z) < fu(Z) + fm(S™(Z)) ¥

%/ fa(2) dP(Z)z%/ Hy(z) dp() S/Hl(x) dp(z) < +00

siendo S el desplazamiento de Bernoulli. Cuando p es arménica, P es invariante
por S y aunque S no sea inversible podemos aplicar el teorema ergddico subaditi-
vo de Kingman [19]. Por la ergodicidad de la medida deducimos la propiedad de
equidistribucién (ver también [47]).

Velocidad. El operador markoviano inducido por D, sobre I's(z) tiene un primer
momento

L) =Y dg(x,y)w(as,y):/dZ(ZO,Zl)dPx(Z) _1

y€el'(z)

Como en el caso de la entropia, la sucesién de distribuciones m,(z, —) define una
sucesion subaditiva

Lo(z) = ) ds(z,y)m(z,y) = / ds(Zy, Zn) dPy(Z) < +o0.

yel'(z)
Existe por tanto el limite [(x) = limy, o + Ly (2).

Definicién 2.43 Diremos que [(z) es la wvelocidad de la marcha aleatoria sobre
Fz(l‘)

De nuevo, el teorema de convergencia dominada de Lebesgue muestra que [ es
integrable y que la velocidad media

dP(2).

n—-+oo N, n——+oo n

1 ds(Zy, Z.
[= /l(a:) du(x) = lim —/Ln(x) du(x) = lim ds(Z0, Zn)
Definicién 2.44 Diremos que [ es la velocidad de la marcha aleatoria sobre T'.

Si la medida g es armoénica ergddica, como la sucesion de funciones integra-
bles f.(Z) = dx(Zy, Z,) es subaditiva, el teorema ergddico subaditivo de Kingman
muestra de nuevo que [ verifica la propiedad de equidistribucién del teorema de
Shannon-Breiman-McMillan, i.e.

= [ ) duta) = gm0 %)

n—-+oo n
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para P-casi toda trayectoria Z € ().

Operador de difusién regular. El operador de difusiéon D, : L>(X, u) — L®(X, )
se dice regular si su restriccion a las érbitas

D, : I([(z)) = I*=°(T'(x))

es reqular (en el sentido de [47]) para p-casi todo x € X, es decir, si existen cons-
tantes

h(I'(2)), () >0

que sélo dependen de la drbita, tales que para todo y € I's(z) se verifica:

log 7Tn<207 Zn)

i — T2y
’ dE(Z(b Zn) o
i BT )

para P,-casi toda trayectoria Z € (2 contenida en la érbita I'(y) = I'(z).

Si el operador de difusion D, es regular, el teorema de la convergencia dominada
nos garantiza que:
H, log m,,(Zo, Zn
ho) = tim 2@ gy [ ™m0 Zn) p oy (),

n—-+oo n n—-+oo n

para p-casi todo punto x € X. En particular, h(z) es constante sobre las érbitas. En
tal caso diremos que h(I'(x)) es la entropia asintdtica de I'(x). Siguiendo el mismo
razonamiento, tenemos que:
L, ds(Zy, Zp
@) = 1 L@ g /— dZ0:20) 1p (7) = (I())

n——+o00 n n——+00 n

para p-casi todo punto x € X. Ahora diremos que [(I'(x)) es la velocidad del recorrido
aleatorio sobre T'(z).

El siguiente resultado de V. A. Kaimanovich y W. Woess permite comparar
ambas cantidades en el caso regular:

Lema 2.45 ([49]) Si D, es regular, entonces para pi-casi todo x € X se tiene

h(I'(x)) < log(Gr(I'(x)))UT(x)).
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Propiedad de Liouville y nimero de ramificacion. Presentamos a continuacion
la demostracién del criterio anunciado:

Teorema 2.46 Sea (I',X) un pseudogrupo grafado finitamente generado que actia
sobre un espacio boreliano estandar X, dotado de una medida armdnica v con en-
tropia Hy integrable. Si br(I', X, u) = 1, entonces I' verifica la propiedad de Liouville

para fu.
Demostracién. En primer lugar, recordemos que segin [47], si u es arménica, el
operador de difusién D, es regular. Luego podemos aplicar los resultados previos.

Por otra parte, si br(I', ¥, u) = 1, la funcién bry, es constante igual a 1 en p-casi
todo punto. Segun el teorema 1.1 de [66], si br(x) = 1 entonces

lim inf —dE(ZO’ Zn)

n—-+oo n

=0

para P,-casi toda trayectoria Z € ) contenida en la érbita I'(z). En el caso regular,
esta cantidad coincide con [(I'(z)). Luego [(I'(x)) = 0 para p-casi todo punto x € X.
Usando el lema [2.47] se obtiene que h(I'(z)) = 0 para p-casi todo punto z € X y
en consecuencia I's(z) no posee funcién arménica acotada no constante por [46]. OJ

2.4. Ejemplos

En esta seccién presentamos tres ejemplos que ilustran nuestros resultados. Em-
pezaremos probando que el reciproco del teorema[2.40[no es cierto. Para ello, veremos
que la accién natural del grupo del sereno sobre el anillo de polinomios Zs[[t]] identi-
ficado con el conjunto de Cantor es promediable, aunque el nimero de ramificacién
de las ¢rbitas es igual al nimero de oro. A continuaciéon presentamos un ejemplo
de laminacién Liouviliana con crecimiento exponencial, pero cuyo pseudogrupo de
holonomia tiene nuimero de ramificacion igual a 1. Este ejemplo muestra que el
teorema [2.40] generaliza de manera efectiva los resultados de C. Series [63] y M.
Sanuélides [62] sobre la promediabilidad de foliaciones con crecimiento polinomial
y de V. Kaimanovich [46, [47] en el caso subexponencial. Para terminar, calculamos
el nimero de ramificacién de la relacién de equivalencia definida por un proceso de
Galton-Watson supercritico.
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2.4.1. Grupo del sereno

Consideremos el conjunto @,,.,Zs = {n: Z — Zy | n~'(1) finito } y la accién
de Z por la derecha sobre €p, ., Z, generada por el automorfismo

5'26}9222—%'€£>ZZ%

nel neZ

dado por S(n)(i) = n(i — 1).
Definicién 2.47 Se define el grupo del sereno GGy como el producto semidirecto

GlzzzzZ:@ZQNZ

nez

con la operacion de grupo
(n,m)(n',m’) = (n+ 8™ ('), m +m).

El nombre del grupo se debe a la siguiente interpretacién: dado (n,m) € Gy, cada
elemento n € Z puede verse como un farol que puede estar encendido (n(n) =1) o
apagado (n(n) = 0) y el entero m senala en qué farol se encuentra el sereno.

Obsérvese que podemos identificar cada elemento n con su soporte, de manera
que el conjunto @, ., Z, podemos identificarlo con el conjunto de las partes finitas
de Z. Ahora, dado un elemento (A, m) € Gy, el subconjunto finito A C Z representa
el conjunto de faroles encendidos y m sigue siendo la posicion del sereno. A partir
de ahora, expresaremos los elementos del grupo del sereno de esta manera para
simplificar los célculos.

/N\
A\

Representacion del elemento (A, m) con A ={-3,-2,0,+4} y m = +3.
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Luego, el producto se expresa como
(A,m)(A',m'") = (AA{A" + m},m +m)

donde A, A’ C Z son finitos y A representa su diferencia simétrica. Por tanto,
multiplicar el elemento (A, m) por (0, m’) significa que el sereno se desplaza de la
posicién m a la m 4+ m’. Por otro lado, la multiplicacién por (A" = {ng,...,nx},0)
significa que el sereno se traslada a cada uno de los faroles m + n; y los apaga si
estan encendidos, o los enciende si estan apagados, y al finalizar vuelve a su posicién
inicial m. Puesto que todo elemento (A, m) se puede escribir como

<A7 m) = (Av O)(Q’ m)>

queda totalmente determinada la interpretacién del producto del grupo del sereno.
Notemos que el elemento (), 0) es el elemento neutro del grupo, que denotamos 1.

Grafo de Cayley del grupo del sereno Nos interesamos por el grafo de Cayley
G1 = (G4, S) del grupo del sereno Gy con el sistema de generadores simétrico S =
{a =a"' = ({0},0),b = (0,—1),b~! = (0, —1)}. Nétese que el elemento a coincide
con su inverso. De hecho, (G; admite la siguiente presentacién no finita:

Gi=| a,b:a®=1,[Vab ", Vab 7] =1

que determina al grafo G;. En efecto, dado un elemento ({ni,...,nx}, m) del grupo
el sereno, su expresion en funcion de los generadores es la siguiente:

Nyy ooy NEg g, M = PMagb "M p2gh 2. P ab R H™
St }m)

Cada expresion de la forma 0™ ab™™ se interpreta como que el sereno parte del origen,
va al farol n;, lo enciende (o apaga) y vuelve al origen. El tltimo elemento 5™ es el
que hace que, tras haber encendido los correspondientes faroles, el sereno se traslade
a la posicién m.

Numero de ramificacion del grupo del sereno. Puesto que se trata de un
grafo de Cayley, el nimero de ramificaciéon y la tasa de crecimiento exponencial de
Gy coinciden. Por otra parte, el arbol de Fibonacci T” descrito en el ejemplo es
un subarbol del grafo G;. En efecto, si tomamos como vértices de T” los elementos
(A,m) de G; tales que A no contiene enteros negativos y m > max A, entonces
obtenemos dicho arbol. Los vértices que verifican m = max A tienen un tnico hijo,
el elemento (A, m + 1). Los vértices para los que m > méx A tienen como hijos los
elementos (A,m + 1) y (AA{m}, m). Sabemos que

br(T") = gr(1") = @,
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luego
br(Gy) = gr(G1) > .

No es dificil ver que la raiz n-ésima del nimero de elementos a distancia n del
. 1 . .
origen del grafo, s(n)=», tiene como cota superior el producto de una constante por
1 . s, . .
(X k<n dF)w, que converge asintéticamente al mismo producto por ®. Luego,

br(G1) = gr(G1) = .

Tal y como anunciamos en [2.23] el logaritmo del nimero de ramificaciéon de G; no
coincide con la dimension de Hausdorff de su espacio de finales 0G;. En efecto, basta
observar que 0G; se reduce a un tunico final. Para ello, recordemos que, segin un
resultado clasico de H. Hopf, un grupo infinito finitamente generado debe tener 1, 2
o un conjunto de Cantor de finales. Teniendo en cuenta su definicién como producto
semidirecto de €p,,., Z2 y Z, resulta claro que G es un grupo promediable. Luego,
el grupo del sereno GGy no puede tener un conjunto de Cantor de finales como vimos
en [1.47] Tampoco puede tener 2 finales, ya que tales grupos son extensiones finitas
de Z o de Zs * Zy como consecuencia del teorema de J. Stallings (véase . Por
consiguiente, G; tiene exactamente 1 final.

Accidén de GG sobre el conjunto de Cantor. Consideremos el anillo de polinomios
con coeficientes en Z,
Zolltl) ={ D wit' | i € Zy}
ieN
que identificaremos con el conjunto de Cantor {0,1}Y, dotado de la topologia gene-
rada por los cilindros

Coap.....on = { (x) € {0, DN 20 = ag, .o, n = o }.

Este conjunto admite una medida de probabilidad p que asigna a cada cilindro
Coag.....an la probabilidad
,U(Cao,...,an) =2""

El objetivo de este apartado es describir una accién esencialmente libre del grupo
del sereno G sobre el conjunto de Cantor {0,1}". Recordemos que una accién
se dice libre si el Unico elemento del grupo que tiene puntos fijos es el elemento
neutro, es decir, si Fiixz(g) # () entonces g = e. En el caso topoldgico diremos que la
accion es esencialmente libre si la unién de los puntos fijos de todos los elementos
del grupo (excepto el neutro) es un conjunto magro, es decir, unién numerable de
conjuntos cerrados con interior vacio. En el caso medible, diremos que la accion es
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esencialmente libre respecto de una medida casi-invariante si la unién de los puntos
fijos de todos los elementos del grupo (excepto el neutro) es un conjunto de medida
nula.

Recordemos que el grupo del sereno admite la presentacion
Gi=|ab:a*>=1,[bab ", bab?] =1 |
donde a = ({0},0) y b= (0, 1). Luego, si definimos de qué modo actian los genera-
dores, tendremos determinada la accién. En efecto, la accién
Gy x {0, 1} — {0, 1}V
estd generada por:
(a, (zo,21,...)) — (xo+1,21,...)
(b’ (x0,$1,...)) = (370,1'1—’-.’170,1’24—331,...)
Para manejar la acciéon anterior, nos sera mas tutil expresar el conjunto de Cantor
como anillo de polinomios infinitos. De ese modo, tenemos la accién:
2 Gr X Lo[t] — Zo[[t]]

generada por:

(a,inti) — 1+inti

€N €N
(0, at’) = (141> at
€N €N

Puesto que Zs[[t]] es un anillo local cuyo ideal maximal es el generado por ¢, el
polinomio 1 + t pertenece al conjunto de las unidades y su inverso es de la forma
(1+1¢t)" = > . yt' Luego, podemos expresar la accién del elemento b~' sobre
un polinomio arbitrario p € Zy[[t]] como (1 + t)~'p. Mediante un sencillo célculo,
se prueba que dicha accién es compatible con las relaciones entre generadores, de
manera que estd bien definida. Ademas, si tenemos en cuenta que todo elemento
g = ({n1,...,nx},m) de Gy se puede escribir como b™ ab~"...b" ab "™, la accién
de g sobre Zy[[t]] estd dada de la siguiente manera:

(243)  g- ) mt' = VMab™ L bab T Yt
1€N €N
= (L+t)" + .+ L+ + 1+ ™) at!
1€N
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Ademas, la medida pu sobre el conjunto de Cantor es invariante por la accién del
grupo del sereno. En efecto, dado un cilindro Cy,.. 4, , tenemos

a'Cao,...,an - Cao—l—l,al,...,an

b'Cao,m:an = Cao,&1+ao,~~~,an+an4

Proposicién 2.48 La accion de Gy sobre Zs[[t]] es esencialmente libre respecto de
la medida .

Demostraciéon. En primer lugar, notemos que la accién no es libre porque el ele-
mento b € (G; tiene al menos un punto fijo: la sucesién de ceros. Por tanto, veremos
que dicha accién es esencialmente libre respecto de la medida p. En realidad, pro-
baremos que es siempre esencialmente libre independientemente de la medida que
tomemos sobre el Cantor. Si vemos que cada uno de los conjuntos Fiz(g) es de
medida nula, entonces la unién numerable {J, ., Fiz(g) es de medida nula.

Sea g = (A, m) € Gy, g # 1. Supongamos que existe un polinomio p € Z[[t]] tal
que p € Fiz(g). La primera restriccién sobre el entero m para que g tenga puntos
fijos es que sea distinto de 0. En efecto, se deduce facilmente de la expresion ([2.4.3]).
No es necesario estudiar los dos casos restantes, m > 0y m < 0, ya que si p es un
punto fijo de g = (A, m), entonces también lo es del elemento g~ = (S™™(A), —m)
y viceversa. Por lo tanto, podemos suponer m > 0.

Si consideramos las restricciones m positivo y A un conjunto de enteros no ne-
gativos, desarrollando la expresion (2.4.3]) se obtiene que

g- inti = Zyiti

€N 1€EN

556

J=0

donde

De modo sencillo se deduce que Fiz(g) = {p}. Lo mismo sucede si tomamos A un
conjunto finito arbitrario de Z. En efecto, si p € Fixz(g) , entonces (1 +¢)""p €
Fiz(¢') = {(1 +t)"™p} para ¢ = (S7"(A), m), ya que S~ (A) estd formado por
positivos, luego p es también el tnico punto fijo posible. Por tanto, tenemos que
cada elemento de (G; tiene a lo sumo un punto fijo, y en consecuencia, el conjunto
Uyeq, Fliz(g) es de medida nula por ser unién numerable de conjuntos de medida
nula. U
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Observacién 2.49 La accién también es esencialmente libre en el sentido topolégi-
co ya que los conjuntos Fiz(g) son cerrados de interior vacio, y en consecuencia

Uyeq, Fliz(g) es magro.

En realidad, la accién es esencialmente libre no sélo para la medida p, sino
también para toda medida sobre el conjunto de Cantor que no tenga atomos. Si
vemos que toda érbita de la accién es infinita, entonces todas las medidas de Borel
invariantes sobre el conjunto de Cantor carecen de atomos y quedaria probado que
la accién es esencialmente libre independientemente de la medida que tomemos.
Recordemos que el grupo de isotropia de un polinomio p € Zs[[t]] es el subgrupo de
(G formado por los elementos que dejan fijo el polinomio p, es decir,

I,={9€Gi|g-p=n}

Nétese que G/1, es la érbita que pasa por p. Consideramos la segunda proyeccién
m : G; — Z definida por 7((A,m)) = m. Obviamente 7 es un homomorfismo
sobreyectivo de grupos y en consecuencia, la imagen por 7 del subgrupo I, ha de
ser un subgrupo de Z. Es decir, 7(1,) o bien es {0}, o bien es nZ para algin n € N.
Nétese que no puede ser el subgrupo {0} porque en ese caso todos los elementos de
I,, tendrian m = 0, cosa que no es posible porque los elementos de G; con m = 0 no
tienen puntos fijos. Por tanto, 7(I,) = nZ para algin n € N.

Por otro lado, resulta trivial que el nicleo ker(mw) = Zy 1 {0}. Luego, usando de
nuevo el argumento de que un elemento de G; con m = 0 no tiene puntos fijos, se
tiene:

Ker(my,) = Ker(m) N1, = Zy {0} N I, = {1}.

Por tanto, por el lema del Ker-Coker, tenemos el siguiente diagrama:

(1} ——1,— " >nZ

L

Zy {0} — G —= 7

I

752 {0} —— Gy /I, — =~ 7/nTZ.

Obsérvese que la érbita G;/1, siempre contiene al subgrupo infinito Zy ! {0}. Luego
todas las drbitas son infinitas y no puede existir ninguna medida invariante con
atomos.

Como consecuencia de lo anterior, tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 2.50 El pseudogrupo de transformaciones de Zs|[t]] generado por la ac-
cion de G tiene numero de ramificacion igual a ® respecto del sistema de gene-
radores 2 = {a, b} para cualquier medida invariante.

El resultado anterior muestra que el reciproco del teorema no es cierto pues
(G es promediable y su niimero de ramificacion es & > 1.

2.4.2. Una laminacion liouviliana con crecimiento exponen-
cial.

Construimos a continuacién un ejemplo de laminacién liouviliana con crecimien-
to exponencial. Se trata de una laminacién transversalmente Cantor, minimal (i.e.
todas las hojas son densas) y sin holonomia, dotada de una medida transversa in-
variante respecto de la cual las hojas genéricas son casi-isométricas a un arbol con
un final y crecimiento exponencial. El ejemplo se construye a partir de un arbol
aperiédico repetitivo del espacio de Gromov-Hausdorff del grupo libre con tres ge-
neradores I3, siguiendo una idea de E. Blanc [12].

El interés de este ejemplo se debe a que muestra que el teorema [2.40| generaliza
de manera efectiva los resultados de C. Series [63] y M. Samuélides [62] sobre la pro-
mediabilidad de las hojas de foliaciones con crecimiento polinomial, y los resultados
de V. Kaimanovich [46], 47] sobre la promediabilidad de foliaciones con crecimiento
subexponencial. Nuestro ejemplo es promediable con crecimiento exponencial. Hay
otros ejemplos construidos por R. Roussarie, W. Thurston [65] y E. Ghys y V. Ser-
giescu [32], pero estan definidos por acciones localmente libres del grupo afin. En
nuestro caso, la laminacion es liouviliana debido a que el niimero de ramificacion de
su pseudogrupo de holonomia es igual a 1.

Espacio de Gromov-Hausdorff. Vamos a recordar cémo se define la topologia de
Gromov-Hausdorff sobre el espacio de los subédrboles infinitos enraizados del grafo
de Cayley del grupo libre con tres generadores. La definicién de dicha topologia
puede extenderse a cualquier conjunto de subgrafos infinitos enraizados del grafo de
Cayley de cualquier grupo de tipo finito.
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Grafo de Cayley de F? con generadores {a,b, c}.

Sea Gz = F3 el grafo de Cayley del grupo libre con tres generadores F? = | a, b, ¢ |
descrito en la figura anterior. Sea 7 el conjunto formado por todos los subarboles
infinitos de G3 que contienen el elemento neutro 1. Dotamos a T de la métrica de
Gromov-Hausdorff definida de la siguiente manera: dados dos arboles T, T" € T,

d(T, T/> _ e—R(T,T/)

donde R(T,T") = sup{N > 0| Br(1,N) = By (1,N)}.

El espacio (T,d) es llamado espacio de Gromov-Hausdorff y es relativamente
sencillo probar que es homeomorfo a un conjunto de Cantor (espacio compacto,
totalmente disconexo y perfecto).

Relacién de equivalencia grafada sobre el espacio de Gromov-Hausdorff.
Definimos sobre 7T la relacién de equivalencia R tal que, dados dos arboles T, T" € T

TRT <= 3gcF:T =g 'T.
Puesto que ¢~ 17T tiene que contener al elemento neutro, la clase de T es el conjunto
RIT) = {¢'T | g € T}.

Podemos pensar que los elementos de la clase de T' se obtienen trasladando el punto
base de T al resto de sus vértices.

El sistema de generadores S = {a,b, c} permite definir una estructura de gra-
fo sobre (T,R). Cada clase R[T] es el conjunto de vértices de un grafo Rg[T
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donde T",T" € R[T] estdn unidos por una arista si y s6lo si 7”7 = s~ 'T" con
s € {a*',b*! ¢}, Nétese que el grafo Rg[T] es isomorfo al cociente del arbol
T por el grupo de traslaciones que lo preservan. Decimos que un arbol T" € T es
aperiddico si no existe traslacién que lo deje invariante. En ese caso, Rg[T] =T.

Siguiendo el procedimiento descrito por E. Ghys en [30], se puede construir una
laminacién por superficies de Riemann sobre un espacio compacto M que deno-
taremos L, de manera que 7T es una transversal completa y R es la relacién de
equivalencia inducida por £. Ademds cada hoja L es casi-isométrica al grafo Rg[T
con T € LNT, por lo que tienen el mismo nimero de finales y el mismo tipo de
crecimiento.

Construcciéon del ejemplo. La idea es obtener una sub-laminacién de £ minimal
(las hojas son densas) y sin holonomia (las hojas no se enrollan unas sobre otras), a
partir de la construccion de un arbol A, repetitivo y aperiddico usando un proceso
de injerto descrito por E. Blanc en [12]. Ademas, dotaremos a la envoltura R[A]
de una medida invariante u de manera que casi toda 6rbita sea un arbol con un final
y crecimiento exponencial. Recordamos primero la nocién de arbol repetitivo:

Definicién 2.51 Decimos que un arbol T" € T es repetitivo si para todo nimero
real > 0, existe un entero R > 0 tal que la bola Br(g, R) contiene una copia fiel
de Br(1,r) para todo g € F3, es decir:

Elg/ € IF?) : g/-BT(]-aT) = BT(g,7T) C BT(.gv R)
Proposicién 2.52 La adherencia de la clase de un drbol repetitivo R|T] es un con-
Junto saturado respecto de R (i.e. union de orbitas) y minimal (no contiene conjun-
tos saturados cerrados propios).

La prueba puede verse en [2].
Corolario 2.53 La adherencia de la clase de un drbol repetitivo y aperiédico R[T|
es transversal completa de una sub-laminacion de la laminacion de Gromov-Hausdorff,
minimal y sin holonomia.

Antes de comenzar con la construccion de A, describimos como se injerta un
arbol finito sobre un vértice de un subarbol 7' € 7. Sea 17" C G3 un 4arbol finito
que contiene un segmento horizontal uniendo 1 con a? para algin ¢ € Z. Podemos
injertar 7" sobre un vértice cualquiera v € T'. Basta anadir una arista vertical sobre
u y pegar la traslacién de T" por uca™?.
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.
e G

Injerto de T' sobre u € T

Consideramos ahora el grafo de Cayley G, = F? C G3 del grupo libre generado
por los generadores a y b. Para cada u € T, existe un dnico Vertice v € TN Gy y
un camino wv que minimiza la distancia de u a Go. Llamamos rama vertical sobre
v € TNGy ala unién de los caminos wv. El saturado vertical de un subarbol T” de
T es la unién de T” con las ramas verticales de T que lo cortan. Veamos ahora cémo
construimos el arbol repetitivo y aperiédico A, por induccién.

Sea Ay = Gy y 9 = 1. Construimos el arbol A; D Ay injertando la bola Ty =

Ba,(1,79) sobre los vértices v € Ay tales que da,(1,v) = 5 (mod r1) con r; =
4r¢. Por induccién, si suponemos que tenemos el arbol A,, construimos el arbol
Api1 D A, de la siguiente manera: llamamos ahora 7T}, a la saturacion vertical de la
bola By, (1,7,) y obtenemos A, injertando T}, sobre los vértices v € A, tales que
da,(1,v) = = (mod rpy1) donde 7,41 es un miltiplo de 27, tal que
(2.4.4) 2 uT < 37

Para cada entero p € N, la condicién ([2.4.4]) impuesta a r, nos asegura que

#(Tp N g2> > #(Tp - (Tp N QQ))

En efecto, para cada ¢ = 0,...,p — 1, el numero de copias de T} injertadas en 7T}, es
igual a la suma de los cardinales de las esferas de radios T‘?T“, T"; STt e, Tp— T"T“
y por tanto
L, 41, 37 —1
gl _1q -
#(Tp, — (1,NG2)) < 4203 2 m#Tq
q:
S ran 4237
q 1 °
S 4 Z 3 3Tq+l q
q=0
p—1
rp—1 #T
= 4.3771y 2t
q=0 2
p—1 1
< 4.3ty o < 4 3wl < H(T,NGy).
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Definimos finalmente el drbol anunciado

A = 4y

p>0

Proposicion 2.54 FEl darbol Ay, de T es repetitivo y aperiodico.

Demostracion. Veamos primero que se trata de un arbol repetitivo. En efecto,
para cada r > 0 existe un entero R = min,en{rp+1 : 7 < r,} de manera que toda
bola B4_ (g, R) contiene una copia fiel de T, y por tanto contiene a la bola Ba__(1,7)
para cualquier g € A,. Por otra parte, es obvio que A, es aperidédico puesto que
no hay ningun vértice en A,, que tenga la misma estructura que su origen. 0

Como ya vimos anteriormente, por ser A, repetitivo y aperiddico, la adherencia
de su clase de equivalencia X = R(As) es un subconjunto minimal de 7 realizable
como transversal completa de una laminacién por superficies de Riemann, minimal

y sin holonomia que denotaremos por L.

Crecimiento y nimero de ramificaciéon. En este apartado construimos una
medida invariante transversa sobre X respecto de la cual casi toda orbita tiene
crecimiento exponencial y un tnico final.

Para cada p > 0, llamamos D,, a alguno de los injertos isomorfo a 7},. Nétese que
#0D,, = 1 para todo p € N. Luego {D,} es una sucesién de Fglner ya que

#0D,/#D, < 1/4-3771,

Por tanto, existe una sucesién de medidas de probabilidad {v,} definidas sobre X
como

1
Vp_#Dp

donde 4, es la medida de Dirac. Substituyendo {r,} por una subsucesién podemos
suponer que las medidas v, convergen a una medida de probabilidad v invariante
respecto de R, (véase [61]).

Ov

vED)

Lema 2.55 ([12]) Existe una medida R-invariante p sobre X tal que p-casi toda
orbita Rg|T] tiene crecimiento exponencial.

Demostracién. Para la prueba usamos una idea de E. Blanc descrita en [12].
Probaremos que los conjuntos
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y su intersecciéon

E=()E.={T€X | #Br(1,2m) > 3", ¥m N}

keN

verifican v(E})) > v(E) > 1, de manera que el conjunto de érbitas con crecimiento
exponencial sera de medida positiva respecto de v. Para concluir, bastara con definir
la medida

_ xe(T)

v(E)

donde x g es la funcién caracteristica de E. Respecto de la medida p, casi toda orbita
tendra crecimiento exponencial y quedara probado el resultado.

du(T)

dv(T)

Veamos por tanto que v(E;) > v(E) > 3. Puesto que {Ej} es una sucesién
contractiva de conjuntos abierto-cerrados de X, si probamos que se verifica:

#(D, N Ey)

1
vp(Ey) = #D, 2

para p > 0 suficientemente grande, entonces tenemos que

V(Ex) = 1im vy (By) > =
p—00 2
y en consecuencia v(E) > 3. Fijado un entero k, consideramos dos enteros p y m
tales que r, > 2k > 2m. Sea v un vértice de T, N Gy = Bg,(1,r,). Si dg,(1,v) < m,
entonces
Bg,(v,m) = Br,ng,(v,m) C By, (v,2m).

Si dg,(1,v) > m, el segmento geodésico que une 1y v contiene un vértice v’ tal que
dg,(v',v) = m y que por tanto verifica:

Bg,(v',m) = Br,ng,(v',m) C Br,(v,2m).

En ambos casos, se tiene que # By, (v,2m) > 3™. Luego todos los vértices de la traza
T, N Gy (vistos como elementos de 7") pertenecen a Ej, y por tanto

#(Dp N Ek) > #(Tp N gZ) > 1
#D, - #T, -2

con lo que queda probado el resultado. O

V(Ek) =
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Lema 2.56 ([12]) Para pi-casi todo T € X, la drbita Rg[T] tiene exactamente un
final.

Demostracion. Recordemos que la caracteristica de Euler x de un grafo se define
como la diferencia entre el nimero de vértices y el de aristas. Luego x(D,) = 1 para
todo p € N. Por tanto, la caracteristica de Euler media (definida en [I7]) verifica

() = tim X20)

=0.
p—oo F#D),

Esto implica que p-casi toda érbita posee 1 o 2 finales ([17]). Por la proposicién 3
de [50], sabemos que p-casi toda érbita con 2 finales tiene crecimiento lineal. Luego
concluimos por el lema anterior que p-casi toda orbita tiene exactamente 1 final. [J

Finalmente, puesto que las érbitas son arboles con un final, el niimero de ramifi-
cacién de p-casi toda drbita es 1, y en consecuencia br(R, S, 1) = 1. Deducimos que
(X, R, 1) es promediable y posee la propiedad de Liouville por los teoremas y
Concluimos asf la construccién del ejemplo.

Teorema 2.57 FExiste un drbol aperiodico y repetitivo Ao € T y una medida inva-
riante f1 sobre la envoltura X = R[A], tales que

1. p-casi toda orbita tiene numero de ramificacion 1,

2. p-casi toda orbita tiene crecimiento exponencial.
Ademds (X, R) es promediable y posee la propiedad de Liouville respecto de p.

Recordemos que X es la transversal completa de una laminacion por superficies
de Riemann que denotamos L.,. Luego podemos expresar el teorema anterior en
lenguaje de laminaciones de la siguiente manera:

Teorema 2.58 Existe una laminacion por superficies de Riemann Lo, minimal y
sin holonomia, y una medida transversa invariante p tales que:

1. p-casi toda hoja tiene un final,
2. u-casi toda hoja tiene crecimiento exponencial.

Ademds su pseudogrupo de holonomia Iy, tiene nimero de ramificacion igual a 1 y
la laminacion L., es promediable respecto de .
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2.4.3. Proceso de Galton-Watson

El proceso de Galton-Watson es un proceso estocastico que modela el desarrollo
de una poblacién de individuos que se replican de manera que la probabilidad de
tener k& descendientes es py con » ;- pr = 1. Decimos que el proceso de Galton-
Watson es supercritico si el nimero medio de descendientes m = o kpy > 1.

Consideramos entonces un proceso de Galton-Watson supercritico. Podemos su-
poner que py = 0, o bien restringirnos al suceso de no extincion. Si partimos de
un progenitor, el proceso de Galton-Watson construye un arbol genealdgico infinito
aleatorio llamado drbol de Galton-Watson. Una vez mas podemos reescribir dicho
proceso en términos de relaciones de equivalencia medibles discretas grafadas, cuyas
clases son isomorfas a los arboles de Galton-Watson. Veamos a continuacién cémo
traducimos el proceso de Galton-Watson al lenguaje de las relaciones.

Consideramos el espacio T formado por todos los drboles localmente finitos en-
raizados. Dotamos a T de la topologia limite inverso de los espacios de arboles de
diametro finito. Llamamos R a la relacién de equivalencia sobre T que identifica
dos arboles T, T" € T si son isomorfos como arboles no enraizados. Nétese que para
todo T' € T, la clase R[T] estd formada por los drboles isomorfos a 7' con origen
en los distintos vértices de T'. Luego R[T] es isomorfa al cociente de los vértices de
T por su grupo de automorfismos. En el caso de un arbol rigido T' (es decir, tal
que su espacio de automorfismos es trivial), la clase R[T] es isomorfa al conjunto de
vértices de T'.

Nos interesa restringirnos al subespacio 7y C T de los arboles rigidos infinitos.
Ahora las clases R[T] son infinitas y podemos definir sobre ellas una estructura de
grafo donde dos arboles rigidos estan unidos por una arista si son isomorfos y sus
respectivos origenes son vértices vecinos. Nétese que con esta estructura cada clase
RI[T] es isomorfa al drbol T'. Llamamos valencia del arbol T' val(T') a la valencia del
origen de T

Dotamos a 7y de una medida de probabilidad natural P, llamada medida de
Galton- Watson, construida a partir de la distribucion {py}. Sea X la variable alea-
toria tal que P[X = k] = pj para todo k € N. Si Z, es la poblacion en el instante n
entonces Z, 11 = EiZ:nl X donde X son variables aleatorias independientes con la

misma distribuciéon que X. Por lo tanto,
P[Xxl = kl,...,X?mm = km] =Dk -+ Py

para nq < ... < n,,. Tenemos pues un nicleo de transicién simple sobre 7, definido
por (T, T") = 1/val(T) si T y T" son vecinos y w(7T,T") = 0 en otro caso. Podemos
modificar la medida P para obtener la medida de Galton-Watson aumentada P, que
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se define como P excepto para el primer progenitor donde ﬁ(Zo =k+1) = p. Por
el teorema 3.1 de [53], la medida P es reversible y estacionaria respecto de 7 y por
consiguiente la medida du(T") = #(T)dﬁ (T') es invariante para R. Por la proposicién
6.4 de [52], el nimero de ramificacién br(R, ) = m > 1.



Capitulo 3

Percolacion de Bernoulli

En este capitulo, empezamos recordando la definicion de percolaciéon de Ber-
noulli sobre un grafo, prestando especial atencion al caso de los grafos de Cayley.
Recordamos ademas cémo se puede reformular la teoria clasica de la percolacién en
el lenguaje de las relaciones de equivalencia medibles segtin D. Gaboriau. De nuevo,
nuestro objetivo principal en este capitulo es extender el proceso de percolacién de
Bernoulli al contexto de los pseudogrupos grafados, interesandonos especialmente
en aquellos cuyas orbitas poseen més de un final.

Completamos el capitulo con la descripcién de un nuevo proceso de percolacién,
que denominamos percolacion relativa, restringido a acciones de grupos. El tema se
encuentra aun en vias de desarrollo. Presentamos algunos resultados obtenidos en
este contexto y planteamos algunas preguntas que de momento permanecen abiertas.

3.1. Percolacion de Bernoulli clasica

La teoria de la percolacién surge en los anos 50 con objeto de modelar procesos
fisicos aleatorios como el contagio de una enfermedad en una poblacion, la propa-
gacion de un incendio en un bosque o la filtracién de un fluido en un medio poroso.
Para recordar de manera intuitiva el propdsito de esta teoria, nos situamos en este
ultimo contexto, es decir, suponemos que vertemos un liquido sobre una gran roca
porosa. La pregunta natural es si el liquido fluird a través de los poros hasta el
centro de la roca, o si por el contrario, ésta permanecera humedecida de manera
superficial. Curiosamente, la teoria de la percolacién prueba que la probabilidad de
que el agua llegue hasta el centro no aumenta gradualmente a medida que variamos
la porosidad, si no que pasa de ser nula a ser total a partir de un nivel critico de
porosidad.

101
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En términos matematicos, la percolacién se basa en el estudio de la estructura y
naturaleza de las componentes conexas (clisteres) de subgrafos aleatorios de un grafo
infinito ([34],[54], 52]). En particular, la percolacién de Bernoulli de un grafo infinito
es un proceso aleatorio que asigna a cada arista una probabilidad de permanencia p y
una probabilidad de desaparicion 1—p. El objetivo principal es estudiar la existencia
de caminos de aristas infinitos, es decir, la probabilidad de que el subgrafo aleatorio
resultante contenga un clister infinito. Como es de esperar, dicha probabilidad es
mondtona creciente respecto del pardmetro p € [0,1]. Ademds, por la ley 0-1 de
Kolmogorov, para cada valor de p, dicha probabilidad sélo puede tomar los valores 0
6 1. Por tanto, hay un valor critico p. que actiia como transicién de fase: para todo
p < p. los clisteres obtenidos son finitos (con probabilidad 1), mientras que para
todo p > p. hay al menos un clister infinito (con probabilidad 1).

p
_—

o [ M@ 1 1

Clusteres finitos Hay un cluster infinito

Veremos que en algunos casos, como los grafos transitivos, se puede definir otro
valor critico p, que delimita la fase de unicidad, es decir, para todo p > p, existe
un unico cluster infinito (con probabilidad 1).

0 T R(G) T R(G) T 1

ClGsteres finitos Hay una infinidad Hay un dnico
de clusteres infinitos cluster infinito

3.1.1. Definicién de percolacién de Bernoulli y propiedades

Sea G = (V,E) un grafo infinito, numerable y localmente finito. El proceso
de percolacion de Bernoulli con pardmetro de permanencia p € [0, 1] consiste en
mantener cada arista de E con probabilidad p o eliminarla con probabilidad 1 — p,
de manera independiente una de otra.

Definicién 3.1 ([34],[54]) El proceso de percolacion de Bernoulli (de aristas) de
pardmetro p € [0, 1] en un grafo infinito G = (V, F) esta dado por el espacio de colo-
reados € = {0,1}¥ sobre el conjunto de aristas £, dotado de la o-algebra generada
por los cilindros
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C00n {w c 0 ’ w(el) = Qy, 1€ {O, ,n}}

€0,--,En

con e; € E,a; € {0,1} y de la medida P, obtenida como producto de las medidas
de Bernoulli sobre las aristas con pesos p y 1 — p sobre 1 y 0, dada por

Pp(cag,..,,an> — pm(l - p)lfm

€0,--,En

donde m = 3" .

Dado un coloreado w € €2, diremos que una arista e € E esta abierta si w(e) =1
y cerrada si w(e) = 0. Cada coloreado w € €2 define un subgrafo G, de G cuyo
conjunto de vértices es V' y cuyo conjunto de aristas estd formado por las aristas
abiertas de w, es decir, las aristas e € E tales que w(e) = 1. En general el grafo G,
es no conexo y llamamos clister a cada una de sus componentes conexas. Para cada
v € V, denotamos C,(v) al clister de G,, que contiene al vértice v.

Observacién 3.2 Se define de modo anélogo el proceso de percolacion de Bernoulli
de vértices con parametro p € [0, 1]. Basta considerar el espacio de coloreados sobre
los vértices Q = {0,1}".

Ejemplo 3.3 Sea G = (V, E) un grafo infinito conexo. Si hacemos percolacién de
Bernoulli de parametro p = 0, la medida de probabilidad F, se concentra en un tinico
coloreado w tal que w(e) = 0 para todo e € E. Es decir, G, es (con probabilidad 1)
el subgrafo de G formado tinicamente por los vértices. Los clisteres se reducen a los
vértices, esto es, C,(v) = {v} para todo v € V.

Percolacién de Bernoulli del grafo de Cayley de Z? con parametro p = 0.

Cuando tomamos el parametro p = 1, hay un tnico coloreado con probabilidad
total dado por w(e) = 1 para todo e € E. En este caso, G, coincide con G (con
probabilidad 1) y el tnico cluster es G.
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Percolacién de Bernoulli del grafo de Cayley de Z? con parametro p = 1.

La teoria de la percolacion estudia béasicamente la naturaleza y propiedades del
subgrafo aleatorio G, y de sus componentes conexas, prestando especial interés a la
existencia de clusteres infinitos. Una cuestion interesante para comenzar el estudio
de los clusteres es conocer de qué modo varia el proceso de percolacién de Bernoulli
cuando hacemos variar el pardmetro p a lo largo del intervalo [0, 1]. Para ello, hace-
mos uso del proceso de "standard coupling”, cuyo interés reside en la capacidad de
englobar todos los procesos de percolacién de Bernoulli en un tinico proceso.

Proceso de Standard Coupling y variaciéon del parametro p. Sustituyamos
el espacio de coloreados Q = {0, 1}¥ por el espacio X = [0, 1]¥ dotado de la medida
producto p de la medida de Lebesgue sobre [0, 1]. Cada elemento de X determina
un grafo coloreado donde los colores blanco y negro se sustituyen por toda la gama
de grises.

Para cada p € [0, 1], definimos la aplicacién 7, : [0,1]¥ — {0,1}* como

1 siz(e)<p
0 sixz(e)>p

oo = {
que verifica (1,).u = P,. Obviamente, si p; < p,, entonces

Moy (2) < 1y ().

Este proceso es conocido como standard coupling y nos permite comparar proce-
sos de percolacién de Bernoulli de parametros diferentes. En efecto, cuando p; < ps
el conjunto de aristas abiertas del primer proceso esta contenido en el conjunto de
aristas abiertas del segundo.

Tolerancia a la insercién y al borrado. La percolacion de Bernoulli es un ejemplo
de percolacién tolerante a la insercién y al borrado de aristas. Es decir, si abrimos (o
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cerramos) una arista en un conjunto de coloreados con medida positiva, el conjunto
que resulta sigue siendo de medida positiva.

Sea G = (V,E) un grafo infinito y sea (2, P,) el proceso de percolacién de
Bernoulli sobre G de pardmetro p € [0, 1].

Definicién 3.4 Se define la aplicacion de insercion de una arista ¢/ € E como la
aplicacion i : €2 — Q definida como

1 sie=¢

ier(w)(e) = { wle) siee

De modo anéalogo se define la aplicacion de borrado de una arista ¢’ € E como la
aplicacion do : €2 — Q definida como

0 sie=¢

de (w)(e) = { wle) siee.

Definicién 3.5 Se dice que la medida P, es tolerante a la insercion si para cada
arista e € £y para todo conjunto boreliano B C Q tal que P,(B) > 0 se tiene

P,(i.(B)) > 0.

De igual manera, se dice que P, es tolerante al borrado si para cada arista e € E'y
para todo conjunto boreliano B C 2 tal que P,(B) > 0 se tiene

P,(d.(B)) > 0.

Notese que la medida de probabilidad Fy no es tolerante a la insercién para p = 0.
Del mismo modo, la medida P; no es tolerante al borrado para p = 1. No obstante,
para el resto de valores si se dan ambas propiedades:

Proposicién 3.6 Para cada p € (0,1), la medida de probabilidad P, es tolerante a
la insercion y al borrado.

Demostracion. Sea e € E la arista que queremos insertar. Notese que para los
distintos tipos de cilindros se tiene:

P,(Coran) sie; = e,a; = 1 para algin 7 € {0,...,n}

€0,..1€n

B, (i (Coo0m)) = pP,(Co2n)  sie; # e para todo i € {0,...,n}

€0;--+;6n €0;---;€n

P,(Carrmon) sie; = e, a; = 0 para algun i € {0, ...,n}.

p
1-p €0;--,En
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Luego, para cualquier boreliano B C (2 se tiene
P,(i.(B)) > mP,(B) > 0

donde m = min{1, p, ﬁ}. La demostraciéon de la tolerancia al borrado es anédloga.
O

Del mismo modo se puede probar que P, es tolerante a la inserciéon y borrado de
un conjunto finito de aristas suponiendo que p € (0, 1).

3.1.2. Percolacion critica.

En este apartado nos interesa estudiar la probabilidad de que exista al menos
una componente infinita en el subgrafo aleatorio obtenido tras la percolaciéon. Con
ese fin, estudiamos primero la probabilidad de que el cluster de un vértice fijado sea
infinito.

Definicién 3.7 Dado un vértice v € G, consideramos la funcién 6, : [0,1] — [0, 1]
que asigna a cada pardametro p € [0, 1] la probabilidad de que v pertenezca a un
cluster infinito, es decir,

0,(p) = Pylw € Q| C,(v) es infinito].

En algunas ocasiones escribiremos 6,(p) como P,[v <+ oo]. Usando el proceso de
standard coupling, se comprueba que la funcién 6, es mondtona creciente con res-
pecto a p. Por otra parte, obsérvese que, para todo par de vértices v,v" € V, se
verifica

O,(p) =0 <= O,(p) =0.

En efecto, si 6,(p) > 0, insertamos un camino de aristas finito {ey, ..., e, } que una v
con v' de manera que

O (p) > Pplifeo,...eny(w € Q| Cy(v) es infinito )] > 0.
Estudiamos ahora la probabilidad de exista al menos un clister infinito:

Definicién 3.8 Sea 6 : [0,1] — [0,1] la funcién que asigna a cada pardmetro p €
[0, 1] la probabilidad de que exista un clister infinito, es decir:

0(p) = Pplw € Q| 3C,, infinito].
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Notese que, para cada vértice v € V, se verifica

0u(p) < 0(p) <> 0u(p)-

veV

Luego la monotonia de la funcién 6 con respecto al pardmetro p se deduce de la
monotonia de 6,. Por otra parte, puesto que el evento considerado es independien-
te de cualquier conjunto finito de aristas que prefijemos, aplicando la ley 0-1 de
Kolmogorov se tiene que 6(p) es igual a 0 6 1. Por tanto, para cualquier v € V,

o(p) = { 0 sif,(p)

=0

1 sif,(p) >0

De las propiedades anteriores se deduce la existencia de un valor critico, que deno-
tamos p.(G), a partir del cual la probabilidad de que exista un clister infinito pasa
de ser nula a ser total:

Definicién 3.9 Se define la percolacion critica del grafo G como

pe(G) = sup{p € [0,1] [ 8(p) = 0} = inf{p € [0,1] | O(p) = 1}

En algunos casos, nos resultard cémodo escribir p.(G) en funcién de un vértice v
usando alguna de las siguientes expresiones equivalentes

pe(G) = sup{p € [0,1] | 0,(p) = 0} = sup{p € [0,1] | Pp[v <> oo] = 0}

pe(G) = inf{p € [0,1] | ,(p) > 0} = inf{p € [0, 1] | P,[v > o0 > 0}.

En resumen, la percolacién critica divide el intervalo [0, 1] en dos fases. En la
fase subcritica con p < p.(G) todos los clisteres son finitos (con probabilidad 1),
mientras que en la fase supercritica con p > p.(G) existe al menos un clister infinito
(con probabilidad 1). No obstante, en la transicién de fase p = p.(G) puede darse
cualquiera de los dos casos anteriores. El tema 9 del libro de G. Grimmett [34]
estudia la transicién de fase de los grafos de Cayley de Z? con d € N.

p
—>

o [ P@ 1 1

Clusteres finitos Hay un cluster infinito
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Proposicién 3.10 Sea G' un subgrafo de G, entonces p.(G) < p.(G').

Demostracién. Para cada p > p.(G’), hay al menos un clister infinito en G’ con
P,-probabilidad 1 y en consecuencia, G también posee al menos un clister infinito.
De manera que p.(G) < p.(G'). O

Ejemplos 3.11 En general el calculo del valor critico p. no es sencillo y en la
mayoria de los grafos se desconoce su valor exacto. Presentamos a continuacion
algunos ejemplos ilustrativos:

1. La percolacién critica del grafo de Cayley de Z es p.(Z) = 1. En efecto, para
todo p < 1, existe una infinidad de aristas cerradas a la izquierda y a la derecha
del origen con casi total seguridad, luego todos los clisteres son finitos.

2. La percolacién critica del grafo de Cayley de Z? es p.(2?) = % (véase [34]).
Ademas, en la fase subcritica (p < %) todos los clusteres son finitos con total
seguridad, mientras que en la fase supercritica (p > %) existe un unico clister

infinito con total seguridad.

3. No se conoce el valor exacto de la percolacién critica del grafo de Cayley de Z¢
para d > 2. No obstante, por la proposicién [3.10, sabemos que 0 < p.(Z%) < 1
Yy pc(Zd+l) < pc(Zd>‘

4. Si el grafo considerado es un arbol 7', entonces p.(T) = ﬁ donde br(T') es el
nimero de ramificacién del drbol (véase la definicién [2.2)). Ademds, en la fase
supercritica p > p.(T), hay una cantidad infinita de clisteres infinitos. La de-
mostracién puede verse en [60]. En la seccién se dard una demostracién
similar en un contexto mas general.

Percolacion critica y casi-isometria. En general, la percolacion critica no es
invariante por casi-isometria, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.12 El drbol binario T"y el arbol de Fibonacci 7" (descritos en el ejemplo
1.7)) son casi-isométricos, pero sus respectivas percolaciones criticas son los inversos
de sus numeros de ramificacion y por tanto diferentes entre si:
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R

pe(T) =1/2 (T = 1)@

No obstante, en el caso de dos arboles casi-isométricos T} y T», sabemos que
pc<T1) <1l «— pc(Tg) < 1.

Basta utilizar el corolario 2.18) que garantiza que br(Ty) > 1 siy slo si br(Tz) > 1.
En el caso de grafos de Cayley, se obtiene un resultado analogo, cuya prueba puede
verse en [54]. La misma demostracion resulta valida para grafos casi-isométricos de
geometria acotada:

Teorema 3.13 Sean G; y Go dos grafos de geometria acotada. St G1 y Go son casi-
isométricos entonces:

pc(gl) =1 — pc(QQ) =

3.1.3. Percolaciéon de Bernoulli en grafos de Cayley

En esta seccién recordamos algunos resultados clésicos de la percolacion de Ber-
noulli sobre grafos de Cayley. Todos ellos son extensibles al caso de grafos transi-
tivos anadiendo alguna condicién, como puede verse en [54]. La homogeneidad que
caracteriza a los grafos de Cayley permite obtener mayor informacion acerca de los
clusteres del proceso de percolacion. Una de las propiedades que juega un papel im-
portante para su estudio es la invarianza y la ergodicidad de la medida P, respecto
de la accién natural por traslaciones del grupo sobre el espacio de coloreados.

Sea GG un grupo finitamente generado, S un sistema finito de generadores y G =
G(G, S) el grafo de Cayley correspondiente. Consideramos el proceso de percolacién
de Bernoulli (€2, P,) sobre las aristas de G. La accién del grupo G por traslaciones
sobre el grafo G se extiende de manera natural a una acciéon de G sobre el espacio
de coloreados €2 dada por

gu(e) = w(g™'(e)).
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Proposicién 3.14 Para todo p € [0,1], la medida de probabilidad P, sobre § es
invariante respecto de la accion de G, es decir,

By(gA) = By(A)
para todo g € G y para todo boreliano A C €.

Demostracién. Basta probar que P, es invariante sobre los cilindros de 2. Sea
g € G, se tiene

para ey, ...,e, € E, ag, ..., 0, € [0, 1] y m = Y"1 oy O

Proposicién 3.15 Para todo p € [0,1], la medida de probabilidad P, sobre § es
ergodica respecto de la accion del grupo G.

Demostracion. Para probar la ergodicidad, veremos que todo boreliano saturado
A C Q verifica P,(A) = P,(A)? y en consecuencia P,(A) € {0,1}.

En primer lugar, si consideramos subconjuntos borelianos arbitrarios By, By y D
de €2, entonces

|P,(B, N D) — P,(ByN D)| < B,[(BiN D) A (ByN D)] < P,(By & By).

donde By A By = (B1UB3)—(B1NBy). Por otra parte, si A es un boreliano saturado
en (), para cada € > 0 existe un cilindro C verificando que

P(AAC)<e

y un elemento g € G tal que C' y gC' son sucesos independientes. Luego

|Py(A) = Po(A)?| = |P(ANgA) — By(A)]
< |P(AngA) = B(CNgA)| + [F,(CNgA) — B, (CNgC)|
+P)(C N gC) = By(C)| + [P (C) = By(A)?
< PP<A A C) + Pp(QA A gC) + |Pp<C)Pp(QC) - Pp(0)2|
+|Pp(C) = B(A)|(P(C) + Py(A))
< 4e
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3.1.4. Clusteres infinitos y fase de unicidad.

Cuando hacemos percolacion de Bernoulli sobre un grafo de Cayley sélo puede
darse una de las siguientes posibilidades: o bien todas las componentes conexas son
finitas, o bien existe una tunica componente infinita, o bien existe una infinidad de
componentes infinitas. Esta propiedad se debe a la ergodicidad de la medida de
probabilidad P, respecto de la accién del grupo sobre el espacio de coloreados.

Sea G un grupo finitamente generado, S un sistema finito de generadores y G
el correspondiente grafo de Cayley. Para cada p € [0, 1] consideramos el proceso
de percolacién de Bernoulli (€2, P,). Definimos la aplicacién N, : Q — N U {+oo}
que asigna a cada coloreado w el niimero de clisteres infinitos N,(w). El siguiente
teorema prueba que para cada p € [0, 1], el niimero de clisteres infinitos es constante
e igual a 0, 1 6 0o, con casi total seguridad.

Teorema 3.16 ([56]) Sea G = G(G,S) un grafo de Cayley. Para cada p € [0,1],
existe k € NU {oo} tal que:

Plwe Q| Ny(w)=k]=1.
Ademdas, k € {0,1,00}.

Demostracién. Es sabido que la aplicacion NV, es medible y constante sobre las
érbitas de la accién del grupo G sobre el espacio de coloreados (véase [50]). De
la ergodicidad de la medida P, se deduce que NN, es constante en FP,-casi todo
coloreado w € €). Ahora, basta ver que N, ¢ [2,00) por reduccién al absurdo.
Supongamos entonces que casi todo coloreado tiene exactamente k clisteres infinitos
con k > 2y k # oco. Puesto que el conjunto de bolas centradas en el origen 1 es
numerable, existe una bola suficientemente grande B y un conjunto de coloreados
Qp C € de medida positiva, tales que B interseca a cada coloreado w € (g en al
menos dos clisteres infinitos. Usando tolerancia a la insercién, el boreliano ig(Qp)
tiene medida positiva. Llegamos entonces a la contradiccién deseada. En efecto, el
boreliano i5(2p) estd formado por coloreados con a lo sumo k —1 clisteres infinitos,
de manera que N, no es constante en casi todo coloreado. 0

Fase de unicidad. En este apartado recordamos las tres posibles fases en las que
se divide un proceso de percolaciéon de Bernoulli sobre un grafo de Cayley cuando
hacemos variar el parametro p a lo largo del intervalo [0,1]. En la primera fase,
que llamamos fase de finitud, todos los clisteres son finitos casi seguro. La siguiente
fase se llama fase de no unicidad en la que existe una cantidad infinita de clisteres
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infinitos. Finalmente, la iltima fase se denomina fase de unicidad y se obtiene un
unico cluster infinito con probabilidad uno.

Sea G = G(G, S) el grafo de Cayley asociado a un grupo de tipo finito G dotado
de un sistema finito de generadores S. La primera fase de finitud se corresponde con
la fase subcritica p < p.(G). Veamos que existe un nuevo valor critico que divide la
fase supercritica en dos nuevas subfases. El siguiente teorema prueba que si existe
un unico claster infinito con casi total seguridad para un parametro p;, entonces
sucede lo mismo para todo ps > py:

Teorema 3.17 ([42]) Sea G un grafo de Cayley y sea p.(G) < p1 < 1 tal que
P, lwe Q| 3FC, infinito] = 1.
Entonces, para cada ps > py:

P, lwe Q| 3FC, infinito] = 1.

Para probar el teorema, se usa el proceso de standard coupling descrito en la
subseccion §3.1.11 En particular, se utiliza que si p.(G) < p1 < p2, entonces cada
po-cluster infinito contiene un p;-cluster infinito casi seguro.

Como consecuencia del teorema anterior, existe un valor critico p,(G) € [p.(G), 1]
que limita inferiormente una nueva fase con p,(G) < p, llamada fase de unicidad, en
la que existe un tnico clister infinito casi seguro:

Definicién 3.18 Sea G un grafo de Cayley y sea 2 el espacio de coloreados sobre
las aristas de G. Se define el valor critico

pu(G) = f{p € [0,1] | P,Jw € Q| I°C,infinito] = 1}.

Si ademds p.(G) # pu(G), se deduce del teorema [3.16] que hay una fase intermedia
con p.(G) < p < pu(G), lamada fase de no unicidad, en la que aparece una infinidad
de clusteres infinitos casi seguro. En resumen, el proceso de percolacién sobre un
grafo de Cayley G se puede dividir en tres fases separadas por los valores criticos
P:(G) v pu(G) como mostramos en la figura:

0 T R(G) T R(G) T 1

Clusteres finitos Hay una infinidad Hay un Gnico
de clusteres infinitos claster infinito
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La fase de no unicidad puede no existir: los grafos de Cayley de grupos promedia-
bles son un ejemplo de ello, como veremos en la subseccién §3.1.5 También puede
suceder que la fase de unicidad se reduzca a un tnico punto, es decir, p,(G) = 1. Es
el caso de los grafos de Cayley de grupos libres. En efecto, puesto que se trata de
arboles con niimero de ramificacion mayor que 1, la fase de no unicidad abarca todo
el intervalo (p.(G), 1), como hemos visto en el ejemplo [3.11] (4).

Percolacién de Bernoulli en grafos arbitrarios. En general, los resultados
mencionados para grafos de Cayley no son extensibles a grafos arbitrarios. Cuando
hacemos percolacion de Bernoulli en un grafo cualquiera no podemos asegurar la
existencia de la fase de unicidad. De hecho, ni siquiera podemos afirmar que para
cada parametro p el nimero de clusteres sea constante. Presentamos a continuacion
dos ejemplos:

Ejemplo 3.19 Sea T el 4arbol de Fibonacci y Z? el grafo de Cayley de Z?. Recor-
demos que p(T) = 1/®, p(T) = 1y p.(Z2?%) = p.(Z2?) = 1/2. Sea G el grafo que
resulta al unir 7'y Z? con una arista. Nétese que para 1/2 < p < 1/®, el ntimero de
clisteres infinitos es 1, mientras que para p > 1/® hay una cantidad no numerable
de clisteres infinitos.

Ejemplo 3.20 Sean G, y G, dos copias de Z2. Consideramos el grafo G que resulta
de unir G; y G por una arista e. Entonces, para todo p > 1/2 el ntiimero de clisteres
infinitos no es constante. En efecto, con probabilidad positiva puede haber un tinico
clister o 2 clisteres, dependiendo de que la arista e permanezca o desaparezca.

No obstante, hay grafos que poseen cierta homogeneidad lo que permite obtener
algunos de los resultados conocidos para grafos de Cayley. Es el caso de los grafos
transitivos y casi-transitivos. De hecho, todos los resultados vistos hasta ahora pue-
den enunciarse en el contexto mas general de los grafos transitivos, tal y como puede
verse en el libro [54] de R. Lyons y Y. Peres.

3.1.5. Resultados clasicos para grafos de Cayley.

En este apartado presentamos una recopilacion de resultados clasicos de la teoria
de la percolacién de Bernoulli sobre grafos de Cayley. Nos interesaremos principal-
mente en los relacionados con el crecimiento, el nimero de finales, la casi-isometria
y la promediabilidad.

Proposicion 3.21 Sea G un grafo de Cayley. Si G tiene crecimiento erponencial
entonces p.(G) < 1.
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Demostracién. Vimos en la prueba de la proposicién que G posee un subarbol
maximal subperiddico T tal que br(T') = gr(T) = gr(G). Ademés, puesto que G tiene

crecimiento exponencial, br(T) > 1y p.(T) = ﬁ < 1 (véanse los ejemplos [3.11)).
Para finalizar, usando la proposicion [3.10} se tiene que p.(G) < p.(T) < 1. O

También podemos recordar de qué modo influye el nimero de finales de un grafo
de Cayley en el proceso de percolaciéon de Bernoulli:

Proposicién 3.22 Sea (G, S) un grupo finitamente generado y G el grafo de Cayley
asociado. Entonces:

1. Si G tiene 2 finales, p.(G) = pu(G) = 1.
2. Si G tiene un nimero infinito de finales, p,(G) = 1.

3. Si G es de presentacion finita y G tiene 1 final, p.(G) < 1.

La prueba puede verse en [54].

Segun el teorema [3.13| la propiedad ’tener percolacién critica menor que 1’ es
invariante por casi-isometria. Podemos decir algo méas acerca de la percolacién critica
de grafos de Cayley casi-isométricos:

Proposicion 3.23 Si G, y Go son dos grafos de Cayley casi-isométricos, entonces:

Pe(G1) < pu(G1) = pe(G2) < pu(G2).

El siguiente teorema de R.M. Burton y M. Keane nos dice que el proceso de
percolacién de Bernoulli sobre el grafo de Cayley de un grupo promediable no posee
fase de no unicidad, es decir, o los clusteres son finitos o existe un tnico clister
infinito:

Teorema 3.24 ([15]) Sea (G, S) un grupo finitamente generado y sea G su grafo de
Cayley asociado. Si G es promediable, entonces p.(G) = pu(G).

El teorema original de [I5] es enunciado para Z¢. La prueba del caso general
puede verse en [54].
Por 1ultimo recordamos algunas propiedades de los clusteres infinitos en un grafo

de Cayley.

Proposicién 3.25 ([55]) Los clisteres que poseen mds de 3 finales no poseen finales
aislados casi sequro.
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Proposicién 3.26 ([55]) En la fase de no unicidad, los clisteres infinitos tienen
una infinidad de finales casi sequro.

Proposicién 3.27 ([55]) En la fase de no unicidad, los clisteres infinitos son tran-
s1t0T108 Casi Sequro.

Los resultados anteriores forman parte de la prueba del teorema de indistingui-
bilidad de [55], que adaptaremos més adelante al contexto de pseudogrupos (véase

el teorema |3.35)).

3.2. Construcciones a la Gaboriau

En esta seccién, recordamos la reformulacion del proceso de percolacién de Ber-
noulli sobre grafos de Cayley propuesta por D. Gaboriau en [27] usando el lenguaje
de las relaciones de equivalencia medibles. Esto nos permitira recuperar algunos de
los resultados clasicos presentados en la seccién anterior usando técnicas propias de
foliaciones y relaciones de equivalencia.

3.2.1. Relacion de equivalencia total

Consideremos un grupo finitamente generado G dotado de un sistema finito de
generadores S. Sea G = G(G,S) = (V, E) su grafo de Cayley y 2 el espacio de
coloreados sobre el conjunto de aristas de G.

Recordemos que la accién natural del grupo G sobre su grafo de Cayley G induce
una accion de G sobre €2 dada por

GxO—=0

(9,w) = gw

donde gw(e) = w(g'e). Dicha accién es esencialmente libre, invariante y ergédica
respecto de la medida de probabilidad P, con p € (0, 1) segin las proposiciones

yB.14

Definicién 3.28 ([27]) Llamamos relacion total sobre € a la relacion de equiva-
lencia medible R' inducida por la accién de G sobre €, es decir, si wi,wy; € €,
entonces

w1 RtWQ <~ Wy = gws
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para algtin ¢ € G. Observemos que la relacién R' estd definida por la accién del
pseudogrupo total T generado por las traslaciones 7, :  — Q dadas por

Ty(w)(e) = gw(e) = w(g™'e)
con g € G.

Llamaremos Q" = G'\ (V x Q) al cociente del espacio V x  por la accién diagonal
de G. Larelacién de equivalencia sobre V x € cuyas clases son las horizontales V x{w}
formadas por coloreados con punto base (g,w) pasa al cociente en una relacién de
equivalencia R* sobre Q" isomorfa a R sobre 2. En efecto, la aplicacién

QO — QO
w — [1,w]

es un isomorfismo boreliano compatible con las relaciones de equivalencia R! sobre
QyQn

[1,w|R1,ws] <= Fg€G:gw=wy <= wiRws.

Sustituyendo V' por G, podemos realizar el espacio de coloreados §2 como trans-
versal completa de una laminacion boreliana en el sentido de [9] y [10] y la relacién
R! como la relacién inducida por la laminacién. Si dotamos a G de la estructura
natural de espacio métrico (definida mediante la longitud de las palabras) y a €2 de
la estructura natural de espacio boreliano estandar, el producto G x €2 esta dotado de
una estructura natural de espacio MT en el sentido de [9] y [10] y la laminacién ho-
rizontal H sobre G x Q definida por la aplicacién boreliana (g,w) € G X Q +— w € Q
es una laminacién boreliana. Esta laminaciéon pasa al cociente X = G\G x § en
una laminacién boreliana £, llamada laminacidn total, definida por la fibracién
equivariante

g——0GgxQ——=0Q

|

X

cuyas hojas son isomorfas a G. El isomorfismo boreliano entre  y Q™ descrito antes
e inducido por la inclusién natural w € Q — (1,w) € G x Q permite realizar {2 como
transversal completa Q" C X. Por construccién, R! es la relacién de equivalencia
natural inducida por £' y I'* es el pseudogrupo de holonomia de L.

Las proposiciones y pueden reformularse de la siguiente manera:

Proposicién 3.29 Para cadap € (0,1), la medida de probabilidad P, es una medida
transversa invariante y ergddica de la laminacion (X, L). O
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3.2.2. Relacién de equivalencia cluster.

Siguiendo a D. Gaboriau, puede verse con claridad que los clusteres conforman
una relacion de equivalencia medible sobre €2

Definicién 3.30 ([27]) Se define la relacidén de equivalencia clister R sobre Q2 de
la siguiente manera: dos coloreados wy, wy € Q son R%-equivalentes si y sélo si existe
g € G tal que gw; = wy y g7t € C,, (1). Esta relacién estd definida por la accién del
pseudogrupo clister T generado por los isomorfismos

T, 1w € dom(Ty) — gw € im(7y,)
donde
dom(r)) ={w e Q| gt eC,(1)},
im(1y) = {gw € Q| w € dom(7,)}
para cada g € G.
Consideramos ahora el subespacio
T={(z,w)eGxQlxzeC,1)}
de G x Q2 dotado de la laminacion boreliana inducida por la laminacién horizontal de

G x ). Esta laminacion es invariante por la accion diagonal de G sobre 7 C G x Q e
induce por paso al cociente una laminacién boreliana £ de X = G\T = G\ G x Q.

Definicién 3.31 Llamamos laminacién clister a la laminacién boreliana £¢ de X
inducida por la laminacién horizontal de 7.

Nétese que dos puntos [z1,w] ¥y [72,w] pertenecen a la misma hoja de £ si y
sélo si C, (1) = C,(z2). Igual que antes, 2 es realizable como transversal completa
de £¢ con imagen Q" C X. La relacion chister RY sobre  es la relacién inducida
por la laminacién £:

Wi R%wy g €G: wy=gquwy, g '€ C., (1)

y el pseudogrupo I'? es el pseudogrupo de holonomia de £,
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3.2.3. Invarianza y ergodicidad de la medida

Sabemos que P, es invariante y ergddica respecto del pseudogrupo total I'. Es
natural preguntarse si P, es también invariante y ergédica respecto del pseudogrupo
clister I'?.

Proposicién 3.32 Para todo p € (0,1), la medida de P, sobre Q es I'" invariante.

Demostracién. La demostracién es trivial ya que I'“ es un subpseudogrupo de I'.
O

En general, la medida P, sobre €2 no es ergédica respecto del pseudogrupo clister
', ya que los clisteres finitos forman un conjunto saturado por la accién de I' cuya
medida puede ser positiva distinta de 1. No obstante, puesto que nuestro objetivo
es obtener informacién acerca de los clusteres infinitos, nos interesaremos sélo en
las orbitas infinitas del pseudogrupo cluster. Para ello, modificamos la medida de
probabilidad P, de manera que el peso total recaiga sobre el conjunto boreliano
formado por las o6rbitas infinitas.

Definicién 3.33 Sea Q0 = {w € Q| C,(1) es infinito} el boreliano formado por
las T¢-6rbitas infinitas. Para cada p € [0, 1], se define la medida de probabilidad P,

sobre {2 como P(BAOL)
~ N
P (B) = p\B13)
p( ) Pp(Qoo)

para cualquier boreliano B C (2.
La demostracion de la proposicion siguiente es obvia:

Proposicién 3.34 Para todo p € (0,1), la medida ﬁp sobre () es invariante respecto
del pseudogrupo clister T'. O

Notese que en la fase subcritica, el conjunto €2, es de medida nula puesto que
los clisteres son finitos para P,-casi todo coloreado w € €). Por lo tanto, a la ho-
ra de estudiar la ergodicidad de ﬁp respecto de I'?, podemos situarnos en la fase
supercritica:

Teorema 3.35 ([55]) Para todo p.(G) < p < 1, la medida P, es ergddica respecto
del pseudogrupo clister I'?.
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En el lenguaje de [55], el teorema anterior se enuncia diciendo que los clusteres
infinitos son indistinguibles. Para explicar este resultado, conviene distinguir los dos
casos posibles:

i) Fase de unicidad: Sip > p,(G), la ergodicidad de ]5p se deduce de la ergodicidad
de P, usando que los conjuntos I'-saturados son también conjuntos I'-saturados.
En efecto, si suponemos que lgp no es ergédica, existen dos borelianos I'“-saturados
Ay B de medida ﬁp positiva tales que ANB = (). Podemos suponer que no contienen
orbitas finitas. En ese caso, se tiene que

TH(A)NTHB) = 0

va que Pp-casi toda érbita de I' contiene a lo sumo una tinica 6rbita infinita de I'?
(pues p > pu(G)). L

Por otra parte, se tiene que P,(A), P,(B) > 0 ya que P,(A), P,(B) > 0. Ahora,
utilizando la ergodicidad de la medida P, respecto de I'", se deduce que

F(I'(A)) = P,(I'(B)) = 1

obteniendo asi la contradiccién que buscamos.

i1) Fase de no unicidad: Si p.(G) < p < p,(G), entonces hay una cantidad infinita
de clusteres infinitos en Pp,-casi todo coloreado w € 2. El argumento anterior falla
puesto que los conjuntos I'“-saturados no son I"-saturados. En [55], R. Lyons y O.
Schramm prueban que los clisteres infinitos en la fase de no unicidad son indistin-
guibles, lo que en nuestro lenguaje significa que la medida P, es ergédica respecto de
I'“!. De hecho, en la siguiente seccién, reformularemos parte de la prueba del teorema
de indistinguibilidad en nuestro lenguaje.

3.2.4. Propiedades de los clusteres

En este apartado, nos proponemos recuperar algunas propiedades de los clisteres
(véase el apartado §3.1.5) como consecuencia de resultados propios de la teoria de
foliaciones.

Sea GG un grupo finitamente generado y S un sistema finito de generadores. Sea
(2, P,) el proceso de percolacién de Bernoulli sobre el grafo de Cayley G = G(G, S).
Recordemos que las érbitas del pseudogrupo clister I'? restringido a Q. se identi-
fican con los clusteres infinitos de la percolacién de Bernoulli sobre G. Aplicando el
teorema de E. Ghys sobre el nimero de finales de un pseudogrupo grafado (véase el
teorema al pseudogrupo I'? actuando sobre (2, ﬁp), obtenemos el siguiente
teoremas
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Teorema 3.36 Los clisteres infinitos del proceso de percolacion sobre G tienen 1,2
o un conjunto de Cantor de finales. O

Ademas, usando la tolerancia a la insercion, resulta que si hay una infinidad de
clusteres infinitos, éstos poseen exactamente un Cantor de finales:

Corolario 3.37 En la fase de no unicidad, los clusteres infinitos del proceso de
percolacion sobre G tienen un Cantor de finales.

Demostracion. Si existe un conjunto de medida positiva formado por érbitas con
1 o 2 finales, usando la tolerancia a la insercién se obtiene un conjunto de medida
no nula formado por érbitas con al menos tres finales, siendo uno de ellos aislado.
Esto contradice el teorema [3.36] O

De hecho, debido a la ergodicidad de la medida P , el niimero de finales es constan-
te para casi todo cluster infinito. Como consecuencia del corolario [3.37] se concluye
el siguiente resultado:

Corolario 3.38 FEn la fase de no unicidad, los clusteres tienen crecimiento exponen-
cial, poseen funciones armonicas acotadas no constantes y son transitorios respecto
del recorrido aleatorio simple.

Demostracién. Segin demuestra D. Gaboriau en [26] (véase el corolario IV.24), los
pseudogrupos cuyas orbitas tienen un Cantor de finales no son promediables. Esto
implica que las orbitas tienen crecimiento exponencial, ya que en caso contrario
la accién del pseudogrupo seria promediable segiin se prueba en [45]. Teniendo en
cuenta el corolario [3.37, podemos aplicar estos resultados al pseudogrupo clister de
manera que los clisteres infinitos tienen crecimiento exponencial.

Por otra parte, segin la proposicién 20 de [I8] (véase también [I]), las drbitas
del pseudogrupo clister no tienen la propiedad de Liouville. Luego, la entropia de
las érbitas genéricas respecto del recorrido aleatorio simple es positiva. Eso implica
que los clisteres tampoco pueden ser recurrentes (véase [1]). O

3.2.5. Promediabilidad

Nos proponemos ahora dar una prueba basada en el resultado ya citado de D.
Gaboriau del siguiente teorema de R.M.Burton y M. Keane:
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Teorema 3.39 ([15]) Sean G un grupo finitamente generado, S un sistema finito
de generadores y G el correspondiente grafo de Cayley. Si el grupo G es promediable,
entonces p.(G) = pu(G).

Demostracion. Supongamos que hay fase de no unicidad, es decir, existe p tal
que p.(G) < p < pu(G). Entonces, por el corolario , las érbitas genéricas de I'“
tienen un Cantor de finales y el pseudogrupo es no promediable segin el corolario
IV.24 de [26]. Puesto que I'? es un sub-pseudogrupo de I'* y la promediabilidad
es una propiedad hereditaria, se deduce que el pseudogrupo total I'* tampoco es
promediable. Pero la relacion total esta definida por la accién del grupo G sobre €2 y
deja invariante una medida de probabilidad. Esto significa que GG no es promediable

(véase la proposicién [1.50)). O

3.3. Percolacion de Bernoulli en pseudogrupos gra-
fados

En esta seccidon, extendemos la nocién de percolacion de Bernoulli al contexto
de los pseudogrupos grafados finitamente generados. Para ello, hacemos percolacién
de Bernoulli de aristas sobre cada dérbita con un mismo parametro y de manera
independiente. El objetivo principal es estudiar el nimero de clisteres infinitos de
las érbitas genéricas.

En primer lugar, probaremos que la percolacion critica de las érbitas varia de
manera medible. Ademas, si la medida considerada es ergddica, entonces existe un
valor critico global, que llamamos percolacion critica del pseudogrupo que actua
como transicién de fase. En la primera fase los clusteres de casi toda orbita son
finitos con total seguridad, mientras que en la segunda fase existe un cluster infinito
en casi toda orbita.

p
—
| I |
I ' |
r
0 [ 1
Clusteres finitos Hay un cluster infinito
en c.t. 6rbita en c.t. 6rbita

Prestaremos especial interés a la influencia del espacio de finales de las érbitas
sobre el nimero de clisteres infinitos.
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3.3.1. Percolacién critica

Sea (I',X) un pseudogrupo grafado finitamente generado que actia sobre un
espacio boreliano estandar X, dotado de una medida casi-invariante p. Sea E el
conjunto de aristas definidas a partir del sistema de generadores ¥ que convierten

al espacio X en un grafo disconexo, cuyas componentes conexas son las érbitas de
I.

La percolacion de Bernoulli sobre el pseudogrupo (I', %) de parametro p € [0, 1]
consiste en hacer percolacién de Bernoulli sobre el grafo disconexo (X, F). Es decir,
cada arista de F se mantiene o se borra con probabilidad p o 1 — p de manera inde-
pendiente. En otras palabras, nuestro objetivo es estudiar la existencia de clisteres
infinitos en las drbitas genéricas. Para ello, estudiamos primero la probabilidad de
que un punto pertenezca a un clister infinito.

Para cada x € X, denotamos (%, Py ) al proceso de percolacién de Bernoulli de
pardmetro p € [0, 1] sobre la 6rbita I's(x).

Definicién 3.40 Dado p € [0, 1] definimos la aplicacién 6(p) : X — [0, 1] como
0u(p) = Fylw < o0]

donde [z <+ o] se identifica con el subconjunto boreliano {w € Q* | C,(z) infinito}
de Q°.

Proposicién 3.41 La aplicacion 0(p) es medible.

Demostracién. Basta probar que (p)~'([0,a]) con a < 1 es un conjunto boreliano:
0(p)~'([0,a]) ={z € X | Pi[x <> o0] < a} ={z € X | PY[z +» o0] > 1—a}.

Recordemos que denotamos B al conjunto numerable de subgrafos finitos cuyas
aristas estan etiquetadas con elementos de ¥ y, para cada B € B, llamamos Xpg
al conjunto boreliano formado por los puntos de X tales que B es realizable en su
érbita. Denotamos por B.x la realizacién del grafo B sobre la 6rbita I's;(x) con punto
base en x. Cada grafo finito B € B tiene una cantidad finita de posibles bordes de
aristas. Denotamos Bz al conjunto de los pares (B, F') donde B € 9B es un grafo
finito con borde F'y llamamos X(p g al boreliano de puntos de X tales que (B, F)
es realizable en sus orbitas. En estos términos, para cada x € X, podemos identificar
el suceso [x +» 00| con el boreliano

|| {we@|Cule)=Ba}= || {weQ |wB)=1 wF)=0}

(B,F)eBg (B,F)eBg
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Puesto que se trata de una unién disjunta, para cada (B, F) € B; la aplicacion
fs,r) : X = [0,1] definida como

f.r)(x) = Plf[w € Q" |w(B) =1, w(F)=0]
solo toma dos valores:

. pn(l _p)m silx € X(B,F)
f(B’F)(x) - { 0 sl x ¢ X(B,F)

donde n y m son el nimero de aristas de B y I respectivamente. Puesto que X (g r)
es un conjunto boreliano, la aplicacién f(p ry es también boreliana. Si reescribimos

0p) ([0,a]) = {r € X | Bz m o] > 1—a} = {z € X | Y fimm(@) > 1-a}
(B,F)G%g
podemos concluir que la aplicacion 6 es boreliana ya que B3 es numerable. 0

Definimos ahora la aplicacién de percolacion que asigna a cada punto de X la
percolacién critica de su orbitas:

Definicién 3.42 Llamamos aplicacion de percolacion p. : X — [0, 1] a la aplicacién
definida como p.(z) = p.(I's(z)).

Proposicion 3.43 La aplicacion de percolacion p. es boreliana y constante sobre
las orbitas.

Demostracion. Por definicién, la aplicacién p. es constante sobre las érbitas. Pa-
ra ver que se trata de una aplicacién boreliana, basta probar que los conjuntos
p, ([0, a]) son borelianos para cualquier a € [0, 1]. En efecto,

pe'([0,a]) = {z€X|pe(z) <a}
= {r e X [sup{p€[0,1] | PJ[x +> oo] =0} < a}
= ﬂ {r € X | PJ[z <> oo] > 0}
qE(a,l]
Puesto que la familia de los conjuntos {z € X | P7[z <> oo] > 0} es contractiva
cuando ¢ — a, podemos expresar la interseccion usando una subfamilia numerable:
—1 _ x
pM([0,a) = [] {zreX|Pr+ o >0}
g€(a,1]NN

= () {zeX|b(q)>0}

q€(a,1)NN
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Deducimos de la proposicién que se trata de un conjunto boreliano. 0

La proposicién anterior implica de manera inmediata el siguiente resultado. La
prueba es andloga a la demostracion de la proposicién [2.28

Proposicion 3.44 Sila medida i es ergodica, entonces la aplicacion p. es constante
en p-casi todo punto. 0

Definimos a continuaciéon dos valores criticos que diferenciaran tres fases en el
proceso de percolacion sobre el pseudogrupo, dependiendo del parametro p.

Definicién 3.45 Se define la percolacion critica inferior y la percolacion critica
superior del pseudogrupo (I', ¥) como

pT.Z,p) = infess {p.}  Pell, S, 1) = supess {p.)

donde
infess{p.} =sup{a € [0,1] | p{z € X | pc(z) < a} =0},

supess {p.} = inf{b € [0,1] | p{z € X | p.(z) > b} = 0}.

Notese que para p < p.(I', X, i), los clisteres son finitos en p-casi toda drbita,
mientras que en el caso p > po(I, 2, 1), se tiene que existe al menos un clister
infinito en p-casi toda dérbita. En el caso intermedio p.(I', 2, u) < p < pe(I, X, ),
obtenemos una fase mixta. -

p
_—

0 T RO p(r) 1 1

Clusteres finitos Hay un claster infinito
en c.t. 6rbita en c.t. 6rbita

Proposicion 3.46 Cuando la medida es ergddica, se verifica que

Pe(T, 2, 1) = Pe(L, %, 1) = pe(Ts(z))
para ji-casi todo punto x € X.

Demostracion. El resultado es consecuencia directa de la proposicion [3.44] 0



3.3.2 Proceso de percolaciéon global 125

Definicién 3.47 Cuando la medida p es ergddica, definimos la percolacion critica
del pseudogrupo (I',¥) como

Pe(D, 2, 1) = pe(T, 5, 1) = Pe(T, 5, ).

Tal y como cabia esperar, en el caso ergddico, el proceso de percolacion es similar
al de grafos, es decir, se divide en dos fases, la fase subcritica y la supercritica:

p
—_—

o 1 M T 1

Clusteres finitos Hay un clister infinito
en c.t. 6rbita en c.t. Orbita

3.3.2. Proceso de percolacién global

En este apartado reinterpretamos el anterior proceso de percolacion de las orbitas
de un pseudogrupo grafado como un proceso global. Se usa un espacio de coloreados
medibles sobre las aristas del grafo correspondiente, dotado de una sigma-algebra y
una medida de probabilidad naturales.

Proceso global. Sea (I',X) un pseudogrupo grafado actuando sobre un espacio
boreliano estandar X, dotado de una medida casi-invariante p. Llamamos E al
conjunto medible formado por las aristas del grafo X. Recordemos que E es la
unién de los conjuntos de aristas E* de las érbitas I's(z) ya que éstas son las
componentes conexas de X. El proceso de percolaciéon de Bernoulli sobre (T, )
consiste en mantener en cada érbita I's(z) con z € X cada arista con probabilidad
p o borrarla con probabilidad 1 — p de manera independiente unas de otras.

Para cada x € X, denotamos (2%, P;f) al correspondiente proceso de Bernoulli
sobre la drbita grafada I's,(z) definido en [3.1]

Definicién 3.48 Definimos el proceso de percolacion de Bernoulli de pardmetro p €
[0, 1] sobre el pseudogrupo grafado (I', X)) actuando sobre el espacio de probabilidad
(X, 1), como el espacio de coloreados medibles definidos sobre el conjunto de aristas
de (I X)

Q={w: E —{0,1} | w medible}

dotado de la o-dlgebra generada por los cilindros

Cpyp, ={w € Q| w(By) =0,w(By) =1}
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con la medida de probabilidad

PCom) = [ B3 (Con)in(o)

X

donde By y Bj son borelianos de F y la aplicacion 7 :  — QF estd dada por
1 (w)(e) = w(e) para cada x € X y cada e € E”.

Para cada x € X, denotamos por w, la proyeccién m,(w). Ahora podemos iden-
tificar cada elemento w de €2 con una familia {w, },cx de coloreados w, de €, tales
que w, = w, cuando x e y estdn en la misma érbita. Cada coloreado w € €2 define un
subgrafo aleatorio de (X, E) cuyos vértices son los elementos de X y cuyas aristas
corresponden a las aristas abiertas, es decir, coloreadas con un 1. Llamamos clister
a cada una de las componentes conexas. Para cada z € X, denotamos C,(x) al
clister de la érbita I's(z) que contiene al punto x.

Obsérvese que el proceso global es mas restrictivo que el proceso introducido
en el apartado §3.3.1, ya que se impone por definicion que los clisteres varien de
manera medible.

Tolerancia a la insercion y al borrado. El proceso de percolacién de Bernoulli
sobre pseudogrupos grafados es tolerante a la insercién (o borrado) de un conjun-
to finito de aristas. No obstante, no es tolerante a la insercién (o borrado) de un
boreliano de aristas arbitrario, que es la propiedad que resultaria mas interesante.

Consideramos el proceso de percolacién de Bernoulli (€2, P,) sobre el pseudogrupo

grafado (', ¥) que actiia sobre el espacio de probabilidad (X, ).

Definicién 3.49 Se define la aplicacion de insercion iy : Q0 — Q y la aplicacion de
borrado d. : Q0 — € de una arista ¢ € E como:

1 sie=¢€ 0 sie=¢

%@M@Z{M@Sw¢a Q@W@:{mwsw#a

Definicién 3.50 Se dice que la medida P, es tolerante a la insercion (resp. borrado)
si para todo boreliano de medida positiva C' C €2 y para toda arista e € F, se verifica
que i.(C) C Q (resp. d.(C)) es de medida positiva. Esto es,

P,(C)>0 = P,(i.(C)) >0 (resp. P,(d.(C)) > 0)

En el caso de percolacién de pseudogrupos se da la tolerancia a la insercion y al
borrado para todos los pardametros sin excepcion.
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Proposicién 3.51 La medida de probabilidad P, de pardmetro p € [0, 1] es tolerante
a la insercion y al borrado.

Demostracién. Sea C' C Q un boreliano tal que P,(C') > 0y sea e € E una arista.
Insertar e en C' significa insertar una arista en una unica orbita. Puesto que lo que
suceda en un conjunto finito de 6rbitas no afecta en el cdlculo de la medida de i.(C)
se obtiene

Byp(ie(C)) = /XPX(m(ie(C)))du(x) = B (C) > 0.
La demostracion para el proceso de borrado sera analoga. l

Notese que con el mismo razonamiento probamos la tolerancia a la insercion o
borrado de un conjunto finito de aristas B = {ey,...,e,} C E, debido a que sélo
afecta a un conjunto finito de orbitas.

La insercién de una cantidad finita de aristas no resulta de gran interés en este
caso, ya que nuestro objetivo es estudiar el comportamiento de los coloreados en
casi toda orbita. Una pregunta interesante es si podemos insertar una cantidad
finita de aristas en casi toda orbita. La respuesta es negativa en el caso armoénico.
En efecto, aplicando la proposicién fundamental de Ghys (véase la proposicion m
o la referencia original [29]) sabemos que no existe un conjunto boreliano de aristas
de F de medida no nula cuya interseccion con las érbitas sea un conjunto finito de
aristas.

Por otra parte, el ejemplo siguiente nos muestra que no existe tolerancia a la
insercién de conjuntos de aristas arbitrarios.

Ejemplo 3.52 Sea B; un boreliano de aristas de E tal que la medida del cilindro
Cp, es positiva y sea B = F — By. El cilindro ig(Cp,) = Cpupi es el coloreado de
() cuyas aristas estan coloreadas por 1. Luego P,(ip(Cp,)) = 0 para p # 1.

3.3.3. Espacio de finales y percolacion critica

En general, las 6rbitas de los pseudogrupos grafados carecen de la homogeneidad
propia de los grafos de Cayley que facilita la prueba de la existencia de una fase
de unicidad. No obstante, cuando la medida considerada es armoénica y ergddica,
podemos obtener informacién sobre el niimero de clusteres infinitos de las érbitas
genéricas en funcion de su nimero de finales.

Antes de abordar este estudio conviene resenar cémo se comporta la percolacion
cuando se sustituye un pseudogrupo grafado por otro Kakutani equivalente. Aunque
la percolacion critica no es invariante, ya que no lo es para grafos, seguimos teniendo
que la propiedad ’tener percolacion critica menor que 1’ si lo es:
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Proposicion 3.53 Sean I’ y I dos pseudogrupos de transformaciones no singulares
de dos espacios de probabilidad (X, pn) y (X', 1) con p y y' ergddicas, dotados de
dos sistemas finitos de generadores 3 y X', Supongamos que son equivalentes en el
sentido de Kakutani. Entonces

p(,2,0) <1 <= p(I", % 1) < 1.

Demostracién. Basta probarlo para el caso en que (I, ') es un factor de Kakutani
de (T, 3). Puesto que existe una aplicacién P : X — X’ que define una casi-isometria
entre los grafos I'n(z) y I't, (P(z)) para p-casi todo x € X, se tiene que

pe(Ts(x)) <1 <= p(T'e(P(2))) <1
por el teorema [3.13] Obtenemos asi el resultado buscado. ([l

A continuacién, nos proponemos demostrar que los pseudogrupos con més de
un final tienen propiedades analogas a las demostradas en los puntos 1 y 2 de la
proposicion para grafos de Cayley con mas de un final. Es decir, si casi toda
6rbita del pseudogrupo tiene 2 finales entonces todos los clisteres son finitos para
cualquier valor p < 1. Si por el contrario, casi toda drbita tiene un Cantor de
finales, entonces no hay fase de unicidad y ademas, existe casi seguro una infinidad
de clisteres infinitos en las drbitas genéricas para todo p.(I', X, u) < p < 1. La
demostracion de ambos resultados se basa en un mismo lema que llamamos lema
fundamental.

Lema fundamental 3.54 Sea & un grafo conexo infinito y G un grafo finito. Su-
pongamos que & contiene una cantidad infinita numerable de copias de G disjun-
tas dos a dos que denotamos {G,}. Entonces para cada p € (0,1), al realizar p-
percolacion de Bernoulli sobre & desaparecerd casi sequro una cantidad infinita de
grafos G, .

Demostracién. Fijamos un pardmetro p € (0,1). Sea (€2, P,) el espacio de colorea-
dos sobre las aristas de & y (£2,, P;') el espacio de coloreados sobre las aristas del
grafo finito G,, para cada n € N. Consideramos la proyecciéon natural

7 (QP) — ([[ % [[ B

neN neN

que asigna a cada coloreado w €  la sucesién de coloreados (w,) donde w, = w |g,
para cada n € N. Nétese que 7.P, = [],cn -
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Dado un coloreado w € €2, llamemos N, al numero de grafos G, para los que el
coloreado inducido w, es nulo. Para cada k € NU{0}, denotamos E} al conjunto de
coloreados en los que desaparecen exactamente k copias de G, es decir,

Ek:{w€Q|Nw:k}

Nuestro objetivo es probar que, para todo k € NU {0}, la probabilidad P,(E}) = 0.
Con ese fin, para cada m € N, consideramos la siguiente aplicacion

om: ([T 12 — ([T T[] 2

neN neN neN neN

dada por
Wn, sin<m
Om(wn) = (W)=<¢ 0 sin=m
Wpt1 Sin>m

Obsérvese que

W(Ek+1) = U O'm(ﬂ-(Ek))

meN

para todo k € NU {0}. Luego

7. Py(m(Bin1)) = m Ly om(m(EW) < Y mPp(om(n(E))).

meN meN

Ahora bien, puesto que
T Py(om(m(Er))) = (1 — p)°mBp(m(Ey))

donde s = #{e € G}y
T Bp(m(Ek)) = Bp(Ex)

tendriamos que P,(Ej) = 0, ya que en caso contrario P,(Ej41) serfa infinito, lo que
obviamente no es posible. O]

Antes de estudiar el caso de pseudogrupos con mas de un final, necesitamos
fijar algunas notaciones comunes. Sea (I',¥) un pseudogrupo grafado finitamente
generado actuando sobre un espacio boreliano estandar X, dotado de una medida
de probabilidad x4 arménica y ergddica. Supongamos que casi toda orbita tiene méas
de 2 finales. La version discreta de F. Paulin del lema de la hipersuperficie de E.
Ghys (demostrada en [58] y recordada en la proposicién nos dice que existe un
boreliano A C X de medida positiva y un grafo finito enraizado G de manera que,
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para todo z € A, el grafo G se realiza sobre la érbita I's(x) en un grafo G.x que
desconecta a la orbita en al menos 2 componentes no acotadas.

Utilizando la notacién empleada en la proposicién [1.39, denotamos

GA=p(GxA) =] ]G

z€A

Puesto que la medida g es armonica, podemos aplicar la proposiciéon fundamental
de E. Ghys ([29]) recordada en la proposicién [1.38| Asi se tiene que, para casi todo
x € X, la interseccién de G.A con la érbita I's(z) es de la siguiente manera

G.ANTs(x)=| | Gh

neN

donde {G*} es una sucesion infinita de copias de G disjuntas dos a dos que aproxima
a los finales y que podemos ordenar en funcion de la distancia al punto .

Recordemos ademas que, para cada m € N, el grafo G desconecta a la orbita
I'yp(z) en al menos 2 componentes conexas no acotadas. Si CZ es la componente
conexa (acotada o no) de I's(z) — G, que contiene al punto z, denotamos por UZ
su complementario en la orbita, es decir

3.3.4. Pseudogrupos con 2 finales

Sabemos que los grafos de Cayley cuyas érbitas genéricas tienen dos finales no
poseen clusteres infinitos para p < 1. De manera anéloga, la percolacion critica de
todo pseudogrupo con érbitas genéricas con 2 finales es igual a 1.

Teorema 3.55 Sea (I',X) un pseudogrupo grafado finitamente generado que actia
sobre un espacio boreliano estandar X dotado de una medida de probabilidad
armonica y ergodica. Si p-casi toda orbita tiene 2 finales, entonces

pe(I, %, 1) = 1.

Demostracion. Hemos visto que existe un boreliano A C X de medida positiva y
un grafo finito G de manera que, para casi todo x € X, se tiene que

G.ANTs(x) = | |Gh

neN
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donde G son copias de G que desconectan a la érbita en dos componentes infinitas
y aproximan los dos finales. Puesto que hay dos subsucesiones que convergen a
cada uno de los finales, podemos reordenarlas y denotarlas {G*},cz+ v {GF }nez-,
de manera que U, CUFsineZtyUr , CUYsine€Z".

Ahora, fijado el pardmetro p € (0, 1), percolamos simultaneamente las érbitas del
pseudogrupo. Por el lema fundamental , sabemos que en casi toda 6rbita I's(x)
desaparece una infinidad de grafos de las sucesiones {G*},ez+ v {G* }nez— con toda
seguridad. De este modo, tenemos que los clisteres son finitos en casi toda orbita,
o equivalentemente

pc(F, 2, ,U) =L
O

Haciendo uso de la estructura geométrica de este tipo de pseudogrupos (descrita
por F. Paulin en [58]; véase también el corolario podemos obtener una prueba
alternativa del teorema m (que sigue usando no obstante el lema fundamental
. Recordemos que (I', ) es Kakutani equivalente a una HNN-extensién trivial
de un pseudogrupo grafado cuyas 6rbitas son finitas. Es decir, casi toda érbita I's(z)
es casi-isométrica a un grafo G* con dos finales formado por una sucesion numerable
de grafos finitos {G,, },ez unidos consecutivamente por una sucesién numerable de
aristas {€} }nez.

Recordemos que dados dos grafos casi-isométricos, o bien ambos tienen percola-
cién critica igual a 1, o bien menor que 1 (véase el teorema. Luego basta probar
que p.(G*) = 1 para casi todo = € X para obtener nuestro resultado. En efecto, si
hacemos percolacién de Bernoulli sobre G* con p < 1, por el lema fundamental [3.54]
una infinidad de aristas e con n € Z* van a desaparecer. Lo mismo sucede con una
infinidad de aristas ey, con m € Z~. Por lo tanto, todos los clisteres que se obtienen
son casi seguro finitos y se tiene p.(G*) = 1.

3.3.5. Pseudogrupos con un Cantor de finales

Cuando consideramos un arbol localmente finito T', sabemos que existen infinitos
clisteres infinitos en la fase supercritica p.(7') < p < 1. Lo mismo sucede para grafos
de Cayley con un Cantor de finales. Basandonos en la idea de la demostracion para
arboles (véase [60]) y utilizando la estructura geométrica de las drbitas descrita en
[58], probamos un resultado andlogo para pseudogrupos grafados finitamente gene-
rados cuyas orbitas genéricas tienen un Cantor de finales respecto de una medida de
probabilidad armoénica ergddica. Antes de probar dicho resultado, serd conveniente
fijar notaciones que seran ttiles a lo largo de la demostracion.
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Consideremos un pseudogrupo grafado (I', ¥) finitamente generado actuando so-
bre un espacio boreliano estandar X dotado de una medida armoénica y ergodica
(. Supongamos que p-casi toda dérbita tiene un Cantor de finales. Luego existe un
boreliano de medida positiva A C X y un grafo finito G tales que

GANTx(z)=| |G:
neN

para cada = € X, donde los grafos G son copias de G que desconectan a la orbita
en al menos tres componentes infinitas y aproximan los finales.

Consideremos ahora el boreliano de medida positiva Y = X — G.A C X y el
subpseudogrupo grafado inducido (I'y, ¥y ) donde

Yy ={oy :dom(c)NY = im(o)NY | o € X}

Obsérvese también que la estructura métrica de las orbitas de I'y es la inducida
por la de las orbitas de I' sobre el boreliano Y. Para simplificar las notaciones,
llamaremos 'y (y) a la 6rbita grafada de I'y en un punto y € Y. Denotamos py
a la medida de probabilidad inducida. Notese que cada érbita del pseudogrupo de
partida I' contiene una infinidad numerable de 6rbitas del pseudogrupo I'y.

Consideramos la aplicacién de percolacion sobre Y
pr Y —[0,1]
que asigna a cada punto y € Y el valor

Py (y) == p(Ty(y)).

Sabemos que es una aplicacion boreliana, como probamos en la proposiciéon |3.43|
A partir de ahora y para simplificar, denotamos a la percolaciéon critica inferior del
pseudogrupo I'y (véase la definicién [3.45)) como

p Zﬁ(ry,zy,ﬂy),

es decir, p es el infimo esencial de la aplicacién p. sobre Y. Ademas, la percolacion
critica p.(T', 3, ) del pseudogrupo de partida verifica

pe(l X2, 1) <p.
En efecto, puesto que la 6rbita I'y (y) es un subgrafo de I's(y), se tiene que

pc(FY (y>) > pc(FE (y))

para py-casi todo y € Y, y por consiguiente p.(I', X, 1) es una cota inferior esencial
de la aplicacion p. sobre Y.
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Teorema 3.56 Sea (I', %) un pseudogrupo grafado finitamente generado que actia
sobre un espacio boreliano estandar X, dotado de una medida de probabilidad
armonica y ergodica. Supongamos que ji-casi toda orbita tiene un Cantor de finales.
Entonces, en la fase supercritica p.(T', 3, u) < p < 1, existe una infinidad de clisteres
infinitos en p-cast toda orbita.

La prueba del teorema se divide en el estudio de los dos siguientes casos:
L p>p,
2. pe(I, 5, 1) <p <p.

En ambos casos sabemos que hay al menos un cluster infinito en las orbitas
genéricas del pseudogrupo I' ya que p > p.(I', ¥, ). La diferencia esencial es que
en el primer caso hay un conjunto de medida positiva de érbitas de I'y que poseen
un clister infinito, mientras que en el segundo caso los clisteres de las orbitas
genéricas del pseudogrupo inducido en Y son finitos. En la demostracion del teorema
estudiamos por separado cada caso y probamos que en ambos las érbitas genéricas
de I'" poseen una infinidad de clusteres infinitos.

Demostraciéon. Veamos en primer lugar la prueba para el primer caso:

- Caso 1. Supongamos que p > p. Entonces, puesto que p es el infimo esencial de la
aplicacién p! , el boreliano saturado por la accién de T’

C=p" () ={y €Y |p<p(Ty(y) <p}

de Y = X — G.A verifica puy(C) > 0. Luego C' también es un boreliano de X de
medida g positiva. Por la proposicién fundamental de E. Ghys ([29]), sabemos que
C aproxima los finales de casi toda 6rbita de I" debido a la armonicidad de p. Luego,
para p-casi todo x € X, la interseccién de la érbita I's(x) con C' serd de la forma

Tu(z)nC=||cs

meN

donde {C?} es la sucesién infinita formada por las componentes conexas. Nétese
que cada C?, es un subgrafo conexo infinito contenido en I',(z) — G.A. Por lo tanto,
al borrar cualquier grafo G7 de la 6rbita I'y(z), separamos al menos dos subgrafos
de la sucesién {CF }.

Finalmente, si hacemos percolacion de Bernoulli de parametro p sobre las érbi-
tas de I', obtenemos en cada componente C'¥ un clister infinito abierto ya que su
percolacién critica es menor que p. Por otra parte, con total seguridad desaparece
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una cantidad infinita de los subgrafos {GF}. De manera que hay una infinidad de
grafos C¥ que permanecen disjuntos con total seguridad y en consecuencia, existe
una infinidad de clisteres infinitos. Obtenemos de este modo el resultado deseado.

- Caso 2. Supongamos ahora que p.(I', X, ) < p < p. De la primera desigualdad
deducimos que las érbitas genéricas de I' poseen un clister infinito. La segunda
desigualdad nos indica que dichos clisteres infinitos no estan contenidos en las com-
ponentes conexas de Y e intersecan infinitas veces el conjunto G.A, puesto que los
clisteres en las componentes de Y son finitos por hipétesis (p < p). Veamos ahora
que hay una infinidad de clisteres infinitos en las orbitas genéricas de T'.

Consideremos p.(I', ¥, 1) < ¢ < p. Para p-casi todo punto x € X, tenemos
entonces las siguientes propiedades:

i) Existe al menos un entero n € N tal que p.(U¥) < g.

Razonamos por reduccién al absurdo. Si suponemos que p.(UZ) > ¢ para todo
n € N, entonces los clisteres de U son finitos casi seguro. Luego cualquier cluster
infinito de la érbita de x debe estar contenido en el complementario de G.A, pero
por hipdtesis esto no es posible.

ii) Existen dos enteros ng, my € N tales que
Uy, MU, =0

verificando
pC(UT:fo)J pC(Uﬁlo) S q

De nuevo razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que para todo par
n,m € N con p.(U?),p.(UL) < q se tiene

urnug #10.

Luego tomamos ng = min{n € N | p.(U?) < q}. Por el punto (i), aplicando el
mismo razonamiento al subgrafo U7 , podemos considerar el menor natural n; tal
que Uy C Uz v p.(U;) < q. Reiterando el mismo argumento, obtenemos una
subsucesion {n;} tal que

U, CU,.

NE+1

pe(Uy) < q

para todo k € N. Ademds, para todo n ¢ {ny}, p.(U?) > q. Llegamos entonces a la
contradiccién deseada: como hay al menos un clister infinito en la 6rbita I's(z), éste

ha de tener un tinico final contenido en (), .y Uy, . Ademds todo camino de aristas
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infinito del cluster interseca a los grafos G, . Esto no es posible ya que, de acuerdo
con el lema fundamental [3.54] al hacer percolacién de parametro p desaparece una
cantidad infinita de los grafos G; , lo que contradice la existencia de un clister
infinito.

Una vez probadas las propiedades (i) y (ii), continuamos con la demostracién
del teorema manteniendo la notacién de (ii). Aplicamos ahora al subgrafo Uy, los
mismos argumentos. Es decir, existen dos enteros ny, m; > my tales que

U, NU, =0

verificando
pe(Uy)),pe(Upy) < q.

Procediendo de manera recurrente, obtenemos una sucesién de subgrafos {Uy }
disjuntos dos a dos, separados entre si por los grafos finitos G 'y verificando
pe(U,) < q. Para finalizar la prueba, hacemos percolacién de Bernoulli de parame-
tro p > ¢ sobre las 6rbitas. Cada subgrafo U, posee al menos un clister infinito
puesto que p (U ) < ¢ < p. Ademas, por el lema fundamental , una infinidad de
los grafos G, desaparecen. Luego existe una cantidad infinita de clusteres infinitos
disjuntos como buscdbamos. U

3.3.6. Ejemplos

En este apartado presentamos algunos ejemplos significativos de percolacion de
Bernoulli en pseudogrupos grafados:

Laminacién liouvilliana. Sea £, la laminacién definida en el ejemplo[2.4.2]y R la
relacién de equivalencia definida por el pseudogrupo de holonomia I'y, en restricciéon
a una transversal X. Segun se prueba en el lema [2.55 posee una medida transversa
invariante u. Recordemos que se trata de una relacién cuyas orbitas genéricas son
arboles con 1 final, nimero de ramificacién igual a 1 y crecimiento exponencial.
Luego, casi toda orbita tiene percolacion critica igual a 1, es decir, para cualquier
p < 1 los clusteres de casi toda érbita son finitos.

Proposicién 3.57 El pseudogrupo de holonomia U, verifica p.(I's, ) = 1. O
Este resultado muestra que la proposicion|3.21|no se extiende al contexto de pseu-

dogrupos, es decir, el crecimiento exponencial en las érbitas no implica la existencia
de fase supercritica
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Accion del grupo del sereno. Consideremos la acciéon del grupo del sereno G,
sobre el conjunto de Cantor Zs[[t]] y el sistema de generadores S descritos en §2.4.1]
Puesto que G es promediable, p.(G1) = p.(G1) segin el teorema Ademads,
segiin vimos en el ejemplo 2.4.7] el grafo G; contiene un subgrafo isomorfo al drbol
de Fibonacci Ty por lo tanto p.(Gy) < p.(T) = 1/br(T) = 1/®, de donde deducimos
que

pu<g1) < 1.

Este resultado ha sido probado por R. Lyons y O. Schramm en [55] para los grupos
F ! A donde F' es un grupo finito y A un grupo finitamente generado.

Puesto que para cualquier medida invariante, las érbitas genéricas de la accién
considerada son isomorfas al grafo de Cayley G;, se deduce que tienen percolacion
critica menor que %. De hecho, en la fase supercritica, contienen un tnico cluster
infinito.

Proposicién 3.58 La accidn ¢ de Gy sobre Zs[[t]] verifica p.(¢) < & (respecto de
cualquier medida de probabilidad invariante p). Ademds, en p-casi toda orbita existe
un Unico clister infinito para p > p.(p). O

En este ejemplo tenemos una accion promediable y so6lo hay un clister infinito
en la fase supercritica. Luego es natural preguntarse si este hecho sigue siendo cierto
para pseudogrupos grafados finitamente generados.

Clisteres infinitos de pseudgrupos promediables y Fglner. El ejemplo si-
guiente muestra que la respuesta a la pregunta anterior es negativa cuando la medida
considerada no es invariante:

Ejemplo 3.59 Consideremos la accién del grupo libre IF? sobre su espacio de finales
OF2, dotado de la medida de probabilidad s descrita en el ejemplo m Fijemos el
conjunto de generadores S = {a*!,b*'}. Casi toda érbita es isomorfa al grafo de
Cayley F? de OF2. Luego casi toda 6rbita tiene percolacién critica igual a %, ya que
F? es un 4rbol con niimero de ramificacién br(F?) = 3. Ademés sabemos que para
p > %, hay una infinidad de clusteres infinitos en casi toda orbita. No obstante,
la accién es promediable como vimos en [1.51] Luego el teorema (demostra-
do originalmente en [I5]) no se puede extender al contexto general de acciones no
singulares de pseudogrupos sobre espacios de probabilidad. Es decir, en estas con-
diciones, la promediabilidad no implica la unicidad de los clusteres infinitos de las

orbitas genéricas.
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Cuestion 3.60 ;Se extiende el teorema |3.24 a los pseudogrupos que dejan inva-
riante una medida de probabilidad?

Resulta interesante resaltar que los pseudogrupos Fglner pueden tener més de
un claster infinito incluso cuando la medida es invariante:

Ejemplo 3.61 Consideremos la relacién de equivalencia (R,7) definida por un
proceso de Galton-Watson (restringido al suceso de no extincién) cuyo nimero medio
de descendientes es m = Y27 kpp > 1 (véase §2.4.3). El nimero de ramificacion
de casi toda drbita respecto de la medida invariante p es igual a m. Puesto que se
trata de arboles, la percolacion critica de las érbitas genéricas es 1/m y contienen
una infinidad de clisteres infinitos para cada 1/m < p < 1. La relacién R no es
promediable puesto que las 6rbitas tiene un Cantor de finales (véase el corolario
IV.24 de [26]). No obstante, contiene sucesiones de Fglner en casi toda drbita (véase
el ejemplo 3 de [45]).

En este caso, se trata de un pseudogrupo no promediable, por lo que la cuestién
planteada continta abierta.

3.4. Percolacion relativa en acciones de grupos

En esta seccion, introducimos un nuevo tipo de percolacién que consiste en in-
tersecar las orbitas de la accién de un grupo de tipo finito sobre un espacio de
probabilidad con un boreliano de medida fijada. Asi se mantienen aquellas aris-
tas que unen puntos del boreliano y se borran las demés. Si llamamos clusteres a
las componentes conexas resultantes, nuestro objetivo principal sera su estudio en
funcion de la medida del boreliano considerado.

3.4.1. Definicién de percolacion relativa

En este apartado definimos el concepto de percolaciéon relativa y estudiamos sus
propiedades basicas.

Sean G un grupo finitamente generado, S un sistema finito de generadores y
G = G(G,S) su grafo de Cayley. Consideramos X un espacio boreliano estandar
dotado de una medida de probabilidad p y suponemos que G actiia sobre (X, i) de
manera esencialmente libre, invariante y ergddica. En caso necesario, denotaremos
¢ :Gx X — X la acciéon de G sobre X. Dotamos cada érbita G.z de la estructura
de grafo G.x definida con la ayuda de S que hace casi toda érbita isomorfa a G.



138 3 Percolacion de Bernoulli

Definicién 3.62 Sea A un subconjunto boreliano de X con medida p(A) = p.
Llamaremos percolacion relativa a A al proceso obtenido de la siguiente manera:
para cada x € X, mantenemos las aristas pertenecientes a G.z N (A x A) y borramos
las demas. Si G2 es el subgrafo de G.x que resulta, denotaremos por Cy(x) a la
componente conexa de x a la que llamaremos cluster de x.

Nuestro objetivo consiste en el estudio de la naturaleza y propiedades de los
clusteres, especialmente de los infinitos, en funcién de la medida de A. El siguiente
ejemplo muestra qué sucede en los casos particulares en que la medida de A es 0
6 1:

Ejemplo 3.63 i) Si u(A) = p = 0, entonces la interseccién de p-casi toda 6rbita
con A es vacia y los clusteres coinciden con los propios puntos.

ii) Si u(A) = p = 1, entonces A interseca a p-casi toda érbita donde obtiene un
unico cluster infinito que coincide con la propia érbita.

Nos interesaremos a partir de ahora en la percolacién relativa a borelianos con
medida 0 < p(A) = p < 1. Es natural preguntarse si los clisteres de las érbitas
genéricas son finitos para un valor de p suficientemente pequeno. El siguiente ejemplo
nos muestra que la respuesta es negativa:

Ejemplo 3.64 Consideremos el grupo de rotaciones SO(3) sobre la esfera S. Sabe-
mos que con probabilidad 1 relativa a la medida de Haar, cualquier par de rotaciones
m y T2 genera un subgrupo libre denso en SO(3), véase la proposicién 8.2 de [13].
Luego la accién del grupo de rotaciones G = (71, m) sobre la esfera S? verifica que
todas las orbitas son densas y admiten una estructura de grafo isomorfo al grafo de
Cayley del grupo libre F2,
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Observemos que los generadores m; y mo de G son rotaciones de angulo irracional ya
que G es un grupo libre.

Para cada € > 0, consideremos una bola B, centrada en un punto fijo x; de m
de volumen vol(B;) < e. Por una parte, como la accién de G es minimal, B. corta a
cualquier 6rbita. Por otra parte, para cualquier punto = # x; de B, los puntos 77 (x)
son distintos dos a dos y el clister Cp_(x) contiene a la recta obtenida uniendo cada
punto 7%(x) con 7} (x). Luego, todas las drbitas que intersecan a B. (en algin

punto distinto de x7) contienen un clister infinito.

3.4.2. Numero de clusteres infinitos

La primera cuestion que surge de modo natural es saber si las érbitas genéricas
tienen el mismo nimero de clisteres infinitos. Veremos a continuacién que la res-
puesta es afirmativa debido a la ergodicidad de la medida. Es la razén por la que
hemos impuesto esta condicion desde un principio.

Sea A C X un boreliano de medida 0 < u(A) =p < 1ysea N(A) : X — NU{oo}
la aplicacion que asocia a cada x € X el nimero de clisteres infinitos que hay en la
érbita G.x. Nétese que la aplicacién N(.A) es constante sobre las 6rbitas.

Proposicién 3.65 La aplicacion N(A) es boreliana.

Demostracion. Para cada par de enteros n,m € N con n < m, consideramos la
aplicacion

N™:X >N

que asigna a cada x € X el nimero de componentes conexas de G2 N B(z, m) que
cortan simultaneamente los bordes 0B(z,n) y 0B(xz, m), donde B(z,n) y B(z,m)
son las bolas en G.x centradas en x de radios n y m respectivamente. La aplicacién
N es boreliana, ya que solo existe una cantidad finita de configuraciones posibles
de GA N B(x,m) verificando esas propiedades.

Para cada n € N, la sucesion { N}, es decreciente y acotada inferiormente por
0, luego existe el limite puntual

N, = lfm N™

m—0o0

y es una aplicacién boreliana. Nétese que, para cada x € X, N,(x) representa el
nimero de clisteres infinitos de la érbita que intersecan al borde dB(x, n). Por tanto

N(A) = lim N,,

n—oo
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de donde se deduce el caracter boreliano de la aplicacién N(A). O

Como consecuencia de la proposicién anterior y de la ergodicidad de la medida

i, se tiene el corolario (cuya prueba es anédloga a la demostracién de la proposicién
2.29):

Proposicién 3.66 La aplicacion N(A) es constante en j-casi todo punto. 0

Luego existe una aplicaciéon N que asocia a cada elemento A del dlgebra de Borel
de X una cantidad N(A) € NU {oo}.

3.4.3. Relacion cluster relativa a un boreliano

Como en el caso de la percolaciéon de Bernoulli sobre grafos de Cayley, la perco-
lacién relativa puede formularse en términos de relaciones de equivalencia y pseu-
dogrupos. Podemos asi interpretar los clisteres como 6rbitas de un pseudogrupo, al
que llamaremos pseudogrupo clister relativo a A, y usar los métodos habituales en
el estudio de las orbitas infinitas.

Definicién 3.67 Se llama relacidn de equivalencia total R' sobre X a la relacién
de equivalencia definida de la siguiente manera:

TRy <= Fge G gr=y

La relacién total R! estd definida por la accién de G o si se prefiere por la accién del
pseudogrupo total ' generado por G (i.e. por las traslaciones 7, : # € X +— gz € X
de los elementos g de G).

Obviamente, tenemos la siguiente proposicién:

Proposiciéon 3.68 La medida de probabilidad p es invariante y ergodica respecto
del pseudogrupo total T, O

Definimos a continuacién un pseudogrupo medible grafado I'¢ sobre X, cuyas
érbitas en los puntos de A coinciden con las del pseudogrupo I' | 4 y en los puntos de
X — A con los propios puntos. En otras palabras, las érbitas de I'% se corresponden
con los clusteres resultantes de la percolacion relativa al boreliano A.

Definicién 3.69 Se define sobre X la relacidn de equivalencia chister RY relativa
al boreliano A de la siguiente manera:
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1. si z,y € A, entonces R4y si y s6lo si z e y estdn unidos por un camino de
aristas con extremos en A:

39 = si,.--5i, ¢ 9T =Y, 8.8, € A, Vj € {0,...,n},

2. siz,y ¢ A entonces zR%y si y sélo si x = y.
La relacion cluster Ri{ estd definida por la accion del pseudogrupo cluster relativo a
A, que denotaremos Fff‘, generado por las restricciones
Ts : dom(s) N A — im(s) N A
de las traslaciones de los elementos s de S al boreliano A.
Como antes, tenemos de manera inmediata la siguiente proposicion.

Proposicion 3.70 La medida i es invariante respecto del pseudogrupo clister re-
lativo al boreliano A. O

Sin embargo, debido a que R es trivial en X — A, la medida p no es ergédica.
Ahora bien, como nuestro interés reside en los clisteres infinitos, podemos restringir
la medida al boreliano formado por las érbitas infinitas de I'%:

Definicién 3.71 Sea A, = {z € X | C4(z)infinito} el boreliano formado por las
['4-6rbitas infinitas. Si u(Aw) > 0, se define la medida de probabilidad fi4 sobre X

como
p(B N Asx)

para cualquier boreliano B C X.

Proposicién 3.72 Si u(As) > 0, entonces la medida j14 sobre X es invariante
respecto del pseudogrupo clister T'%. O

Con esta reformulacion de la percolacion relativa podemos recuperar facilmente
la percolacion de Bernoulli clasica para vértices:

Ejemplo 3.73 Sea G un grupo finitamente generado, S un sistema finito de gene-
radores y G = (V, E) su grafo de Cayley. Si llamamos X al espacio de coloreados
Q2 = {0,1}V sobre el conjunto de vértices y u a la medida de percolacién de Bernou-
lli P, con p € [0,1], el proceso de percolacién relativa se reduce a la percolacién de
Bernoulli clasica de vértices con parametro p. En efecto, basta considerar el boreliano

A={weQ|w(l)=1}

de medida u(A) = P,(A) = p y hacer percolacién relativa a A. Las relaciones R'
y Rff\ se corresponden con la relacion total y la relacion clister descritas en los

apartados v 13.2.2
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3.4.4. Espacio de finales y percolacion relativa

En la percolacién de Bernoulli clasica sobre grafos de Cayley, los clisteres son
finitos, hay un unico clister infinito o existe una infinidad de clisteres infinitos. Es
natural preguntarse si sucede lo mismo en la percolacién relativa. La respuesta es
afirmativa cuando el grafo de Cayley G del grupo G es un arbol o cuando G tiene
méas de un final y el boreliano considerado tiene medida pequena.

Sea G un grupo finitamente generado, S un sistema de generadores finito y G
su grafo de Cayley. Consideremos una accion ¢ : G x X — X de G sobre un
espacio boreliano estandar X, dotado de una medida de probabilidad p invariante y
ergodica, que supondremos esencialmente libre. Supongamos que G tiene mas de un
final. Aplicando la demostracion de la version discreta del lema de la hipersuperficie
de E. Ghys descrita por F. Paulin en [58] (véase el lema [1.39)), se deduce que existe
un grafo finito B (cuyas aristas estan etiquetadas con generadores de ) tal que,
para casi todo x € X, la érbita G.x admite una realizacion de B como subgrafo finito
B.x que desconecta a G.z en al menos dos componentes conexas infinitas. Esta vez
no imponemos la condicién de que B.x y B.y sean disjuntos para dos puntos = e y
de la misma érbita. Por ello, B es realizable en cualquier punto de X debido a la
homogeneidad de las érbitas propia de los grafos de Cayley.

Para probar los resultados anunciados al comienzo del apartado, serd fundamen-
tal usar el lema que presentamos a continuacién, que nos dice que si cada orbita
contiene un numero finito de clisteres infinitos, entonces éstos aproximan los finales
de la orbita.

Lema fundamental 3.74 En las condiciones anteriores, sea A C X un conjunto
boreliano de medida 0 < u(A) < 1. Supongamos que G tiene mds de un final. Si
el niumero de clisteres infinitos N(A) es finito, entonces, para p-casi todo v € X,
cada clister infinito aproxima todos los finales de la orbita G.x.

Demostracién. Sea A C X un boreliano con 0 < p(A) < 1 tal que el nimero de
clisteres infinitos N(A) es constante y finito igual a k. Para cada n € N, definimos
la aplicacién

N,: X =N

que asigna a cada z € X el nimero de componentes conexas de G.xN.A que intersecan
simultdneamente el grafo B.x y el borde de la bola B(x,n) centrada en x de radio
n. Puesto que el nimero de configuraciones posibles es finito, la aplicacion N,, es
boreliana para cada n € N.
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En consecuencia, la aplicacién Ng : X — N que asigna a cada x € X el ntimero
de clisteres infinitos que intersecan B.x es también boreliana ya que

Np(z) = lim N,(z).

n—0o0

Con esta notacion, se tiene que

k k
X:U{x€X|NB(x):i}:L|Xi
y
k
(X)) =3 p(X) =1

De hecho, existe un tnico 0 < ¢ < k tal que pu(X;) > 0 y por tanto u(X;) = 1.
En efecto, si suponemos que existen dos enteros i, € {0, ...,k} con i < j tales que
u(X;) > 0y pu(X;) > 0, por la proposicién fundamental de E. Ghys de [29], los
borelianos X; y X; aproximan todos los finales de casi toda drbita. Fijado z¢ € Xj,
cada una de las componentes no acotadas CJ, ..., Ci° de G.zy — B.x( contiene un
clister infinito puesto que interseca a X; y 7 > 7. Aplicando el mismo razonamiento
en cada componente C¥  existe otro punto zp € X; N CF tal que cada una de
las componentes no acotadas CY, ..., C;* de C¥ — B.zj, contiene un clister infinito.
Reiterando el proceso, deducimos que hay una cantidad infinita de clisteres infinitos
por orbita, lo cual contradice la hipotesis del teorema.

Ademas, puesto que hay un tnico 0 < i < k tal que pu(X;) = 1, entonces i = k
necesariamente. Por lo tanto, Ng(x) = k para casi todo = € X, de donde se deduce
que cada uno de los k clisteres infinitos aproximan los finales de casi toda érbita.l]

El teorema siguiente es consecuencia directa del lema anterior. Probamos a con-
tinuacién que si el nimero de clisteres infinitos resultantes de la percolacién relativa
a un boreliano es finito, entonces esta acotado por una constante que no depende
del boreliano considerado:

Teorema 3.75 En las condiciones anteriores, supongamos que G tiene mds de 1
final. Entonces la aplicacion N : A C X — N(A) € NU {oo} estd uniformemente
acotada en el complementario del conjunto de borelianos N~1(o00).

Demostracién. Sea A C X un boreliano tal que N(A) = k < oo. Entonces, por
el lema fundamental [3.74], cada uno de los k clusteres infinitos de cada orbita G.x
aproxima todos los finales para casi todo x € X. Vimos en la demostracién del lema
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fundamental que existe un grafo finito B realizable en la 6rbita de casi todo punto
x € X como un subgrafo finito B.xz que desconecta G.x en al menos 2 componentes
conexas no acotadas. Luego cada uno de los k clusteres infinitos de la érbita G.x
interseca al grafo B.z. De manera que N(A) < K para K = #B. O

Ejemplo 3.76 Si G es un grupo finitamente generado con 2 finales, entonces po-
demos calcular explicitamente la cota K. Recordemos que existe un subgrupo finito
normal N tal que G/N es isomorfo a Z o Zg * Zy. Luego basta tomar como cota
K = #N.

Proposicién 3.77 Sea G un grupo con 2 finales. Entonces el numero de clisteres
infinitos N(A) es finito para todo boreliano A C X con 0 < u(A) < 1.

Demostracién. Sea A un boreliano de X tal que N(A) = oo. Entonces hay una
infinidad de clisteres aproximando un final de cada érbita. Siguiendo el mismo argu-
mento de la demostracién del teorema anterior, una infinidad de clisteres infinitos
intersecaran el grafo B.z para todo z € X. Luego N(A) < #B < 0. O

Arboledas. Cuando X es una arboleda, es decir, cuando p-casi toda orbita es un
arbol, obtenemos el resultado analogo a la percolacion de Bernoulli clasica sobre
arboles.

Proposicion 3.78 Supongamos que G es un grupo libre. Entonces todos los cliste-
res son finitos, o bien existe una infinidad de clisteres infinitos, para cualquier bo-
reliano A C X con 0 < u(A) < 1.

Demostracion. Supongamos que el grafo de Cayley G es un arbol. Entonces G se
trata del grafo de Cayley de Z con S = {£1} o de un &rbol regular con un Cantor de
finales. En el primer caso, es evidente que N(A) = 0. En efecto, si casi toda 6rbita
es isomorfa a Z, el nimero de clisteres infinitos es finito. Puesto que aproximan
los dos finales, N(A) = 0 6 1 por el lema fundamental [3.74] Si hubiera un clister
infinito, coincidiria con la propia 6rbitay pu(A) = 1. Luego, N(A) = 0 para cualquier
boreliano A C X con 0 < p(A) < 1.

Veamos ahora el caso en que p-casi toda érbita es un arbol con un Cantor de
finales. Supongamos que existe un boreliano A C X con 0 < p(A) < 1 tal que
N(A) =k < oo con k # 0. Entonces, cada uno de los k clisteres infinitos de casi
toda orbita aproxima todos los finales por el lema fundamental. Puesto que se trata
de drboles, la tinica posibilidad es que N(A) = 1 y que éste coincida con la propia
érbita. En ese caso, u(A) = 1, en contra de nuestra hipdtesis. O
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Productos libres. Si el grupo GG es un producto libre de dos grupos finitamente
generados, entonces sucede lo mismo que en el caso de grupos libres estudiado en el
apartado anterior:

Proposicion 3.79 Si G es un producto libre de grupos finitamente generados, en-
tonces todos los clusteres son finitos, o bien existe una infinidad de clisteres infinitos,
para cualquier boreliano A C X con 0 < pu(A) < 1. O

Demostracion. El argumento de la prueba es exactamente el mismo que el usado
en la demostracién de la proposicién [3.78] En efecto, las drbitas genéricas de la
accion son isomorfas al grafo de Cayley de G, luego todo punto z € X desconecta a
su érbita en al menos dos componentes no acotadas. Si suponemos que el niimero de
clisteres infinitos N (.A) es finito distinto de 0, cada clister debe aproximar todos los
finales de la dérbita que lo contiene (por el lema fundamental) y por tanto intersecar
todos los puntos de la orbita. Luego existe un tnico clister por érbita que ademés
coincide con la propia érbita, de manera que p(A) = 1, lo que contradice nuestras
hipétesis. O

3.4.5. Borelianos de medida pequena

Cuando el grupo considerado tiene més de un final y el boreliano percolado es
de medida suficientemente pequena, podemos probar que los clisteres son finitos,
hay un tnico cluster infinito, o hay una infinidad de clusteres infinitos por érbita.

Sea GG un grupo finitamente generado, S un sistema de generadores finito y G
su grafo de Cayley. Consideremos una acciéon ¢ : G x X — X de G sobre un
espacio boreliano estandar X, dotado de una medida de probabilidad g invariante
y ergodica, que supondremos esencialmente libre.

Teorema 3.80 En las condiciones anteriores, supongamos que G es un grupo con
mas de un final. Entonces existe una constante C' > 0 tal que todos los clusteres son
finitos, o bien hay una infinidad de clisteres, para cualquier boreliano A C X con
0 < u(A) < C. En particular, si G tiene 2 finales, entonces todos los clisteres son
finitos.

Demostracién. Si aplicamos la version discreta del lema de la hipersuperficie a
la accién del grupo (G, S) sobre (X, i), sabemos que existe un grafo finito B y
un boreliano Xp C X de medida u(Xg) = C > 0 tal que B es realizable como
subgrafo finito B.x de G.x que desconecta a la orbita en al menos 2 componentes
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conexas no acotadas para cada punto x € Xpg . Esta vez nos interesa tomar Xpg de
manera que B.x y B.y sean disjuntos para todo par de puntos x,y € Xp. Puesto
que u(Xp) = C > 0, por la proposicién fundamental de E. Ghys, el boreliano Xp
aproxima todos los finales de casi toda orbita debido a la invarianza y ergodicidad
de la medida pu.

Sea A un boreliano de X con 0 < pu(A) < C. Supongamos que N(A) =k < oo
con k # 0. Entonces los £ clisteres infinitos de casi toda érbita aproximan todos
los finales por el lema [3.74 Luego atraviesan los grafos B.x con x € Xp. Puesto
que p es invariante, se deduce que pu(A) > p(Xp) = C. Obtenemos asi el resultado
deseado. En efecto, si u(A) < C entonces N(A) € {0,00}. En particular, cuando G
tiene 2 finales, se tiene N(A) = 0 por la proposicién m [l

Ejemplo 3.81 Si G es un grupo finitamente generado con 2 finales, entonces po-
demos dar explicitamente la cota C. Si N es el subgrupo finito normal tal que G/N
es isomorfo a un grupo ciclico infinito o a Zsy * Z,, entonces basta tomar C' = #LN

Hemos visto que en el caso de grupos con mas de un final, el nimero de clusteres
infinitos de la percolacién relativa es 0,1 6 oo para borelianos de medida pequena.
Lo mismo sucede con las arboledas. Planteamos por tanto la cuestion que surge de
modo natural y que, de momento, permanece abierta:

Cuestién 3.82 ;El niumero de clisteres infinitos N(A) es 0,1 6 oo para cualquier
boreliano A C X ?

3.4.6. Propiedades de los clusteres

Cuando la medida ji4 es ergddica, los clusteres infinitos de la percolacién relativa
a A son indistinguibles como en el caso de la percolaciéon de Bernoulli. No obstante,
el ejemplo muestra que la medida 14 puede no ser ergodica:

Ejemplo 3.83 Si consideramos el ejemplo[3.64], 1a bola B. centrada en un punto fijo
x1 de la rotacion 7 puede dividirse en dos borelianos disjuntos de medida positiva
B; y Bj saturados respecto de R%E. Basta tomar By = B(x1,5) y B2 = B. — B1.
Este ejemplo muestra ademas que, aunque el grupo tenga un Cantor de finales y cre-
cimiento exponencial, los clisteres de la percolacién relativa a un boreliano pueden
tener crecimiento subexponencial y finales aislados. Basta tomar ¢ suficientemente
pequeno de manera que Wfl(x) ¢ B. para todo x € B.. Bajo esta restriccién, los

clisteres que se obtienen son rectas infinitas formadas por las sucesiones {7} (z) } nez-
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Ahora bien, las propiedades genéricas de los pseudogrupos medibles nos permi-
ten obtener informacién de los clisteres infinitos. En efecto, aplicando de nuevo la
version discreta del teorema de E. Ghys sobre los finales de un pseudogrupo descrita
por F. Paulin en [58] (véase el teorema [1.37)), tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3.84 Los cliusteres infinitos resultantes de la percolacion relativa a un
boreliano A C X con 0 < u(A) <1 tienen 1, 2 o un Cantor de finales. O

Corolario 3.85 §i G es promediable, entonces los clisteres infinitos de p-casi toda
orbita tienen 1 o 2 finales.

Demostracion. Si suponemos que hay un conjunto de medida positiva de o6rbitas
que contienen clusteres infinitos con un Cantor de finales, entonces la relacion clister
R4 es no promediable, usando de nuevo el corolario IV.24 de [26]. Pero entonces la
relacién total RY tampoco es promediable, lo que implica que G no es promediable
segtin la proposicién [1.50] O






Abstract

The concept of pseudogroup generalizes the concept of group. This notion ap-
pears naturally in the study of symmetries of physical and mathematical objects.
Our interest in pseudogroups is motivated by the concept of holonomy pseudogroup
introduced by A. Haefliger in [38], which is a discretization of the notion of lamina-
tion. A measurable pseudogroup acting on a probability space generalizes measurable
actions of a group. Recall that the action of a countable group G on a probability
space (X, p) is measurable if each element g of G determines a measurable isomorp-
hism 7, : # € X — g.x € X. The transformation 7, is nonsingular if it preserves
null sets. A pseudogroup of measurable transformations acting on (X, i) is a family
of measurable isomorphisms 7 : A C X — B C X between measurable sets of X
which is closed respect to composition, inversion, restriction and combination of its
elements. As in the case of groups, we suppose that transformations are nonsingular,
that is, the measure p is quasi-invariant. If ' is finitely generated, we can endow X
with a graph structure in a similar way as the construction of the Cayley graph of a
finitely generated group. Its connected components are the orbits of the pseudogroup
endowed with the corresponding graph structure. The aim of the thesis is to extend
the concept of branching number and Bernoulli percolation process on graphs to the
context of graphed pseudogroups.

The branching number of a rooted tree was introduced by R. Lyons [52]. This
notion represents the average number of branches per vertex. We extend this concept
to any finitely generated measurable pseudogroup acting on a probability space. We
prove that if the branching number is equal to 1 then the pseudogroup is amenable.
In fact, when the measure is harmonic, the pseudogroup is Liouville. The branching
number of a tree is strongly related with Bernoulli percolation process, which involves
removing edges at random on the tree and whose goal is to study the nature of the
resulting clusters. We define a Bernoulli percolation process on finitely generated
measurable pseudogroups acting on a probability space. We remove edges at random
on the orbits and we study the properties of the resulting connected components. We
define the lower and the upper critical percolation that divide the process in three
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different phases. When the measure is ergodic, there is a unique critical percolation
and the phases obtained are analogous to the classical ones. We study the influence
of the number of ends of the orbits on the critical percolation.

Generally, the orbits have not the homogeneity of the Cayley graphs. So calcu-
lations are more difficult and many classical tools are not valid. However, when the
measure is harmonic, E. Ghys [29] has proved that the orbits are in a certain sense
‘quasi-periodic’, which makes it possible to obtain some interesting results depen-
ding on the number of ends of the orbits. We compare our results with the classical
ones about branching number and percolation on graphs.

Finally, we define the relative percolation process on group actions on a proba-
bility space. The aim is to study the intersection of the graphed orbits of the action
with a Borel set depending on its measure. This new process involves keeping the
edges whose endpoints belong to a Borel set and removing the others. We use again
the number of ends in order to achieve information about the resulting clusters.
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Branching number. The notion of branching number was introduced by R. Lyons
[52] in the 90’s. Intuitively, the branching number br(7") of a rooted tree T' gives the
average number of children per vertex. We call children the neighbouring vertices
which are further from the root. The concept of branching number can be extended
to arbitrary graphs. Let G = (V, E)) be an infinite rooted graph on 0 with vertex-set
V and edge-set E. A cutset is a subset of edges II C F which disconnects the root
from infinite, that is, if we remove II the connected component of the root is finite.
The definition of the branching number of the graph G is given by

br(G) = inf{\ > 1 | infy Z)\fd(O,e) — 0},

e€ll

This number depends on the metric, so it is interesting to know if it is invariant
by quasi-isometry (in the sense of M. Gromov [35]). The answer is negative. The
binary tree and the Fibonacci tree are quasi-isometric, but their branching numbers
are different. However, we control in a certain sense the branching numbers of two
quasi-isometric graphs G and G’; in fact, we prove in theorem of the subsection
that there exists a constant C' such that:

br(G)e < br(G') < br(G)°.
Note that, as well as the property to have subexponential growth, the property to

have branching number equal to 1 is invariant by quasi-isometry. On the other hand,
the branching number br(G) is related with the growth rate
gr(G) = lim infs(n)%

- n—o0

as following:
br(G) < gr(G)

where s(n) is the number of elements at distance n from the root. In the case of
Cayley graphs, there is the identity between both quantities. So the interest of the
branching number is greater in the context of graphs that are not Cayley graphs.
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The goal of the first part of this memory is to extend the notion of branching
number to the context of finitely generated pseudogroups. We define it as the mean
of the branching numbers on the generic orbits. The interest of this new invariant is
motivated by the results of C. Series [63] and V. Kaimanovich [45] where they pro-
ve that equivalence relations with polynomial growth (respectively subexponential
growth) are amenable. The original idea of this memory was to find an amenabi-
lity criterion to pseudogroups in terms of branching number, since this invariant is
not always equal to the growth rate. The obtained results have been published in
collaboration with F. Alcalde in [3].

Let (T',3) be a finitely generated pseudogroup acting on a probability space
(X, ). We define the branching map brs : X — [1,400] that assigns to each point
of X the branching number of its orbit. On the proposition we prove that it is
a measurable map, then we can give the following definition:

Definition 1. The branching number of the pseudogroup (I',¥) respect to p is
defined by:

br(0, %2, n) = /brg(:c)du(;v).

When the measure p is ergodic, we deduce that the branching number of the pseudo-
group coincides with the branching number of p-almost every orbit. The definition
of branching number depends on the finite generating system and it is natural to
wonder what happens when we change ¥ by another finite system Y. The pseu-
dogroups (I',¥) and (I',¥’) are equivalent in the sense of Kakutani, so we study
in how this equivalence affects to the branching number. We obtain that the
property to have branching number equal to 1 is invariant (see proposition .

As seen previously, the original goal was to relate amenability with branching
number. Recall that a pseudogroup I' acting on a probability space (X, i) is ame-
nable respect to the measure p if there exists a measurable system of means m =
{my}+ex on the generic orbits that is invariant, that is to say, m, = m, if z and y
belong to the same orbit. Note that the pseudogroup is amenable if and only if the
equivalence relation R defined by the action of I' on X is amenable. In other terms,
we obtain the following amenability criterion (see theorem m proved in subsection

£3)

Theorem 1. If the branching number br(I', X, u) = 1 then the pseudogroup is p-
amenable.

We prove that any pseudogroup with branching number equal to 1 verifies the weak
Reiter’s condition (introduced by C. Anantharaman-Delaroche and J. Renault in
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[5]), which is equivalent to say that the pseudogroup is amenable. We construct
explicitly a system of asymptotically invariant probability measures on the orbits
verifing the previous condition.

When the measure is harmonic we obtain a stronger result relating the branching
number and the Liouville property. In [58] F. Paulin introduces a discrete version of
the notions of random walk, heat operator and Laplace operator of foliation theory
to equivalence relation theory. Recall that a random walk in a graphed pseudogrup
(', X)) acting on a probability space (X, ) involves choosing at random a point
of X and moving randomly through the edges of its orbit. When the probability
to walk from a vertex to any of its neighbours is equal, we are talking about the
simple random walk. Let E be the edge-set of the graph X and let 7 : £ — [0, 1] be
the measurable map which gives the transition probability from a vertex to every
neighbour. The heat diffusion operator D, on the orbits of the pseudogroup and the
corresponding Laplace operator A, are defined and we call harmonic function to
any function f : X — R such that A (f) = 0 in almost every point. The measure p
on X is harmonic respect to 7 if it is preserved by heat diffusion.

Recall that a function in R"™ is harmonic if verifies Laplace equation, that is,
the value in each point is the mean value of the function on the ball centered on
such point. The classical Liouville theorem asserts that there do not exists non-
constant bounded harmonic functions on R™. The discrete version of this property
in the context of graphs is the following: a graph verifies the Liouville property
with respect to a random walk if the bounded harmonic functions on the graph
are constant. Similarly, a graphed pseudogroup (I, 3J) verifies the Liouwville property
respect to a random walk 7 if almost every orbit verifies this property, that is, the
bounded harmonic functions on I'(x) are constant for almost every = € X. When the
measure is harmonic, the diffusion operator is regular, that is, there exist notions of
entropy h(I'(x)) and speed [(I'(x)) on the orbits, well defined and related as follows:

h(I'(2)) < log(Gre(I'(2))) (T'(2))

as V. Kaimanovich and W. Woes prove in [49], where Gry(I'(z)) is the growth rate
on the balls of the orbit. The condition br(I', ¥, 1) = 1 implies that [(I'(z)) = 0,
then h(I'(z)) = 0 for p-almost every point z € X. So, we obtain a new criterion

depending on the branching number (see theorem in §2.3.2)):

Theorem 2. If the measure p is harmonic respect to the simple random walk, then
br(L, %, ) = 1 implies that the pseudogroup (I',3) wverifies the Liouville property.

We illustrate our definition with several examples. The first example is an essen-
tially free action of the lamplighter group Gy on the polynomial ring Zs|[[t]], which
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shows that the reciprocal of Theorem 1 is not true. Indeed, lamplighter group is
amenable respect to any invariant measure, but its branching number (respect to a
concrete generating system) is the gold number ® > 1.

In the second example, we construct a Riemann surface lamination, minimal
(i.e. leaves are dense) and without holonomy (i.e. the elements of holonomy pseu-
dogroup have not fixed points). We consider Gromov-Hausdorff space of free group
with three generators IF3, that is, the set of rooted subtrees of the Cayley graph F?
endowed with Gromov-Hausdorff topology where two trees are close if they coincide
in a big ball. Using the grafting process of E. Blanc described in [12], we construct
an aperiodic repetitive subtree of F3 whose closure in the Gromov-Hausdorff space
is endowed with a natural equivalence relation whose classes are indistinguishable
trees isomorphic to the original subtree. Using a process described by E. Ghys in
[30] (see also [2]), the closure of the subtree can be realized as complete transversal
of a minimal without-holonomy Riemann surface lamination £.,. We construct an
invariant transverse measure such that generic leaves of £, have one end and expo-
nential growth. The first condition guarantees that the branching number of generic
orbits of the holonomy pseudogroup is equal to 1. Consequently, the lamination is
Liouville. This example shows that the amenability criterion given by Theorem 2
generalizes the results of C. Series and V. Kaimanovich.

Finally, if we consider a supercritical Galton-Watson process (i.e. with offspring
m > 1), it is not difficult to prove that its branching number is equal to m. Note that
the equivalence relation is defined by a pseudogroup that is not finitely generated.

Bernoulli percolation. Percolation theory was introduced in the 50’s to model
many random physical processes as filtration of a fluid on a porous material, expan-
sion of an epidemic or propagation of a fire. Suppose we immerse a big porous stone
in fluid. It is interesting to study if the fluid will low up to the center of the stone
or not. Percolation theory proves that the probability of that happening does not
grow gradually when we variate the porosity degree. Indeed, the probability is null
until a critical value and from this point, the probability is total.

Percolation theory studies the properties of the connected components (clusters)
of random subtrees of an infinite graph. We are interested in Bernoulli percolation
process on an infinite graph, where each edge remains with probability p and disap-
pears with probability 1 —p (see [34],[52],[54] ). Obviously, the probability that there
is an infinite cluster in the random subgraph obtained by percolation is monotoni-
cally increasing with respect to the parameter p € [0, 1]. In fact, for each parameter
p this probability is equal to 0 or 1 by Kolmogorov’s 0-1 law. So there exists a critical
value p. € [0, 1] which divides the process in two phases, the subcritical phase p < p.
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where clusters are finite (with probability 1), and the supercritical phase p > p.
where there is at least an infinite cluster (with probability 1):

p
—_—

o ] P 1

Finite clusters There is an infinite cluster

In mathematical terms, given a graph G with edge-set E and a parameter p €
[0, 1], the p- Bernoulli percolation process is given by the colouring space Q = {0, 1}F
on F endowed with the o-algebra generated by the cylinders and the Bernoulli
measure P, obtained as a product of Bernoulli measures on {0,1} that assigns
weights p and 1 — p to 1 an 0 respectively. Each colouring w € € defines a graph G,
of G whose edges are the edges coloured by 1. The connected components of G, are
called clusters and for each vertex v of G, the cluster which contains it is denoted

by C,(v).
Definition 2. The critical percolation of G is defined by

pe(G) =inf{p € [0,1] | P,Jw € Q| 3C,, infinite] =1 }.

Generally, the calculation of p,. is difficult; in fact, its value for the Cayley graphs of
7™ with n > 2 is unknown. In the case of trees, the critical probability p. coincides
with the inverse of the branching number (see [52]). Also, in this context the binary
tree and the Fibonacci tree are an example of quasi-isometric graphs whose criti-
cal percolation do not coincide. However, once again, the property to have critical
percolation equal to 1 is invariant by quasi-isometry.

When the graph G is the Cayley graph of a finitely generated group G, it can
be said more about the Bernoulli percolation process. The action by translations
of G on G can be extended naturally to an action on the colouring space €2 given
by gw(e) = w(g~'(e)). This action is invariant and ergodic respect to the measure
P,. Using the ergodicity of P,, C.M. Newman and L.S. Schulman prove in [56] that
for each p € (0,1) the number of infinite clusters is constant equal to 0, 1 or co.
Therefore, O. Haggstrom, Y. Peres, R.H. Schonmann prove in [42] that there exists
a new critical value p, such that in the phase p, < p, called uniqueness phase, there
exists an unique infinite cluster (with probability 1):

Definition 3. The critical value is defined by

pu(G) =inf{p € [0,1] | P,[w € Q| I°C,infinite]| =1 }.
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When p. # py, there exists an intermediate phase called non-uniqueness phase
pe < p < p, where there are infinitely many infinite clusters (with probability

1):

0 T R(G) T R(©) T 1

FEinite clusters There are infinitely There is an
many infinite clusters unique cluster

Sometimes the non-uniqueness phase is empty. It is the case of Cayley graphs of
amenable groups, which verifies p. = p,,, by an result of R.M. Burton and M. Keane
[15]. In the memory, we compile some results which show the relation of the values p..
and p, with geometric properties as the number of ends, the exponential growth or
quasi-isometry. In section we recall the formulation of the Bernoulli percolation
process on Cayley graphs described by D. Gaboriau in [27] using measurable equi-
valence relation language. With this formulation we can recuperate some classical
results presented in previous section using techniques from foliation theory. Gabo-
riau constructs an equivalence relation R on {2 whose generic orbits respect to the
invariant measure P, can be identified with the clusters of percolation process on a
Cayley graph. Therefore, the restriction of the measure P, to the set of infinite or-
bits is ergodic by the Indistinguishability Theorem of [55]. This guarantees that the
clusters have the same measurable properties: growth, number of ends, branching
number. Note that the main tools in the percolation study on Cayley graphs are the
existence of the group action on the colouring space and the fact that the measure
P, is invariant and ergodic.

The goal of the second part of the memory is to extend Bernoulli percolation
process to the context of graphed pseudogroups. For that, we make Bernoulli per-
colation of parameter p € [0, 1] on the edges of each orbit of the pseudogroup. Now,
the aim is to study the properties of the clusters on the generic orbits. Once again,
the classical tools are not valid because the orbits have not the homogeneity of the
Cayley graphs. However, in section §3.3| we prove that the critical percolation va-
ries on a measurable way on the orbits and we define critical values which divide
Bernoulli percolation process in different phases.

If (T',Y) is a finitely generated graphed pseudogroup acting on a probability
space (X, u), we define the percolation map p. : X — [0, 1] which assigns to each
point of X the critical percolation of its orbit. We prove in proposition that it
is a measurable map and in the ergodic case it is constant.
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Definition 4. The lower critical percolation and the upper critical percolation of
the pseudogroup (I', X)) is defined by

pe(l', 3, 1) = inf ess {p.}, Pe(D, %, ) = supess {p.}.

There exists a finiteness phase p < p.(I", X, 1) where the clusters of the generic orbits
are finite. In the phase p > po(I, 2, 1) there exists at least an infinite cluster in the
generic orbits. In the intermediate case p.(I', 3, u) < p < Pa(T', X, ), we obtain a
mixed phase. -

s
| I I |
I ! ' 1
0 T RO RO 7 1
Finite clusters There is an infinite
in a.e. orbit cluster in a.e. orbit

If the measure p is ergodic, then generic orbits have the same critical percolation.So
there exists a critical value p.(T', %, ) called critical percolation of the graphed
pseudogroup which divides the process in two phases: the subcritical phase p <
pe(I', %, 1) where the clusters of almost every orbit are finite and the supercritical
phase p > p.(T', 3, u) where almost every orbit has an infinite cluster.

p

—>
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in a.e. orbit cluster in a.e. orbit

In section §3.3.3] we are interested by the influence of Kakutani equivalence on
percolation. We obtain that the property to have critical percolation equal to 1 is
invariant (see proposition |3.53]).

The study of the number of infinite clusters and their properties in pseudogroups
percolation is more difficult than in the classical case. However, when the measure is
harmonic and ergodic, we have some tools that are fundamental in the third chapter
of the memory. This tools are the discrete version described by F.Paulin in [58] of
the results of E. Ghys compiled in [29]:

s The Ends Theorem that says that the number of ends of the generic orbits is
constant equal to 0, 1, 2 or a Cantor set.
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s The Fundamental Proposition that says that any Borel set of positive measure
intersects almost every orbit approaching every end of the orbit.

» The Hypersurface lemma that says that if the orbits of the pseudogroup have
more than one end, then there exists a finite graph G such that almost every
orbit contains an infinite quantity of copies of G approaching every end, and
if we remove any of them, the orbit will be disconnected in at least two non-
bounded connected components.

Recall that the first result can be proved from the other ones (see [II]). We can
obtain information about the number of infinite clusters of the pseudogroup whose
orbits have more than one end. For that, we combine the previous results with the

following lemma (proved in §3.3.3)):

Fundamental Lemma 1. Let & be an infinite connected graph containing an in-
finite countable quantity of subgraphs {G,} isomorphics to a finite graph G disjoint
from each other. Then, an infinite quantity of graphs G, will be removed when we
make p-Bernouilli percolation on & (with probability 1).

Then, we obtain two theorems that show the analogy with the classical results
on Cayley graphs, that is, p. = 1 if the graph has 2 ends and p, = 1 if it has an
infinite quantity of ends (the proof can be seen in [54]). Indeed, the first result (see
theorem in says that if the orbits of the pseudogroup have 2 ends, then

the clusters are finite for any p < 1:

Theorem 3. If the measure p is harmonic and ergodic and p-almost every orbit has
2 ends, then

pC(Fa Ea :u) = 1

The second result (see theorem [3.56| in §3.3.5)) says that if the orbits of the
pseudogroup have a Cantor set of ends, then there are infinitely many infinite clusters
in the supercritical phase:

Teorema 4. If the measure p is harmonic and ergodic and p-almost every orbit
has a Cantor set of ends, then there are infinitely many infinite clusters in p-almost
every orbit for p.(I', 3, u) <p < 1.

Finally, we illustrate Bernoulli percolation process in graphed pseudogroups with
several examples (see §3.3.6)). In the first example we consider the Liouville lamina-
tion L, defined in the first part of the memory. Although the orbits have exponential
growth, we can prove that their critical percolation is equal to 1. Then the clusters
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are finite for p < 1. This example is interesting because it shows that exponential
growth does not imply p. < 1.

In the second example, we consider the action of the lamplighter group G; on
the polynomial ring Z,|[[t]]. Its critical percolation verifies p. < g where ® is the
golden number. Therefore, for p > p. there exists an unique infinite cluster in the
generic orbits of the action because they are isomorphic to the Cayley graph of
G, which verifies p. = p, because of amenability. It is natural to wonder if the
supercritical phase is an uniqueness phase when the pseudogroup is amenable, as
in the previous example. The answer is negative when the measure is not invariant.
Indeed, the action of the free group F? with two generators on its end space OF?
(respect to a equidistributed probability measure p described in example [1.51)), is
amenable. However, the generic orbits have critical percolation p. = % and they
contain infinitely many infinite clusters in the supercritical phase p > p..

Could be expected that the result was true when generic orbits are Fglner. Alt-
hough the generic orbits of the supercritical Galton-Watson process (with critical
percolation p. = %) are Fglner respect to an invariant measure, they have infinitely
many infinite clusters for p > p.. So the open question is if there is uniqueness of
infinite clusters in the supercritical phase for an amenable pseudogroup respect to
an invariant measure.

Relative Percolation. Finally, in §3.4 we introduce a new process of percolation
which is natural in groups and pseudogroups dynamic. This percolation involves
intersecting the orbits of the measurable action of a finitely generated group G on a
probability space (X, u) with a Borel set A C X of measure p(A) = p. We suppose
the action essentially free, invariant and ergodic respect to the measure p. The
percolation relative to the Borel set A involves keeping the edges whose endpoints
are in A and removing the others in its orbit G.z. We call clusters to the resulting
connected components. Our goal is to study the clusters depending on the measure
p. If p = 0, the clusters are the points. If p = 1, then almost every orbit has an
unique infinite cluster that coincides with the orbit. So we are interested in Borel
sets of measure 0 < pu(A) =p < 1.

Classical p-Bernoulli percolation (of vertices) for Cayley graphs is an example of
relative percolation. Indeed, we can formulate the new process in terms of equivalence
relations and identify the clusters with the orbits of an equivalence relation R called
cluster relation relative to A. In these terms, if X is the colouring space = {0, 1}V,
p is the Bernoulli measure P, and A is the Borel set {w € | w(1) = 1}, the relation
R coincides with the usual cluster relation R and the measure u(A) = p.

By analogy with classical percolation, it could be expected that the clusters were
finite for Borel sets of small measure. The example [3.64] shows that this is not true.
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We consider two rotations m; and 7 of irrational angle on the sphere S? such that
the orbits are dense and isomorphic to the Cayley graph of the free group F?. For
each € > 0, the ball B. centered in a fix-point z; of m; of volume vol(B.) < € cuts
any orbit because of minimality. If we make percolation relative to B., the cluster
of almost every point x in B, is infinite because it contains the points 7} () disjoint
from each-other. Then, almost every orbit has at least an infinite cluster.

Naturally, we are interested on the number of infinite clusters of the generic
orbits of the action. We define the map N(A) : X — N U {oco} that assigns to
each point the number of infinite clusters of its orbit. In proposition [3.65| we prove
that it is measurable. Therefore, by ergodicity of the measure, N(A) is constant
in almost every point. So, generic orbits have the same number of infinite clusters
(see proposition . The natural question is if we can extend the result of C.M.
Newman y L.S. Schulman [56] to our context:

Conjecture 1. If we make percolation relative to a Borel set A of measure ) < p < 1
then every cluster is finite, there is an unique infinite cluster or there are infinitely
many infinite clusters in each orbit.

In the case of free groups, conjecture is true; in fact the following result (see
proposition in §3.4.4) shows that there does not exist uniqueness of infinite
clusters, as in the case of classical percolation of trees:

Proposition 1. Let G be a free product of groups. Then the clusters are finite or
there are infinitely many infinite clusters.

The conjecture is also true when the group has more than one end and the Borel
set has small measure (see theorem in §3.4.5))

Theorem 5. Let G be a group with more that one end. Then there exists a constant
C > 0 such that for any Borel set A C X with measure p < C, every cluster is finite
or there are infinitely many infinite clusters in almost every orbit. Particularly, if
G has 2 ends, then every cluster is finite.

The fundamental tool used in the proof of these results is the following lemma
(see fundamental lemma in §3.4.4)):

Fundamental Lemma 2. Let G be a group with more than one end. If the number
of infinite clusters is finite, then every infinite cluster approaches every end of the
orbit which contains it.
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