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Resumen

Los dominios de Dedekind son anillos para los que se verifica la factorizacién tinica de
ideales en ideales primos, que generalizan la propiedad de factorizacion tnica en irreducibles
de los elementos de un dominio de ideales principales. Dedicamos esta memoria al estudio de
las propiedades de los dominios de Dedekind y a la exposicion del Teorema de Clasificacion
de los médulos finitamente generados sobre este tipo de anillos, extendiendo la clasificacion
conocida para dominios de ideales principales. Un tipo particular de dominios de Dedekind
son los anillos de valoracion discreta, que también se trataran en la memoria. Para abordar
una demostracion autocontenida del Teorema de Clasificacion general, estudiaremos como
paso intermedio el problema de clasificacién de médulos finitamente generados sobre anillos

de valoracién discreta.

Abstract

Dedekind domains are rings for which the unique factorization of ideals into prime ideals
is satisfied, which generalize the irreducible unique factorization property for elements in a
principal ideal domain. We devote this memory to the study of the properties of Dedekind
domains and the exposition of the Classification Theorem of finitely generated modules on
this type of rings, extending the well-known classification for domains of principal ideals.
A particular type of Dedekind domains are discrete valuation rings that are also discussed
in this work. To give a self-contained proof of the Classification Theorem, we will study
as an intermediate step the problem of classifying finitely generated modules on discrete

valuation rings.
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Introduccion

Desde el nacimiento de la humanidad, las matematicas han acompanado al hombre en
su vida cotidiana y le han proporcionado de un sinfin de problemas por resolver. Uno de
los mas primitivos, aunque no por ello un problema sencillo, es la bisqueda de soluciones
enteras a ecuaciones polindémicas. La ecuacién que sin duda ha suscitado mayor interés a
lo largo de la Historia es la ecuacién Z™ = X™ + Y™ | donde n es un entero mayor o igual
a dos. El primero de los casos posee gran relevancia ya que en él estdn intrinsecamente
relacionadas la aritmética con la geometria. Las soluciones enteras de este problema, hoy
en dfa denominadas ternas pitagéricas, ya eran bien conocidas desde la antigiiedad y fue-
ron motivadas por la resolucién de tridngulos rectdngulos con lados de longitud entera.
Tablillas de arcilla babilonias del siglo XIX a.C. nos muestran que las antiguas culturas
mesopotamicas ya habfan alcanzado una gran generalidad en el cilculo de estas solucio-
nes; mas incluso que la obtenida por la escuela Pitagérica en el siglo VI a.C. Hoy en dia
se conocen con exactitud todas las soluciones enteras de este primer caso, por lo que el
problema estd completamente cerrado. No obstante, cuando el parametro n es mayor que
dos, la ecuacién se vuelve mucho més complicada. Segiin habia conjeturado el mateméatico
francés Pierre de Fermat en el afio 1637 en un pequefio margen de su «Aritméticay de
Diofanto, esta igualdad no parecia tener soluciones enteras positivas cuando n era mayor
que dos. A dia de hoy, sabemos que la conjetura dada por Fermat es cierta. El matematico
britanico Andrew Willes ayudado por Richard Taylor presenté una demostracion de este
enunciado en el afio 1995.

Desde que Fermat enunciara esta famosa conjetura y afirmase que conocfa una su-
puesta demostracién de la misma, mateméaticos del méas alto nivel a lo largo de los siglos
XVIII y XIX intentaron abordar este problema. La demostracién para el caso n = 4 era
ampliamente conocida ya que el propio Fermat la habia dejado por escrito. Utilizando este
resultado, se puede deducir de modo relativamente simple que para probar la conjetura al
completo, basta suponer que n = p, con p un nimero primo. El matemético sufzo Leonhard
Euler, fue capaz de dar una demostraciéon para el caso n = 3, Adrien Marie Legendre y

Peter Lejeune Dirichlet lo consiguieron para n = 5 de modo independiente y el cason =7

XI
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fue demostrado por el matemético francés Gabriel Lamé en el anio 1837. No obstante, este
problema parecia resistirse para el caso més general. El propio Friedrich Gauss anos antes,
habiendo sido incapaz de probar algiin que otro caso particular de la conjetura, le escribia

a su compatriota Heinrich Olbers las siguientes palabras de desazon:

«Confieso que, por supuesto, el teorema de Fermat, como una proposicion aislada, tie-
ne muy poca importancia para mi, ya que es facil formular una buena cantidad de tales

proposiciones que uno no puede demostrar »

En vistas de la dificultad patente del problema, hasta bien entrado el siglo XIX, no
se habfan realizado grandes avances en el caso general n = p. La primera intentona se
produce en la década de los 40 de manos del propio Lamé. El francés intenta factorizar
el lado derecho de la ecuacion ZP = XP 4+ Y? en el anillo Z[¢,], con §, una raiz primitiva
p-ésima, de la unidad. En el ano 1847, Lamé presenta ante la, Academia de Ciencias de Paris
una supuesta demostraciéon de la conjetura donde asume implicitamente la factorizacién
Unica en estos dominios tal como ocurre en los ntmeros enteros; observacién que habia
percibido Joseph Liouville el mismo dfa de la presentacién de la prueba. Dos meses més
tarde de la presentacién de Lamé, Liouville recibe una carta del matematico aleman Ernst
Kummer, donde muestra a modo de contraejemplo la ausencia de factorizaciéon tnica en
Z[&23]. De hecho, hoy en dia es conocido (1971) que en estos anillos la propiedad de la
factorizaciéon dnica falla para todos los valores de n mayores o iguales a 23. No obstante, el
mismo Kummer afirma en la correspondencia con Liuville lo siguiente sobre la factorizacion

tnica en los anillos Z[&,]:

«Es posible rescatarla introduciendo un nuevo tipo de nimeros complejos, los cuales
he denominado “nimeros complejos ideales” (---). Hace tiempo que llevo considerando la
aplicacion de esta Teoria a la prueba del Teorema de Fermat y he consequido probar la
imposibilidad de la ecuacion Z™ = X" +Y" (2 <n < 100)»

Los «ntimeros complejos ideales» son una clase especial de enteros algebraicos que uti-
liz6 Kummer para extender la unicidad de factorizacion en Z[§,]. Gracias a la introduccion
ad hoc de este novedoso concepto, Kummer fue capaz de probar el Teorema de Fermat para
una cantidad de primos no vista hasta la fecha. A pesar de su gran labor, Kummer no logré
su propésito de demostrar el teorema para todos los valores de n, pero su trabajo e ideas
fueron retomadas por su alumno y colega Richard Dedekind. La relevancia de los trabajos
de Dedekind es tan grande que la propia Emmy Noether solia afirmar con frecuencia la

famosa frase «todo estd en Dedekind», y no es de extrafar.
En uno de sus articulos, publicado en el ano 1871, Dedekind introduce el concepto

de cuerpo, anillo e ideal (en el contexto de los ntumeros complejos) asentando las bases

del Algebra Abstracta moderna tal y como se conoce hoy en dia. Ademés, emulando a su
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maestro, Dedekind fue capaz de probar que en las clausuras integras de las extensiones
finitas de Q en C, se verifica la factorizacién tinica en producto de ideales primos, de modo
analogo a como lo hizo Kummer en los dominios Z[¢,]. Esta propiedad es una de las méas
importantes que poseen los hoy en dia denominados «dominios de Dedekind» y que los
caracterizan completamente.

La relevancia de estos dominios en el panorama matematico actual es muy grande debi-
do a que se encuentran por doquier en dos de las ramas més importantes de la matematica

moderna: la Teorfa de Numeros y la Geometria Algebraica.

FEl asunto principal de este trabajo es el estudio de los dominios de Dedekind con
el objetivo de exponer la clasificacion de los médulos finitamente generados sobre estos
dominios. En el primer capitulo, hablaremos en profundidad sobre el concepto de ideal
fraccionario, junto con otras propiedades de los submodulos del cuerpo de fracciones de un
dominio. En el segundo, definiremos el concepto de anillo de valoracién y haremos especial
hincapié en los anillos de valoracion discreta (AVD), que nos seran de utilidad mas adelante
en el trabajo. En el tercer capitulo, introducimos el concepto de dominio de Dedekind
en términos de ideales fraccionarios y estudiaremos algunas de las caracterizaciones que
poseen estos dominios. Ademdas veremos algunos ejemplos interesantes, como los anillos
de ntmeros y los anillos de coordenadas de las curvas algebraicas regulares. En el cuarto
capitulo, probaremos que un dominio de Dedekind posee la propiedad de factorizacion tinica
en ideales primos y cémo esta propiedad caracteriza completamente a estos dominios. En
el quinto capitulo trataremos otras propiedades interesantes de los dominios de Dedekind,
que simplemente completan su estudio. Esta capitulo se puede omitir, ya que no aporta
informacién crucial para la demostracion del Teorema de Clasificacion. Por ultimo, en el
sexto capitulo, abordaremos el Teorema de Clasificaciéon, empleando de modo auxiliar el

Teorema de Clasificacion para modulos finitamente generados sobre AVDs.
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Notacion

Cualquier anillo A considerado en este trabajo serd conmutativo unitario y no trivial.
Los homomorfismos de anillos f: A — B siempre seran homomorfismos de anillos unitarios,
es decir tales que f(14) = 1p. El conjunto de los ideales primos y de los ideales maximales
de un anillo A se denotaran por Spec(A) y Spm(A) respectivamente. El grupo abeliano
de las unidades de A se denotara por A*. Denotaremos al anillo de polinomios en una
cantidad finita de variables sobre el anillo A como A[X,...,X,] y al anillo de series de
potencias en una cantidad finita de variables como A[[X7, ..., X,]].

Diremos que el anillo A es un dominio si no tiene divisores de cero. Cuando el anillo A
es un dominio, denotaremos su cuerpo de fracciones por K 4. Supondremos conocidos los
conceptos de dominio de factorizacén inica (DFU) y dominio de ideales princiales (DIP).
También damos por conocidos los resultados méas elementales que conciernen a esta clase
de dominios.

Si A esun anilloy pg € p1 € -+ C p,, es una cadena de ideales primos, diremos que
la longitud de la cadena es n. Definimos la altura de p € Spec(A), y escribiremos alt(p),
como el supremo de las longitudes de las cadenas de ideales primos pg C p1 € --- C pp = p.
Un ideal primo p se dice minimal si alt(p) = 0. La dimension de Krull del anillo A es el
supremo de las alturas de los ideales primos de A y se denota dim(A). Diremos que un
anillo A es noetheriano si satisface la condicion de cadena ascendente, o equivalentemente,
si todo ideal de A es finitamente generado. Diremos que A es un anillo artiniano si satisface
la condicion de cadena descendente, o equivalentemente, si A es noetheriano y dim(A) =0
(Véase [II, Capitulos 6, 7 y 8|).

Usaremos ademas la notacién estdndar N para el conjunto de los niimeros naturales, Z

para los enteros, Q para los racionales, R para los reales y C para los complejos.
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Capitulo 1

Ideales Fraccionarios

En este capitulo introducimos el concepto de ideal fraccionario de un dominio. Estos
submoédulos tendran una posicién clave en el estudio de los dominios de Dedekind y ademas,
se utilizaran en el Teorema de Clasificacién de médulos finitamente generados sobre este

tipo de anillos.

1.1. Submoddulos del cuerpo de fracciones de un dominio

Sea A un dominio v sea K4 su cuerpo de fracciones. Dados dos elementos ¢, x € K 4,

utilizaremos la notacion p.(x) := cx para representar «la multiplicaciéon por c».

Lema 1.1. Sea A un dominio y sean | y g A-submddulos no nulos de K4. St p: f— g es un
homomorfismo de A-mddulos, entonces existe un elemento ¢ € K4 de modo que p(x) = cx

para todo x € f, es decir, tal que p = L.

Demostracion. Como f, g C K4 son A-submoédulos no nulos, se tiene que S’Xlg =Ky =
SATlf, siendo S4 C A el subconjunto multiplicativo de los elementos no nulos de A. Loca-
lizando en S4 obtendremos a partir del homomorfismo de A-médulos ¢: f— g el homo-
morfismo de A-modulos ¢’ := Sglgb: K4 — K. El elemento ¢ := ¢/(1) € K4 es tal que
@ = pe. En efecto, para cada elemento x € § existe un elemento no nulo a, € A tal que

azr € A. Entonces, por ser ¢’ un homomorfismo de A-modulos, se tiene que
az0(2) = p(a:7) = ¢'(a:2) = ¢'((as2)1) = (a:2)¢' (1) = (agz)c = az(c).
Dado que a, # 0, se concluye que p(x) = pe(z). O

Proposicion 1.2. Sea A un dominio y sean f, g C K4 A-submddulos no nulos. Entonces

f y g son isomorfos como A-mddulos si, y solo si, existe c € K tal que g = cf.

3



4 CAPITULO 1. IDEALES FRACCIONARIOS

Demostracion. Si ¢ € K es tal que g = cf, entonces la aplicacion inyectiva pe: f — g
«multiplicar por ¢» es un isomorfismo de A-modulos (con inverso p.-1: g — f). Recipro-
camente, si ¢: f — g es un isomorfismo de A-médulos, por el Lema [1.1] sera de la forma
¢ = i para un elemento ¢ € K. Como ¢ = fi. es biyectiva, se concluye que pu.(f) = g, es

decir que cf = g. O

Corolario 1.3. Sea A un dominio. Un A-submddulo no nulo § C K4 es isomorfo a un

tdeal de A si, y solo si, existe un elemento no nulo a € A tal que af C A.

Demostracion. Si § es isomorfo a un ideal de A, empleando la Proposiciéon se obtiene
el resultado. Reciprocamente, supongamos que existe ¢ € K tal que ¢f = I, siendo I un
ideal de A. Sean b, s € A\ {0} tales que ¢ = 2. Entonces a := sc € A\ {0} es tal que
af=scf=sl C A, concluyendo la prueba. O

1.2. Ideales fraccionarios
La siguiente definicién viene motivada por el Corolario [I.3]

Definicion 1.4. Sea A un dominio. Diremos que un A-submédulo no nulo f C K4 es un
ideal fraccionario de A si es isomorfo como A-mdédulo a un ideal de A, es decir, si existe
un elemento a € A\ {0} de modo que af C A, o de modo equivalente f C éA. El conjunto

de los ideales fraccionarios de A se denotara Frac(A).

Observacion 1.5. Todo ideal no nulo de A es un ideal fraccionario. Para distinguir los
ideales usuales de A de los ideales fraccionarios, diremos que los primeros son ideales enteros

de A.

Definicion 1.6. Un ideal fraccionario § de A es principal si § esta generado como A-médulo

por un elemento 2 € K. En este caso usaremos la notacion f = zA.

Observacion 1.7. Una consecuencia directa del Corolario[I.3]es que todo ideal fraccionario
f C K4 del dominio A es de la forma f = %I , siendo @ € A un elemento distinto de cero
tal que af = I C A es un ideal entero y no nulo. En particular si A es un DIP todos los

ideales fraccionarios son principales, es decir, son de la forma zA con z € K.
Lema 1.8. Sea A un dominio y §f C K4 un A-submddulo. Son equivalentes:

(1) § es un ideal fraccionario principal.

(2) §= A como A-médulos.
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Demostracion. Si x € K es un elemento tal que f = zA, entonces pgz: A — f propor-
ciona un isomorfismo de A-mo6dulos. Reciprocamente, supongamos que h: A — f es un

isomorfismo de A-moédulos. Entonces f = zA siendo x := h(1). O

Lema 1.9. Sea A un dominio noetheriano y f C K4 un A-submddulo. Entonces § es un

ideal fraccionario de A si, y solo si, es un A-mddulo finitamente generado.

Demostracion. Supongamos que f es un A-submédulo de K 4 finitamente generado. Enton-
ces existe una familia de elementos no nulos {7+,..., 7#} C K4 de modo que f = Yo A
Tomando a := [[;"; yi, tendremos que af C A. Reciprocamente, si f es un ideal fraccionario
de A, existird un elemento a € A de modo que af C A es un ideal de A. Dado que A es
noetheriano, este ideal sera finitamente generado por una familia {x1, ..., z,} de elementos

de A. Basta observar que {%},..., %2} es un conjunto de generadores de f. O

Teorema 1.10. Sea A un dominio y sean f,g,b ideales fraccionarios de A.

(1) Los siguientes conjuntos, llamados respectivamente suma, interseccion, producto y

transportador de g en § sobre K 4, son ideales fraccionarios de A:

»frag={r+ylzef yecg}
= fhg={z[zecf zecg}
= fg={> 2 | w €, yi€g, n€LT}
» (fix, 0) ={r € Kal|zgCi}
(2) Ordenando el conjunto de los ideales fraccionarios de A mediante la inclusion, f+g es

el menor ideal fraccionario que contiene a fy g y fNg es el mayor ideal fraccionario

contenido en f y g. Ademds si § C g, entonces fh C gh.
Demostracion.

(1) Es inmediato verificar que f+g, fNg, fgy (f :x, 9) son A-submodulos de K 4. Basta
ver que estos conjuntos verifican las condiciones de la Definicién Supongamos
que existen a,b € A de modo que f C %A ygcC %A:
0#fCf+gC ﬁA —> f+ g es un ideal fraccionario.
0#£fgCfngcC #A = fg y fN g son ideales fraccionarios.

Dado que fN A es un ideal fraccionario, existird un elemento ¢ no nulo en dicho ideal.
De este modo, para cualquier y € g tendremos que fy € cA C fy asi § € (f :x,

g) # 0. Por otro lado, si consideramos 0 # d € g, tendremos que &(f ‘K, 8) C A,

concluyendo el resultado.

La demostracion de (2) es muy sencilla. O
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Observacion 1.11. Una consecuencia directa de la Proposicién [L.1]y de la definicién dada
en el Teorema es que la aplicacion p: (f :x, 9) — Homa(g, f) dada por ¢ — p. es un

isomorfismo de A-modulos.

Vamos a emplear el producto de ideales fraccionarios definido en el Teorema [1.10| para

dotar de estructura algebraica al conjunto de ideales fraccionarios de A:
Teorema 1.12. Sea A un dominio. El conjunto (Frac(A) , -) es un monoide conmutativo.

Demostracion. El producto de ideales fraccionarios es un ideal fraccionario (Teorema|1.10))
y por tanto la operacion de multiplicacion en Frac(A) es una operacion interna. El caracter
conmutativo y la asociatividad de esta operacién es consecuencia directa de que el producto

en K4 lo es. Es inmediato verificar que ¢ = A es el neutro de esta operacion. O

Definicién 1.13. Sea A un dominio y f € Frac(A). Diremos que f es invertible si es una
unidad del monoide (Frac(A) , -), es decir, si existe g € Frac(A) tal que fg = A. El ideal
g estd inicamente determinado por f y se denomina el inverso de f. Este ideal se denotara

como g = f~L.
Observacion 1.14. Todo ideal fraccionario principal es una unidad de Frac(A):
X -1 1
Vee K, (zA)" =-A
x

Por otro lado, el conjunto de las unidades Frac(A)* es un grupo abeliano y por lo
tanto todo subgrupo del mismo serd normal. En particular, destacamos el subgrupo P4 <
Frac*(A) de ideales fraccionarios principales de A. El grupo cociente de las clases de

isomorfia de los ideales invertibles, se denomina grupo de Picard de A y se denotara:
Pic(A) :=Frac(A)* /P4

Lema 1.15. Sea A un dominio y f un ideal fraccionario de A. Sif es invertible, entonces
f71 = (A :k, f). De este modo, el inico candidato a ser el inverso de un ideal fraccionario

f es el ideal fraccionario (A i, f).

Demostracion. De la definiciéon de ideal transportador se tiene que f(A :x, f) C A. Si

suponemos que f es invertible, existird g € Frac(A4) de modo que fg = A . Entonces:
9C (A, f) = A=fgCf(Ak, ) C 4
y por la unicidad del inverso g = (4 :x, f). O

El siguiente ejemplo muestra que, en general, Frac(A) no tiene por qué ser un grupo,

es decir, no todos los ideales fraccionarios de un dominio A tienen por qué ser invertibles.
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Ejemplo 1.16. Consideremos el dominio Z[v/5] y los ideales I = (2) y J = (2,1 — /5).
Veamos que el contenido I C J es estricto. En efecto, si 1 — /5 € I, entonces 1 — /5 =
2(a + B/5), siendo a, 3 € Z y se obtiene que 1 = 2a y —1 = 23. No obstante estas
igualdades no se verifican para ntmeros enteros, y asi 1 — /5 ¢ I. Comprobemos ahora
que J2 = 1J. Como I C J, entonces IJ C J? y solamente tendremos que probar el otro
contenido. Bastara verificar que (1 — /5)2 € I.J. Se tiene que (1 — v/5)? = 6 — 2/5 =
2(2+ (1 —+/5)) € IJ. De este modo, J no es invertible, ya que si lo fuera, tendriamos que
I=1JJ7'=J?J~! = J, que ya hemos visto que es falso.

1.3. Ideales fraccionarios y localizacién.

La siguiente proposicién muestra que las operaciones aritméticas definidas en el conjun-
to de los ideales fraccionarios de un dominio A presentan un buen comportamiento frente
a la localizacion. Por otro lado, adjuntamos otros resultados sobre localizacién en ideales

que nos seran de utilidad.

Proposicion 1.17. Sean §f, g ideales fraccionarios de un dominio A y sea S C A un
subconjunto multiplicativo tal que 0 ¢ S. Entonces S™'f y S~'g son ideales fraccionarios

de ST'A, ademds:

S~ (i+g)=5"1+5"g,
S~'(fg) = S7'f S7'g,
S7Hfng)=5""fns g

= Siges un A-mddulo finitamente generado, entonces
S7HFika 0) = (S ik, S710)

» Si ademds f es invertible, S™'f es un ideal fraccionario invertible de S™1A.

Demostracion. En primer lugar, obsérvese que Ky = Kg-14 y que si a € A\ {0} es tal
que af C A, entonces aS~'f ¢ S~'A. Por lo tanto, tendremos que S™'f C K4 serd un
ideal fraccionario de S™'A. Por otro lado, las propiedades enunciadas son propiedades
generales para la localizacion en un subconjunto multiplicativo (véase [I, Corolario 3.4|).
Unicamente las dos tltimas propiedades merecen atenciéon. Si x € K4 es tal que zg C f,
entonces trivialmente zS~'g C S~!f. Para demostrar el otro contenido asumiremos la
hipotesis de que g es un A-moédulo finitamente generado. Sea {gi,...,gn} un conjunto
de generadores de g como A-moédulo. Entonces dado o € (S~!f K4 S~1lg), para cada

i € {1,...,n} existiran elementos f; € f y s; € S tales que ag; = f—z, es decir, tales que
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asig; = f;. Definiendo s = [[I"; s; € S, se tiene que sae = € (f :x, §) y por lo tanto
a=2¢e5(fx, 9).

Por ultimo, si f es invertible entonces existird g C K4 un ideal fraccionario de A tal
que fg = A. Entonces S™!'fS71g = S71(fg) = ST A. -

Observacion 1.18. La propiedad «ser invertible» en el conjunto de los ideales fracciona-
rios de un dominio noetheriano es una propiedad local (Proposicion [1.20). Para la demos-

tracién de este hecho es 1til el siguiente resultado:

Lema 1.19. Sea A un subanillo de un cuerpo K. Sea M un A-mddulo contenido en un

K -espacio vectorial V. Entonces:

M= (1 My= (] M

peSpec(A) meSpm(A)

Demostracion. Es suficiente comprobar que el contenido M C ﬂmESpm(A) M, es una igual-

dad. Dado m € Spm(A), si v € V es tal que v € My, entonces v es de la forma v = §
conz € M yte A—m. Porlo tanto, t € (M :4 v) y (M :4 v) ¢ m. Entonces si para
todo m € Spm(A) se tiene que v € My, necesariamente (M :4 v) = A. De este modo

obtenemos que v =1-v € M. 0l

Proposicion 1.20. Sea A un dominio noetheriano y §f C Ka un ideal fraccionario. En-

tonces equivalen:

(1) El ideal fraccionario § es invertible.

(2) Para todo m € Spm(A) (equivalentemente, para todo m € Spec(A)), fm es un ideal

fraccionario invertible de An,.

Demostracion. (1) = (2) se sigue de la Proposicion|1.17} Reciprocamente, si fn, es invertible
para todo m € Spm(A), entonces empleando la Proposicion y el Lema, se deduce

que f es invertible

(A ik, f) = ﬂ (F(A ik, f))m = m fon(Am 1y fm) = ﬂAm = A O

m m

Lema 1.21. Sea A un dominio local y m su maximal. Un ideal fraccionario de A es

wnwvertible si, y solo si, es principal.

Demostracion. Los ideales principales no nulos son siempre invertibles. Supongamos ahora
que f es un ideal fraccionario de A invertible. Tendremos que ff~! = A y de este modo
>oi aib; = 1 para ciertos elementos a; € f y b; € =l =(A x4 ). Notemos que a;b; € A

para todo i € {1,...,n} y ademds alguno de ellos debe ser una unidad. En efecto, si
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ninguno de estos productos fuese una unidad de A, entonces todos serfan elementos del
maximal m y en consecuencia 1 € m, lo que es una contradiccién. Supongamos sin perder
generalidad que el primero de estos productos a1b; es una unidad de A. Para cada z € f
tendremos que a1b1x € a1 A y usando que a1b; € A es una unidad, tendremos que x € a1 A.
Conclusion:

FCaiACf = f=alA. 0
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Capitulo 2

Anillos de valoraciéon discreta

En este capitulo abordaremos el estudio de los ideales fraccionarios en un tipo de
anillos con «buenas propiedades»: los anillos de valoracion discreta. Antes de esto, y como
requisitos previos a este estudio, introducimos las nocién de dependencia entera en una

extension de anillos, y posteriormente, el concepto de anillo de valoracion.

2.1. Extensiones enteras de anillos

Definicion 2.1. Sean A y B anillos tales que A C B. Diremos que A C B es una eztension

de anillos si A es un subanillo de B.

Definicion 2.2. Dada una extension de anillos A C B, diremos que un elemento x € B es
entero sobre A si existe un polinémio moénico y no nulo f € A[X] de manera que f(x) =0,

es decir, si = satisface una ecuacién de la forma
"+ a4+ a, =0,

donde aq, ..., a, son elementos de A. Si todo elemento de B es entero sobre A diremos que

la extension A C B es entera.

Proposicion 2.3. Sea A C B una extension de anillos. Un elemento ©x € B es entero

sobre A si, y solo si, A[z] es un A-mddulo finitamente generado.
Demostracion. |1, Proposicion 5.1. O

Corolario 2.4. Sea A C B una extension de anillos y C := {x € B | x es entero sobre A}.

El conjunto C C B es un subanillo de B que contiene a A.
Demostracion. [1l, Corolario 5.3]. O

11
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Definicion 2.5. En las condiciones del Corolario M el anillo C se denomina clausura
integra de A en B y se denotara por A", Cuando A es un dominio v B = Ky, A7 se

denominara simplemente la clausura integra de A v se denotara A.

Definicion 2.6. Sea A C B una extension de anillos. Diremos que A es integramente
. =B L .
cerrado en B si A~ = A. En el caso en que A sea un dominio y B = K4, diremos

simplemente que A es un dominio integramente cerrado.

Proposicion 2.7. Sea A C B una extension de anillos y sea A% la clausura integra de A

—B .
en B. Entonces A~ es integramente cerrado en B.

Demostracion. [1l, Corolario 5.5] O

Para un dominio la propiededad «ser integramente cerrado» es una propiedad local:

Proposicion 2.8. Para un dominio A equivalen:

(1) A es integramente cerrado.
(2) Ap es integramente cerrado, Vp € Spec(A).
(3) Am es integramente cerrado, Vm € Spm(A).

Demostracion. [1l, Proposicion 5.13]. O

2.2. Anillos de valoraciéon

Definicion 2.9. Sea A un dominio. Diremos que A es un anillo de valoracion si para cada

x € K%, setienequex € Aox~ !t e A

Proposicion 2.10. Sea A un anillo de valoracion. El conjunto de los ideales de A forman

un conjunto totalmente ordenado respecto a la inclusion.

Demostracion. Sean I,J ideales de A distintos. Supongamos que existe x € I tal que
T

x ¢ J. Entonces para todo y € J no nulo tendremos que ﬁ ¢ Ay de este modo £ € A. Por
lotantoy =a-2elyasi JCI. O

Proposicion 2.11. Si el dominio A es un anillo de valoracion, entonces A es un anillo

local e integramente cerrado.

Demostracion. Todo ideal propio de A esta contenido en un ideal maximal, y como conse-
cuencia de la Proposicion 2.10] A posee un tnico maximal.

Sea a € K4 un elemento entero sobre A. Luego existe p € A[X] monico y no nulo de
modo que p(a) = a™ +cja™ L+ -+ + ¢, = 0. Supongamos que a ¢ A. Entonces o~ € A
y de este modo o = — (¢ + caa™t 4 -~ 4+ c,al™™) € A. Esto es absurdo y por lo tanto, los

unicos elementos de K 4 enteros sobre A son los de A. O
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Definicién 2.12. Sea (G, <) un grupo abeliano totalmente ordenado. Diremos que el
grupo (G, <) es un grupo linealmente ordenado si dados «, f € G tales que a < 3, se
verifica que a + v < B + v, para todo v € G.

Definicién 2.13. Sea K un cuerpo y (G, <) un grupo abeliano linealmente ordenado.
Una waloracion de K con valores en (G, <) es un homomorfismo sobreyectivo de grupos

abelianos v : (K*,:) — (G, +) tal que v(z + y) > min{v(z),v(y)}, para todo z,y € K*.

Observacion 2.14. Es conveniente afiadir un elemento «oo» a G estableciendo que oo +
g=00 =g+ 00 yqueg < oo para todo g € G. Asi podremos extender v a todo K
definiendo v(0) := co. Esta extension se seguird llamando valoracion de K y se denotara
por v: K — Go. Cabe destacar que este artificio técnico simplemente pretende que las

propiedades citadas anteriormente se verifiquen sin excepcion.

Lema 2.15. Seav : K — G una valoracion de K. El conjunto A, := {x € K* | v(z) > 0}

es un subanillo de K y se denomina el anillo de valoracién de v.

Demostracion. El subconjunto A, C K contiene al elemento neutro de la multiplicaciéon
ya que (1) = 0; ademas es un subconjunto cerrado para la suma y para la multiplicacion:

siz,y € A, entonces v(zy) = v(z) +v(y) >0y v(z+y) > min{v(z),v(y)} > 0. O

Lema 2.16. Sea v: K— G una valoracion de K y sea A = A, su anillo de valoracion.
Entonces A* ={zx € K | v(xz) = 0}.

Demostracion. Sea x € A*. Entonces 0 = v(1) = v(zz™!) = v(x) + v(z7!). Como v(z),
v(z~!) > 0, entonces v(x) = 0. Reciprocamente, si z € K tal que v(z) = 0, entonces

0=v(z) = —v(z~!) y de este modo v(x~!) = 0. Por lo tanto z y 7! € A. O

Definiciéon 2.17. Sea K un cuerpo. Diremos que v y v/, dos waloraciones de K, son
equivalentes si sus anillos de valoracion A, y A, son iguales. Trivialmente, esta relacién

es de equivalencia entre las valoraciones de K.

Teorema 2.18. Dos valoraciones de K, v: K* — G yv' : K* — G’ son equivalentes si,

y solo si, existe un isomorfismo de grupos ordenados \ : G — G’ de modo que v/ = \owv.

Demostracion. Supongamos que v y V' son equivalentes. Por hipotesis los anillos de va-
loracion son iguales; denotemos A = A, = A,.. Por el Lema se tiene que A* =
Ker(v) = Ker(v/). Ademas cada una de las valoraciones v : K* — Gy v : K* — G
son homomorfismos sobreyectivos de grupos, por lo que induciran isomorfismos de grupos
p: K*/A* — Gy KX/A* — G'. Tomando X := p/ o !, obtenemos el resultado. El

reciproco es inmediato. O
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Los anillos de valoracién y las valoraciones en un cuerpo K son conceptualmente la

misma cosa. El siguiente teorema atribuido a Wolfgang Krull prueba esta afirmacién:

Teorema 2.19 (W. Krull). Sea K un cuerpo arbitrario y A un dominio. Tendremos que:

(1)

(2)

Si v es una valoracion de K, su anillo de valoracion A, es un anillo de valoracion
cuyo cuerpo de fracciones es K.

Si A es un anillo de valoracidn, existe un grupo abeliano linealmente ordenado (G, <)
y una valoracion v : K; — G de modo que A es el anillo de valoracion de (Ka,v).

En este caso diremos que v es una valoracion asociada a A.

Demostracion. (1) Sea A = A, al anillo de valoracion asociado a v, la valoracion de K.

Sea x € K\ A. Luego v(z) < 0. Ya que v(x) +v(z~!) = 0, se verifica que v(z7) > 0
y asi, 7! € A. Veamos ademéas que K es el cuerpo de fracciones de A. Sea K4
el cuerpo de fracciones de A. Se tiene entonces que A C K4 C K. Sea x € K: si
r € A tendremos que z € Ka; si 2 € K\ A, entonces 27! € A y de este modo

T = % € K 4. Concluimos entonces que K = K 4.

Sea G := {zA | v € K} el grupo multiplicativo con el producto zA - yA = zyA.

Consideremos en G el orden determinado por:
r,ye Kj: zA<yA:<=zADyA

FEsta relacion es un orden total y lineal: que esta relacién de orden es total es una
comprobacién anéloga a la demostraciéon de la Proposiciéon v la linealidad del
orden se sigue de que dados zA,yAy zA € G :

TAD YA = zxA D zyA <= zA-2AD zA-yA = zA-zA<zA-yA

La aplicacion v : K} — G dada por v(z) := zA es una valoracion de K4 mediante
unas comprobaciones rutinarias. Ademas A es el anillo de valoracién de la extension
v: K A — Goo O

Corolario 2.20. Seq v una valoracion en K y sea A, su anillo de valoracion. Entonces A,

es un anillo local con ideal mazimal m = {x € K4 | v(x) > 0} y es integramente cerrado.

Demostracion. En virtud del Teorema A, es un anillo de valoracion y por lo tanto el
resultado se deduce aplicando la Proposicion 2.11] O

Teorema 2.21. Sea K un cuerpo y sea A un subanillo de K. La clausura entera de A en

K es la interseccion de todos los anillos de valoracion de K que contienen a A.

Demostracion. [6, Theorem 9.4.4]. O
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2.3. Anillos de valoraciéon discreta

Definicion 2.22. Sea K un cuerpo. Diremos que una valoracion v : K* — G es una
valoracion discreta si existe un isomorfismo de grupos ordenados (necesariamente nico)
entre G y Z . De este modo podemos suponer sin perder generalidad que el rango de una
valoracién discreta es siempre Z. Por otra parte, diremos que un anillo A es un anillo de
valoracion discreta (AVD) si A es el anillo asociado a una valoracion discreta de su cuerpo

de fracciones K 4.

Ejemplo 2.23.

(a) Dado p € Z un nimero primo, todo racional no nulo § se puede escribir de forma

. 3 ! . . .,
tinica como p" %, donde r € Z y p es coprimo con los enteros a’ y . La aplicacion
v, : Q% —7Z determinada por ¢ — r es una valoracion discreta de Q cuyo anillo de

'p por 3 Yy

valoracion asociado es Z(p).

(b) Sea K un cuerpo. Para un polinomio irreducible f € K[X], la localizacion K[X]
es el anillo de valoracion de vy : K(X)* —Z, homomorfismo que viene dado por
vy(f"%) :=n; siendo a,b € K[X] polinomios coprimos con f.

(c¢) Sea K[[X]] el anillo de las series de potencias en la variable X con coeficienes en el
cuerpo K. El anillo K[[X]] es el anillo de valoracion de v : K((X))* — Z, aplicaciéon
definida por V(%) := n1 —ng, donde, para cada i € {1,2}, n; € N es el mayor natural
tal que X™ divide a f; en K[[X]].

Definicion 2.24. Sea A un AVD. Se dird que t € A es un parametro de uniformizacién

(PU) si v(t) = 1 para alguna (equivalentemente cualquier) valoracion v asociada a A.

Observacion 2.25. La definicién no depende de la eleccién de v por el Lema y el
hecho de que el tnico isomorfismo de grupos ordenados de Z es la identidad.
Lema 2.26. Sea A un AVD y seat € A un PU. Se verifica:

(1) Sia#0 en A, entonces a = ut" donde w € A yn =wv(a) € N.
2) Six#0 en Ka, entonces v = ut" donde u € A* yn =v(z) € Z.
3
4

Los tnicos ideales propios no nulos de A son de la forma (t") con n € Z*.

(2)
(3)
(4) El ideal mazimal de A es m = (t) y ademds, es el inico ideal primo no nulo de A.
(5) Los tnicos ideales fraccionarios de A son de la forma (t") con n € Z.
Demostracion.

(1) Seaa € Anonuloyn := r(a). Tendremos que a = ut" donde por definicion u = at™",

que es una unidad en A pues v(u) = 0.
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(2) Analogo al apartado anterior.

(3) Sea I un ideal propio y no nulo de A. Consideremos el conjunto {v(a) | a € I\{0}} C Z*
y tomemos n el minimo de ese conjunto. Sea a € I de modo que v(a) = n. En virtud
de (1), existe u € A* tal que a = ut™. De esta manera, tendremos que (t") C I. Si
b € I, tendremos que existe v’ € A* de modo que b = ut?, con ¢ > n y por lo tanto
b € (t"); verificindose asi el otro contenido y obteniéndose la igualdad.

(4) Esté claro que m = (¢) es maximal por (3) y ademads sera el inico por el Corolario[2.20]
Sea p un ideal primo no nulo de A. Entonces existira n € Z* de modo que p = ("),
y dado que p es primo, tendremos que t € p. De este modo concluimos que p = (t).

(5) En virtud de (3), sabemos que A es un DIP y por lo tanto noetheriano. En la
Observacion se indica que todo ideal fraccionario § es de la forma xA, donde

z € K. Empleando (2) tendremos que x = ut" para cierto n € Z y cierto u € A y
asi f = (t"). O

Los anillos de valoracién discreta son en cierta medida los dominios con las «mejores»
propiedades que no son cuerpos. Ademas de ser un dominio local, un AVD verificara las

siguientes propiedades que lo caracterizaran completamente.

Teorema 2.27 (Caracterizacion de AVD). Sea A un dominio que no es un cuerpo. Son

equivalentes:

1
2
3

(1) A es un AVD.
(

(

(4

(

(

A es un DIP local.
A es un DFU con dnico elemento irreducible t salvo asociados.
A es un anillo noetheriano local cuyo ideal maximal es principal.

5) A es un anillo noetheriano, local, integramente cerrado y dim(A) = 1.

)
)
)
)
)
6)

A es un anillo local y todo ideal fraccionario de A no nulo es invertible.

Demostracidn. La implicacion (1) = (2) se probo en el Lema [2.26]

(2) = (3) Obseérvese que si A es un DIP local y m = (¢) es su maximal, claramente ¢ es el

unico elemento irreducible de A.

(3) = (1) El ideal (t) es primo y serd maximal por la unicidad de ¢. Para cada a € A,
tendremos que existe un tnico n, € N tal que a € (t"2) y a ¢ (t"=*!). Definimos para cada
% € K con mcd(a,b) = 1, v($) := nq — mp. La aplicacion v : K} — Z es una valoracion

discreta que tiene a A como anillo de valoracion.

La implicacion (2) = (4) es Trivial.
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(4) = (3) Sea m = (t) el maximal de A. Veamos que A es un DFU con tunico elemento
irreducible ¢. Si un elemento a € A admite una factorizacion de la forma a = wt”™ con
n € Ny u€ A%, esta factorizacion es anica: si u1t™ = ust™? donde ny > ny son ntmeros
naturales y ui,ue € A%, se tiene que uy = u1t™ "2 es una unidad. Entonces, necesa-
riamente ny = ne y u1 = us. Veamos que todo elemento de A admite una factorizacion
del tipo indicado demostrando que el subconjunto T' C A de los elementos de A que no
admiten tal factorizacién es necesariamente vacio. En efecto, supongamos que existe un
elemento b € T, entonces b ¢ A* y por tanto b = byt. Como b € T, entonces by € T, ya
que en otro caso by = uit™ y entonces b = uitmtl e A \ T lo cual es una contradiccion.
Ademas, (b) € (b1); de este modo construimos una cadena de elementos b; € T tal que
(b) € (b1) € (b2) € (b3) € -+ que formaran una cadena no estacionaria de ideales de A.

Esto contradice que A sea noetheriano.

El Lema demuestra que (1) = (6), dado que los tnicos ideales fraccionarios de un

AVD A con PU ¢, son los de la forma (¢") con n € Z. De esta manera seran invertibles.
(6) = (4) Por hipotesis, m C A es un ideal invertible y por el Lema m es principal.

(5) = (4) Veamos que el ideal maximal m C A es principal. Por el Lema de Nakayama,
se tiene que m # m2. Elegido un elemento t € m — m?, claramente (t) C m. Sea n € Z*
minimal de modo que m™ C (t). Veamos que necesariamente n = 1. Supongamos por
reduccion al aburdo que n > 1. Sea ahora z € m" ! tal que = ¢ (¢). Tendremos entonces
que zm C m" C (t). Consideremos el elemento y := 7 € K. Entonces y ¢ A pues yt = x
pero x ¢ (t). Veamos que y es un elemento entero sobre A y de este modo estard en A;
lo que seria contradictorio. Dado que ym C A, ym es un ideal entero de A. Si ym = A,
tendremos que para cierto m € m, ym = 1 y de esta manera, xm = tym =t € m" C m?,
lo que contradice la eleccién de t. De este modo, el ideal ym debe ser un ideal propio
de A, es decir ym C m (dado que m es el unico ideal maximal de A). Sea {m1,...,ms}
un sistema de generadores del ideal m, y sean a;; elementos de A tales que para cada
J € {1,...,n} se tiene una expresion del tipo ym; = > 7, aj;m;. Reescribiendo estas

igualdades matricialmente:

ail —y a12 s a1s mi
a1 a2 — Y - as mo 0 @.1)
as1 as2 o Qgs — Y mg 0

Sea d := det(a;; — d;;y). Empleando la Regla de Cramer, deducimos que dm; = 0 para

todo i € {1,...,n}. Dado que m # 0, deducimos que la igualdad d = 0 es una relacion de
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dependencia entera para y sobre A.

(3) = (5) Veamos que si A es un DFU, entonces es integramente cerrado en su cuerpo de
fracciones. Sea o € K} y supongamos que o = ¢ con a,b € A\ {0} tales que mcd(a,b) = 1.
Sia”+cp_1a" 1449 = 0 es una relacion de dependencia entera de o con coeficientes
Cn_1,...,co € A, entonces se tendria que a” + bc,—1a™ "t 4 -+ + by = 0 v de este modo
b | a™, por lo que necesariamente b € A* y asi a € A. Por ultimo, dado que (3) y (2) son

equivalentes, A es un DIP local y por lo tanto sera noetheriano y dim(A) = 1. O

Corolario 2.28. Sea A un anillo de valoracion. Son equivalentes:

(1) A es un AVD.
(2) A es un DIP.

(3) A es noetheriano.

Demostracion. La implicacion (1) = (2) se prob6 en el Lema La implicacion (2) =
(3) es trivial. Para demostrar (3) = (1), supongamos que A es un anillo de valoracion
noetheriano y tomemos I un ideal de A. Como A es noetheriano, I sera finitamente gene-
rado por una familia {aj,...,a,} C A. En virtud de la Proposicion existird a;, de
modo que (a;) C (a;,) para todo i € {1,...,n}. Asi pues se deduce que I = (a;,). O

Corolario 2.29. Sea A un dominio noetheriano integramente cerrado. Sea p un ideal

primo no nulo y minimal, entonces la localizacion Ay es un AVD.

Demostracion. Observemos que K4 = Ka, y ademds Ay, es un dominio noetheriano e
integramente cerrado. Ademés dim(A,) = alt(p) = 1, concluyendo el resultado usando el
Teorema [2.27] O



Capitulo 3

Dominios de Dedekind

Comenzaremos este capitulo recordando el concepto de mddulo proyectivo, una nocién
que resultara clave para poder definir los «dominios de Dedekind». La clase de los médulos
proyectivos generaliza en cierta medida la clase de los médulos libres.

Un A-moédulo P es proyectivo si verifica las siguientes condiciones equivalentes (|5l
Proposition 3.10]):

(1) Si m: M — N es un homomorfismo sobreyectivo de A-mdédulos y ¢: P — N es un

homomorfismo, entonces existe al menos un homomorfismo ¢: P — M de modo que
$=mod.
(2) El functor Hom(P, —) es exacto.

(3) Si0 = N = M 5 P — 0 es una sucesiéon exacta corta de A-modulos entonces
escinde, es decir, existe un homomorfismo o: P — M de modo que idp = mo o y asi
se tiene la descomposicion M = «(N) @ o(P) 2 N @ P.

(4) Existe un A-mo6dulo @ de modo que P & @ es un A-modulo libre.

Una de las propiedades que caracterizan los modulos proyectivos finitamente generados
v que utilizaremos en esta memoria es el Lema de la base dual, que relaciona el caracter
proyectivo de un A-mo6dulo con la existencia de un conjunto finito de generadores junto

con su respectiva base dual:

Teorema 3.1 (Lema de la base dual). Dado P un A-mddulo, equivalen:

(1) P es un A-mddulo proyectivo finitamente generado.
(2) Eziste un nimero finito de elementos x1,...,xn € Py f1,..., fn € Homy(P, A) de
modo que, para todo x € P, x = 1" | fi(x)x;.

Demostracion. [5l, Proposition 3.12] O

19
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3.1. Dominios de Dedekind: grupo de Picard

Sea A un domino y sea S4 C A el conjunto de los elementos no nulos de A. Dado M
un A-médulo arbitrario, podemos construir el K 4-espacio vectorial SZIM . La dimension
de este espacio vectorial se denomina rango del A-mddulo M y se denotard rang (M), o
simplemente rang(M). Si M es un A-médulo finitamente generado entonces rang 4 (M) es
finito.

Teorema 3.2. Sea A un dominio. Si f C Ka es un A-submddulo no nulo, entonces se
verifica que rang(f) = 1. Ademds, f es un ideal fraccionario invertible de A si, y solo si, §

es un A-mddulo proyectivo finitamente generado.

Demostracion. Si § es un A-submoédulo no nulo de K4, la inclusion § C K4 induce un
isomorfismo canénico de K 4-espacios vectoriales entre Sglf y K4 (de hecho son el mismo
K 4-espacio vectorial). De este modo, podemos deducir que el rango de f es 1. Utilizando la
Observacion , sabemos que la aplicacion p: (A :x, f) — Homa(f, A) dada por y — p,
es un isomorfismo de A-modulos. De esta manera, cada y € (A :g, f) determina un tnico
homomorfismo de A-médulos p,: §f = A dado por z — xy.

Entonces, el hecho de que § verifique la igualdad A = §(A :x, f), significaque 1 =" | zy;

para ciertos z; € f e y; € (A :k, f). Esta expresion equivale a:

n n
a:zl-m:inyix:Za:i,uyi(x) (Vzef),
i=1 i=1
es decir, a que f es un A-modulo proyectivo finitamente generado (Teorema . O

Introducimos uno de los conceptos clave de esta memoria:

Definicién 3.3. Sea A un dominio. Diremos que A es un dominio de Dedekind (DD) si

todo ideal fraccionario de A es invertible, es decir, si (Frac(A),-) es un grupo abeliano.

Teorema 3.4. Para un dominio A equivalen:
(1) A es un dominio de Dedekind.
(2) Todo ideal fraccionario de A es proyectivo de tipo finito.
(3) Todo ideal entero no nulo de A es invertible.
(4) Todo ideal entero de A es proyectivo de tipo finito.

Ademds, todo dominio A verificando las condiciones anteriores serd noetheriano.

Demostracion. Por el Teorema[3.2](1) < (2) v (3) < (4). De forma clara se tiene que (1) =
(3), veamos que (3) = (1). En efecto, sea f C K4 un ideal fraccionarioy a € A\ {0} tal que
af C A. Por hipotesis, el ideal entero af es invertible y por tanto %A - af = § es invertible.

Como consecuencia de (3), un dominio verificando esas condiciones es noetheriano. O
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Observacion 3.5. Se deduce claramente de la condicion (3) del Teorema que todo
DIP es un DD. En particular todo cuerpo K, los anillos de polinomios K|[X], el anillo de
los enteros Z y los AVD son ejemplos de DD. Ademaés, en virtud de la propiedad (4) del
Teorema [3.4] los DD se podréan caracterizar como dominios hereditarios, es decir, dominios

donde todo ideal es proyectivo.

Corolario 3.6. St A es un dominio de Dedekind y S es un subconjunto multiplicativo de

A entonces STYA es un dominio de Dedekind.

Demostracion. Para cada ideal no nulo J de S™!A, existe un ideal no nulo I de A de modo
que J = S7'I. Asi pues, I sera un ideal fraccionario del dominio de Dedekind A y por lo
tanto sera invertible, entonces J sera un ideal invertible de S~'A (Proposicion [1.17). O

Fl siguiente Teorema, probado por la matematica alemana Emmy Noether, nos da una

de las caracterizaciones mas famosas y utiles que tienen los DD.

Teorema 3.7 (E. Noether). Para un dominio A que no es un cuerpo, equivalen:

(1) A es un dominio de Dedekind.

(2) A es noetheriano y Ay es un AVD, Vm € Spm(A).

(3) A es noetheriano, integramente cerrado y todo ideal primo no nulo de A es mazimal,
es decir, dim(A) = 1.

(4) A es noetheriano, dim(A) =1 y An es integramente cerrado, Ym € Spm(A).

(5) Todo ideal primo no nulo de A es invertible.

Demostracion.

(1) = (2) Si A es un DD, en virtud del Teorema[3.4] A es noetheriano y por el Corolario
tendremos que Ay, es un DD, para cualquier m € Spm(A). De los Teoremas y se
deduce (2).

(2) = (1) Si A es noetheriano, por la Proposicion [1.20, «ser invertible» para los ideales
fraccionarios de A es una propiedad local. Por lo tanto, si A verifica (2) entonces es un
DD.

(3) & (4) Es consecuencia directa de que para dominios, «ser integramente cerrado» es
una propiedad local (Proposicion [2.8]).

(2) < (3) Esta equivalencia se deduce como consecuencia del Teoremas del Teore-
ma, y de la Proposicion [1.20]
(1) = (5) Es consecuencia directa de la caracterizacion (3) del Teorema [3.4]
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(5) = (1) Demostraremos esta implicacion por reduccion al absurdo. Supongamos que se
verifica (4) y que (1) es falso, equivalentemente, que el conjunto P de ideales (enteros) de A
no invertibles es no vacio (utilizando para los DD la caracterizacion (3) del Teorema [3.4]).
Consideremos P ordenado mediante la inclusién. Sea {I)}rea una cadena totalmente or-
denada de P; entonces I := Uycply € P, ya que en otro caso si I ¢ P, el ideal I seria
invertible y en particular finitamente generado como A-moédulo. Entonces I = I, para
algin Ao € A, pero entonces I = I, € P, lo que es contradictorio. De esta manera toda
cadena en P estd acotada superiormente y, por el Lema de Zorn, se deduce que P posee
un elemento maximal m. El ideal m no es invertible; entonces, por (4), m no es un ideal
primo de A. Sean a, b € A elementos tales que a, b ¢ m y ab € m. Por ser m maximal del
conjunto P, el ideal m + (a) es invertible y entonces es invertible el ideal bA - (m + aA).
Como ab € m, se tiene que bA - (m + aA) = bA-m y por lo tanto m es invertible. Esto

contradice el hecho de que m € P. O

Observacion 3.8. Tal como vimos en la Definicion [3.3] los DD son exactamente los
dominios para los que (Frac(A),-) es un grupo. Por lo tanto para un dominio de Dedekind
A, tenemos que

Pic(A) =Frac(A)/P4

es el grupo de clases de isomorfia de sus ideales fraccionarios. Diremos ademas que el
«niimero de clase» de un DD es el cardinal de su grupo de Picard. Esta claro por la propia
definicién del grupo de Picard y por la Observacion que un DD es un DIP si y solo
si su numero de clases es uno, es decir, si todos los ideales fraccionarios son principales.
Podemos utilizar el concepto de nimero de clase como una especie de medida que explica lo
«alejado» que un dominio de Dedekind estd de ser un DIP. E]l matematico norteamericano
Luther Claborn demostré en [4] que todo grupo abeliano es isomorfo al grupo de Picard
de un dominio de Dedekind. De este modo, existen dominios de Dedekind de cualquier

numero de clase.

Veamos a continuacién dos familias de ejemplos que estan en el origen del concepto de
dominio de Dedekind.

3.2. Dominios de Dedekind: anillos de niimeros

La principal ventaja que poseen los dominios de Dedekind frente a los DFUs es que
presentan un buen comportamiento frente a las extensiones enteras; mientras que éstos

iltimos no lo hacen en general. Vamos a utilizar la caracterizaciéon de los dominios de
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Dedekind dada en el Teorema [3.7| para probar que, dada una extension finita y separable
L del cuerpo de fracciones K 4 de un dominio de Dedekind A, la clausura integra Al de A
en L es a su vez un dominio de Dedekind. En particular, los anillos de enteros algebraicos

son dominios de Dedekind.

Lema 3.9. Sean A C B dominios y supongamos que A es integramente cerrado. Si x € B
es entero sobre un ideal I de A entonces x es algebraico sobre K 4 y su polinomio irreducible
X" e X" V4o 4 c, es tal que cy,. .., c, € rad([).

Demostracion. [Il, Proposicion 5.15]. O]

Lema 3.10. Sea A un dominio integramente cerrado, K = K A su cuerpo de fracciones, L
una extension algebraica finita separable de K yZL la clausura integra de A en L. Entonces

‘ ‘ ‘ — L
existe una base {vi, ..., vy} de L como K-espacio vectorial de modo que A~ C Z?:l Avj.

Demostracion. Si x € L, entonces = es algebraico sobre K4 y por tanto satisface una
ecuacién de la forma
cott +- -+ 1x+e =0

donde para cada i € {1,...,t}, ¢; € Ay ¢o # 0. Multiplicando la ecuaciéon por 06*1, se

ve que cor es un elemento entero sobre A y asi, cox € A" De este modo, una base de
L cualquiera se puede convertir en una base de elementos enteros sobre A simplemente
multiplicando por elementos convenientes de A. Consideremos ahora B = {ui,...,un}
una de esas bases. Sea T': L — K la aplicacion traza de L sobre K. Dado que la extension
es separable, la aplicacion K-bilineal (z,y) — T(xy) es no degenerada. De este modo,
existira una base dual {vy,...,v,} de la base B, es decir tal que T'(u;v;) = d;;. Sea x € ar
un elemento arbitrario. Luego x = >°7_; zjv; con x; € K y ademés como zu; € ZL,
por el Lema , se tiene que z; = YU ;T (uvj) = T(vu;) € A. En consecuencia,
Aty Avy O

Teorema 3.11. Sea A un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones K4. Dada una
extension finita y separable L de K4, la clausura integral A" de A en L es a su ver un
dominio de Dedekind.

Demostracion. El anillo A" es integramente cerrado por construccién. Por el Lema
existe una base {v1,...,v,} de L sobre K4 de modo que At c > j—1 Avj. Como A es
noetheriano y Z’;:l Avj es un A-modulo finitamente generado, entonces A" es un anillo
noetheriano. Consideremos p un ideal primo no nulo de A" Entonces pN A es un ideal
primo de A y a su vez no nulo. En efecto, el coeficiente constante de una ecuacion de

dependecia entera de grado minimo sobre A de un elemento no nulo x € p esté en p, y en
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. . . . —L
particular, en p N A. De este modo, si p y p’ son ideales primos no nulos de A" tales que

p C p’, entonces se deduce que pN A C p’N A, lo que no es posible en A (dim(A) <1). O

Definicién 3.12. Si K |Q es una extension finita de cuerpos, diremos que K es un cuerpo

de numeros. La clausura integra de Z en K se denomina anillo de enteros,anillo de nimeros
. , , =K

de K, o simplemente anillo de enteros algebraicos. Se denotard por O =7 .

Corolario 3.13. Sea K un cuerpo de nimeros y sea O su anillo de enteros. Entonces

O es un dominio de Dedekind.

Demostracion. Consecuencia directa del Teorema va que Z es un dominio de Dede-
kind. O

Ejemplo 3.14. Los anillos de niimeros son uno de los ejemplos clasicos de dominios inte-
gramente cerrados (Proposicion que son de dimensién 1. Los ejemplos arquetipicos de
cuerpos de nimeros son los cuerpos cuadraticos Q(y/m) y los cuerpos ciclotémicos Q(&y,)
donde m es un entero libre de cuadrados, n un entero positivo y £, es una raiz n-ésima
primitiva de la unidad. Los anillos de nimeros asociados a esas extensiones son Z[/m)]
cuando m # 1(4) y Z[%] cuando m = 1(4) para los cuerpos cuadréticos y Z[,] para
las extensiones ciclotomicas (véase [I2, Theorem 3.2 and 3.5]). Por otra parte, el grupo
de Picard de un anillo de nameros es siempre un grupo abeliano finito (véase [12, Theo-
rem 9.7]). Un ejemplo de un célculo concreto de un grupo de Picard no trivial de un anillo

de nimeros se puede consultar en [9, Example 13.28].

3.3. Dominios de Dedekind: curvas regulares

En geometria algebraica aparecen frecuentemente ejemplos de dominios de Dedekind.

Sea K a un cuerpo, que supondremos algebraicamente cerrado. Un polinomio f €
K[X1,...,Xy,] define una funcién (una funciéon polinémica) f: A"(K) — K. Dados X C
A"(K), una coleccion de puntos, y S C K[Xi,...,X,], una coleccién de polinomios,

denotamos:

I(X)={feK[X,....X,] | f(x)=0,Vx=(21,...,2,) €X}y
V(S):={x=(z1,...,2n) € A"K) | f(x)=0,Vfe S}

Un subconjunto X C A™(K) es un subconjunto algebraico si existe S C K[X1,..., X,]
tal que X = V/(S). Los subconjuntos algebraicos de A™(K) conforman la familia de los

cerrados de una topologia, la topologia de Zariski.
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Definiciéon 3.15. Sea X un subconjunto algebraico de A™(K). Decimos que X es una
variedad algebraica de A™(K) si es un cerrado irreducible para la topologia de Zariski,
es decir, no existen X1, Xo subconjuntos algebraicos de A™(K) distintos a X tales que
X = X1 UXo,.

Proposicion 3.16. Un subconjunto algebraico X C A™(K) es una variedad algebraica si,
y solo si, I1(X) es un ideal primo de K[X,...,X,].

Demostracion. [8, 1.5, Proposition 1] O]

Definiciéon 3.17. Dado un conjunto algebraico X € A"(K), el anillo cociente
I'X):=K[Xy,...,X,]/I(X)

se denomina el anillo de funciones polinémicas definidas sobre X, o anillo de (funciones)

coordenadas de X. Si X es una variedad algebraica, I'(X) es un dominio.

Definiciéon 3.18. Sea X C A"(K) una variedad algebraica. Definimos la dimension de X
como la dimension de Krull del anillo coordenado I'( X)) y se denotara por dim(X). Diremos

que una variedad algebraica X C A™(K) es una curva algebraica si dim(X) = 1.

Definicion 3.19. Sea A un anillo local y noetheriano. Diremos que A es regular si el

nimero minimo de generadores de su ideal maximal coindide con su dimensién de Krull.

Definiciéon 3.20. Sea A un anillo noetheriano. Diremos que A es un anillo regular si A,

es un anillo local regular para todo ideal primo p de A.

Definiciéon 3.21. Sea X C A"(K) una variedad algebraica. Diremos que X es una varie-

dad algebraica regular si I'(X) es un anillo regular.

Proposicion 3.22. Una variedad algebraica X C A™(K) es una curva algebraica reqular

st, y solo si, su anillo de coordenadas I'(X) es un dominio de Dedekind.

Demostracion. Como I'(X) es regular, entonces para todo ideal maximal m C I'(X), el
anillo I'(X ) es un dominio local regular tal que dim(I'(X)m) = 1. Es decir, I'(X)y, es
un anillo noetheriano local cuyo maximal es principal, o en otras palabras (por el Teore-
ma el anillo I'(X ) es un AVD. Equivalentemente (por el Teorema [3.7) I'(X) es un
dominio de Dedekind. O]

Ejemplo 3.23. Las rectas y las conicas no degeneradas son curvas planas regulares. Men-
cionaremos el caso de las cubicas regulares de género uno como otra familia de ejem-

plos interesantes en Geometria Algebraica, Teoria de Numeros y Criptografia. Fijado
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A € C\ {0, 1}, consideremos la curva plana X = V(F), donde F = Y24+ X (X —1)(X —\) €
C[X,Y]. La curva X es lisa en el sentido de [8, 3.1], es decir, las parciales 0Fx y 0Fy no
se anulan simultdanemente en ningtin punto de X. De este modo, usando [8, Section 3.2,
Theorem 1], deducimos que la curva X es regular en el sentido de la Definicion Deno-
temos A = I'(X) el anillo de coordenadas de la cubica X. El anillo A es un DD empleando
el Teorema [3.22] En este caso, el grupo Pic(A) tiene infinitos elementos: existe una corres-
pondencia biyectiva entre los puntos de X y los elementos de Pic(A) distintos del neutro.
Podemos consultar [0, Example 13.29] para la prueba completa de este hecho. En esta
demostracion, podemos ver que anadiendo a la curva X un punto en el infinito, el conjunto

X U {oo} adquiere estructura de grupo abeliano inducida por la de Pic(A).



Capitulo 4
Factorizacion en primos

Un dominio A tiene la propiedad de «factorizacidn tnica en ideales primos», si para
cada ideal no trivial 0 C I C A existe una tnica colecciéon py, ..., p, de primos no nulos de

A distintos dos a dos y una tnica colecciéon de enteros positivos aq,...,a, tales que

n
I= H poi.
=1

Dedicamos este capitulo a la caracterizacién de los dominios de Dedekind como aquellos

dominios que poseen la propiedad de «factorizacion tinica en ideales primos».

4.1. Dominios de Dedekind: factorizacién tnica de ideales

En esta seccién, vamos a comprobar que si A es un DD, entonces A verifica la propiedad

de «factorizacién tnica en ideales primos».

Proposicion 4.1. Si es A es un dominio de Dedekind y x € A es un elemento no nulo, el

conjunto de ideales primos de A que contienen a x es finito.

Demostracion. Sean S, T C Frac(A) los subconjuntos
S:={feFrac(d) |[zACfC A}
T:={ f € Frac(A) | ACfC%A }

Consideremos en S y T la relacion de orden dada por la inclusion. La aplicacion ¢1: S — T,
que asigna al ideal f € S el ideal fraccionario ¢1(f) = §~!, es una aplicacién biyectiva
antitona, es decir, que invierte el orden. Por otro lado, la aplicaciéon ¢o: T — S, definida por
¢1(f) = zf, es una aplicacion biyectiva que conserva el orden. Por tanto ¢ := ¢90¢1: S — S

es una aplicacién biyectiva antitona. Entonces ¢ establece una correspondencia biyectiva

27
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entre las cadenas descendentes y las cadenas ascendentes de S. Dado que A es un anillo
noetheriano y S es un conjunto de ideales enteros de A, toda cadena ascendente de S es
estacionaria, equivalentemente toda cadena descendente de S es estacionaria.
Supongamos ahora que en S hay una cantidad infinita de ideales primos de A. Entonces
existird una coleccién numerable {p; | i« € N} de primos de A distintos dos a dos que
contienen a z. La cadena p; 2 pyNpa 2O p1NpaNps D --- es una cadena descendente
de S y por lo tanto es estacionaria. Sea n € N tal que NI p; = ﬂ?illpi. Entonces NI p1 C

pn+1 y (por [I, Proposition 1.11]) necesariamente se tiene que 0 C p; C pp+1 para algan

i €{1,...,n}; lo cual contradice que dim(A4) < 1. O

Corolario 4.2. Si A es un dominio de Dedekind e I C A es un ideal no nulo, entonces el

conjunto de ideales primos de A que contienen a I es finito y todos ellos son maximales.

Demostracion. En este caso dim(A) < 1, entonces el resultado es consecuencia inmediata
de la Proposicion O

Sea A un dominio de Dedekind y K = K4 su cuerpo de fracciones. Dado p C A un
primo no nulo, A, es un AVD cuyo cuerpo de fracciones es K. Sea ¢t un PU de A, y sea
vp: K* — 7 la valoracion correspondiente. Dado un ideal fraccionario § € Frac(A4), su
localizacion f, es un ideal fraccionario de A, y por lo tanto, serd de la forma f, = (")
para un tnico n € Z. Definimos entonces ,(f) := n. La aplicacién i, : Frac(A) —Z es
un homomorfismo de grupos: dados f, g € Frac(A), si 2(f) = n y 0p(g) = m entonces
(5a)p = oy = (E")(™) = (£™") y en consecuencia, 7y(fg) = m +n = op(F) + 7 (g).

Considerando en Frac(A) el orden dado por la inclusién y en Z el orden habitual, la
aplicacion 7y : Frac(A) — Z es antitona. Dados f, g € Frac(A), si op(f) =n, p(g) = m y
f C g entonces f, = (t") C gy = (t™) y por lo tanto n > m, es decir, D, (f) > 7 (g).

La aplicacion 7 : Frac(A) —Z es una extension de la valoracion de A, ya que, para
cada z € K*, se tiene que (zA), = 24, = (t**®)) y de este modo 7, (zA) = (). Por esa

razon, de aqui en adelante utilizaremos por comodidad la notacién v;(f) en lugar de 7y (f).

Lema 4.3. Sea A un dominio de Dedekind, I C A un ideal y p C A un ideal primo no
nulo. Entonces vy(I) = 0 si, y solo si, p no contiene a I. En particular, si q es un ideal

primo no nulo de A distinto de p, se tiene que vq(p) = 1p(q) = 0.

Demostracion. Si I C p, tendremos que vp(I) > vp(p) = 1. Supongamos que I ¢ p.
entonces existird un elemento x € I — p que serd una unidad en Ap. De este modo, dado
que A C I C A, tendremos que 0 = vy(x) = vp(zA) > (1) > (A) = (1) = 0. Por
otra parte, dado que los ideales p y q son ideales primos no nulos, ambos son maximales

(dim(A) = 1). De este modo, ninguno est4 contenido en el otro y asi v4(p) = 1,(q) =0. O
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Corolario 4.4. Sea A un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones K4. Si f es un
ideal fraccionario de A entonces vy(f) = 0 para todo ideal primo no nulo p de A salvo a lo
sumo para un nimero finito de ellos. En particular, si x € Kj, vp(x) = 0 para casi todo

ideal primo no nulo p de A.

Demostracion. Si f C A es un ideal entero de A, aplicando el Corolario y el Lema [4.3
se deduce el resultado. Si § es un ideal tendremos que § = %I , siendo a € A un elemento
no nulo e I C A un ideal entero de A. Tendremos entonces que, para todo ideal primo no
nulo p de A, 14(§) = (21) = 14, (I) — vp(a) que sera cero salvo para un namero finito de

primos no nulos. 0

Teorema 4.5. Sea A un dominio de Dedekind. Entonces Frac(A) es isomorfo al grupo
abeliano libre @#0 Z, cuya base candnica estd indicada por el conjunto de los ideales
primos no nulos de A. El isomorfismo asigna a cada ideal fraccionario f € Frac(A) el

elemento de €D, .o Z definido por (vp(f) ),0-

Demostracion. Por el Corolario , la aplicacién W: Frac(A4) — €D, Z que asigna a un
ideal fraccionario f de A el elemento W(f) = (v;(f) ), es una aplicacién bien definida y es
trivialmente un homomorfismo de grupos. Veamos que es biyectiva. Sean f, g € Frac(A)
de modo que (14(f) )20 = (p(8) )49, €s decir, tales que f, = g, para todo ideal primo
no nulo p C A. Empleando el Lema se deduce que §f = NMyxofp = Nyzogp = g. Para
ver que la aplicacién es sobreyectiva, observemos que para cualquier vector v = (np)p 20 5€
tiene que f, = [[, . p" € Frac(A) es un ideal fraccionario tal que
vg(fo) = Z”p’/q(l’) = Ng-
p#0

De este modo, el producto f, = ][, 9" es la preimagen de v = (np),_- O

Observacion 4.6. Si A es un AVD, el isomorfismo establecido en el Teorema no es

mas que la valoracion discreta v, : Frac(A) — Z, donde p es el tnico ideal maximal de A.

Corolario 4.7. Si A es un DD, todo ideal entero no nulo I C A posee una inica factori-

zacion como producto finito de ideales primos no nulos de A.

4.2. Factorizacién tinica de ideales implica Dedekind.

La propiedad establecida en el Corolario caracteriza aquellos dominios que son DD:

Teorema 4.8 (Matusita). Si A es un dominio con la propiedad de que todo ideal entero no
nulo I C A se puede escribir como un producto finito de ideales primos no nulos, entonces

A es un dominio de Dedekind.
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Demostracion. Como consecuencia del Teorema (3.4}, es suficiente demostrar que todo ideal

primo no nulo de A es invertible. Dividiremos la demostracion en dos pasos:

Paso 1: Veamos que si p es un ideal primo no nulo de A que es invertible entonces p es
necesariamente un ideal maximal de A.

Supongamos que p no es maximal. Existira un elemento a € A\ p tal que aA+p C A.
Por hipotesis, los ideales I := aA+p e I := a®> A+p, admiten descomposicion en producto

de ideales primos no nulos de A, escribiremos estas descomposiciones de la forma,
I i=p1-ps, Iy:=q1- -qy,

permitiendo repeticiones entre los ideales p; y entre los ideales q;. Por construcciéon p C
Iy N 15, por tanto p estd contenido en cada uno de los ideales p; y q;, entonces sus imagenes
pi, q; en el dominio A := A/p son ideales primos. Ademés, los elementos a,a? € A son
no nulos, entonces I; = aA e I, = a%>A son distintos de cero y principales; por tanto son

ideales invertibles de A. De las descomposiciones
1:1:&[1:]31---]55, j2:d2A:a1"'qt

se deduce que los ideales primos p; y q; son invertibles. Como I? = I, se tiene que

- = =2 22
qr---q¢ = p1 - Ps,
y como los ideales p; y q; son invertibles necesariamente salvo el orden la coleccién

qi,---,q coincide con la coleccion py,p1,...,Ps, ps- Por tanto en A se verifica que

(aA+p)22112:p%...pzqu...qt:QQA—i—p_

Entonces se tiene que p C (ad + p)? = a?A +ap +p?> C aA+p? Ademéssip € py
p=ar+yconz e Aey € p? setiene que ax € p, y utilizando que p es primo y que
a € A—yp se deduce que = € p. Por tanto p C ap+p? C p, es decir p = ap+p% = p(aA+p).
Multiplicando por p~! esta tltima igualdad concluiremos que A = aA + p, lo que es

contrario a la hipotesis. De este modo deducimos que p es maximal.

Paso 2: Sea p un ideal primo no nulo de A y sea b € p un elemento no nulo. Por hipotesis,
el ideal entero bA C A admite una descomposicion en producto un nimero finito de ideales
primos no nulos de A

bA=1p1- Pm,

vy como bA es invertible cada uno de los ideales primos p; es invertible. Ahora, usando el
Paso 1, se deduce que éstos son ideales maximales de A. Como bA=p1-- P CPpy pes
primo, se deduce al menos uno de estos primos es tal que p; C p. Como p; es maximal se

tiene que p = p; y por tanto p serd invertible. O



4.2. FACTORIZACION UNICA DE IDEALES IMPLICA DEDEKIND. 31

El siguiente Teorema recoge la caracterizacion de los dominios de Dedekind en términos
de la existencia y unicidad de la factorizaciéon de ideales fraccionarios como producto de

ideales primos y maximales:

Teorema 4.9. Sea A un dominio. Son equivalentes:
(1) A es un dominio de Dedekind.
(2) Todo ideal entero no nulo de A es producto de ideales mazimales.

(3) Todo ideal entero no nulo de A es producto de ideales primos.

Ademds, en virtud del Teorema [{.5] si se verifica cualquiera de las condiciones, la factori-

zacion serd unica.

Demostracion. Consecuencia inmediata del Corolario y del Teorema teniendo en

cuenta que todo ideal primo no nulo de un dominio de Dedekind es maximal. O

A pesar de la propiedad de factorizacién tnica en ideales que poseen estos dominios,
no todos los DFUs seran dominios de Dedekind. Reciprocamente no todos los dominios
de Dedekind seran DFUs, tal como percibié Ernst Kummer. Los ejemplos tipicos son los

siguientes:

Ejemplo 4.10. (DFU = DD)

Sea K un cuerpo. El anillo de polinomios en dos variables A = K[X,Y] es un DFU pero
no es un DD ya que dim(A) > 1 (la cadena de ideales primos 0 C (X) C (X,Y) tiene
longitud 2).

Ejemplo 4.11. (DD = DFU)

Consideremos el cuerpo de ntimeros K := Q(v/—=5) y Ok = Z[/—5] su anillo de ntimeros
correspondiente. En virtud del Corolario sabemos que D es un dominio de Dedekind
pero no es DFU. En efecto, veamos que el namero 6 se puede factorizar de forma distinta

como producto de elementos irreducibles de O . En efecto:

6=2-3=(1+v=5) (1-v-5h)

Veamos ahora que 2, 3, 1 ++/—=5 y 1 — /=5 son elementos irreducibles. Para ello, vamos
a emplear la norma de la extension K | Q. Sea a + /=5 € K arbitrario. Tenemos que
Nk (a+ Byv/=5) = a® + 582 por lo que se puede ver facilmente que no hay elementos de
norma 2. Supongamos que 2 = zy con z,y € Ok. Empleando propiedades elementales
de la norma, podemos ver que 4 = Ng(2) = Ng(z) - Ng(y) lo que implica que = o y
son unidades (porque no hay elementos de norma 2). De este modo deducimos que 2 es
un elemento irreducible. Lo mismo ocurre con con 3, 1 + /=5 y 1 — /=5, por lo que la

factorizaciéon en irreducibles no es Gnica en Og.
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4.3. DIP si, y solo si, DFU

Veamos que en los dominios de Dedekind, «ser DIP» y «ser DFU» son propiedades

equivalentes.
Lema 4.12. Si A es un DFU, todo ideal primo no nulo minimal de A es principal.

Demostracion. Sea p un ideal primo minimal no nulo. Sea 0 # a € p y consideremos su
factorizacién en elementos primos a = upy ...pr, donde r > 1, p1,...,p, SO primos y
u € A*. Como p es primo, al menos uno de sus factores primos p; de a es tal que p; € p.

Entonces tendremos que 0 C (p;) C p. Como p es minimal deducimos que p = (p;). O

Proposicion 4.13. Un anillo A es un DIP si, y solo si, es un DFU y todos los ideales

primos no nulos de A son mazimales.

Demostracion. Si A es un DIP, en particular serd un DFU y un DD. De este modo emplean-
do que dim(A) < 1, deducimos que todos los ideales primos no nulos de A son maximales.
Para el reciproco, empleando el Lema tendremos que todo ideal primo minimal no
nulo de A es principal y por lo tanto, invertible. Empleando el Teorema se deduce que
A es un DD. Por el Teorema todo ideal se podra escribir como producto de ideales

primos (principales) y de este modo A sera un DIP. O
Corolario 4.14. Sea A un DD. Entonces A es un DFU si y solo si A es un DIP.

Demostracion. Inmediato de la Proposicion O

4.4. Aritmética de ideales en un dominio de Dedekind.

El isomorfismo esplicitado en el Teorema nos permite trabajar con los ideales frac-

cionarios de un DD de modo andlogo a como trabajamos con los nimeros enteros.

Definicién 4.15. Dado un dominio A e ideales fraccionarios f, g € Frac(A), diremos que

f divide a g, y se denotara f | g, si existe I C A un ideal entero tal que fI = g.

Trivialmente si f | g, entonces g C f. Esta afirmacion se resume mediante el eslogan «si

divide, contiene». No obstante, el reciproco «si contiene, divide» no siempre es cierto:

Ejemplo 4.16. Consideremos el dominio Z[X] y los ideales (2) C (2, X ). Supongamos que
(2,X) | (2), es decir, existe I C Z[X] un ideal entero tal que (2) = (2, X)I. En particular,
para cada f € I, el producto X f € (2). De este modo, todos los coeficientes de f serdan

enteros pares y asi, f € (2). De esta manera, deducimos que I C (2) y dado que el otro
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contenido es trivial, obtenemos la igualdad. No obstante, esto es contradictorio ya que si
multiplicasemos la igualdad (2) = (2, X)(2) por (2)~! deduciriamos que Z[X] = (2, X), lo
que es falso (1 ¢ (2, X)).

Aunque el eslogan «si contiene, divide» no se verifique para cualquier dominio A, si se

verifica si A es un DD.

Proposicion 4.17 (Contener es dividir). Si A es un dominio de Dedekind y § y g son

tdeales fraccionarios de A, entonces:
fle < ocCj

Demostracion. Unicamente hay que justificar la implicacion «<=». Supongamos que g C f.
Entonces f~'g C §7'f = A. Entonces I = §'g C A es un ideal tal que fI = g. (Se
comprueba facilmente que I = (g :x, f)-) O

Los dominios para los que se verifica la equivalencia de la Proposicién se denominan
CDR por su denominacién en inglés containment-division ring. Esta propiedad caracteriza

a los dominios noetherianos que son dominios de Dedekind:
Teorema 4.18. Para un dominio A, son equivalentes:

(1) A es un DD.
(2) A es un CDR noetheriano.

Demostracion. En la Proposicion se prob6 (1) = (2). Supongamos que A es un CDR
noetheriano; por el Teorema 4.8 A es un DD si cualquier ideal no nulo A se puede escribir
como producto de ideales primos no nulos. Denotemos por P el conjunto de ideales no
nulos de A tales que no se puede obtener como producto de ideales primos no nulos de A.
Supongamos que P es no vacio. Sea I € P. En particular I C A; entonces existira un ideal
primo p; C A de modo que I C p1. Como A es un CDR, existird un ideal I} C A tal que
I = Iip;. Por el Lema de Nakayama ([Il Proposition 2.6]) I C I;. Ademas I; € P no es
primo e I1 C A. Argumentando andlogamente para I; € P se obtiene I1 = Isps con py un
ideal primo no nulo de A e Iy € P tal que I} € Is. De forma inductiva se construye una

cadena ascendente de ideales I C Iy C I C --- C I, C -+, lo cual contradice que A sea

noetheriano. Por tanto necesariamente P = &. O

Observacion 4.19. En un dominio de Dedekind, la relacién «divide a» entre ideales
fraccionarios es la relacion «contiene a». Entonces Frac(A) con la relacion «divide a» es

un reticulo. Introducimos la siguiente notacién para dos ideales fraccionarios f y g:
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» mcd(f,g) :=f+ g es el menor ideal fraccionario de A que contiene a fU g.

» mem(f, g) := N g es el mayor ideal fraccionario de A contenido en fU g.

La propiedad asociativa de la suma vy la interseccion de A-modulos nos permite extender

esta notacion a una familia finita de ideales fraccionarios f1, ..., fy:

L] mcd(fl,...,fn) =f1 4+ fn
» mem(fi, ..., fn) i=Ff1 0N .

Obsérvese que si f, g € Frac(A), entonces

fla <= 1(f) <1p(g), ¥p € Spec(A), p # 0.

es decir, la aplicacién biyectiva

V: Frac(4A) — @Z
p#£0
definida en el Teoremaes un isomorfismo de grupos ordenados, considerando en @p £0 Z

el orden inducido por el de Z componente a componente.

Proposicion 4.20. Sea A un dominio de Dedekind y sean f = [[,.op™ y 8 = [],.0 pbr
ideales fraccionarios de A junto con sus respectivas descomposiciones en producto de primos

no nulos de A. Entonces se tiene que:

med(f, g) = H pmfﬂ{ap:bp} , mem(f, g) = H pméx{ap,bp};
p#0 p#£0

ademds fg = Hp;é() pap+bp ) (f :KA g) = Hp;ﬁo pap—bp.

Demostracion. Probaremos la primera, la tercera y la cuarta afirmaciones.

Sea b un ideal fraccionario de A tal que f U g C h. Entonces para cada ideal primo no
nulo p, tendremos que ay = vp(f) < vp(h) v by = vp(g) < () v asi min{ay, by} < vy(h).
Asi pues Hp £0 pmin{apbe} g e] menor ideal fraccionario que contiene a fUg.

La tercera expresion se deduce de que W: Frac(A4) — €D, Z es un isomorfismo de

grupos v la cuarta se sigue de este hecho teniendo ademéas en cuenta que (f :i, g) = fg~ %

U((Fixa 0) =W(Fa™") =) + V(™) = ¥(f) - ¥(g). =

Observacion 4.21. Del resultado anterior se deduce que para todo par de ideales f y g
de un dominio de Dedekind se verifica que fg = (fg)(f + g) vy que g(f :x, 9) = f, tal como

sugiere la intuicién.
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Definicion 4.22. Sea A un dominio de Dedekind y f1, ..., f, una familia de ideales enteros
de A. Diremos que fy,...,f, son coprimos si med(fi,...,f,) = A. Obsérvese que si una
familia finita de ideales fraccionarios es tal que sus elementos son coprimos, entonces la

familia estd formada por ideales enteros.

Lema 4.23. Sea f1,...,f, una familia de ideales enteros de un dominio de Dedekind A.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) Los ideales fi,...,f, son coprimos.
(2) Para cada ideal primo p no nulo de A, min{v,(f;) |1 <i <n} =0.

(3) Ningin ideal primo no nulo de A divide simultineamente a todos los §;.

Demostracion.

(1) = (2) Dado un [ ideal entero de A, se tiene que, para todo p ideal primo no nulo,
v(I) > vp(A) = (1) = 0. Supongamos que existe p un ideal primo no nulo tal que
min{v,(f;) | 1 <i < n} > 0. De este modo, para todo i € {1,...,n} se tiene que v, (f;) > 0
v usando el Lema se obtiene que f; C p. Asi pues med{fy,...,fn} Cp C A.

(2) = (3) Supongamos que v4(f;) = 0 paratodoi € {1,...,n} y para todo p ideal primo no
nulo. Usando el Lema y el hecho de que los ideales son enteros, la afirmacién anterior

equivale a decir que f; ¢ p para todo i € {1,...,n} y para todo p ideal primo no nulo.
Usando la Proposicién se deduce el resultado.

(3) = (1) Es inmediato. O
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Capitulo 5
Ideales y otras caracterizaciones

Sabemos por el Corolario que las propiedades «ser DIP» y «ser DFU» para un
dominio de Dedekind son equivalentes. No obstante, existen dominios de Dedekind que
no verifican ninguna de estas dos propiedades, tal como nos muestran los ejemplos y
M.11] Una propiedad interesante que caracteriza completamente a estos dominios es que,
dado un ideal no nulo I arbitrario, existen dos elementos distintos de cero que generan I;

pudiendo elegir uno de ellos de forma arbitraria entre los elementos de dicho ideal.

Proposicion 5.1. Sea A un dominio de Dedekind. Si I e I' son ideales enteros y no nulos

de A, existe J C A un ideal coprimo con I' de modo que IJ es un ideal principal de A.

Demostracion. Sean pi,...,p, los ideales primos de A que dividen a I’ (que seran un

nimero finito por el Corolario [1.7] Para cada i € {1,...,n} tomamos

a; € (pr---Pi—1tig1 - )l —pil

Esto es claramente posible dado que los dos productos son divisibles por potencias distintas
de p;. Ademads se tiene que los a; son forzosamente elementos no nulos. Definamos ahora
a := [[i"; a;. Tendremos entonces que vy, (a) = vp,(a;) = v, (I). De este modo, (a) C I
y dado que A es un dominio de Dedekind, I divide a (a). Por lo tanto, existirda J C A
un ideal tal que (a) = IJ. Ademas, para cada i € {1,...,n} tendremos que vp,(J) =
Vp, (@) — vp,(I) = 0y asi, J es coprimo con I’ (Lema [4.23). O

Corolario 5.2. Un dominio de Dedekind semilocal (es decir, que posea un nimero finito

de ideales mazimales) es un DIP.

Demostracion. Consideremos I’ el producto de todos los ideales maximales de A. Aplicando
la Proposicién a cualquier ideal I de A deducimos que necesariamente J = A y de este
modo IJ = IA =1 es un ideal principal de A. O

37
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Corolario 5.3 (Aproximacion finita). Sea f un ideal fraccionario de un dominio de De-
dekind A y sean p1,...,pn un conjunto finito de ideales primos no nulos de A. Entonces

eziste x € f de manera que vy, (x) = vp,(f), para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. En virtud de la Observacic’), el ideal fraccionario f es de la forma § = %I
con s € A no nulo e I un ideal entero no nulo de A. Un argumento del tipo utilizado en
la prueba de la Proposicién permite establecer la existencia de un elemento a € A de
manera que vy, (a) = vp,(I), con i € {1,...,n}. El elemento z := ¢ € § es tal que, para
todo i € {1,...,n}:

Vpi<$) = Vm(a) - l/pi(s) = Vpi(I) - sz'(s) = VPi(f)' O
Proposicion 5.4. Si I C A es un ideal entero no nulo del dominio de Dedekind A, entonces

A/I es un anillo artiniano cuyos ideales son principales.

Demostracion. Sea m: A — A/I el homomorfismo canénico del paso al cociente. Uti-
lizaremos la notacién mw(x) = Z y para los ideales de A/I, J = J/I C A/I siendo
J C A un ideal de A que contiene a I. El anillo A es noetheriano y por lo tanto A/l
también lo serd. Por el Corolario existe un nimero finito de primos no nulos de
A que dividen a I; si {p1,...,ps} son los primos no nulos de A que dividen a I, en-
tonces Spec(A/I) = Spm(A/I) = {p1,...,ps} vy dim(A/I) = 0. Por otra parte, sea
J =J/I C A/I un ideal de A/I. En virtud del Corolario existird un elemento a € J
de modo que vy, (a) = vy, (J) para todo i € {1,...,s}. Obsévese que si p C A es un ideal

primo no nulo se tiene que:
aACaA+I1CJ = (J) <vp(aA+1) <y(a)
IcaA+ICJ = 1p(J) <y(aA+1) <y(I).

Por tanto, para cualquier 0 # p € Spec(A):

% (J) sipl|l

vp(aA+1) =
0=1(J) siptl

Asi se deduce que (a) + I = J, y de este modo, J = (a) es un ideal principal de A/I. O

Proposicion 5.5. Sea I C A un ideal de un dominio de Dedekind A. Dado un elemento

no nulo a € I, existe un elemento b € I de modo que I = (a,b).

Demostracion. Como aA C I, I divide a aA y en virtud de la Proposicion existird un
ideal I’ C A de modo que II" = aA. Usando la Proposicién [5.1] existira un ideal J coprimo
con I’ de modo que I.J es principal; pongamos I.J = bA para cierto b que necesariamente
debe estar en I. De este modo tendremos que med(aA,bA) = med(I1',1J) = I, dado que
med (I, J) = A. De este modo se sigue que aA + bA = I por la Observacion O
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Un resultado muy curioso sobre los dominios de Dedekind es que pueden ser carac-
terizados de formas muy variadas. Las propiedades dadas en las Proposiciones y

también caracterizan completamente a estos dominios.
Teorema 5.6 (Asano-Jensen). Sea A un dominio. Son equivalentes:

(1) A es un dominio de Dedekind.

(2) Para todo ideal no nulo I de A y cualquier elemento a € I distinto de cero existe
b e I de modo que I = (a,b).

Demostracion. La Proposicion demuestra (1) = (2). Demostremos (2) = (1). Un
anillo que verifique (2) es noetheriano y por tanto, en virtud de los Teoremas y
es suficiente probar que A, es un DIP para cada ideal primo no nulo p de A. Un ideal
propio del anillo local Ay serd de la forma J, = JA; siendo J C A un ideal no nulo y tal
que J C p. Sea b € J tal que J = Jp + bA localizando obtendremos que J, = ppJp + bA,.
Empleando el Lema de Nakayama tendremos que J, = bA, y asi A, es un DIP. 0

Corolario 5.7. Sea A un dominio. Son equivalentes:

(1) A es un dominio de Dedekind.

(2) Para todo ideal I no nulo de A, A/I es un anillo cuyos ideales son principales.

Demostracion.
(1) = (2) Probado en la Proposicion

(2) = (1) Sea I un ideal no nulo de A y supongamos que no es principal. De este modo
tenemos que (a) C I, para cualquier a € I no nulo. Consideremos el cociente I/(a) que por
hipotesis es principal. Si b es un generador de I/(a), trivialmente (a,b) = I. Basta aplicar
el Teorema [5.6 O

Para concluir, recopilamos todas las caracterizaciones equivalentes que existen para
dominios de Dedekind que mencionamos en este trabajo: consideremos A un dominio. Son

equivalentes:

1) A es dominio de Dedekind

2) Todo ideal primo no nulo de A es invertible.
4
5

(1)

(2)

(3) Todo ideal entero no nulo de A es invertible.
(4) Todo ideal fraccionario de A es invertible.
(5)

Todo ideal entero de A es proyectivo de tipo finito.
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6) Todo ideal fraccionario de A es proyectivo de tipo finito.

7) A es noetheriano y Ay es un AVD (o un cuerpo) para todo m ideal maximal de A.

8) A es noetheriano, integramente cerrado y cada ideal primo no nulo de A es maximal.

(
(
(
(9) A es noetheriano, integramente cerrado y dim(A) < 1.

Todo ideal entero no nulo de A es producto de ideales primos.
12
13

)
)
)
)
10) Todo ideal entero no nulo de A es producto de ideales maximales.
)
) A es noetheriano y se verifica la propiedad «si contiene, divide.
)

(
(11
(
(

Para todo ideal no nulo I de A y cualquier elemento a € I distinto de cero existe
b € I de modo que I = (a,b).

(14) Para todo ideal I no nulo de A, A/I es un anillo principal.



Capitulo 6

Teorema de Clasificacion.

Sea A un anillo y M un A-moédulo. Definimos el aniquilador de un elemento x € M
como el ideal Anny(x) = {a € A | axz = 0}. Se dice que = € M es un elemento de torsion
si existe a € A\ {0} de modo que az = 0, es decir, si Anng(z) # 0. El A-submo6dulo de
M definido por

Tor(M) = {xz € M | x es un elemento de torsion}

se denomina torsidn de M, v el ideal
Anny(M) = m Anng(z),
zeM
el aniquilador del A-mddulo M. Se dice que M es un A-moédulo de torsion si M = Tor(M)

y respectivamente libre de torsion si Tor(M) = 0.

Observacion 6.1. Mediante una simple comprobacion, es facil observar que dado un A-
modulo M, el cociente M/ Tor(M) es libre de torsion.

En este tultimo capitulo, probaremos el Teorema de Clasificacién de los médulos finita-
mente generados sobre un dominio de Dedekind. Para empezar, comenzaremos estudiando
la estructura de los mo6dulos finitamente generados libres de torsién sobre estos dominios.
En el Teorema [6.9] se establece la clasificacion de esta clase de médulos: dado A un DD
v un A-mo6dulo M finitamente generado libre de torsiéon, éste determina una tinica clase
de isomorfia [f] € Pic(A) y un tnico entero N > 0 tal que M = AN @ f. Consideramos la

siguiente sucesion exacta corta:
0— Tor(M) — M — M/ Tor(M)—0. (6.1)

Dado que M/ Tor(M) es un A-mo6dulo finitamente generado libre de torsion, y en particular
proyectivo por la Proposicion [6.3] la sucesion (6.1)) escinde y asf

M = M/ Tor(M) @ Tor(M).

41
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En el Teorema se expone la clasificacién de los A-médulos de torsion finitamente
generados para un DD. Para la clasificacion de este tipo de A-médulos utilizaremos un
resultado intermedio, la clasificacion de los médulos finitamente generados sobre un AVD,
recogida en el Teorema El resultado final de la memoria es el Teorema [6.21| que esta-
blece la clasificacion de los modulos finitamente generados sobre un dominio de Dedekind

como consecuencia de los resultados anteriores.

6.1. Mobdulos libres de torsion sobre un dominio de Dedekind.

Lema 6.2. Sea A un dominio y sea M un A-mdédulo finitamente generado no nulo. En-
tonces M es libre de torsidn si, y solo si, M es isomorfo a un submddulo de un A-mddulo

libre de rango finito A", que puede ser elegido de modo que n = rang(M).

Demostracién. Si M es isomorfo a un submoédulo de A™, entonces M es libre de torsion.
Reciprocamente, asumamos que M es libre de torsion. Sea K 4 el cuerpo de fracciones de Ay

Sa C A el subconjunto multiplicativo de los elementos no nulos de A. Si {z1,z2,...,2,} C

Z1 T2
121"

conjunto de generadores de SglM como K 4-espacio vectorial. Entonces si rang(M) =

M es un conjunto de generadores de M como A-mo6dulo, entonces { ., %} es un

dimpg (S;lM) = n < 7, podemos suponer sin perder generalidad que {%,%,..., %} es
-1 ~ ~ : TN 0 T

una base de S~ M como K s-espacio vectorial. Para cadan+1<1i <r, § = ijl b 1
al .

para ciertos a;j,b;; € A con b;; # 0. Tomemos b = Hij bij y a;j € A tales que Zﬂ = 4.
) ()

<.

Dado que M es libre de torsién, la aplicaciéon M — Sle es inyectiva y de este modo M
serd isomorfo a su imagen mediante esta aplicacion, que es un submodulo del médulo libre

@, ZA. O

J=15
Proposicion 6.3. Sea A un dominio de Dedekind. Se verifican las siguientes afirmaciones:

(1) Si M es un A-mddulo finitamente generado y libre de torsion de rango n > 1, existird

una familia f1, fo, ..., fn de ideales fraccionarios de A de modo que
M=f1®&f2@® @ fn.
(2) Todo A-mddulo finitamente generado y libre de torsion es proyectivo.

Demostracion. Sea M un A-mdédulo finitamente generado y libre de torsién. En virtud del
Lema M sera isomorfo a un submoédulo de un A-mo6dulo libre de rango n = rang(M).
Podemos suponer sin perdida de generalidad que M C A™. Si n =1, M es isomorfo a un

ideal entero de A y por lo tanto habriamos terminado. Supongamos que n > 1 y razonemos
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por induccion. Consideremos la sucesion exacta corta correspondiente a la proyeccién en
la ultima componente

™

0—s A1 5 A" Ty A—0.
Esta sucesion induce una sucesion exacta corta
0—MnA"! L M T 7(M)—0. (6.2)

Trivialmente 7(M) # {0} y rang(M N A" 1) =n — 1. Como A es un DD, el ideal (M) =
f1 C A es proyectivo. De este modo la sucesion escinde, es decir, M = f; @ (MNA"1).
Por hipdtesis de induccion existiran fa, ..., f, ideales fraccionarios de A de modo que
(MNA" D 2f@- - @f,, porloque M 2§ ©fa @ @ fn. O

Lema 6.4. Sea A un dominio de Dedekind y sean f, g C K4 ideales fraccionarios de A.

Entonces existe v,y € K de modo que xf e yg son ideales enteros coprimos.

Demostracion. Después de haber multiplicado si es necesario por elementos no nulos de A,
podremos asumir que f, g C A son ideales enteros. Sea c € A tal que ¢f ' C A es un ideal
entero. La Proposicion aplicada a los ideales I = cf~! e I’ = g garantiza la existencia
de un ideal J C A coprimo con g tal que JI = aA para cierto elemento no nulo a. De este
modo, J = %f es un ideal entero de A coprimo con g (Lema , tal como queriamos
probar. O

Teorema 6.5. Sea A un dominio de Dedekind. Entonces:
(1) Si f1, f2, ..., fn €s una familia de ideales fraccionarios de A, entonces:

flefe @i XA @ fifs ... fu

(2) Si fi,fo, ...y fn ¥ 01, 92, ..., Om Son dos familias de ideales fraccionarios de A,

entonces:
f1Ofe @ Ofn=01D gD Dgn < m=ny fife...f7n= 0102 ... Im-
En particular, si f y g son ideales fraccionarios de A, entonces:

AMof 2 A"dg<—=m=nyf=g.

Demostracion. (1) Tratemos primero el caso n = 2. Veamos que para todo par fy g de
ideales fraccionarios de A existe un isomorfismo f® g = A @ fg. Por el Lema [6.4] existiran

elementos no nulos z, y € K tales que zf, yg C A son ideales enteros coprimos entre si.
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Entonces podemos suponer que § y g son ideales enteros coprimos, simplemente sustituyen-
do cada uno de ellos por los ideales enteros e isomorfos zf e yg. De esta manera tendremos
que fg=fNgyf+g=A. Empleando que A es proyectivo (libre), la siguiente sucesion

exacta escinde

0 —fNg — g —f+g —0

y deestemodo f®&g= (f+9)@ (fNng) = Adfg.

Si n > 2 un sencillo ejercicio de induccién completa la demostracion:

L@ @1 @2 A 2@ (1o fao1) Sfa =
A2 QAR fptfn ZATI D i f

(2) La implicacién «<=» es un corolario inmediato de (1).

Para demostrar la otra implicacién, supongamos que existe
HOhd @ ——000d S

un isomorfismo de A-moédulos. Localizando respecto al subconjunto multiplicativo S4 C A

de los elementos no nulos de A, obtenemos un isomorfismo de K 4-espacios vectoriales

571
ST FLehd - @f) —2 S5 (01 @g® - D).

Teniendo en cuenta los isomorfismos de K s-espacios vectoriales
m
St (hof @ Ofm) = @Sy = KF
i=1

n
Dsi'e = Ki
=1

se deduce que K'' = K}, o equivalentemente, que m = n.

1

S (1@ Do)

Probemos ahora que f1f2 -+ fn = g192 - - gn- En virtud del Lema sabemos que
un homomorfismo § — g entre ideales fraccionarios de A viene dado por la multiplicacién
por un elemento de K ;. Para cada 1 <4, j < n, denotemos por ~;;: f; — g; la componente

17 del homomorfismo

flORe  Ofh 0100 ® - g,

y sea ¢;j € K tal que ~;j = eyt i — @i es el homomorfismo «multiplicar por c;;». De
este modo, el isomorfismo 7 determina una matriz cuadrada C' = (¢;5) € Myxn(K4), tal

que, para (.’131,1'2,...,37”)Gfl@fg@"'@fny(.’13/1,1'/2,...,x%)egl@QQ@"'@gn, la
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relacion y(x1, za, ..., Tn) = (2}, 2, ..., x},) admite la siguiente expresion matricial:
/
€11 €12 -+ Cln x xq
/
€21 C22 -+ Con x2 Xy
= _ ) (6.3)
/
Cnl Cp2 -+ Cpn Tn Ly
Obsérvese que, para cada i € {1, 2, ..., n},

Cijfj C gi, V] c {1,2, R ,n};
por tanto para cada permutacion o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} se tiene que

(cro()fo)(C20@)fo2) ** * (Cnom)fom) C 9182 <~ On,
es decir,
(Clo(1)C20(2) " Cno(m)) fif2 -+  fn C o102 -+ Ons
entonces se tiene que

det(C)fif2 == fn C 9102 - On (6.4)

Dado que v es un isomorfismo, la matriz C' es invertible y entonces ¢ = det(C) € K.

1

Aplicando el argumento anterior al isomorfismo y~! cuya matriz asociada sera C~! se

deduce que

¢ 'g1g2gn CHif2 o . (6.5)
De y (6.5) se deduce que cfifz --- f = g1 92 -+ @n, y POr tanto la existencia del
isomorfismo buscado. O

Corolario 6.6. Sea A un dominio de Dedekind y M un A-mddulo finitamente generado
y libre de torsion de rango n > 1. Entonces existe un ideal fraccionario f de A tinico salvo
tsomorfismo de modo que

M= A"l gy

Demostracion. En virtud de la Proposicion el A-médulo M serd proyectivo y serd
isomorfo a una suma directa f; ® fo ® -+ @ f, de ideales fraccionarios de A. Definiendo
f:="fi1f2...fn y, haciendo uso del Teorema , deducimos que M = A" ! ¢ f y que en

esta descomposicion el ideal fraccionario § es tnico salvo isomorfismo. O

Observacion 6.7. La clase de isomorfia [f] € Pic(A) del ideal fraccionario f se llamara
clase de Steinitz y uinicamente dependera del A-médulo M. Denotaremos a esta clase por
St(M) y asi deduciremos que dos moédulos M y M’ finitamente generados y libres de
torsion sobre un dominio de Dedekind serén isomorfos si, y solo si, tienen el mismo rango

y la misma clase de Steinitz.
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Corolario 6.8. Sea A un DIP y M un A-mddulo. Entonces M es un A-mdédulo finitamente
generado libre de torsion si, y solo si, M es un A-mddulo libre tal que M = A"™; siendo

n = rang(M).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Corolario [6.6]y del Lema [1.8 O

6.2. Mobdulos finitamente generados sobre un AVD

Antes de abordar el Teorema de Clasificacion de los médulos finitamente generados
sobre un AVD, recordaremos el concepto dual de los modulos proyectivos: los mddulos
myectivos. Este tipo de médulos seran de utilidad para la demostraciéon de este Teore-
ma. Haremos un breve repaso de sus propiedades mas importantes junto con una de sus

principales caracterizaciones: el Criterio de Baer.

Observacion 6.9. Un A-modulo E es inyectivo si verifica las condiciones equivalentes [5]

Proposition 3.19]:

(1) Sit: M — N es un homomorfismo inyectivo de A-médulos y ¢: M — E es un homo-
morfismo arbitrario, entonces existe al menos una extensiéon de ¢ a un homomorfismo

¥: N = FE, es decir, un homomorfismo de A-moédulos tal que ¢ o = ¢.
(2) El functor contravariante Hom(—, F) es exacto.

(3) Cualquier sucesion exacta corta de A-modulos
0-ES5M-—=N-=0
escinde, es decir, existe un homomorfismo M = E de modo que idg = 7o ¢ y asi se
tiene la descomposicion M = «(E) @ ker(r) = E @ N.
Teorema (Criterio de Baer). (|5l Theorem 3.20]) Dado E un A-mdédulo, equivalen:

(1) E es un A-modulo inyectivo.

(2) Para cadaideal I no nulo de A y cada homomorfismo I 2 B de A-médulos, existe un

homomorfismo A E) FE que extiende ¢, es decir, un homomorfismo tal que ¥ ot = ¢.

Sea A un AVD y ¢t € A un PU, es decir, tal que m = (¢) es el ideal maximal de A.
Recordemos que los tnicos ideales no nulos de A son los ideales de la forma (") con n € Z*
(Lema [2.26)). De modo que (por el Lema de Nakayama) los ideales no nulos de A forman

una cadena descendente

ey cmcA

= = =
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Entonces para cada entero s > 0, los ideales del anillo A = A/(¢°) forman un cadena finita

{0} & H/() S S (/) S (/") © A/(t)

Proposicion 6.10. Sea A un AVD y t un PU. Entonces, para cualquier entero s > 0,

A/(t%) es un anillo auto-inyectivo es decir, A/(t°) es un A/(t%)-mddulo inyectivo.

Demostracion. Para demostrar este resultado, vamos a emplear el Criterio de Baer. Sea
A = A/(t%) y denotemos ¥ = x + (+*) para cada x € A. Consideremos I C A un ideal
y sea f: I — A un homomorfismo de A-médulos. Sea J := Im(f) C A. Dado que A
es un AVD los ideales I y J serén de la forma I = ({"), J = (¢"2) para ciertos enteros
s > 11, m9 > 0. Obsérvese que t57 " f(t") = f(t5 "1t") = f(t*) = 0. Como f(t"') genera
el ideal J, se tiene que t*7"¢"2 = 0, y por lo tanto, s — r; + ro > s. Conclusién: ro > r1.
Entonces existird @ € A de manera que f(1) = at"2. Sea f: A— A la aplicacion A-lineal

determinada por f (1) = at™ 1. Es sencillo comprobar que ﬁ =1 O

Teorema 6.11 (Clasificaciéon de modulos finitamente generados sobre un AVD). Sea A

un AVD y sea t un PU. Si M es un A-mddulo finitamente generado sobre A, entonces:

(1) existen naturales N,n € N y una cadena de enteros ap > -+ > an > 1 tales que

MgAN@(é(tj));

=1

(2) ademds, los enteros N,n,ai,...,a, son invariantes de la clase de isomorfia de M,

es decir, son siempre los mismos para cualquier descomposicion de M como en (1).

Demostracion.

Paso 0: Consideramos la sucesion exacta ((6.1])
0— Tor(M) — M — M/ Tor(M)— 0.

Dado que M/ Tor(M) es un A-modulo finitamente generados libre de torsion y que A es
un AVD (en particular un DIP por , entonces por el Corolario existird un tnico
N € N tal que

M/ Tor(M) = AV,

Solamente faltaria estudiar los A-mé6dulos de torsion finitamente generados sobre AVDs.

Sea T un A-modulo de estas caracteristicas.

Paso 1: Supongamos que T es un A-moédulo de torsién no nulo. Como A es un AVD, el

aniquilador de T sera de la forma Anny(T') = (t*!), para un entero a; > 0. Por el Lema
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de Nakayama (%) C (t**~1), por lo que existira un elemento 7 € T tal que t* 1z # 0.
Denotemos por comodidad A; := A/(t*). De esta manera T puede pensarse como un
moédulo sobre A7; ademas el homomorfismo de Aj-médulos ¢1: A1 — T determinado por
1+ 11(1) = 1 es claramente una aplicacion inyectiva. Tomando el cociente T} := T'/x Ay,

obtenemos la sucesion exacta corta de Aj-moédulos (de hecho de A-modulos)
0— A T 5T — 0.

Dado que A; es un anillo auto-inyectivo, por la Proposicion [6.10], deducimos que esta
sucesion de Aj-modulos escinde y escinde también como sucesion de A-moédulos. De este

modo, existird un isomorfismo de A-modulos tal que

T A T.

Paso 2: Si T1 # 0, dado que T7 es un A-moddulo finitamente generado de torsion y tal
que Anny(T) C Anng(Th), existird un entero as < aj tal que Anng(71) = (t2). De
modo anélogo al Paso 1, existird un elemento zo € T} tal que te2= 1y, # 0. Denotando
A9 = A/(t*?), el A-moédulo T7 es un modulo sobre Ay, y el homomorfismo de Az-modulos
to: Ay — T determinado por 1 — 12(1) = x4 es inyectivo. Utilizando de nuevo que Ag es

auto-inyectivo, se deduce que la sucesion exacta de Az-mo6dulos (también de A-modulos)
0— Ay =T 5 Tp — 0
escinde, y se obtiene un isomorfismos de A-mo6dulos
T2A 0TI =A S A Ts.

Repitiendo este procedimiento en un nimero finito de pasos habremos terminado, ya que
T es noetheriano (por ser un A-mddulo finitamente generado y A un anillo noetheriano);

concluyendo de este modo que existe un isomorfismo del tipo indicado en el enunciado (1).

Paso 3: El entero N esta determinado por M ya que N = rang M. Para demostrar que
el submoédulo T' = Tor(M) determina n y la familia de enteros a3 > -+ > a, > 1, es
suficiente comprobarlo para A-moédulos del tipo @, A/(t*).

Dada una la familia de enteros a; > --- > a, > 1, consideremos el A-médulo M =

;| A/(t%). Sea s = a;. Cada eslabon en la filtracion de submo6dulos
{0} =t’M c t*" M Cc --- Cc t"'"M c t'M C --- C tM C M,

es un A/(t)-espacio vectorial. Denotemos d; = dim 4 ("M /t"t1M). Entonces, para cada
entero a; > a > 1 el namero de repeticiones de un sumando de la forma A/(t%) en la
>

cadena a1 > --- > ap, > lesdy_1 —d,. O
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Corolario 6.12. Sea A un AVD y sea M un A-mddulo libre de torsion finitamente ge-
nerado. Entonces M es un A-mddulo libre, es decir, existe un tinico N € N de modo que
M =~ AN,

Corolario 6.13. Sea A un AVD, t un PU y sea T un A-mddulo de torsion finitamente

generado. Entonces existen inicos enterosn >0y a1 > - > ap > 1 de modo que

T = A/(t").
=1

6.3. Modbdulos de torsion sobre un dominio de Dedekind

Definicion 6.14. Sea M un A-mdédulo y sea p un ideal primo de A. La componente

p-primaria de M es el submédulo
M(p):={z € M | Anny(z) = p" para algin r € Z* }.
Diremos que M es p-primario si M = M (p).

Observacion 6.15. Esté claro que si M es un A-mddulo p-primario y finitamente genera-

do, entonces Ann (M) = p™ para cierto m € Z". En efecto, si 21, ...,z es un conjunto de
generadores no nulos de M, y mq,...,m; son enteros positivos tales que Anny(x;) = p™,
entonces Anng (M) = p™, con m = max{my, ..., m¢}.

Teorema 6.16 (Descomposiciéon primaria). Sea A un dominio de Dedekind y sea T un
A-mddulo de torsion finitamente generado. Luego existen p1,po,...,ps tdeales primos no

nulos de A distintos dos a dos de modo que
T=T(p1) © T(p2) ® -+ @ T(ps)-

Demostracion. Supongamos que T es un A-mo6dulo de torsién no nulo y finitamente ge-
nerado. Como A es un dominio de Dedekind, su aniquilador I := Anny(7") admite una
descomposicion de la forma I = [[;_; p.* donde cada r; es un entero positivo y p1,p2, ..., Ps
son ideales primos distintos no nulos de A, es decir, maximales distintos de A. Entonces,
los ideales pi', p5?, ..., pL° son ideales coprimos dos a dos,y en consecuencia se tiene que
I=][ 0y =iy i

Por el Teorema Chino de los Restos, los homomorfismos m;: A — A/p;" determinan
un homomorfismo sobreyectivo de anillos 7: A — A/p|* x A/pi? x -+ x A/pls tal que
ker(m) = Anny(T). Para cada i € {1,..., s}, sea e; € A tal que mi(e;) =1y mj(e;) =0

para todo j # i. Estos elementos de A verifican las siguientes propiedades:
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(1) ae; € Anny(T'), para cualquier a € p;".

(2) 1=e1+ -+ es + ag, para cierto ap € Anna (7).

Como consecuencia de estas propiedades, para cada x € M se tiene que:

(1) Ti = ezxeT(pz)
(2) z=1-z=ex+ - +ex+aoxr =1+ +Ts.

Por lo tanto, obtendremos que T' = T'(p1) + T'(p2) + - - - + T'(ps). Paracada j € {1,2, ..., s},

los ideales p;j e lj = Hi# p;* son coprimos. De este modo, existiran elementos a,b € A,
u € p;j y v € I; tales que 1 = au + bv. Por tanto, si z € T'(p;) N (X7 ,T(ps)), se tiene que

z = (au+ bv)z = auz + bve = 0. Como T' = Xf T (p;), se concluye que:
T=T(p1) & T(p2) ® -+ & T(ps)- -

Proposicion 6.17. Sea A un dominio, m un ideal maximal de A y sea n € Z™ un entero
positivo. El homomorfismo candnico m: A — A/m'™ se factoriaza a través de la inclusion

Lt A= An.

Demostracion. El anillo A/m™ es local con maximal m/m”. Las imagenes en A/m" de los
elementos del subconjunto multiplicativo Sy = A\ m C A son unidades. Por tanto, existe

un anico homomorfismo de anillos 7’': Ay — A/m™ tal que 7’ o = 7. O

Corolario 6.18. Sea A un dominio de Dedekind, p un ideal primo no nulo de A y sea M

un mddulo finitamente generado y p-primario. Entonces:

(1) La estructura de A-médulo de M induce una estructura natural de Ap-mdédulo.

(2) En particular, los Ap-submddulos de M son exactamente los A-submddulos de M.

Demostracion. Como M es un moédulo finitamente generado y p-primario, existird un en-
tero m > 0 tal que Anny (M) = p™. De modo que la estructura de A-mo6dulo de M induce
una estructura natural de A/p™-moédulo, y por tanto de Ap,-moédulo (Proposicion [6.17). O

Teorema 6.19 (Descomposicion de Jordan). Sea A un dominio de Dedekind y T un A-

mddulo de torsidn finitamente generado. Se verifica:

Existe q1,92,...,qx una familia de ideales primos de A y una familia de enteros positivos

ai,as, ..., ap unicas salvo permutacion de indices tales que:

T = A/ ® AJg3*> @ --- & A/qpt (6.6)
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Demostracion.

Ezistencia: Empleando el Teorema de la Descomposicién primaria, tenemos que existen
p1,p2,...,ps ideales primos de A distintos dos a dos de modo que T' = @;_, T'(p;). Cada
T'(p;) es un A-médulo p;-primario y de este modo, por Corolario[6.18] cada T'(p;) es también
un Ap,-médulo con la estructura de A-modulo subyacente. Cada T'(p;) es un A-modulo de
torsion y en consecuencia un Ap,-moédulo de torsién. Para cada ¢ € {1,...,n}, Ay, es un
AVD y de este modo podremos aplicar el Corolario [6.13] Entonces existiran tinicos enteros

$; ¥ @il > ... > ais; > 0 de modo que :
S; Si
T(pi) = €D Ap /977 Ay = ED A/pi”
Jj=1 J=1

El ultimo isomorfismo es consecuencia directa de la Proposicion Concluyendo, enton-

ces, que
s s Si
~ (7]
TP 1) =D (Pan) (6.7)
i=1 =1 j=1
es un isomorfismo de T con una descomposicién del tipo .
Unicidad: Supongamos que existe otra familia q}, g5, ..., q; de ideales primos no nulos de
A y enteros positivos af, ab, ..., a} tales que:
T=M:=A/q,"" & AJg)> & - & A/q," (6.8)
Supongamos que {p}, p5, ..., p.,} son los primos distintos entre todos los q;. Agrupando

convenientemente los sumandos asociados a un mismo ideal primo, podemos obtener los

siguientes isomorfismos:

S S

T = EB T (p;)

=1 =1

I’
D
=
W

<

Por la unicidad de la descomposicién de un médulo en sus componentes primarias se deduce
que deduce que s = s’ y que, salvo permutacién de indices, p; = q; v T(p;) = M(q}).
Basta entonces estudiar solamente la unicidad de la descomposicién de cada una de las
componentes primarias.

Supongamos que T; = T'(p;) para uno de los ideales primos p; € {p1,p2, ..., ps}- En
tal caso, T; es un Ap,-moédulo de torsion y Ay, es un AVD. Asi pues, los enteros s; y
a1 > -+ > ajs, > 0, determinan de forma unica 7; salvo isomorfismo (Corolario . De

esta manera concluimos la prueba. O
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Teorema 6.20. (Descomposicién por invariantes) Sea A un dominio de Dedekind y sea
T un A-mddulo finitamente generado de torsion. Entonces existird una familia tinica de

ideales enteros {0} C Iy C Iy C -+ C I, C A tales que

=

Demostracion.

FEzistencia: En virtud de tenemos que

=@ (D),
i=1 = j=1
siendo p1, P2 ..., ps una familia de ideales primos de A no nulos y distintos dos a dos , para
cadai € {1,2,...,n} s; esun entero y 0 < a;; < a2 < --- < ajs, es una familia de enteros.

Sea m := méx{s;|1 <i < s}. Anadiendo los ceros necesarios al principio de la lista
de los enteros a;;, y salvo permutacion de indices, tendremos que para cada i € {1,2,...,s}

se verifica

0<apn <ap<- - <am.

Definamos para cada j € {1,2,...,m} los ideales I := [[;_, p;“*mﬂ*j. Es de comprobacion
sencilla que Iy C Iy C --- C I,,,. Empleando el Teorema Chino de los Restos se obtiene que

para cada j € {1,2,...,m}
S
@ A/p;li,m+1—j ~ A/ Hf:l p?i,m-&-l—j — A/IJ
i=1

Mediante una permutacién de sumandos,

S

T @ (@ an) = (D an) = Dan

i=1 j=1  i=1

Unicidad: Supongamos que {0} C I} C Iy C --- C I, € A es una cadena de ideales tal

que

Dado que A es un dominio de Dedekind (por Teorema se tiene que los ideales I; se

descomponen de manera tnica como producto de primos. En particular, el primer ideal

m
L = pr“-
i=1
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Dado que I} C I C --- C I, deduciremos que cada ideal se descompondra en producto
de primos como I; = [/, p;” donde ¢;1 > ¢z > ¢ > 0 para todo i € {1,2,...,m}.

De este modo, aplicando de nuevo el Teorema Chino de los Restos, deducimos que

TPy =@ PAn = @an.
i=1 i=1 j=1 k=1

En virtud de la unicidad dada en el Teorema deducimos que la familia c;; esta deter-
minada de forma tnica y de este modo también lo estard la familia de ideales Iy, Io, . .. Iy;

concluyendo la prueba. O

6.4. Teorema de Clasificacion

En vista de todos los resultados anteriores podemos enunciar el siguiente Teorema.
Teorema 6.21. Sea A un dominio de Dedekind y sea M un A-mddulo finitamente generado.

(1) Ezisten L y T A-submddulos de M, tales que L es libre de torsion, T es de torsion
y se verifica que M = L@ T.

(2) Existe un inico N € N y un ideal fraccionario f de A, inico salvo isomorfismos, tal
que:
L= AN "1g.

(3) Ezistirdn dos descomposiciones para T':

(a) (Jordan) Existe pi,pa,...,ps una familia tinica de ideales primos de A no nulos
y distintos dos a dos y ay,as,...,as una familia inica de enteros positivos tales
que:

T = P A/ppr.
k=1

(b) (Invariantes) Eziste una familia inica de ideales enteros I, Is, ..., I, de ma-

nera que {0y C I} C Iy C ... C Ip, € Ay tal que:

T = éA/Ik.
k=1

Demostracion. Consideramos la sucesion exacta (6.1)):
0 — Tor(M) — M — M/ Tor(M) — 0.

Por la Observacion y dado que M es de tipo finito, el A-modulo M/ Tor(M) es finita-
mente generado y libre de torsién. Empleando la Proposici(’)n se deduce que M/ Tor(M)
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es un A-modulo proyectivo. De este modo, la sucesiéon exacta escinde y se tiene que
M = M/ Tor(M) & Tor(M), es decir, existen L y T' A-submoédulos de M, tales que L
es libre de torsién, T es de torsion y M = L & T. El resultado se deduce ahora por el
Corolario el Teorema [0.19] y el Teorema [6.20 O

Corolario 6.22. Sea A un DIP y sea M un A-mddulo finitamente generado.

(1) Ezisten L y T A-submddulos de M tales que M = L& T.
(2) El A-mddulo L es libre de tipo finito. De este modo, existird un inico N € N tal que:

L= AN,

(3) El A-mddulo T es finitamente generado y de torsion. Tendremos dos descomposicio-

nes:
(a) (Jordan) Eziste p1,pa,...,ps una familia inica de elementos irreducibles de A
distintos dos a dos y ai,a9,...,as una familia dnica de enteros positivos tales
que: .
= A/ ).
k=1
(b) (Invariantes) Existe dy,dsa, ... dy, una familia inica de enteros mayores positi-
vos tales que dp, | dpm—1] .. | dy1 y tales que:

T

12

P A/)).
j=1

Demostracion. Utilizando que A es un DIP, el resultado se deduce del Corolario y del
Teorema O
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