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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento:  Analisis mateméatico

Titulo: Fundamentos mateméticos de la computacién cuantica

Breve descripcion del contenido:

La computacién cuéntica es una ciencia que atina areas tan diversas como
las matemaéticas, la ingenieria, la fisica, la criptografia o la filosoffa. En este
trabajo se pretende aportar las nociones matemaéticas basicas que estan tras

el funcionamiento de la computacion cuantica y sus algoritmos.







Resumen

Este trabajo es una pequena introduccion al mundo de la computaciéon cuantica,
a través de los espacios de Hilbert, la fibracion de Hopf 'y los grupos de Lie; empezando
por una introduccion historica de la mecanica cuéantica (teoria fisica sobre la que
se basa la computacion cuéantica), continuando por el concepto de qubit (la pieza
clave de la computacion cuantica, al igual que lo es el bit en la computacion clésica)
y su representacion geométrica y terminando con el estudio de las puertas logicas

junto con un par de ejemplos para ilustrar su uso en los algoritmos.

Abstract

This work is a short introduction to the world of quantum computing, seen
trough Hilbert spaces, the Hopf fibration and Lie groups; starting with the history of
quantum mechanics (the fundamental physical theory on which quantum computing
is based). Following that, the introduction of the qubit (the most important piece
of quantum computing, as the bit is for classic computing), and it’s geometric
interpretation. And finally the study of logic gates including a couple of examples

to show how they work inside an algorithm.
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Introduccion

La computacion cuantica surge de la mecanica cuéantica, una teoria fisica que
enfoca de forma diferente la manera de ver el mundo que nos rodea, a través de
espacios de Hilbert y transformaciones unitarias. Es esta formalizacion sorprendente
la que le confiere a la computacion cuantica sus diferentes propiedades, las que
la hacen diferente a la computacién clasica y en algunos casos incluso superior,
obteniendo los mismos resultados con un ntmero de operaciones (complejidad)
inferior.

Los tres capitulos de los que se compone este Trabajo Fin de Grado pretenden
introducir al lector en la disciplina de la computaciéon cuéntica, empezando desde lo
mas béasico —los espacios de Hilbert— hasta llegar a la relacion entre los grupos de
Lie SO(3) y Sp(1).

Todo empieza con el concepto de qubit, o “quantum bit”, que es la pieza clave en
la computacion cudntica como lo es el bit para la computacion clésica. En principio
es una construccion tedrica, basada en los axiomas que constituyen el fundamento de
la mecanica cuéntica, pero sienta las bases que luego se aplican en sistemas reales.

Sobre los qubits actian puertas logicas similares a las existentes en la com-
putacion clasica. Estas puertas son transformaciones unitarias de un espacio de
Hilbert, tal y como se recoge en los axiomas de la mecénica cuéntica, y es la relacion
entre SO(3) y Sp(1) la que permite ver esas transformaciones como rotaciones de la
esfera de Bloch en la que se representan los qubits.

Las diferentes puertas, tanto en las que interviene un tinico qubit como en las
que intervienen varios, se pueden agrupar para formar circuitos cuénticos, que no
son més que representaciones de la aplicaciéon sucesiva a un conjunto de qubits de
diferentes puertas logicas. Con estos circuitos se implementan los algoritmos, entre
ellos el algoritmo de Deutsch, ejemplo donde, gracias al paralelismo cuéntico, se
logra efectuar en una operacion lo que en un ordenador convencional necesitaria por
lo menos dos operaciones.

Y todo esto es simplemente una pequena inmersion en una rama de la fisica
inmensa, muy pujante hoy en dia, y de la cual todavia se estan intentando determinar

sus consecuencias en los sistemas y el pensamiento que imperaban hasta ahora.

xi






CAPITULO 1
Breve introduccion a la mecanica cuantica

1. Origen e ideas fundamentales

Se podria calificar a la mecéanica cuantica como una de las teorias fisicas menos
intuitivas. No es la forma natural en la que uno pensaria que se comporta el mundo,
en contraposiciéon con la mecanica clasica que, siendo méas natural, no es mas que
una aproximacion de la mecanica cuantica cuando se trata de objetos “grandes”.

La idea de la mecanica cudntica surgié de la experimentacion: diversos estudios
mostraron resultados sorprendentes que llevaron a los fisicos a replantearse las teorias
existentes hasta el momento y preguntarse de qué otra forma se podria explicar el
comportamiento del universo. Los primeros esbozos empezaron a fraguarse alrededor
del 1900 pero la teoria no se constituyo realmente hasta 1925-1926 con los trabajos
de Heisenberg, Schrodinger y Born |4, p. 1].

Para intentar entender en qué consiste la mecanica cuantica vamos a centrarnos
en dos de los puntos mas importantes de esta teoria junto con los experimentos
que llevaron a estos conceptos: la dualidad onda-particula y el comportamiento
probabilistico de las particulas.

A finales del siglo XVII y principios del siglo XVIII la comunidad cientifica
estaba dividida entre los que creian que la luz estaba formada por particulas y los
que crefan que era una onda. En 1804, Thomas Young publicé dos articulos donde
explicaba su experimento de la doble rendija (ver Figura que consistia en hacer
pasar luz a través de unas laminas de cartén, la primera con un tnico agujero y la
segunda con dos agujeros. Al proyectar la luz proveniente de las dos rendijas de la
segunda lamina sobre una pantalla se observaban zonas mas y menos iluminadas lo
que llevé a Young a postular que la luz se comportaba como una onda y que las
zonas oscuras se formaban debido a la interferencia entre las ondas provenientes de
ambas rendijas.

En 1900, a raiz del estudio de la teoria de la radiacién del cuerpo negro, Max
Planck public6é un articulo donde afirmaba que la energia en el campo electromag-

nético a una frecuencia determinada s6lo puede ser un multiplo entero de una unidad
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FicurA 1.1. Experimento de la doble rendija de Thomas Young.
Imagen de la Encyclopzedia Britannica (https://www.britannica.com/
science/light/Youngs-double-slit-experiment#/media/1/340440/91986).

basica determinada por la frecuencia y una constante. Esta publicaciéon insufld
nueva vida a la teoria de la luz como particula. Otro articulo que contribuy6 fue el
que llevo a Einstein a ganar el Premio Nobel de fisica en 1921; en dicho articulo
tratd sobre el efecto fotoeléctrico, en el que radiacién electromagnética que incide
sobre un metal hace que se desprendan electrones de dicho metal. Einstein describio
a la luz como un conjunto de particulas discretas, los fotones, lo que le llevo a
teorizar que, al aumentar la intensidad de la luz que llegaba al metal manteniendo
la frecuencia, el nimero de electrones emitidos aumentaba pero no la cantidad de
energia que tenia cada electron. Asi, por ejemplo, al emitir luz de frecuencia baja
pero intensidad alta, no se desprenderian electrones del metal al no tener cada foton
suficiente energia para arrancar un electron. Diversos experimentos corroboraron
este comportamiento, que es dificil de explicar si consideramos a la luz como una
onda, mientras que es mucho maés facil al pensar en la luz como particulas.

Este fenomeno en el que la luz presenta comportamientos consistentes con la
naturaleza de una onda y también con la naturaleza de una particula se conoce hoy
en dia como la “dualidad onda-particula”’, y es un fenémeno que ocurre en toda la
materia, como propuso en 1924 el fisico francés Louis-Victor de Broglie.

Alrededor de 1960 empezaron a hacerse experimentos de la doble rendija pero
con electrones en vez de con fotones. Ya estaba en aquel momento perfectamente
establecida y confirmada la teoria atomica, que proponia que un atomo esta formado
por el niicleo y una nube de electrones con carga negativa, y debido a esto, el punto
de partida fue considerar a los electrones como particulas y no como una onda.
Sin embargo los experimentos que se llevaron a cabo mostraron que también los
electrones presentan comportamiento de onda.

Uno de los experimentos mas sorprendentes fue el llevado a cabo por un equipo
liderado por Akira Tonomura, que realizaron el experimento de la doble rendija
pero tnicamente haciendo pasar un electréon de cada vez, de forma que cada electréon

incidia en la pantalla en un tnico punto. Los resultados obtenidos se pueden ver en


https://www.britannica.com/science/light/Youngs-double-slit-experiment#/media/1/340440/91986
https://www.britannica.com/science/light/Youngs-double-slit-experiment#/media/1/340440/91986
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FiGura 1.2. Experimento de la doble rendija con electrones
llevado a cabo por Akira Tonomura (https://www.hitachi.com/rd/
portal/highlight/quantum/doubleslit/index.html).

la Figura donde claramente se observa un patrén con zonas de alta incidencia y
otras donde casi ningin electrén incidfa.

Entre los diferentes modelos de la mecanica cuantica publicados por Heisenberg,
Born y Schrédinger se encontraba una interpretacion de Born que proponia pensar en
la onda de una particula como la que determina las probabilidades de las diferentes
observaciones de un sistema, y de esta forma se puede interpretar el resultado del
experimento de Akira Tonomura: la onda simplemente determina la probabilidad
que tiene un electrén de incidir en un punto y al hacer pasar una gran cantidad de
electrones se va observando una distribucién de probabilidad en la pantalla; eso es
lo que produce los patrones observados en la imagen. A pesar de las fuertes criticas
que recibié esta interpretacion, es una de las que maés se utiliza actualmente y se
conoce como la interpretaciéon de Copenhage.

Estos dos aspectos fundamentales de la mecanica cuéntica —la dualidad onda-
particula y el comportamiento probabilistico de las particulas— son incorporados a la
teoria de la siguiente forma: cada particula de un sistema tiene asociada una funcién
de onda que muestra las posibles posiciones de una particula y evoluciona con el
tiempo como si fuese la ecuacién de una onda; cuando intentamos medir la posicion
de dicha particula, siempre la encontramos en una posiciéon determinada, por lo que
no se observa el comportamiento de onda; la funcién de onda no se observa, mas

determina la probabilidad de encontrar a la particula en una posicién concreta.


https://www.hitachi.com/rd/portal/highlight/quantum/doubleslit/index.html
https://www.hitachi.com/rd/portal/highlight/quantum/doubleslit/index.html
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2. Axiomas de la mecanica cuantica

Cualquier teoria fisica tiene que describir en primer lugar al sistema E| que se
quiere estudiar. Para ello se utiliza el concepto de estado de un sistema fisico. El
estado de un sistema no es mas un compendio de toda la informacién que es posible
conocer sobre el sistema de forma que quede completamente determinado (es decir,
se conoce todo sobre él) por el valor o los valores de dicho estado.

En el ambito de la mecanica cuantica, el estado de un sistema va a estar
representado por un vector unitario en un espacio de Hilbert sobre el cuerpo de los
nimeros complejos. Dicho espacio de Hilbert es lo que se conoce como el espacio de
estados del sistema, es decir, el espacio que contiene a todos los posibles valores que
puede tomar el estado del sistema. Para definirlo necesitamos primero establecer la
definicién de producto escalar, asi como aprovechar para introducir la notacién que
utilizaremos a lo largo de este trabajo.

La notacion utilizada habitualmente en el campo de la mecanica cuantica es
la notacion bra-ket, introducida por Paul Dirac en 1958. En nuestro caso también
usaremos esta notaciéon: un vector del espacio de Hilbert lo denotaremos |v) € H; el
producto escalar /interior de dos vectores |v), jw) € H lo denotaremos (v|w); y el

conjugado de un ntimero complejo z, lo denotaremos z*.

DEFINICION 1.1. Un producto escalar o producto interior sobre un espacio
vectorial complejo H es una aplicacion (-|-) : H x H — C que satisface las siguientes

propiedades.
(1) Para todo |v), |w) € H,

(v]w) = (wlv)” .

(2) Para todo |v) € H, (v|v) es real y no negativo; es cero si y solo si |v) = 0.
(3) Para todo |v),|lw) € Hy ceC,

(evlw) = ¢* (vlw) ¥ (v]ew) = (vjw) c.
(4) Para todo |v1),|ve), |w) € H,
(v1 + vaw) = (v1]w) + (v2|w)
y para todo |[v), |wi), |ws) € H,
(vlwy 4+ w2) = (v|wy) + (v|wa) .
Un espacio vectorial H con un producto escalar se llama espacio prehilbertiano.

Si consideramos una base ortonormal de un espacio prehilbertiano de dimension

finita H sobre C, {|e1),...,|en)}, tendremos una forma de escribir el producto

1Un sistema no es mas que una parte del universo fisico que se elige para analizar; todo lo

que no se encuentra en esa parte se considera ajeno al sistema y no se consideran sus efectos.
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escalar a partir de las coordenadas de los vectores en dicha base. Si tomamos

) = iy viled) v [w) = 3°5_, wj|e;) vectores de H con v;,w; € C para todo i, j,

(wlw) =" viwj (eile;) = > viws,
1,7 i

por ser {|e1),...,|en)} una base ortonormal.

Traduciendo esto en la notacion bra-ket, dado un vector o “ket” |v), el conjugado
traspuesto, dual o “bra” de dicho vector lo denotaremos por (v| de forma que,
trabajando en una base ortonormal, el que el producto escalar de |v) y |w) lo

escribimos como (v|w):

= vgwo + vjwy + -+ + v wy,.

*
N———
=

(lw) = (0] Jw) = (0§ of - o

DEFINICION 1.2. Un espacio de Hilbert H sobre C es un espacio vectorial sobre
C con un producto interior (-|-) : H x H — C tal que, con la métrica inducida por
dicho producto escalar (d(u,v) := \/(u — v|u — v) para u,v € H), el espacio H es

un espacio métrico completo.

Esta definicién es mas general de lo que necesitaremos, ya que en el &mbito de la
computacién cuantica se utiliza el término espacio de Hilbert haciendo tinicamente
referencia a los espacios vectoriales de dimension finita (que son siempre espacios de
Hilbert con el producto escalar usual); y eso es lo que haremos a partir de ahora.

El primer axioma establece por tanto como describir al sistema que se pretende

estudiar.

AxioMmA 1. Cualquier sistema fisico aislado tiene asociado un espacio de Hilbert
llamado el espacio de estados del sistema. Un sistema queda completamente
determinado en cada instante por su vector de estado, que es un vector unitario en

el espacio de estados del sistema.

Una posible interpretacion del axioma surge al considerar a la mecénica cuantica
como una generalizacién de la probabilidad, pero usando la norma 2 en vez de la
norma 1 (que es la que constituye la probabilidad usual: la suma de las probabilidades
de los posibles resultados de un experimento deben sumar 1) |1, p. 110-112]. Es mas,
entre las generalizaciones de la probabilidad, es una de las pocas opciones posibles si
queremos obtener propiedades interesantes, como el tener aplicaciones “no triviales”
que conserven la norma de los vectores |1, p. 116].

Una vez descrito un sistema fisico como un espacio de Hilbert sobre C (a partir
de ahora cuando nos refiramos a un espacio de Hilbert estara siempre definido sobre
el cuerpo de los complejos), el siguiente paso es describir su evolucion con el paso
del tiempo, de forma que se pueda predecir su comportamiento futuro a partir del

estado actual del sistema.
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La descripcion de la evolucion temporal se lleva a cabo en este caso mediante el
concepto de transformaciones unitarias. Para definir dicho concepto necesitamos

algunos conceptos previos.

DEFINICION 1.3. Dado A un endomorfismo sobre un espacio de Hilbert H, el
adjunto o conjugado hermitiano de A, denotado por AT, es el tnico |2, p. 204]
operador lineal AT tal que, para todo |v),|w) € H,

(v|Aw) = (ATv|w).
Diremos que un operador es hermitiano o autoadjunto si At = A.

Dada la matriz asociada a un operador lineal, la construccién de la matriz
asociada al operador adjunto se consigue conjugando sus entradas y transponiendo
la matriz, i.e., AT = (4*)T. Como ya hemos visto, para un vector |v) € H, |v>T = (v|.

A partir de esta definicion se define el concepto de operador unitario.

DEFINICION 1.4. Un operador U sobre un espacio de Hilbert H se dice unitario
si UTU = I donde I representa la aplicacion identidad.

En lo que se refiere a la representacion matricial del operador, seré unitario si
dada una matriz asociada U se satisface que UTU = I donde I es la matriz identidad.
Dado un operador unitario, se satisface ademéas una propiedad importante y es
que conservan los productos escalares, i.e., si tenemos dos vectores |v) , |w) € H se
satisface que el producto escalar de U |v) y U |w) es igual al producto escalar de |v)
y w):

(Uv|Uw) = (v|UTUw) = (v|w),

usando la definicién de operador adjunto. Aprovechamos esta pequena prueba para
introducir un poco méas de notacion. Para escribir el producto escalar de |v) y A |w)
(o equivalentemente de AT |v) y |w)) utilizaremos la notacién (v|A|w). En este caso,
escribiremos de esta forma la expresion <U‘UTUw>, que serd igual a (v|UTU|w).

Hay otra descripciéon de la evoluciéon del estado de un sistema para tiempo
continuo que se conoce como la ecuacion de Schrodinger [6, p. 82] y a partir de la
cual se puede obtener la version del postulado que hemos presentado. Sin embargo,
para estudiar la computaciéon cudntica no es necesario utilizarla por lo que no la
presentaremos en este trabajo.

Asi, el segundo axioma de la mecénica cuantica es el siguiente.

Axioma 2. La evolucién de un sistema cerrado se describe mediante una
transformacion unitaria. Es decir, si el estado de un sistema es [1)) en el tiempo t;

y |} en el tiempo to, la relacion entre ambos estados es

W) =Ul),

donde U es un operador unitario que solo depende de los tiempos t1 y to.
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El siguiente axioma introduce la accion de algo externo al sistema en el propio
sistema, en concreto, el efecto que tiene una medicion del sistema. Antes de presentar

el axioma necesitamos probar un pequeno lema previo.

LEMA 1.5. Dada una coleccion numerable de operadores {M,,} actuando sobre
un espacio de Hilbert H tales que Y., M M,, = I, y dado |1)) € H un vector
unitario, (Y|M] M| € [0,1] para todo m.

DEMOSTRACION. Tenemos en primer lugar que

D @M M) = (Y MMy ) = ($]4) = 1.

m

Por otro lado,

(M, Moy |[) = (0| M, M) = (M| M) = | M|

para todo m usando la definicion del conjugado hermitiano de un operador. Asi,

juntando ambas afirmaciones, tendremos que necesariamente
0 < (M, M |00) <> (WM, M |90) < 1.
m

O

Con este pequeno lema ya estamos preparados para concretar el tercer axioma

de la mecéanica cuantica.

AXI0MA 3. Una medida cuéntica se describe mediante una coleccion {M,, }
de operadores de medida. Estos operadores acttian sobre el espacio de estados del
sistema que se esta midiendo. El indice m se refiere a los posibles resultados que se
pueden obtener en la medicion. Si el sistema se encuentra en el estado |¢) justo
antes de la medicién, la probabilidad de que el resultado m ocurra viene determinada
por

p(m) = (| M, M |9)
que pertenece al intervalo [0,1] (Lema y el estado del sistema tras la medicién

sera,

M [9)

V (WIM], M, [0)

Los operadores de mediciéon satisfacen la ecuacion de completitud

Z M} M, =1,

m

que fuerza a que las probabilidades de los diferentes resultados sumen uno:

Y _pm) =3 (WIMEMaY) = @Y M} Mnl) = () =1
por ser |¢) unitario, es decir, (M, P (M), p) es un espacio de probabilidad, donde
M= {M,}.

El dltimo axioma resume cémo considerar un sistema formado por varios sistemas

fisicos. Para ello se utiliza el producto tensor de espacios vectoriales.
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DEFINICION 1.6. Dados dos espacios vectoriales V7 y V5 sobre C un producto
tensor de V1 y Vo es un espacio vectorial W sobre C junto con una aplicacion bilineal
T : Vi x Vo = W que satisface la siguiente propiedad universal: si U es cualquier
espacio vectorial sobre Cy ® : V; x Vo — U es una aplicacion bilineal, entonces

existe una tnica aplicacion lineal ® : W — U tal que el siguiente diagrama conmuta:

El producto tensor de dos espacios vectoriales es tnico |4, p. 527].

PROPOSICION 1.7. Dados dos espacios vectoriales Vi, Vs, existe al menos un
producto tensor de Vi y Vo y es unico salvo isomorfismo, i.e., dados dos pro-
ductos tensores (W1, T1) y (Wa,T3), existe una inica aplicacion lineal biyectiva
U Wy — Wy tal que Ty = Vo T7.

Denotaremos al producto tensor de dos espacios vectoriales Vi y Vo por Vi ® Vs,
y a la aplicacion bilineal asociada por ® : Vi x Vo = V; ® Va.

Todos los elementos del producto tensor de V' y W son combinacién lineal de
elementos de la forma |v1) ® |va) con |vi) € Vi, |ve) € Va. Es mas, si {|e;)} es una
base ortonormal de V3 y {|€})} una base ortonormal de V5, la coleccion {|e;) @ |¢})}
es una base de V7 ® V5.

Por la definicion de espacio tensor se satisface que |6l p. 73]:

(1) para un escalar arbitrario z, [v) € V1, |w) € Va, se tiene que
(o) @ [w)) = (2]v)) @ |w) = [v) © (2 |w));

(2) para |v1),|v2) € V1 y |w) € Va, se tiene que
(lo1) + [v2)) © [w) = Jo1) @ [w) + |vg) © [w) ;

(3) para |[v) € V1 v |w1), |wy) € Va, se tiene que
[v) ® (Jw) + [w2)) = |v) @ |w1) + |v) @ |ws) .

A partir de la definicion de producto tensor podemos definir el operador lineal
A ® B a partir de A un operador lineal sobre V; y B un operador lineal sobre V5 de

la siguiente forma:

(A® B) <Z a; [vi) @ |wi>> = Z%‘A |vi) ® B |w;) (1)

donde |v;),|v}j) € V y a; € C.

Asi mismo, si V7 y V5 son espacios de Hilbert, podemos definir un producto

escalar en V] ® V5 a partir de los productos escalares de V; y Va:
(@l@) = ajb; (vivj) (wilw}) (2)
,J

donde & = Y7, a;|vi) ® Jw;) y w = ;b |v}) ® |w)) pertenecen a Vi @ V3 con
vi), [v]) € Vi, |wi), |w)) € Vo y a; € C.
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Usando estos conceptos podemos escribir el tultimo axioma de la mecénica

cuéntica de la siguiente forma.

AxiomA 4. El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es el producto
tensor de los espacios de estados de las componentes del sistema. Si las componentes
son los sistemas 1,...,n, y el sistema i esta en el estado [¢);), el estado del sistema
completo es [11) ® [thg) @ -+ @ [¢hy).






CAPITULO 2

Los fundamentos de la computaciéon cuantica

1. El concepto de qubit

Al igual que un bit en la computacion clasica, un qubit se puede pensar como
un sistema fisico con “dos” estados: |0) y |1). Como ya hemos visto, un sistema
fisico aislado se representa en mecéanica cudntica por un espacio de Hilbert; en este
caso, un espacio de Hilbert de dimension dos, donde los estados |0) y |1) son una
base ortonormal de dicho espacio. Por tanto, estos estados no son los tinicos que
puede tomar un qubit, sino que siguiendo el primer axioma de la mecénica cuéntica,
cualquier vector unitario del espacio es un estado posible del sistema fisico. Asi,

podemos tener por ejemplo un qubit en el estado

)+

L+ 2n
N AR Ak

En general son de la forma

@I+l @) €CxCO.0)
"+ |y

Los estados que son combinaciones de |0) y |1) se denominan superposiciones de
estos dos estados. Esta particularidad de los qubits contrasta con los bits de la
computacion clésica, ya que en ese caso no hay més que dos estados posibles para
un bit.

Otra particularidad de los qubits aparece cuando consideramos una medicién
de un qubit, y es que cuando intentamos medir el estado de un qubit, el aparato de
medicion tiene que tener dos estados “preferidos” que formen una base ortonormal
del espacio de estados (i.e., dos vectores |u) y |v) tales que {|u),|v)} sea una base
del espacio de Hilbert y (u|v) = 0) y lo tinico que obtendremos al llevar a cabo la
medicion es |0) o |1) (si seleccionamos la base canonica) [7), p. 16].

Es por esto por lo que, cuando se presentan los axiomas de la mecanica cuantica,
se suele utilizar una versién mas restrictiva del tercer axioma [6, p 87]. Esta version
utiliza las mediciones proyectivas que son un caso particular del axioma més general.

Antes de mostrar el tercer axioma modificado necesitamos ver qué es una
proyeccion en un estado de Hilbert.

Si tenemos un subespacio del espacio de Hilbert, generado por una base ortonor-
mal {|v1),...,|vk)}, la proyeccion de un vector |¢) sobre ese subespacio se define

como

Ply) = (oi|i) 1) + - + (wxl9) |vg) -

11
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Esto implica varias cosas.

LEMA 2.1. Dado H un espacio de Hilbert y P una proyeccion sobre un subes-

pacio, se satisface que P? = P.

DEMOSTRACION. Sea |¢)) € H un vector. Supongamos que el subespacio esté

generado por una base ortonormal {|v1),...,|vx)}. Por definicion,

P ) = (o1} [v1) + - + (o[} [or)

y, consecuentemente,

P2[yp) = P((o1]9)) [or) + - + (wklp) [on)) = (vile) [vr) + - + (vele)) [og) -
O

LEMA 2.2. Dado H un espacio de Hilbert y P una proyeccion sobre un subes-

pacio, se satisface que pPt=p.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad (el caso més general se obtiene
aplicando la linealidad del producto escalar), veamoslo para el caso de un subespacio
generado por un tnico vector |v1). Usando la definicion de adjunto de un operador

nos basta con ver que para |v) , |w) € H se satisface que (v|Pw) = (Pv|w):
(v| Pw) = ([{v1w) v1) = (vr]w) (v[vr) = (vr]w) (v1]v)” = ((v1|v) v1|w) = (Po|w).

O

LEMA 2.3. Dado H un espacio de Hilbert, y dado un operador hermitiano M,
st para cada autovalor m, el operador P,, es la proyeccion sobre el subespacio

generado por el autovector asociado al autovalor m, se satisface que ), Pp =1.

DEMOSTRACION. Por ser M una matriz hermitiana, es diagonalizable —por
lo que sus autovectores forman una base del espacio vectorial- y ademés la base
formada por sus autovectores es una base ortogonal. Por tanto, si consideramos la
base formada por los autovectores normalizados {|v1) ..., |v,)}, tendremos una base
ortonormal tal que (v;|v;) = 0;; para todo 4, j. Asi, dado 1) = A Jv1)+... Ay |op) €
H

Pil) = (lvi) [vi) = (A1 (vilvi) + -+ + An (v i) [vi) = Ai |vi)
y, de esta forma,
(Z Pm) [) = Pr|) + -+ P [Y0) = (@lvr) [v1) + - + (lon) o) = [9) .
O

Presentamos ahora el tercer axioma modificado. Una medicién proyectiva se

describe mediante un observableﬂ7 M, un operador hermitiano en el espacio de

1En fisica, un observable es cualquier propiedad de un sistema determinado que se puede

medir.
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estados del sistema. Este operador tiene una descomposiciéon espectral

M= > mP,,
mesp(M)
donde P, es la proyeccion sobre el subespacio vectorial generado por el autovalor
m del operador M. Esta descomposicion proviene de la descomposicion espectral
de una matriz hermitiana. Cada uno de estos operadores P, se puede relacionar
con los operadores M, del tercer axioma general. Asi, los posibles resultados de la
mediciéon se corresponden con los autovalores del observable. Tras medir el estado

|1}, la probabilidad de obtener el resultado m es

<w|P1];LPm|¢> = <w|Pm|¢>

por los Lemas [2.2] y El estado del sistema después de la medicién, suponiendo

que se ha obtenido el resultado m, seréa

Pult)
V@IPlD)

Nétese que se satisface la condicién de que >, Pj P, = I:

ZPLPm:ZPﬁl:ZPm:I,

usando los Lemas 2.1] y 2:3]
En el desarrollo de los fundamentos de la computacién cuantica nos fijare-

mos principalmente en el tercer axioma modificado ya que es el que realmente se
corresponde con los experimentos en este ambito.

El hecho de que un qubit pueda tener infinitos estados diferentes (en principio)
nos llevaria a pensar que en ese sentido son “mejores” que los bits de la computacion
clasica. Sin embargo, nos encontramos con que hay estados que no se pueden
distinguirﬂ; por ejemplo, dos estados que no son ortogonales no se pueden distinguir.

Supongamos que es posible hacerlo si los dos estados satisfacen que (¢1|v2) # 0,
i.e., no son ortogonales. Entonces, si el qubit se halla por ejemplo en el estado
|th1), se tendria que satisfacer que la probabilidad de obtener un resultado m en la
medicion tal que f(m) = 1 sea 1 (analogamente en caso de que el estado fuese |1)2)).
Definimos F; = Zml F(m)=i M} M,, de forma que podemos escribir la restriccion

establecida antes como

(V1] Exlin) = 1; (| Eafyp) = 1. 3)

Como la coleccion {M,,} es una medida cuantica, se tiene que >, F; = I y por
lo tanto ) . (¢1|E;|¢1) = 1. Como (¢1|E1|¢1) = 1, tendremos que (12| E1|12) = 0.
Analogamente, (1)1|E2|¢1) = 0. Si descomponemos |12) = a |1)1) + B |1p) —donde

2Distinguir dos estados significa que dados dos estados |¢1) y |¢2) es posible encontrar una
coleccion de operadores de medida { M, } de forma que, dependiendo del resultado obtenido en la
medicién, sepamos en cudl de los dos estados estaba el qubit (i.e. existe una aplicacion f tal que

f(m) =1, donde ¢ = 1,2, que indica el estado en funcién del resultado obtenido en la medicion).
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1) es ortonormal a 11, |a|* + 8> =1y [8] <1 (|¢1) y [h2) no son ortogonales)—

y, usando lo anterior, tendremos que

(2| E2lipo) = |81 (| Ealy) < |8 < 1,

usando para obtener la desigualdad anterior que
WIElv) <D~ W|Eilp) = (¥ly) = 1.
i

Obtenemos asi una contradicciéon con que proviene de suponer que podiamos dis-
tinguir dos estados no ortogonales. Por lo tanto, si tuviésemos un sistema de medida
tal que nos devolviese como resultado el estado actual del qubit, serifamos capaces
de distinguir entre dos estados no ortogonales lo que supone una contradicciéon con
el tercer axioma de la cuantica.

Sin embargo, es posible conocer la probabilidad de obtener un determinado
resultado en una medicién. Veamos como ejemplo lo que se conoce como la mediciéon
de un qubit en la base computacional, i.e., en la base ortonormal {|0),[1)}. Para
definir la medicién necesitamos los operadores de medida correspondientes. En este

caso son My y M; definidos por
Mo = [0X0] y My = [1)(1],
donde |v)w]| esta definido de la siguiente forma.

DEFINICION 2.4. Dados dos espacios de Hilbert V' 'y W, y dados |[v) € V,
|w)y € W, se define |w)v| : V — W como el operador lineal tal que para |[v') € V

([w)w) (') = [w) (w]p’) = (v]o') |w) .
Tanto My como M; son operadores hermitianos ya que
M = (joyoht = (0" 10)" = [o)0| = My,
(analogo para M), y ademés satisfacen que
Mg (ac[0) + 810)) = (J0)XO])((|0XO]) (e [0) + 8]0))) = (|0)O])(ex |0))
= a|0) = Mo(a |0) + 8]0))

(analogo para M), por lo que Mg = My y M? = M;. De esta forma, la ecuacion

de completitud exigida por el tercer axioma se satisface:
MMy + MMy = M2 + M? = Mo+ M, = I.

Asi, siguiendo lo establecido por el axioma, si el estado que estamos midiendo
es |Y) = a|0) + 5 |1), la probabilidad de obtener el resultado 0 es

(WM Mol = (| Mo|tp) = (| Mot) = o (4]0) = ||

y, de forma similar, la probabilidad de obtener el resultado 1 es | ﬁ\2. El estado del

qubit después de la medicién serd en ambos casos

MO|1/)> _ « 0>

ol o
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My [y) B
B

Tanto ﬁ como % son complejos de modulo 1 y, como veremos en la siguiente

seccion, podemos ignorarlos, obteniendo |0) y |1) respectivamente.

Podriamos pretender entonces hacer copias del qubit, medirlo varias veces y de
ahi deducir los valores o y 3, o al menos su médulo. Sin embargo esto no es posible
debido a que un qubit no se puede clonar, es decir, no podemos hacer una copia del

qubit. Veremos el motivo en el Capitulo

2. Representacion geométrica de un qubit

A la hora de medir un qubit, nos encontramos con una relacién de equivalencia
entre sus estados. Dado un operador de medida, medir |¢/) o medir exp(ivy) |¢)
con v € R nos lleva al mismo resultado, ya que la probabilidad de los diferentes

resultados al medir |¢) y al medir exp(iv) [¢) es la misma:

(exp (i) | M M lexp(in)h) = (b|exp(—iy) M), My, exp(iy)|vh) = (| M), M |),

usando la notacion del tercer axioma de la mecanica cuéntica y el hecho de que
(exp(iv)M,,)" = exp(iy)" M, = exp(—iy)M] . El factor exp(iy) se llama factor de
fase global.

Ademas, el reciproco también se satisface.

LEMA 2.5. Dados dos estados |¢) y |¢) tales que, para cualquier operador de
medida las probabilidades de los diferentes resultados coinciden, ambos estados se

diferencian en un factor de fase global.

DEMOSTRACION. Consideremos el operador de medida {My, M;} que intro-
dujimos en la secciéon anterior. Supongamos que |[¢)) = «|0) + S|1) vy que |¢) =
a'|0) + 5" [1).

Por hipétesis, tendremos que

af? = (1M Moly) = ($IM{Mol¢) = |/,

y que
B = WIMIM|¢) = ($IM{Ma]g) = |5']".
Por tanto, |a| = |a/| v |8] = |B’|- Podemos encontrar entonces v, € R tales que
o = exp(iv)ay B = exp(ip)B.
Consideremos ahora otro operador de medida diferente, por ejemplo el operador

asociado a la medicion proyectiva determinada por el observable

0 1
1 0/
1 1

Los autovalores de esta matriz son 1 y —1 con autovectores asociados (ﬁ’ ﬁ) y

1 1 . ’ o e, z.
(_ﬁ’ ﬁ) respectivamente. Asi, la descomposicion espectral del observable sera:

L))

SIS
SIS
o=
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(1)

la proyeccién sobre el subespacio generado por (%, %) N

1 _1

_ [ 2 2
Py = 1 1
T2 2

la proyeccion sobre el subespacio generado por ( —%, %)

siendo

SIS
N D=

De esta forma, aplicando la version modificada del tercer axioma para una
medicion proyectiva, tendremos que la probabilidad de obtener el resultado asociado

al autovalor —1 sera, para «|0) + 5 |1),

(a]0) + B[1)|P-1]r|0) + B 1))

(al0)+510|(Ga = 38)0) + (~3a+ 3A)ID)
1

= Ja*a - jaf — ja’f+ S5,
y para o' [0) + B [1) = exp(iv)a [0) + exp(ip) 5 [1),
(0 [0) + B [1IP-1]a’[0) + ' [1)) =30*a —  exp(in) exp(ip)"af"
~ 5 (i) explip)a’5 + 5675,
Como hemos supuesto que para todo operador de medida las probabilidades de

los diferentes resultados coinciden para |¢) y para |¢), tendremos que

Sata - saf — Ja’f+ 5578 = a%a — L explin) explin)"af’
~ 5 exp(in)” explip)a’ s + 366,
i.e.
af” + " = exp(iv) exp(ip) af” + exp(iy)” exp(ip)a’B. (4)

0 i
Tomemos ahora el operador de medida asociado al observable < ] OZ . Los
i

autovalores de esta matriz son 1 y —1, con autovectores asociados (—%7 %) y

(%, %) respectivamente. La descomposiciéon espectral de este observable seré por

1 i1 1 _ 3
I 2 2
_i 1 T i1 1)
2 2 2 2
1 z
| 2 32
P_1 Tl 1
2 3

tanto

siendo
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Aplicando esto, al igual que antes, obtenemos que la probabilidad de obtener el

resultado asociado al autovalor 1 sera, para o |0) + 8]1)

7

(@10} BIPHa 10)+ 811)) = (al0) + 81| Ga = 58)0)+ (o + 59 1))

1 ) ) 1
= Jata+ saf = Sa'B+ S B,

y para o [0) + B’ [1) = exp(iy)a|0) + exp(ip) B |1),

(o 0)+ B 1D P{la 10) + B [1)) =g "o+ £ exp(in) exp(ipy)"ap”

3 exp(iy)” exp(ip)a™ B + iﬁ B-
Como hemos supuesto que para todo operador de medida las probabilidades de

los diferentes resultados coinciden para |1) y para |¢), tendremos que
1

. . 1 1 . )
Qa*a + %aﬁ* - %a*ﬁ + iﬁ*ﬁ zia*a + %exp(i’y) exp(ip)” af*

~ S exp(in)” explip)a’s + 557,
ie.
af” —a” B = exp(iy) exp(ip) af” — exp(iy)” exp(ip)a”p. (5)

Juntando y tenemos que
o B(1—exp(iv)” exp(ip)) B s —exp(iy) exp(ip) of 2, Blexp(iv)” exp(ip)—1).

Consecuentemente, (suponiendo que af8* # 0; en caso contrario, se verifica la
proposiciéon tomando como factor de fase global el factor asociado a « 6 5 dependiendo

de cuél de ellos sea distinto de cero),

1 — exp(i)” exp(ip) = exp(iv)” exp(ip) — 1,
luego
1 = exp(iy)" exp(ip).
Asi,
exp(iy)" exp(ip) = exp(—iy) exp(ip) = exp(i(u — 7)) = L.
Como 1 = exp(i2km) para k € Z, tendremos que yu — v = 2k7 para k € Z; pero

entonces exp(iu) = exp(ivy), obteniendo lo que buscdbamos.
O

Podemos por tanto establecer una relacion de equivalencia que identifique los
vectores que representan estado fisicos iguales (i.e. estados para los que, dado
un operador de medida cualquiera, las probabilidades de los diferentes resultados
coinciden):

1) ~ ) == [¢') = exp(iv) [¢) paray € R. (6)

Por tanto, todos los estados “diferentes” se pueden representar en el espacio
cociente {z € C? | ||z]| = 1}/ ~ (el espacio de estados, como espacio de Hilbert de
dimension 2, es isomorfo a C2). Sin embargo, hay una representacion de los qubits

que nos aporta una mayor intuicién, que es la representacion en la esfera de Bloch.
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Para entender la representaciéon en la esfera de Bloch primero tenemos que

definir el cuerpo de los cuaterniones y la fibracion de Hopf.

2.1. El cuerpo de los cuaterniones. Los cuateriones surgieron de la idea de
intentar extender las operaciones en C a méas dimensiones. En 1843, Willian Rowan
Hamilton publicé un articulo dénde describia como generalizar las operaciones de
los niimeros complejos (isomorfos a R?) a R* |9).

Podemos asi definir una multiplicacion en R* de forma que con la suma
usual tengamos un cuerpo (aunque no conmutativo). Para ello tomamos una
base {1,4,j,k} de R* (normalmente la base canénica) y definimos la operacion de

multiplicacién como

Jlil—k|=1] i
k| j | —i| -1

De esta manera, extendiendo la operacion por linealidad, podemos multiplicar

elementos de R*:

(a+bi+cj+dk)(x+yi+ zj + wk) =(ax — by — cz — dw)
+ (ay + bz + cw — dz)i
+ (az 4+ cx + dy — bw)j
+ (aw + dzx + bz — cy)k.

R* con esta multiplicacién constituye lo que se denomina el conjunto de los cua-
terniones (denotado por H). Podemos incluir los nameros reales en los cuaterniones
identificando al complejo a + bi con el cuaternién a + bi + 0k + 0k. La multiplicacién
que hemos definido en H extiende la multiplicacién en C al incluir C en H de esta
forma.

Definimos el conjugado de un cuaterniéon r = a + bi + ¢j + dk como
r*=a—bi —cj — dk.

La norma de un cuaternién es la norma en R* y el inverso multiplicativo de un

cuaterniéon r es

*
-1 _ T

(1
de forma que rr~! =1 (siendo 1 + 0i + 0j + Ok el neutro para la multiplicacion).
Para cuateriones unitarios, r* = r~1.
Al igual que en C, podemos definir un producto interior en H, utilizando el
concepto de conjugado de un cuaterniéon que hemos definido, de manera similar
al producto escalar en C; con la particularidad de que la multiplicacién no es

conmutativa y por tanto

(af)* = p*a™.
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2.2. La fibracién de Hopf. Empecemos definiendo lo que se conoce como la

fibracion de Hopf.

DEFINICION 2.6. Dadas las esferas S® C R* y S? C R3, la fibracion de Hopf es
la aplicaciéon h : S — S? definida por

h(a,b,c,d) = (a* + b* — ¢ — d?, 2(ad + be), 2(bd — ac)). (7)

Es facil comprobar que la imagen de la fibracion de Hopf esta contenida en
la esfera S2. Veamos ahora una interpretacién geométrica de la fibracion de Hopf
usando los cuaterniones. En R2, para describir una rotaciéon, inicamente necesitamos
determinar el eje de rotacion y el angulo que queremos rotar, i.e., s6lo necesitamos
cuatro ntimeros reales (tres para el eje y una para el angulo). Algebraicamente,
podemos codificar esto usando los cuaterniones |5|.

Dado un vector p = (z,y, z) de R3, le asociamos el cuaternion xi + yj + 2k, al
que llamaremos cuaternion puro por tener la parte real igual a cero. Denotaremos

1

también a este cuaternion como p. Al hacer rpr=" con r = a+bi+cj+dk, obtenemos

rpr

_a*r+a(2cz — 2dy) + V7w + 2b(cy + dz) — (¢ + d?)
- a2+ b0+ +d?
n a’y — 2abz + 2adr — b%y + 2bcx + c*y + 2cdz — d%y |
a? +b% + % + d? J
a?z + a(2by — 2cx) — z (b* + 2 — d*) + 2d(bx + cy)
+ 2112 14 2 1 g2 k
a?+b*+c2+d

)

por lo que sigue siendo un cuaterniéon puro y lo podemos considerar como punto de

R3. Usando lo anterior, podemos definir una aplicacién Ad, : R? — R3 para r # 0:

Ad,(z,y,2) = rpr— L.

Se satisface que Ad, = Ad,, para t un real distinto de cero. Por tanto, basta
con considerar los  de norma uno para obtener todas las posibles aplicaciones Ad,..
Cada una de estas aplicaciones es lineal y determina una rotacién en R3 con eje
de rotacion (b, c,d) y angulo de rotacion 6 = 2cos!(a) = 2sin" (Vb2 + 2 + d2).
Comprobemos estas afirmaciones.

En primer lugar veamos que son aplicaciones lineales.

LEMA 2.7. Dado un cuaternion unitario 0 # r = a + bi + ¢j + dk, la aplicacion
Ad, : R® — R3 definida como Ad,(z,y,2) = rpr—! es una aplicacion lineal.

DEMOSTRACION. Sean (z,y,2), (z/,9',2') € R3 y A\, ) € R. Se satisface que
Ad(Az, Ay, Az) =X (a®z + a(2cz — 2dy) + b*x + 2b(cy + dz) — x (¢ + d*)) i
+ A (azy — 2abz 4 2adx — b?y + 2bex + Py + 2edz — d2y) j
+ A (a22 + 2aby — 2acx — b2z + 2bdx — 2z + 2edy + dQZ) k
- AAdr(xa Y, Z)
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y que

Ad(z+2  y+vy, 2+ 2) =[a*(x +2) + 2ac(z + 2') — 2ad(y + ¢/') + b*(x + 2')
+2b(c(y +y) +d(z+ 2") — (¢ +d°) (z + 2'))i
+ [@®(y +y') — 2ab(z + 2') + 2ad(x + ') — V*(y + ¢/)
+2bc(z 4+ 2') + A (y + ') + 2cdz + 2cd2’ — d*(y +¢)]j
+ [a®(z + 2) + 2ab(y + /) — 2ac(x +2') — b*(z + 2)
+2bd(z 4 2') — (2 + 2') + 2cdy + 2cdy’ + d*(z + 2')]k

= Ad,(z,y,z) + Ad (2", y', ).
(|

Tenemos ahora que la matriz asociada a la aplicacion Ad, (en las condiciones

del lema anterior) sobre la base candnica de R? es

a2+ —c2—d? 2bc — 2ad 2ac + 2bd
M = 2bc + 2ad a? —b2+c2 —d? 2¢cd — 2ab . (8)
2bd — 2ac 2ab + 2cd a? - -2+ d?

El determinante de esta matriz es 1, y la matriz es ortogonal (i.e. MM?! = 1)

por lo que efectivamente se trata de una rotacién. Los autovalores son

A =1,

=a?>-b>—c*—d*— 2\/—a2b2 —a?c2 — a2d?,

N=a?-b - —d%+ 2\/—a2b2 —a?c? — a2d?,

y uno de los autovectores asociado al autovalor A; (que es el eje de la rotacion; al
ser los autovalores distintos, el subespacio asociado es una recta) es (b, ¢,d). Para
calcular el dngulo de giro, consideremos un vector perpendicular a (b,c¢,d), por
ejemplo (b,c,d) x (1,0,0) = (0,d, —c) (usando el producto vectorial de R?). El
angulo de giro @ sera el angulo que forma w = (0,d, —¢) con su imagen Mw. Por la

definicion de producto escalar en R?, tenemos que el coseno de este angulo es
=a? -0 -2 —d®>=2d>—-1,

2 = L(cosf + 1), lo que significa que a = cos §. Asi, § = 2cos™(a) es

por lo que a
el angulo de la rotacion.

Una vez definidas las aplicaciones Ad,., podemos definir la fibraciéon de Hopf
a partir de ellas. Fijamos un punto en S?, wg, y dado un punto (a,b,c,d) € S*

definimos
r — Ad.(wo) = rwer™ = rwer*.
Para el punto wg = (1,0, 0), esta aplicacion coincide con la definida en . Es decir,

la fibracion de Hopf consiste en, dado un punto de la esfera S2, aplicar la rotacion

determinada por ese cuaterniéon sobre un punto determinado wg en la esfera S2.
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Figura 2.1. Fibracién de Hopf.

2.3. La esfera de Bloch. Una vez visto el concepto de la fibracién de Hopf,
lo usaremos para representar el estado de un qubit en la esfera de Bloch. Podemos

representar el estado |¢)) de un qubit en la base {|0),|1)} como

2

con a,f € C tales que \cu|2 + |B\2 =1. Asuvez,a =a+biy = c+di donde
a,b,c,d € R. Que |o> + |8]* = 1 implica que a2 + b2 + 2 + d2 = 1. Esta ecuacion
describe la esfera S® contenida en R*.

La idea es construir una aplicacion que relacione C x C con los cuaterniones,
de forma que a la imagen de un estado de un qubit por esta aplicaciéon le podamos
aplicar la fibracién de Hopf y obtener un punto en la esfera S2. La aplicaciéon que

definimos (por motivos técnicos que exploraremos mas adelante) es

f:CxC — H
(o, B) = (a+ bi,c+di) — (a,b,—c,d).
La imagen de la composicion h o f es lo que se denomina la esfera de Bloch, tal
y como podemos ver en la Figura También vemos que h(]0)) = h(1,0,0,0) =
(1,0,0) y h(|1)) = h(0,0,1,0) = (—1,0,0). Esta no es la convencion utilizada habit-
ualmente por los fisicos, sino que los papeles del eje x y el eje z estan intercambiados.
Al comienzo de esta seccion, definimos lo que se conoce como el factor de fase
global, de forma que dos estados que se diferencian tnicamente en un complejo
unitario exp(iy) son “iguales” desde el punto de vista de las mediciones. La pregunta
ahora es si esta fibracion de Hopf h o f lleva siempre dos estados “iguales” al mismo

punto, es decir, si respecta la relacion de equivalencia definida en @
LEMA 2.8. La aplicacion ho f respeta la relacion de equivalencia @

DEMOSTRACION. Sean |¢) y |¢') tales que |¢) ~ |¢'). Entonces, |[¢) =
exp(ivy) |¢) para v € R, es decir, si [¢) = (a, ) = (a + bi,c + di), tendremos
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que
[¢") = exp(iy)(a + bi,c + di) = (cos(y) + isin(y))(a + bi, c + di)

y por tanto,

(ho f)(|¥') = h(acosy — bsin~y,asin~y + bcosy, —ccosy + dsin+y, csiny + d cos )
a’ + b — % — d?, 2(ad — be), 2(bd + ac)) = h(a,b, —c, d)

= ( 2
= (ho f)(a, b,c, d) = (ho f)(|¢>)

O

Hemos definido asi una representacion del qubit en la esfera S3. En el caso de
varios qubits, no se ha podido definir todavia una representaciéon tan simple como
la esfera de Bloch en el caso de un qubit [6] p. 15].

En el resto del capitulo nos centraremos en estudiar las puertas logicas, que
constituyen la base de la computaciéon cuantica, asi como intentar interpretar

geométricamente su efecto sobre la representacion del qubit en la esfera de Bloch.

3. Transformaciones unitarias

En la Definicién introdujimos el concepto de operador unitario sobre un
espacio de Hilbert. Los operadores unitarios son, segin los axiomas de la mecanica
cuantica, la forma de representar los cambios a lo largo del tiempo de los qubits. En
esta seccion los estudiaremos a fondo para después centrarnos en aquellos operadores
que constituiran las puertas légicas de la computaciéon cuantica.

Para analizar estos operadores utilizaremos los grupos de matrices, es decir,
supondremos fijada una base en el espacio de Hilbert y consideraremos las matrices

asociadas a los diferentes operadores sobre esa base.

3.1. Grupo lineal general. En la Seccion 2:1] de este capitulo utilizamos los
cuaterniones para definir la fibracion de Hopf. Tal y como dijimos en su momento,

tenemos las siguientes inclusiones
RcCcCH,

donde la operacion de multiplicacion y sus propiedades se mantiene, excepto que en
H no es conmutativa. En lo que sigue, denotaremos por K a cualquiera de los tres,
es decir, K € {R,C,H}. Por otro lado, denotaremos a las matrices cuadradas n x n
con coeficientes en K por M, (K).

Cuando K € {R, C}, la aplicacién

det : M,(K) — K,

es conocida. Sin embargo, debido a las particularidades de H, no podemos utilizar
la misma definicién para las matrices con coeficientes en H si queremos retener

propiedades como que las matrices sean invertibles si y solo si el determinante es
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distinto de cero. Por ejemplo, si definiésemos el determinante con la definicién

habitual, al considerar la matriz

A= ( 7) € My (H),
i

obtendriamos un determinante igual a ij — ji = k — (—k) = 2k # 0; sin embargo, la

matriz no es invertible, ya que si existiese una matriz

(Z Z) € M(H)

tal que

tendriamos que

a4+ je=1,
b+ jd =0,
a4+ jc =0,
b+ jd =1,

lo que supone una contradiccion, ya que 0 # 1. Mas adelante definiremos una
aplicacion que verificara esta propiedad y que nos servird como definicion de deter-
minante para una matriz con coeficientes cuaterniénicos.

Las particularidades de H también afectan a la estructura de los espacios
vectoriales sobre los cuaterniones. Al no ser un cuerpo conmutativo, podemos

considerar tanto espacios vectoriales por la derecha como por la izquierda.

DEFINICION 2.9. Un espacio vectorial por la izquierda sobre un cuerpo no
conmutativo K es un conjunto M junto con una suma de M x M a M (denotada
por A, B — A+ B) y una multiplicacion de K x M a M (denotada por a, A — a- A)
tal que M es un grupo abeliano con la suma y, para todo a,b € Ky todo A, B € M,

)= ()4

Un espacio vectorial por la derecha sobre K verifica las mismas propiedades,
aplicando los correspondientes cambios de notacion (la multiplicacion es ahora
a, A — A-a); excepto que la primera propiedad cambia con respecto a la enunciada

para espacios vectoriales por la izquierda, quedando en este caso expresada como
(A-b)-a=A-(b-a).

Asi, podemos considerar M, (K) como espacios vectoriales sobre K, y en el caso

de K = H, consideraremos M, (H) como un espacio vectorial por la derecha.
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Esta decision tiene también consecuencias a la hora de relacionar las matrices
con las aplicaciones lineales. Y es que si consideramos H"™ como un espacio vectorial
por la derecha, tendremos que definir la aplicacion asociada a una matriz A € M, (H)
como L4 : H" — H" tal que para € H*, La(x) = A-z. En otro caso, la aplicacion
resultante no es lineal |8 p. 16].

Usando esa definicion, podemos establecer el concepto de grupo lineal general
sobre K.

DEFINICION 2.10. El grupo lineal general sobre K es:
GL,(K) ={A € M,(K) | 3B € M,(K) tal que AB = BA=1}.

La matriz B es la inversa de A y la denotamos por A~!. Es decir, el grupo lineal
general es el conjunto de matrices con inversa. Equivalentemente, también podemos
describir al grupo lineal general como el conjunto de isomorfismos de K* — K"
(8, p. 17].

ProprosicioN 2.11.
GL,(K) ={A € My(K) | La : K" — K" es un isomorfismo lineal.}

Para las matrices con coeficientes reales o complejos, tener inversa es equivalente
a que su determinante sea no nulo. Para poder llegar a una caracterizaciéon similar
en las matrices con coeficientes cuaternionicos, necesitamos primero escribir a las
matrices de GL,(H) como matrices de GL,,(C) para un cierto m. Es por ello por

lo que introducimos el siguiente teorema.
TEOREMA 2.12.
(1) GL,(C) es isomorfo a un subgrupo de G Ly, (R).
(2) GL,(H) es isomorfo a un subgrupo de G Loy, (C).

DEMOSTRACION. Para el primer caso, empezamos por n = 1. Definimos asi
p1: M1(C) — M3(R) definida por

p1(a+bi) = (—ab Z)

Para una matriz A € M,,(C) con n > 1, construimos p,(A) a partir de los bloques

2 x 2 resultantes de aplicar p; a cada entrada de la matriz A. Por ejemplo

a b ¢ d

atbi c+di\ | —-b a —-d c

p1<e+fi g+hi>_ e f g h
—f e =h

Esta aplicacion asi definida, es un isomorfismo lineal con su imagen (contenida

en GLo,(R)) al restringirla a GL,,(C) y ademas conserva la multiplicacion [8] p. 25].
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En el segundo caso, procedemos de forma similar. Empezamos por el caso n = 1,

definiendo la aplicacion ¢ : My (H) — M5(C) dada por

bi di
wl(a+bi+cj+dk)—<a+ 1 c+ z)

—c+di a—b

y generalizamos para cualquier n > 1 igual que antes. La aplicacién resultante es
también un isomorfismo con su imagen (contenida en GLs,(C)) al restringirla a

GL,(H) y ademéas conserva la multiplicacion |8, p. 29]. O

Utilizando la aplicacion 1, definida en la demostracién inmediatamente anterior,
podemos definir el determinante de una matriz cuaterniéonica. Esta definicion consiste

Unicamente en componer 1, con el determinante usual de Ma,,(C):
det o, : M, (H) — C.
Asi conseguimos la propiedad esperada [8] p. 31].
ProrosICION 2.13.
GL,(H) = {A € M, (H) | det(A) # 0}.
Veamos como ejemplo el caso de una matriz 2 x 2. Sea A una matriz de My (H)

Ao [0t biii + cij +dink  aig + b2t + c12j + digk
a1 + bari + Co1j + donk g + bagi + conj + daok )

tendremos que su matriz asociada en My(C) sera

a1 + b1t e Fdiit arp +biat ci2 +diat
—ci11 +dit ain — bt —cig +digi aiz — biod
a1 +b21%  co1 +dait agp + b cop 4 dani

—cCo1 +do1t agr —bort —caa + dai aza — baot

Por lo tanto, el determinante de A sera el determinante de esta matriz. Por ejemplo,

i
para ( j) tendremos que la matriz asociada en My(C) es
i

J
i 0 0 1
0 -2 -1 0
it 0 0 1
0 —2 =1 0

y por tanto que
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3.2. Grupos ortogonales. Introducimos ahora el concepto de grupo orto-
gonal sobre K, utilizando para ello el producto escalar definido para R, C y H

respectivamente.

DEFINICION 2.14. El grupo ortogonal sobre K,
0,(K) = {A € GL,(K) | (z-Aly- A) = (z|y) para todo z,y € K"}.

Si K = R, este grupo se denota O(n) y se denomina el grupo ortogonal. Si K = C,
se denota U(n) y se denomina el grupo unitario. Por dltimo, si K = H, se denota

Sp(n) y se denomina grupo simpléctico.

La denominacién del grupo U(n) como grupo unitario no es casual, sino que
estéd relacionada con el concepto de operador unitario de un espacio de Hilbert: una
matriz A € U(n) es una matriz unitaria en el sentido de la Definicion Esto se

puede extrapolar a los otros grupos ortogonales.

PROPOSICION 2.15. Para A € GL,(K) son equivalentes
(1) A€ 06,(K),

(2) L4 conserva bases ortonormales; i.e., si {x1,...,x,} €s una base ortonor-
mal de K", entonces {La(x1),...,La(x,)} lo es también,

(3) las columnas de A forman una base ortonormal de K™ y
(4) ATA=1f]

DEMOSTRACION. La implicacion (1) = (2) se deduce de que A conserva el
producto escalar. La implicacion (2) = (3) es porque las columnas de A son
las imagenes de la base canénica de K™ (tal y como hemos definido a L,). La

implicacion (3) = (4) es debido a que
(ATA);; = (fila i de AT)(columna j de A)
= (columna i de A*)T (columna j de A)
= ((columna ¢ de A)|(columna j de A)).

La implicacion (4) = (1) ya la hemos visto en la Seccion |2| del Capitulo
]

Esta caracterizacion de las matrices del grupo ortogonal sobre K nos permite

demostrar la siguiente proposicion.
PROPOSICION 2.16. Si A € 0,(K), entonces |det(A)] = 1.

DEMOSTRACION. Como ATA = I, tenemos que (utilizando que det(AT) =
det(A4)" |8, p. 39])

1 = det(ATA) = det(A") det(A) = det(A)" det(A) = |det(A)|>.
0

3La definicién de At para A € M, (H) es la misma que para una matriz compleja, pero

utilizando la definicién de conjugado de un cuaternién.
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Como consecuencia, es evidente que las matrices son inversibles y por tanto
elementos de GL,(K). No solo esto, sino que ademas 6, (K) es un subgrupo del
grupo lineal general [8] p. 36].

El subgrupo

SO(n) ={A € O(n) | det(A) =1}
se llama el grupo ortogonal especial. El subgrupo

SU(n) ={A € U(n) | det(A) =1},

grupo unitario especial. Ambos son subgrupos del grupo lineal general y también

del grupo lineal especial
SL,(K)={A4 € GL,(K) ’ det(A) = 1}.

3.3. Rotaciones y grupos otrogonales. El grupo SO(3) constituye el grupo
de las rotaciones en R3. Como ya hemos visto en la Seccién cada punto de la
esfera S se puede identificar con una rotacién en R3, i.e., con un elemento de SO(3).
A pesar de que esta identificaciéon no es un isomorfismo (ni tal isomorfismo existe
[3, p. 64]), si que podemos utilizarla para asociar a cada transformaciéon unitaria de
SU(2) una rotacion de R3, i.e., identificar los cambios en un qubit con rotaciones
de su representacion en la esfera de Bloch. Empezamos por identificar Sp(1) con

SU(2).
PROPOSICION 2.17. SU(2) es isomorfo a Sp(1).

DEMOSTRACION. Recordemos en primer lugar la definicién de la aplicacion
¢y« My (H) — M»(C) de la demostracién del Teorema [2.12}

. . a+bi c+di
Yi(a+ bi+ cj + dk) = ‘ ).
—c+di a—bi

Esta aplicacién la podemos definir también como

Y1z +wj) = ( Z* ui>7
—w z

ya que cualquier cuaternion a + bi 4+ ¢j + dk se puede expresar de la forma z + wj
con z,w € C, simplemente tomando z = a+ bi y w = c+ di.
Como ya dijimos en su momento, esta aplicacién es inyectiva y conserva la

multiplicacion. Si restringimos la aplicacion a Sp(1), tendremos que

z

b1 (Sp(1)) = {(_w

. ui) | z,w € C tales que |2|* + |w|* = 1}.
z
Nos queda ver que 91 (Sp(1)) = SU(2).

bi di
Dado r = a + bi + ¢j + dk € Sp(1), se tiene que ¥ (r) = ot Z_ et Z ,
—c+di a—bi

de forma que

t _ a—bi —c—di a+bi c+di _ 1 0
Yo (r) (c—di a—bi><—0+di a—bi 0 1)
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va que a® + b% + ¢ + d? = 1. Ademas, det(¢1(r)) = 1, por lo que ¥ (r) € SU(2).
Sea ahora B = <a ?) € SU(2) con o, 8,7, € C. Como B es un operador
unitario, tenemos que’y
oo )03
g* &) \v o 0 1

Junto con la ecuacion 1 = det B = ad — 3, tenemos (siendo las ecuaciones

y equivalentes):

afa+yy =1, 9)
a*B+7%8 =0, (10)
Ba+ 0%y =0, (11)
BB+ 66 =1, (12)

ad — By = 1. (13)

Distinguimos dos casos. El primero, suponemos que § = 0. En ese caso las

ecuaciones quedarian en:

afa+yy =1, (14)
a*B =0, (15)
BB =1, (16)
—By=1. (17)

Las ecuaciones y implican en primer lugar que a* = 0, i.e., o = 0.
Ademés, la ecuacién (|16) implica que el inverso de 8 es 5*. Por ultimo, usando esto
y la ecuacion ([17)) concluimos que —v, que también es el inverso de f3, es igual a 3*.

Si v = 0, también podemos usar el mismo argumento para concluir que § = o*

y que B =0.
En el segundo caso suponemos que § # 0 y que v # 0. En ese caso, a partir de

la ecuacion , multiplicando en un primer caso por 7 y después por §*, y usando
las ecuaciones @, y obtenemos:
By +70v=0 = a"By+(1—-a*a)d =0 = §=a"(ad — Bv) ="
" B6* +4700" =0 = a" BT+ (1-B"B=0 = 7" =p(By—ad)=-p

Por tanto, juntando ambos casos, concluimos que § = a* y que v = —f*. Asi,

a f

y sera por tanto un elemento de 11 (Sp(1)).

la matriz seréa de la forma

O

De esta manera, al identificar cada matriz unitaria 2 x 2 con un elemento de
la esfera S®, podemos a su vez asociarle una rotaciéon de SO(3). La aplicacion
Ad : Sp(1) — SO(3) que empezamos a introducir en la Seccién [2.2] es la que nos va
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a permitir dicha asociacién. Para estudiarla en profundidad necesitamos primero
introducir una estructura topolégica en los grupos de matrices con los que hemos
trabajado.

Para ello, simplemente consideramos a los grupos de matrices como subespacios
de un espacio topologico euclideo, teniendo en cuenta las siguientes inclusiones.
Dado G un subgrupo de GL,,(K),

RY  siK=R,
G C GL,(K) C M,(K) 2 K" =~ { R’ gK-=0C,
R4 i K = H.
Una vez que tenemos una topologia en GL,(K), introducimos la siguiente

definicion.

DEFINICION 2.18. Un grupo de matrices es un subgrupo G C GL,(K) que es
cerrado en GL, (K).

Todos los “grupos de matrices” definidos hasta ahora lo son en el sentido de la

definicion que acabamos de introducir.

PROPOSICION 2.19. 6, (K), SL,(K), SO(n) y SU(n) son grupos de matrices
segun la Definicion [2.18

DEMOSTRACION. Tenemos que probar que todos los grupos anteriores son
cerrados en GL,,(K).

Empezemos con 0,(K). Si definimos f : M, (K) — M, (K) como f(A) = AAT,
obtendremos una aplicacién continua ya que cada una de sus componentes f;;(A) =
(AAT);; € K es continua por ser un polinomio en los elementos de A (con coeficientes
en K). El conjunto {I} es cerrado en M,,(K), luego 6,,(K) = f~1({I}) Cc GL,(K)
es un cerrado en M, (K) y por tanto cerrado en GL, (K).

Para SL,,(K), en vez de usar la aplicacién f utilizaremos
det : M,(K) =R o6 C.

La aplicacion determinante es continua porque, en el caso de R 6 C, es simplemente
un polinomio en los elementos de A con coeficientes en el cuerpo correspondiente.
En el caso de H, tendremos que es igual a det(t,(A)), es decir, la composicion de
dos aplicaciones continuas (¢, es continua porque cada una de sus componentes es
continua por ser proyecciones) y por tanto una aplicaciéon continua. Como {1} es
cerrado en K, tendremos que SL,, (K) = det™*({1}) € GL,(K) es cerrado en M, (K)
y por tanto en GL,(K).
Por altimo, SO(n) = O(n) N SL,(R) y SU(n) =U(n) N SL,(C), es decir, son
la interseccién de dos cerrados y por tanto un cerrado.
O

Ademas, también se verifica que son espacios compactos, i.e., cerrados y acotados

(por estar trabajando en un espacio euclideo).
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PROPOSICION 2.20. Los grupos O(n), SO(n), U(n), SU(n) y Sp(n) son com-

pactos para cada n.

DEMOSTRACION. En la Proposicion hemos visto que son cerrados. Nos
falta ver que son también acotados. Utilizando la Proposicion [2.15] sabemos que las
columnas de cada una de las matrices de estos grupos son vectores unitarios en K",

luego la longitud de la matriz (como elemento K™) es /i, es decir, estd acotada.
(]

Una propiedad importante de SO(3) es su conexidad por caminos, de la que

nos serviremos después para relacionarlo con Sp(1).
LEMA 2.21. SO(3) es conexo por caminos.

DEMOSTRACION. Dada A € SO(3), podemos escribir

cosf@ sinf 0
A=V/|—sinf cos® 0|V
0 0 1

donde V € O(n) [10]. Tomando

costd sintd O
At)=V | —sintd costd 0|V 0<t<1,
0 0 1

obtenemos un camino entre A y la matriz identidad I € SO(3), y para todo ¢ € [0, 1],
A(t) € SO(3). Por tanto, hemos encontrado una matriz en SO(3) tal que podemos
unir mediante un camino en SO(3) cualquier otra matriz de SO(3) con ella. Esto

implica que SO(3) es conexo por caminos.
(]

Habiendo demostrado este lema, estamos en condiciones de analizar la relacién
entre Sp(1) y SO(3). Como ya dijimos anteriormente, esta relacion se basa en la
aplicacion

Ad : Sp(1) — SO(3),

definida de la siguiente forma: para g € Sp(1), la imagen de g es una aplicacion

Ad, tal que para v € R3
Ady(v) = gvg™t € R,
siguiendo la convencién de que un cuaterniéon xi + yj + zk lo escribimos como
(2,y,2) € R3.
Definida asi, esta aplicacién es un homomorfismo de grupos sobreyectivo, y,

cocientado por su nicleo, su dominio es isomorfo a su imagen.

LEMA 2.22. Ad es un homomorfismo de grupos y Ker (Ad) = {1, —1}.
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DEMOSTRACION. Empecemos probando que es un homomorfismo de grupos.

Siry,me € Sp(1) y p € R, entonces

Ad(r1m2)(p) = rirep(rire)” = r1(raprs)ri = Ad(r1)(Ad(r2)(p));

por tanto, Ad es un homomorfismo de grupos.

Se tiene que Ad(1) y Ad(—1) son la identidad en SO(3), por tanto 1 y —1
pertenecen a Ker (Ad). Reciprocamente, supongamos que Ad(q) es la identidad en
SO(3) con ¢ = a+ bi+ ¢j + dk. En ese caso Ad(q)(i) = i significa que

(a+bi+cj+dk)i(a—bi—cj—dk)=p
y a partir de esto obtenemos que
(ai—b—ck+dj)(a—bi—cj—dk) = (a*4+b* —c* —d?)i+(2bc+2ad)j+ (2bd —2ac)k = i.

Por tanto, necesariamente a? + b> — ¢ — d?> = 1. Sin embargo, por hip6tesis
a? 4+ b 4+c?24+d?> =1,luego ¢c = 0y d = 0. Aplicando un argumento similar
a Ad(q)(j) = j obtenemos que b = 0. Como a? = 1, a € {1,—1} por lo que
g€ {l,-1}.

O

LEMA 2.23. Ad: Sp(1) — SO(3) es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. Como Sp(1) es compacto (Proposicion , su imagen por

Ad es un compacto (por ser Ad una aplicacién continua: cada componente es un

polinomio —ver ), y por tanto, es cerrado. Ademaés, Ad es un difeomorfismo lineal,

por lo que su imagen es un abierto [8), p. 131]. Como SO(3) es conexo por caminos
(Lema , concluimos que la imagen de Ad es el espacio total, i.e., SO(3).

O

Concluimos asi que SO(3) es isomorfo a Sp(1)/{—1,1}.

4. Puertas légicas - un qubit

Una vez hemos visto los diferentes grupos de matrices y las relaciones entre ellos,
introduciremos ahora las principales puertas logicas que conforman los “circuitos”
de la computacion cuéntica. Estos circuitos son Gnicamente una representacion de
los cambios que experimenta un estado cuéntico y son anélogos a la computacién
clasica en el sentido de que se fundamenta en dos elementos: un circuito formado
por “cables” y “puertas” que transportan y manipulan la informacion cuantica.

Pero antes de introducir las puertas légicas, necesitamos precisar las herramien-
tas que utilizaremos para visualizar geométricamente la acciéon de las diferentes

puertas.
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4.1. Operadores unitarios equivalentes. Las puertas logicas de la com-
putaciéon cuantica coinciden con los operadores unitarios del segundo axioma de la
mecanica cuantica, al ser simplemente representaciones de los diferentes cambios
que puede experimentar un qubit.

Sin embargo, como hemos visto en los Lemas[2.22]y [2.23] el grupo de rotaciones de
R3, SO(3), es isomorfo a Sp(1)/{—1,1}, siendo Sp(1) isomorfo a las transformaciones
unitarias con determinante 1, SU(2). Por tanto, si queremos usar esta relacion,
tenemos de alguna forma que relacionar al grupo U(2) con SU(2) en el contexto de
los qubits.

Como ya hemos visto, al multiplicar un qubit por un factor de fase global exp(i7y),
obtenemos un qubit “idéntico” desde el punto de vista de las posibles mediciones
que hagamos sobre el qubit. Por tanto, en vez de tomar un operador unitario “tal
cual”, simplemente lo ponemos como un operador de SU(2) multiplicado por un

factor de fase global.
LEMA 2.24. Dada U € U(2), existe y € R y U' € SU(2) tales que
U = exp(iv)U’.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion |det(U)| = 1. Sea asi v € R tal que
exp(iy)® = det(U) y sea U’ = exp(—iy)U.

Tendremos que

det(U") = det(exp(—iy)U) = exp(—iv)? det(U) = et(U) =1

1
—d
det(U)

y que
U = exp(iy) exp(—iv)U = exp(iy)U’.

O

Con esto, podemos ver el efecto de un operador unitario U simplemente con-
siderando el efecto del operador U’ construido en la demostraciéon del lema, efecto

que desde el punto de vista de las mediciones es exactamente el mismo: para v € R,
U'|¢) = U exp(—iy) [¥) = U l4).

4.2. De SU(2) a SO(3). Por tltimo antes de presentar las diferentes puertas
logicas, tenemos que comprobar que la relacion entre SU(2) y SO(3) que hemos
definido tiene sentido al ponerla en practica; es decir, tomando las aplicaciones
f:CxC—Hyh:SCH— S?CR? definidas en la Secciéon tenemos que
comprobar si (ho f)(U|¢)) con U € SU(2) coincide con A((h o f)(|¢))) siendo
A € SO(3) la rotacion que asociamos a la matriz U por las aplicaciones que hemos
definido; i.e., si el siguiente diagrama (donde W C C x C es el conjunto de elementos

de C x C que son unitarios) conmuta:
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WcCxC Y5 WcCxC
s Js
S CH S3 CcH (18)
J» J»
$2Cc RS —A 5 52 C R3
La matriz A la construimos usando lo que hemos definido en la Seccion [B}

SU@) 5 8p(1) —ALs SO(3)

Asi, A = Ad(y; *(U)). Veamos que efectivamente el diagrama conmuta.
PROPOSICION 2.25. El diagrama (18)), donde A = Ad(y; ' (U)), conmuta.

DEMOSTRACION. Sea (a + bi,c+ di) € C x C un vector unitario (estado de un
r+yi z+wi
—z4wi T —yi
(z,y,z,w) € H por ).

Tenemos que

qubit), y sea U = ) una matriz de SU(2) (imagen reciproca de

(ho fY((U(a +bi,c+di)) = — a®w? + a’z? + a*y* — a*2° + 4acwy + 4aczz
— dadwz + dadyz — b*w? + b22? + b?y? — b222
+ dbcwz — 4beyz + 4bdwy + 4bdzz + Fw? — 22?
Ry 4 22 4 Pw? — dPa? — Py 4 A2

=(z+yi + zj + wk)

((a* +b* — ¢ — d*)i + 2(ad — be)j + 2(bd + ac)k)
(x —yi — 2j — wk)

=A((ho f)(a+bi,c+ di))

donde A = Ad(z,y, z,w).
O

4.3. Principales puertas logicas. El primer grupo de puertas légicas im-
portantes son las matrices de Pauli. Estos tres operadores, junto con la matriz
identidad y la multiplicaciéon por +1 y +¢ constituyen lo que se denomina el grupo
de Pauli. La primera de ellas es la analoga a la puerta NOT en el caso clasico. La

podemos representar en forma matricial como

1
X = 0
1 0
o, usando la notacion bra-ket, como X = |[0X1]| + |1)}0|. Al actuar sobre el estado

a|0) + B|1), que representaremos en la base {|0),|1)} como g , obtendremos
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a|1) + £10), lo que podemos escribir en forma matricial como

<(5)-)

También se puede denotar a esta puerta por o,. Notese que X es un operador
unitario y que por tanto la condicién de que el vector de estado sea unitario se
mantiene al aplicar el operador. En los diagramas denotaremos a esta puerta como

vemos en la Figura [2.2]
—x—
FicuraA 2.2. Representaciéon en un diagrama de la puerta X.

La segunda puerta de este grupo es la puerta Y o también denotada por oy,

representada matricialmente como

y en los diagramas como vemos en la Figura|2.3

——
F1cURA 2.3. Representaciéon en un diagrama de la puerta Y.
La tercera es la puerta Z, también denotada por o, con representacion matricial

2=, 1)

En los diagramas aparece como vemos en la Figura [2:4]

FiGUrA 2.4. Representacion en un diagrama de la puerta Z.
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Siguiendo lo que hemos probado en el Lema podemos tomar

Usando esto y la demostracion de la Proposicion [2.17], obtenemos que
X' =t(—ij) =v1(=k) Y =v(—j) Z =u(-i),
y, aplicando el homomorfismo Ad, para X' tenemos
(z,y,2) € R® = (—k)(vi +yj + zk)k = —xi — yj + 2k = (—x, —y,2) € R?,

es decir, X’ es una rotaciéon de angulo 7w respecto al eje z.

Para Y’ tenemos,
({L‘7y72) € RS — (—j)(CEZ +y] + Zk)] =xi— yj +zk = (_xvya _Z) € R37

es decir, Y’/ es una rotacién de angulo 7 respecto al eje v.

Por ultimo, para Z’,
(z,y,2) € R® = (=i)(xi+yj + 2k)i = xi —yj — 2k = (z, —y, —2) € R?,

es decir, Z’ es una rotacion de angulo 7 respecto al eje .

Estas rotaciones se aplican sobre la representacion de un qubit en la esfera de
Bloch, y su imagen coincide, como ya demostramos en la Proposicion [2.25] con la
imagen del qubit por la trasformacion unitaria X', Y’ Z’ (6 X, Y, Z) representada
en la esfera de Bloch.

El llamar a las puertas X, Y, Z hace referencia a la esfera de Bloch utilizada
normalmente. Con la esfera de Bloch que usamos en este trabajo, la puerta Y
hacer referencia a la rotacién con respecto al eje y, mientras que las puertas X y
Z lo hacen a las rotaciones con respecto a los ejes z y x respectivamente. Esto
se debe a lo que comentamos al presentar la esfera de Bloch: los ejes x y z estan
intercambiados en nuestro caso respecto a la convencién usada habitualmente.

La siguiente puerta importante es la puerta de Hadamard

Usando el Lema [2.24] construimos

;1 [exp(=if) exp(—if) 1 (=i i
we ) )= E )
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y, al igual que antes,
1

=1(—
f V2
Asi, usando la Proposici()n obtenemos en R3

(#,y,2) = (=

k).

1. 1 . .
\/‘ f )(m+y]+zk)(ﬁz+\ﬁk):zz—yj—i—xk:(z,—y,x),

i.e., H' es una rotacion respecto al subespacio generado por (1,0, 1), el autovector

asociado al autovalor 1. Esta puerta se denota en los circuitos como vemos en la

Figura 2.5

FiGurA 2.5. Representaciéon en un diagrama de la puerta de Hadamard.

Por ultimo, consideramos las puertas

1 0 1 0
SE(O > ’ TE(O exp(i;f))’

que, aplicando los mismos pasos que antes se relacionan con

S = exp(—i%) 0 — % N %Z 0
0 exp(—i%)i 0 I+ 75t

T exp( %) 0 _ [cos§ —ising 0
B 0 exp( %)exp(%) B 0 cos%—i—isin%.

De esa forma,

1

wuf i) v T’ =i (cos 5 — isin 3),

y por tanto, para S’, obtenemos como elemento de SO(3) la aplicacion

a7 a1 oA

es decir, una rotacion respecto al eje = de angulo 7. Para 7", obtenemos

sy

(z,y,2) ERgH(COSg—isin S

g)(xz +yj+ zk;)(cosg + isin
1 Yo, (14 1
— )z, =
V2 V2

es decir, una rotacion respecto a eje x de dngulo 7. A la puerta S se le denomina la

—((+ )2 =52+ V) € B,

puerta de fase y a T la puerta 3. En los diagramas se representan como vemos en

la Figura [2.6]
Otro elemento importante en los circuitos, las mediciones (que introdujimos en

el tercer axioma de la mecénica cuantica), se denotan como vemos en la Figura
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= 7
5] 1]

FI1GURA 2.6. Representacion en los diagramas de las puertas S'y T

FiGURrA 2.7. Representacion de una medicién en un diagrama.

5. Puertas logicas - varios qubits

Pasamos ahora a las puertas en las que intervienen varios qubits. Recordemos
que el espacio de estados al tener varios qubits es el producto tensor de los espacios
de estados de cada uno de los qubits. Asi, si tenemos dos qubits, una base del

espacio de estados sera
{l0) ®10),|0) @ 1), [1) ®10), 1) ®[1)}.
Sin embargo, para simplificar la notacion, escribiremos
{l00) ,101),[10) , [11)}.

Como tenemos una base con cuatro elementos, el espacio vectorial es isomorfo a R*

y podemos escribir

[00) = , 01) = [10) = |11) =

oS O =
o Oﬂ = O
o Hﬂ o O
_ o O O

0

Por otro lado, igual que con un tnico qubit, los operadores que actiian sobre el
sistema son operadores unitarios. Veamos ahora que el producto de dos operadores
unitarios que actiian sobre un tnico qubit es un operador unitario sobre dos qubits.

Por definicion [11} p. 57], dados Uy, Uz operadores en un espacio de estados de
un dnico qubit,

(U, 0 U)t =Uf o UJ.
Asi, tendremos que

(U, @ U) (Uy @ Uz) = (UfUL) @ (UdU) = T ® T

ya que como ya vimos en (I), (A® B)(|¥) ® 6)) = (A[¢)) @ (B|4)).

De esta forma, a partir de las puertas que actian sobre un tnico qubit, podemos
construir puertas que actiilan sobre varios qubits. Sin embargo, hay algunas puertas
que no se pueden expresar como producto de puertas para un solo qubit |11}, p. 57].
Entre estas puertas se encuentra la puerta CNOT. Esta puerta se denota en un
circuito como vemos en la Figura donde |z1) es el qubit de control y |zo)

es el qubit objetivo. La representacion y nomenclatura de esta puerta se debe al
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‘$1> B

\%) —p—

FI1GURA 2.8. Representacion de la puerta CNOT en un diagrama.

Antes Después
Control | Objetivo | Control | Objetivo
10) 0) 10) 0)

10) 1) 0) 1)

v o [ wm [
v | w w0

TABLA 1. Accién de la puerta CNOT.

funcionamiento de la puerta: el qubit |z1) no cambia mientras que el qubit |zq) si

se ve afectado y el cambio depende del valor de |x;), como vemos en la Figura

1) ———— [21)

|zo) ——B—— |20 D 1)
FiGuraA 2.9. Representacion de la puerta CNOT en un diagrama.

Una forma de representar la accién de esta puerta es mediante una tabla, donde
se recoge la imagen de la base del espacio de Hilbert, véase la Tabla

Otra forma es representarla como una matriz actuando sobre R* con la base
que explicitamos antes. De esta forma, obtenemos la siguiente matriz, cuya accién

coincide con la Tabla [Tk

Ucn =

o o O
o O = O
= o O O
S = O O



CAPITULO 3

Un par de ejemplos

En este altimo capitulo mostraremos un par de ejemplos que nos mostraran
en primer lugar una deficiencia de la computacion cuantica, el no poder hacer una

copia de un qubit, y en segundo lugar una de sus fortalezas: el paralelismo cuéantico.

1. Clonacién, no; teletransporte, si

Empecemos probando que no es posible hacer una copia de un qubit |6} p. 532].
Supongamos en primer lugar que tenemos dos qubits, uno en un estado |¢)) que
queremos copiar y otro qubit en un estado |s) que queremos que cambie al estado

|¢). Por tanto, el estado inicial del sistema sera

) @1s)

Supongamos que una transformacion unitaria U efectta la accion de copiar el

qubit, idealmente
) @ [s) = U([Y) @ [s)) = [¥) @ [¢)..
Supongamos también que funciona para dos estados concretos |¢) y |¢). Entonces

tendriamos

U(lp) @1s) =) @ 1¥), ¥
U(lo) ®s)) = 1) @ ¢) -

Si ahora hacemos el producto escalar de las dos ecuaciones, obtendremos usando
(2) (ver |11} p. 16]) y el hecho de que los operadores unitarios conservan el producto

escalar,
(¥lg) (sls) = (¥lg) = ((]e))*.

Pero la ecuacién z = 22 so6lo tiene dos soluciones en C: z = 0 6 « = 1; asi, o
|t)) = |#) o son ortogonales.

Por tanto, si una transformacién unitaria clona a un estado, tan solo puede
funcionar para ese estado y todos los estados ortogonales. Es decir, es imposible

conseguir un sistema de clonacién que funcione en todos los casos.

39
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M
) ————{ o A——
& A

|BOO>

F1auraA 3.1. Circuito de teletransportacion de un qubit |6, p. 27].

Sin embargo, si es posible “teletransportar” un qubit de un lugar a otro mediante
el envio de informacién clasica.

El circuito que permite hacer esto se puede ver en la Figura que ahora
analizaremos. Empecemos por explicar la situacion. Supongamos que dos personas,
Alice y Bob, tuvieron un encuentro pero ahora se encuentran separados. En dicho
encuentro generaron un par de qubits en un estado EPR (también llamados estados

Bell), i.e., en alguno de los siguientes estados

|Boo0) = 00)\;2””7
~]01) 4-]10)
|601> - \/i )
_ |00) —11)
|f10) = — 5B
by = 2

7

y cada uno de ellos se llevé uno de los dos qubits. Ahora Alice quiere enviarle a
Bob otro qubit |1), pero no sabe el estado en que se encuentra el qubit y tan solo
puede enviar informacién clasica a Bob.

Supongamos que |[¢) = «|0) + §]1) v que el estado EPR que generaron era
|Boo)- Asi, el estado inicial del sistema representado en la Figura seréE|

|tho) = |4} [Boo) = %[a 10) (100) + 1)) + B 11) (|00) + [11))].

Alice tiene los dos primeros qubits (las dos primeras filas del diagrama) y Bob el
tercero (la dltima fila del diagrama).

Lo primero que hace Alice es aplicar una puerta CNOT a sus qubits obteniendo

1
Y1) = 7 [ ]0) (J00) +[11)) + B 1) (|10) + [01))].

Denotamos el producto tensor [¢) ® |¢) como |¢)) |¢) para simplificar la notacion.
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A continuacion, envia el qubit |¢), que era el qubit de control en la puerta CNOT,

a través de una puerta de Hadamard, obteniendo

1h2) = %[a(l0> +[1))(100) + [11)) + £(]0) — [1))([10) + [01))].
Reescribiendo el estado obtenemos
|12) :%[I00> (a]0) + B[1)) +[01) («[1) + 8]0))
+110) («|0) — B 1)) + |11} (|1) — B \0))]

Una vez Alice llega a este punto, el sistema se puede encontrar en cuatro estados

igualmente probables:

100) (]0) + B[1)),
01) (a[1) + 810)),
[10) (a[0) = B[1)) ¥
[10) (a[0) = B[1)).

Alice mide entonces el estado de sus dos qubits, obteniendo los resultados M7 y My
respectivamente, y el sistema de tres qubits colapsa a uno de los cuatro estados
posibles. De esta forma, cuando Alice envia a Bob el resultado de su medicién, Bob
sabe en cual de los estados (a |0) + 1), a|1) + 5 ]0), a [0) — B|1) 6 |0) — B 1)) se
encuentra su qubit, y lo tinico que tiene que hacer es aplicar la puerta X M, veces
y la puerta Z M, veces para transformar su qubit al mismo estado en el que estaba
[¢), es decir, el estado «|1) + 30).

Asi, logra “teletransportar” su qubit y enviarselo a Bob tnicamente enviando
informacion clasica. Esto no contradice el principio de no clonacién que veiamos

antes, ya que el qubit que tenia Alice colapsa al estado |0) o al estado |1).

2. El algoritmo de Deutsch

2.1. Paralelismo cuantico. El paralelismo cudntico es una propiedad esen-
cial utilizada por los algoritmos de la computacion cuéntica. A grosso modo permite
evaluar una funcién en diferentes puntos simultdneamente, con una tnica operacion.

Tomemos por ejemplo una funcion f(x) : {0,1} — {0,1}. Al introducir esta
funciéon en un algoritmo cuantico usaremos dos qubits con estado inicial |z,y) y
mediante una sucesion adecuada de puertas logicas transformaremos dicho estado
en |z,y ® f(x)) donde & denota la adicion modulo 2 |6, p. 31]. Denotaremos a esta
sucesion de puertas como Uy.

Ahora bien, si partimos del estado % ® ]0), que podemos obtener haciendo
actuar la puerta de Hadamard sobre el qubit |0), y aplicamos Uy (como vemos en
la Figura , obtendremos el estado

10, £(0)) + |1, F(1))
% :
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[0)+]1) [0)+]1)
V2 V2
Uy
[0,£(0))+]1,f(1))
0) 4

FIGURA 3.2. Ejemplo de Uy actuando sobre dos qubits.

Observamos asi que, haciendo actuar tnicamente una vez a Uy, obtenemos
informacion de f(0) y de f(1) como si los hubiésemos evaluado simultaneamente.
Esto es lo que se denomina paralelismo cudntico.

Podemos generalizar este proceso a un nimero arbitrario de qubits usando lo
que se denomina la transformada de Hadamard. Basicamente consiste en aplicar
la puerta de Hadamard simultaneamente a n qubits. Por ejemplo, si tenemos dos
qubits en el estado |0) y hacemos la transformada de Hadamard obtendremos

|0) +1]1) |0) + 1)\ _ |00) 4 ]01) + |10) + |11)
() () -

Podemos resumir el resultado de la transformada de Hadamard actuando sobre n

qubits en estado |0) de la siguiente forma:

1

donde x representa cada uno de los estados del sistema de n qubits.
Si tenemos un sistema con n qubits a los que hemos aplicado la transformada de
Hadamard y otro qubit en estado |0), podemos aplicar algo similar a Uy y obtener

asi
1

\/272 [z) [f(2)),

habiendo en cierta forma evaluado f en todos los posibles valores del sistema de n

qubits.

Ahora bien, en los dos ejemplos anteriores, obtuvimos un estado cuantico final
combinacion de las imagenes de los valores posibles de un qubit; pero no podemos
obtener a partir de eso directamente dichos valores, porque el qubit nos daré al
medirlo, por ejemplo en el primer caso, bien |0, f(0)) o bien |1, f(1)). Sin embargo,
si que es posible aprovechar esta propiedad y obtener mas informacion que f(0) o
7).

Veamos un algoritmo simple que utiliza el paralelismo cuantico para obtener
en una unica operaciéon lo que en un ordenador tradicional requeriria al menos
dos, mostrando asi que se puede aprovechar esta propiedad y que la computaciéon

cuantica supera las posibilidades de la computacién clasica.

2.2. El algoritmo de Deutsch. Retomando el circuito de la Figura [3.2] si
en vez tener al segundo qubit en el estado |0) le aplicamos al estado |1) una puerta
de Hadamard, obteniendo el estado inicial % ® %, tendremos la base del

algoritmo de Deutsch, representado en la Figura [3.3
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o) — (] i)
Uy
1) —{H]

FicurA 3.3. Circuito que ejecuta el algoritmo de Deutsch.

Dado el estado inicial |¢g) = |01), obtenemos el estado

) = <0>\+ﬁll>> (I0>\;§|1>>.

Ahora, al aplicar Uy a |i1), obtenemos una de las siguientes posibilidades
(6, p. 33].

o () as0= 0
2) = . a _
L (m5) (85 500 # 500
Al aplicar por ultimo la puerta de Hadamard al primer qubit, tenemos
£10) (1272) s £0) = £(1),
1) (1072) s f0) # £(1).
Llegados a este punto, nos encontramos con que f(0) & f(1) es 0 si f(0) = f(1)

|v3) =

y es 1 en otro caso, por lo que podemos escribir |i3) como
0) — 1)
o) = 21700 @ s (1),
de forma que al medir el primer qubit, obtendremos el valor de f(0) @ f(1).
La importancia de este algoritmo es que obtenemos f(0) @ f(1) evaluando
f mediante Uy tnicamente una vez. Y aqui es donde radica el potencial de la
computacion cuéntica y lo que la convierte en un paradigma totalmente diferente al
de la computacion clasica, aportando nuevos algoritmos que permiten superar las

capacidades de los ordenadores tradicionales.
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